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«ūɞɓɞɨ Űɞɜ Ɏɜɗɟɤˊɞ Űɞɡ Ůɜɧɠ ɓɘɓɚɑɞɡè [ŪɤɛɎɠ ȷəɘɜɎŰɖɠ] 

 

ȷɡŰɧ Űɞ ɓɘɓɚɑɞ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŬˊɞŰŮɚɏůŮɘ ɓɞɐɗɖɛŬ ɔɘŬ űɞɘŰɖŰɏɠ ˊɞɡ ˊŬɟŬəɞɚɞɡɗɞɨɜ ůɢŮŰɘəɧ ɛŮŰŬˊŰɡɢɘŬəɧ 

ɛɎɗɖɛŬ, ŬɚɚɎ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɖɗŮɑ əŬɘ Ŭˊɧ ˊɟɞɢɤɟɖɛɏɜɞɡɠ ˊɟɞˊŰɡɢɘŬəɞɨɠ űɞɘŰɖŰɏɠ. ɇɞ ɛŮɔŬɚɨŰŮɟɞ 

ɛɏɟɞɠ Ŭˊɧ ŬɡŰɧ Űɞ ɓɘɓɚɑɞ ŭɘŭɎɢŰɖəŮ ůŰɞ ɀŮŰŬˊŰɡɢɘŬəɧ: ūɡůɘəɐ əŬɘ ɇŮɢɜɞɚɞɔɘəɏɠ ȺűŬɟɛɞɔɏɠ, 

ȺɀɄ/ȹɖɛɧəɟɘŰɞɠ, ůŰŬ ˊɚŬɑůɘŬ Űɞɡ ɛŬɗɐɛŬŰɞɠ ȾɚŬůɘəɐ ɀɖɢŬɜɘəɐ. 

Ƀɘ űɞɘŰɖŰɏɠ ˊɞɡ ˊŬɟŬəɞɚɞɡɗɞɨɜ ɏɜŬ ŰɏŰɞɘɞ ɛɎɗɖɛŬ ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ɏɢɞɡɜ ɔɜɩůɖ ɀɖɢŬɜɘəɐɠ Ůˊɘˊɏŭɞɡ ũŮɜɘəɐɠ 

ūɡůɘəɐɠ əŬɘ əɎˊɞɘŬ ɔɜɩůɖ ˊɘɞ ˊɟɞɢɤɟɖɛɏɜɖɠ ɀɖɢŬɜɘəɐɠ, ˊɟɞˊŰɡɢɘŬəɞɨ Ůˊɘˊɏŭɞɡ, əŬɗɩɠ əŬɘ ɔɜɩůɖ Ⱥɘŭɘəɐɠ 

ŪŮɤɟɑŬɠ Űɖɠ ɆɢŮŰɘəɧŰɖŰŬɠ. 

ȼ ɀɖɢŬɜɘəɐ ɔŮɜɘəɩɠ əŬɘ ŮɘŭɘəɧŰŮɟŬ ɖ ȷɜŬɚɡŰɘəɐ ɀɖɢŬɜɘəɐ ɐ ɖ ȷɜŬɚɡŰɘəɐ ȹɡɜŬɛɘəɐ ŮɑɜŬɘ əɚɎŭɞɘ Űɖɠ 

ŮˊɘůŰɐɛɖɠ, ˊɞɡ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɘůɢɡɟɘůŰŮɑ əɎˊɞɘɞɠ, ŬˊɞŰŮɚɞɨɜ Űɞ ŬɚűɎɓɖŰɞ, Űɞ ɓŬůɘəɧ ŮɟɔŬɚŮɑɞ, ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ɢɟɐůɘɛɞ 

ɔɘŬ Űɖ ɛŮŰɎɓŬůɖ ůŮ Ɏɚɚɞɡɠ əɚɎŭɞɡɠ Űɖɠ űɡůɘəɐɠ əŬɘ Űɖɠ ŮˊɘůŰɐɛɖɠ Űɞɡ ɛɖɢŬɜɘəɞɨ. 

ɇɞ ˊŮɟɘŮɢɧɛŮɜɞ ŮɑɜŬɘ, əɡɟɑɤɠ, əɚŬůɘəɐ ȷɜŬɚɡŰɘəɐ ȹɡɜŬɛɘəɐ. Ⱥˊɑůɖɠ ˊŮɟɘɚŬɛɓɎɜɞɜŰŬɘ əŬɘ ŰŬ ɓŬůɘəɎ 

ɔɘŬ Űɖ ɀɖ ũɟŬɛɛɘəɐ ȹɡɜŬɛɘəɐ. ɄŮɟɘɚŬɛɓɎɜɞɜŰŬɘ ɗɏɛŬŰŬ əɚŬůɘəɐɠ ŪŮɤɟɑŬɠ ɄŮŭɑɞɡ əŬɘ ŰŬ ɗŮɤɟɐɛŬŰŬ Űɖɠ 

Noether. 

ȹɑɜɞɜŰŬɘ ůŰɞɘɢŮɑŬ Ŭˊɧ Űɖ ɗŮɤɟɑŬ ɛŮŰŬɓɞɚɩɜ ɔɘŬ ůɡůŰɐɛŬŰŬ ɛŮ űɡůɘəɏɠ ůɡɜɞɟɘŬəɏɠ ůɡɜɗɐəŮɠ. 

ȺɝŮŰɎɕɞɜŰŬɘ ɞɘ ˊŮɟɘˊŰɩůŮɘɠ ɧˊɞɡ ɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ Ŭˊɧ ŬɜɩŰŮɟŮɠ ˊŬɟŬɔɩɔɞɡɠ əŬɘ ŬɜŬűɏɟŮŰŬɘ Űɞ 

ɗŮɩɟɖɛŬ Ostrogradsky. ȷɜŬɚɨɞɜŰŬɘ ŭɘɎűɞɟŬ ɗɏɛŬŰŬ ˊɞɡ ůɢŮŰɑɕɞɜŰŬɘ ɛŮ Űɖ ũŮɜɘəɐ ɆɢŮŰɘəɧŰɖŰŬ. 

ȺɝŮŰɎɕŮŰŬɘ Űɞ ŬɜŰɑůŰɟɞűɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ Űɖɠ ɀɖɢŬɜɘəɐɠ, ŭɖɚŬŭɐ ˊɧŰŮ Ŭˊɧ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ 

ɓɟŮɗŮɑ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ˊɞɡ ɜŬ ˊŮɟɘɔɟɎűŮɘ Űɞ ůɨůŰɖɛŬ.  

Ƀɘ ˊɟɞɢɤɟɖɛɏɜŮɠ ɗŮɤɟɑŮɠ ůɤɛŬŰɘŭɑɤɜ, ůɢŮŰɘəɧŰɖŰŬɠ, ŬůŰɟɞűɡůɘəɐɠ ə.ɚˊ. ůŰɖɟɑɕɞɜŰŬɘ ůŰɖɜ ȷɜŬɚɡŰɘəɐ 

ȹɡɜŬɛɘəɐ. Ⱥˊɑůɖɠ ůŮ ɗɏɛŬŰŬ Űɖɠ ŮˊɘůŰɐɛɖɠ Űɞɡ ɀɖɢŬɜɘəɞɨ ɔɑɜŮŰŬɘ ɛŮɔɎɚɖ ɢɟɐůɖ Űɖɠ ȷɜŬɚɡŰɘəɐɠ ɀɖɢŬɜɘəɐɠ, 

ˊ.ɢ. əɨɛŬŰŬ, ŰŬɚŬɜŰŮɡɧɛŮɜŮɠ əŬŰŬůəŮɡɏɠ, ɟŮɡůŰɎ, ɢŬɞŰɘəɎ ůɡůŰɐɛŬŰŬ ə.ɚˊ.  

ɇɞ ɓɘɓɚɑɞ ŬˊŮɡɗɨɜŮŰŬɘ ůŮ ɧůɞɡɠ ɗɏɚɞɡɜ ɜŬ ŬˊɞəŰɐůɞɡɜ ɛɘŬ ɔŮɨůɖ Ŭˊɧ ŰŬ ŬɜŰɘəŮɑɛŮɜŬ ˊɞɡ 

ˊɟŬɔɛŬŰŮɨɞɜŰŬɘ ůŰɘɠ ůŮɚɑŭŮɠ Űɞɡ. ũɘŬ ˊŮɟɘůůɧŰŮɟŮɠ ɔɜɩůŮɘɠ əɎˊɞɘɞɠ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŬɜŬŰɟɏɝŮɘ ůŰɖ ɓɘɓɚɘɞɔɟŬűɑŬ 

ˊɞɡ ˊŬɟŬŰɑɗŮŰŬɘ Ůŭɩ, ɔŮɜɘəɩɠ ůŮ ɎɚɚŬ ůɡɔɔɟɎɛɛŬŰŬ ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ˊɘɞ ŮɝŮɘŭɘəŮɡɛɏɜŬ. ȼ ɓɘɓɚɘɞɔɟŬűɑŬ ˊŮɟɘɏɢŮɘ 

ɓɘɓɚɑŬ əŬɘ ŭɖɛɞůɘŮɨůŮɘɠ ˊɞɡ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɐůŬɛŮ ůŮ ɛɘəɟɧ ɐ ɛŮɔɎɚɞ ɓŬɗɛɧ ɔɘŬ Űɖ ůɡɔɔɟŬűɐ ŬɡŰɞɨ Űɞɡ 

ˊɞɜɐɛŬŰɞɠ, əŬɘ ɎɚɚŬ ɔɘŬ ˊŬɟŬˊɎɜɤ ɛŮɚɏŰɖ.  

ɇɞ ɓɘɓɚɑɞ ŭŮ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŭɘŭŬɢŰŮɑ ɞɚɧəɚɖɟɞ ůŮ ɏɜŬ ŮɝɎɛɖɜɞ, ɞ ŭɘŭɎůəɤɜ ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ əɎɜŮɘ əŬŰɎɚɚɖɚɖ 

Ůˊɘɚɞɔɐ Űɖɠ ɨɚɖɠ ˊɞɡ ŭɘŭɎůəŮɘ. ȳɛɤɠ ŮɑɜŬɘ ɢɟɐůɘɛɞ əŬɘ ɤɠ ɓɘɓɚɑɞ ŬɜŬűɞɟɎɠ ůŰɞ ŬɜŰɘəŮɑɛŮɜɧ Űɞɡ.  

ȷɠ ɛɖ ɝŮɢɜɎɛŮ Űɞɜ ŪɤɛɎ ȷəɘɜɎŰɖ, ɛŮ Űɞɜ ɞˊɞɑɞ ɝŮəɘɜɐůŬɛŮ ŬɡŰɧɜ Űɞɜ ˊɟɧɚɞɔɞ, əŬɜɏɜŬ ɓɘɓɚɑɞ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ 

ŬɟəŮŰɧ Ŭˊɧ ɛɧɜɞ Űɞɡ. ɇɞ əɎɗŮ ɓɘɓɚɑɞ ɏɢŮɘ Űɖɜ ŬɝɑŬ Űɞɡ, ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŮɝɖɔŮɑ əŬɚɨŰŮɟŬ əɎŰɘ ˊɞɡ əɎˊɞɘɞ Ɏɚɚɞ ŭŮɜ 

Űɞ əɎɜŮɘ. ȷɡŰɧ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ əŬɘ Ŭˊɧ Űɞɜ ŬɜŬɔɜɩůŰɖ ɞ ɞˊɞɑɞɠ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ əŬŰŬɚɎɓŮɘ əɎŰɘ ɧŰŬɜ Űɞɡ ŭɑɜŮŰŬɘ ɛŮ Űɟɧˊɞ 

ˊɞɡ ŮəŮɑɜɞɠ əŬŰŬɚŬɓŬɑɜŮɘ əŬɚɨŰŮɟŬ. 

ȺɡɢŬɟɘůŰɞɨɛŮ Űɞ ˊɚɐɗɞɠ Űɤɜ ɛŮŰŬˊŰɡɢɘŬəɩɜ űɞɘŰɖŰɩɜ ɞɘ ɞˊɞɑɞɘ ˊŬɟŬəɞɚɞɨɗɖůŬɜ Űɞ ɛŮŰŬˊŰɡɢɘŬəɧ 

ɛɎɗɖɛŬ əŬɘ ɛŮ Űɘɠ ˊŬɟŬŰɖɟɐůŮɘɠ Űɞɡɠ əŬɘ Űɖɜ ŬɡůŰɖɟɐ, ˊɞɚɚɏɠ űɞɟɏɠ, əɟɘŰɘəɐ Űɞɡɠ ɓɞɐɗɖůŬɜ ůŰɖ ɓŮɚŰɑɤůɖ 

Űɖɠ ˊŬɟɞɡůɑŬůɖɠ Űɤɜ ɗŮɛɎŰɤɜ ŬɡŰɞɨ Űɞɡ ɓɘɓɚɑɞɡ. ȼ ŬɚɚɖɚŮˊɑŭɟŬůɖ ŭɘŭɎůəɞɜŰɞɠ əŬɘ ŭɘŭŬůəɞɛɏɜɤɜ ŮɑɜŬɘ ˊɞɚɨ 

ɞɡůɘŬůŰɘəɐ ůŰɖ ŭɘŬɛɧɟűɤůɖ Ůɜɧɠ ɛŬɗɐɛŬŰɞɠ əŬɘ ŬɜŰɑůŰɞɘɢɞɡ ɓɘɓɚɑɞɡ. 

Ⱥˊɑůɖɠ, ŮɡɢŬɟɘůŰɞɨɛŮ Űɞɡɠ ȾŬɗɖɔɖŰɏɠ, ȽɤɎɜɜɖ ȸɏɟɔŬŭɞ, ȷɚɏɝŬɜŭɟɞ ȾŮɢŬɔɘɎ, ȾɤɜůŰŬɜŰɑɜɞ Ⱦɞɡůɞɡɟɐ, 

ũŮɩɟɔɘɞ ȾɞɡŰůɞɨɛˊŬ, ɆŰɏűŬɜɞ ȿŮɞɜŰůɑɜɖ, ɁɘəɧɚŬɞ ɀŬɡɟɧɛŬŰɞ, ȷɜŰɩɜɖ ɀɞŭɘɜɧ, ȾɡɟɘɎəɞ ɇŬɛɓɎəɖ, 

ũŮɩɟɔɘɞ ɇůɘˊɞɚɑŰɖ, ȾɤɜůŰŬɜŰɑɜɞ ūŬɟɎəɞ, ɔɘŬ Űɖɜ ŮɜɗɎɟɟɡɜůɐ Űɞɡɠ ɩůŰŮ Ŭˊɧ ůɖɛŮɘɩůŮɘɠ ɜŬ ɔɟŬűŰŮɑ ɏɜŬ 

ɓɘɓɚɑɞ əŬɘ ɔɘŬ Űɘɠ ůɢŮŰɘəɏɠ ˊŬɟŬŰɖɟɐůŮɘɠ əŬɘ ɡˊɞŭŮɑɝŮɘɠ Űɞɡɠ.  

Ⱥˊɑůɖɠ ŮɡɢŬɟɘůŰɞɨɛŮ Űɞɜ ūɡůɘəɧ ɆɤŰɐɟɖ ūɟŬɔəɑůəɞ ɔɘŬ Űɖɜ ɛŮɔɎɚɖ ůɡɛɓɞɚɐ Űɞɡ ůŰɞɜ ůɢŮŭɘŬůɛɧ Űɤɜ 

ůɢɖɛɎŰɤɜ əŬɘ ɔɘŬ ˊŬɟŬŰɖɟɐůŮɘɠ Űɞɡ ůɢŮŰɘəɏɠ ɛŮ Űɞ əŮɑɛŮɜɞ Űɞɡ ɓɘɓɚɑɞɡ.  
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ȾŮűɎɚŬɘɞ 1: ȺɘůŬɔɤɔɐ 

ȼ ɚɏɝɖ ȷɜŬɚɡŰɘəɐ ˊɞɡ ɡˊɎɟɢŮɘ ůŰɞɜ əɚɎŭɞ ŬɡŰɧ Űɖɠ ȹɡɜŬɛɘəɐɠ ůɢŮŰɑɕŮŰŬɘ ɛŮ Űɞ ɔŮɔɞɜɧɠ ɧŰɘ ɔɑɜŮŰŬɘ ɢɟɐůɖ Űɞɡ 

əɚɎŭɞɡ Űɤɜ ɛŬɗɖɛŬŰɘəɩɜ ˊɞɡ ɝɏɟɞɡɛŮ ɤɠ ɀŬɗɖɛŬŰɘəɐ ȷɜɎɚɡůɖ. Ƀ ɁŮɨŰɤɜŬɠ ůŰɞ əɚŬůɘəɧ ůɨɔɔɟŬɛɛɎ Űɞɡ 

Philosophiae Naturalis Principia Mathematica, ɀŬɗɖɛŬŰɘəɏɠ ȷɟɢɏɠ ūɡůɘəɐɠ ūɘɚɞůɞűɑŬɠ (ůŰŬ ɚŬŰɘɜɘəɎ 1687, 

ůŰŬ ŬɔɔɚɘəɎ 1729), ɏəŬɜŮ ɢɟɐůɖ Űɤɜ Ůɜɜɞɘɩɜ Űɖɠ ŭɨɜŬɛɖɠ əŬɘ Űɖɠ ɞɟɛɐɠ. ȷɡŰɎ ŮɑɜŬɘ ŭɡɞ ɛŮɔɏɗɖ ˊɞɡ ɏɢɞɡɜ 

Űɘɛɐ əŬɘ əŬŰŮɨɗɡɜůɖ. ɄŬɟɧɚɞ ˊɞɡ ůŰɞ ɏɟɔɞ Űɞɡ ɞ ɁŮɨŰɤɜŬɠ ŭŮɜ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘŮɑ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ ɧˊɤɠ ɔɑɜŮŰŬɘ 

ůɐɛŮɟŬ, ůŰɖɜ ɞɡůɑŬ ɖ ɁŮɡŰɩɜŮɘŬ ɗŮɩɟɖůɖ Űɖɠ ȾɚŬůɘəɐɠ ȹɡɜŬɛɘəɐɠ (ɐ ɀɖɢŬɜɘəɐɠ) ůŰɖɟɑɕŮŰŬɘ ůŮ ůɢɏůŮɘɠ 

ŭɘŬɜɡůɛɎŰɤɜ. Ƀ ɁŮɨŰɤɜŬɠ əɎɜŮɘ ɢɟɐůɖ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɩɜ Ůɜɜɞɘɩɜ əŬɘ ˊŬɟɧɚɞ ˊɞɡ ɏɢŮɘ çŬɜŬəŬɚɨɣŮɘè Űɖɜ ɏɜɜɞɘŬ 

Űɖɠ ˊŬɟŬɔɩɔɞɡ ŭŮɜ Űɖɜ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘŮɑ. ȳˊɤɠ ŮɑɜŬɘ ɔɟŬɛɛɏɜɞ, Űɞ ůɨɔɔɟŬɛɛɎ Űɞɡ ŮɑɜŬɘ ŭɨůəɞɚɞ ɜŬ çŭɘŬɓŬůŰŮɑè. 

ɆŰɘɠ ɛɏɟŮɠ ɛŬɠ, ɞ ɗŮɛŮɚɘɩŭɖɠ ɜɧɛɞɠ Űɖɠ ŭɡɜŬɛɘəɐɠ (ŭŮɨŰŮɟɞɠ ɜɧɛɞɠ Űɞɡ ɁŮɨŰɤɜŬ) ɔɟɎűŮŰŬɘ, ůŰɖɜ ɛɞɟűɐ ɛŮ 
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ɆŰɖɜ ȷɜŬɚɡŰɘəɐ ȹɡɜŬɛɘəɐ ɔɑɜŮŰŬɘ ɢɟɐůɖ ŭɡɞ ɓŬɗɛɤŰɩɜ ɛŮɔŮɗɩɜ, Űɖɠ əɘɜɖŰɘəɐɠ ŮɜɏɟɔŮɘŬɠ əŬɘ Űɖɠ 

ŭɡɜŬɛɘəɐɠ ŮɜɏɟɔŮɘŬɠ (ɐ Űɖɠ ŭɡɜŬɛɘəɐɠ ůɡɜɎɟŰɖůɖɠ), əŬɘ ůŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ ɔɑɜŮŰŬɘ ɢɟɐůɖ Űɖɠ ɀŬɗɖɛŬŰɘəɐɠ 

ȷɜɎɚɡůɖɠ. ɄɟɤŰɞˊɧɟɞɠ ůŮ ŬɡŰɐ Űɖɜ əŬŰŮɨɗɡɜůɖ ɡˊɐɟɝŮ ɞ ůɨɔɢɟɞɜɞɠ əŬɘ çŬɜŰɑˊŬɚɞɠè Űɞɡ ɁŮɨŰɤɜŬ, ɞ 

Leibniz. ȷɡŰɧɠ, ɞɡůɘŬůŰɘəɎ, ŮɘůɐɔŬɔŮ ŰŬ ŭɡɞ ŬɜɤŰɏɟɤ ɓŬɗɛɤŰɎ ɛŮɔɏɗɖ ůŰɖ ɀɖɢŬɜɘəɐ. ɆŰɖɜ ˊɟɎɝɖ, ɛˊɞɟɞɨɛŮ 

ɜŬ ˊɞɨɛŮ ɧŰɘ ɖ ȷɜŬɚɡŰɘəɐ ȹɡɜŬɛɘəɐ ŮɑɜŬɘ ɖ ȹɡɜŬɛɘəɐ ˊɞɡ ŬɜŬˊŰɨɢŰɖəŮ Ŭˊɧ Űɞɡɠ Bernoulli, Euler, dô Alembert, 

Lagrange, Hamilton, Poisson, Jacobi, Gauss əŬɘ Ɏɚɚɞɡɠ. ȷɝɑɕŮɘ ɜŬ ŰɞɜɘůŰŮɑ ɧŰɘ ůŰɞɘɢŮɑŬ Űɖɠ ɀɖɢŬɜɘəɐɠ ɔŮɜɘəɩɠ 

əŬɘ Űɖɠ ȷɜŬɚɡŰɘəɐɠ ɀɖɢŬɜɘəɐɠ ŮɘŭɘəɧŰŮɟŬ, ɡˊɎɟɢɞɡɜ ůŰŬ ɏɟɔŬ ˊɞɚɚɩɜ ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜɤɜ ŮˊɘůŰɖɛɧɜɤɜ. ȰɜŬ 

ˊŬɟɎŭŮɘɔɛŬ ŮɑɜŬɘ ɞ ȷɟɘůŰɞŰɏɚɖɠ ɞ ɞˊɞɑɞɠ ŬɜŬűɏɟŮɘ, ůŰɖɜ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɧŰɖŰŬ, Űɖɜ Ŭɟɢɐ Űɤɜ ŭɡɜŬŰɩɜ ɏɟɔɤɜ, 

ˊŬɟɧɚɞ ˊɞɡ ŭŮɜ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘŮɑ ŬɡŰɧɜ Űɞɜ ɧɟɞ. ȷəɧɛɖ, ɡˊɎɟɢɞɡɜ əɎˊɞɘɞɘ ůŰɖɜ ˊŮɟɑɞŭɞ Űɞɡ ɀŮůŬɑɤɜŬ, ůŰɖ ȹɨůɖ 

əŬɘ ůŰɞ ȸɡɕɎɜŰɘɞ. ɀŮɟɘəɞɑ ŮɑɜŬɘ ȯɟŬɓŮɠ. ȷɜŬűɏɟɞɡɛŮ ɛɧɜɞ ɚɑɔɞɡɠ Ŭˊɧ ŬɡŰɞɨɠ ˊɞɡ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ Űɧůɞ ˊɞɚɨ 

ɔɜɤůŰɞɑ: ɞ ɓɡɕŬɜŰɘɜɧɠ ȽɤɎɜɜɖɠ ɞ ūɘɚɧˊɞɜɞɠ, ɞ ȯɟŬɓŬɠ Avicenna, ɞ Roger Bacon ə.Ŭ. ȺɑɜŬɘ ɓɏɓŬɘŬ ɔɜɤůŰɧ ɧŰɘ 

ˊɞɚɨ ůɖɛŬɜŰɘəɐ ŮɑɜŬɘ ɖ ůɡɛɓɞɚɐ Űɞɡ ũŬɚɘɚŬɑɞɡ.  

ɀŮ ŬɡŰɎ ˊɞɡ ŮəɗɏůŬɛŮ ɗɏɚɞɡɛŮ ɜŬ ŰɞɜɑůɞɡɛŮ ɧŰɘ ˊŬɟɧɚɞ ˊɞɡ əɎˊɞɘɞɘ ůɐəɤůŬɜ ůŰɞɡɠ ɩɛɞɡɠ Űɞɡɠ Űɞ 

əɨɟɘɞ ɓɎɟɞɠ Űɖɠ Ůɝɏɚɘɝɖɠ ŬɡŰɐɠ Űɖɠ ŮˊɘůŰɐɛɖɠ, ůŰɖɜ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɧŰɖŰŬ ɖ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ Űɖɠ Ůɝɏɚɘɝɖɠ ŬɡŰɐɠ Űɖɠ 

əŬŰŮɨɗɡɜůɖɠ, ɧˊɤɠ əŬɘ Űɤɜ Ɏɚɚɤɜ əɚɎŭɤɜ Űɤɜ ŮˊɘůŰɖɛɩɜ, ůŰɖɟɑɕŮŰŬɘ ůŰɖ ŭɞɡɚŮɘɎ ˊɞɚɚɩɜ Ŭɜɗɟɩˊɤɜ, ůŰŬ 

ɚɎɗɖ Űɞɡɠ əŬɘ ůŰɘɠ ŮˊɘŰɡɢɑŮɠ Űɞɡɠ. ȼ ŭɞɡɚŮɘɎ ŬɡŰɐ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɔɑɜŮŰŬɘ ůŮ ŭɘɎɟəŮɘŬ Ŭəɧɛɖ əŬɘ ˊɞɚɚɩɜ Ŭɘɩɜɤɜ. 

Ʉɞɚɚɞɑ Ŭˊɧ ŬɡŰɞɨɠ Űɞɡɠ çŮɟɔɎŰŮɠè ɛɏɜɞɡɜ ŬűŬɜŮɑɠ. 

ɆŰɖ ɁŮɡŰɩɜŮɘŬ ɛŮɗɞŭɞɚɞɔɑŬ, Űɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ Űɖɠ ŭɡɜŬɛɘəɐɠ ɡɚɘəɞɨ ůɖɛŮɑɞɡ (ůɩɛŬŰɞɠ ɢɤɟɑɠ ɢɤɟɘəɏɠ 

ŭɘŬůŰɎůŮɘɠ), ɚɨɜŮŰŬɘ Ŭɜ ɔɜɤɟɑɕɞɡɛŮ Űɖ ŭɨɜŬɛɖ ˊɞɡ ŬůəŮɑŰŬɘ ˊɎɜɤ Űɞɡ əŬɘ Űɖ ɛɎɕŬ Űɞɡ. ȷɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ˊɞɚɚɎ 

ɡɚɘəɎ ůɖɛŮɑŬ (ůɤɛɎŰɘŬ) ŰɧŰŮ ŮűŬɟɛɧɕŮŰŬɘ ɞ ɗŮɛŮɚɘɩŭɖɠ ɜɧɛɞɠ Űɖɠ ŭɡɜŬɛɘəɐɠ ɔɘŬ əɎɗŮ ɏɜŬ ůɤɛɎŰɘɞ. ȷɜ ŬɡŰɎ 

ŬɚɚɖɚŮˊɘŭɟɞɨɜ Űɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ ɔɑɜŮŰŬɘ ˊɞɚɨˊɚɞəɞ. ũɘŬ Űɖɜ ŬɜŰɘɛŮŰɩˊɘůɖ Űɖɠ əɑɜɖůɖɠ ůɡůŰɖɛɎŰɤɜ ˊɞɡ 

ŬˊɞŰŮɚɞɨɜŰŬɘ Ŭˊɧ ˊɞɚɚɎ ɡɚɘəɎ ůɖɛŮɑŬ, ɞ ɁŮɨŰɤɜŬɠ ŮɘůɐɔŬɔŮ Űɞɜ ŰɟɑŰɞ ɜɧɛɞ Űɞɡ, ŭɟɎůɖ ɑůɖ ɛŮ ŬɜŰɑŭɟŬůɖ. 

ȷɡŰɧ ɓɏɓŬɘŬ ŭŮɜ ɘůɢɨŮɘ ɔɘŬ ɧɚŮɠ Űɘɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ.  

ɆŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ůŰŮɟŮɞɨ ůɩɛŬŰɞɠ ŭŮɢɧɛŬůŰŮ ɧŰɘ ɞɘ ŮůɤŰŮɟɘəɏɠ (ŭɖɚŬŭɐ ɞɘ ɛŮŰŬɝɨ Űɤɜ ɡɚɘəɩɜ ůɖɛŮɑɤɜ 

Űɞɡ ůŰŮɟŮɞɨ ŭɡɜɎɛŮɘɠ) ŮɑɜŬɘ ɏɜŬ Ůɑŭɞɠ əŮɜŰɟɘəɩɜ ŭɡɜɎɛŮɤɜ. ɀŮ ɎɚɚŬ ɚɧɔɘŬ, ɔɘŬ əɎɗŮ ɕŮɨɔɞɠ ůɤɛŬŰɑɤɜ ɞɘ 

ɛŮŰŬɝɨ Űɞɡɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ, ɓɟɑůəɞɜŰŬɘ ˊɎɜɤ ůŰɞɜ ɑŭɘɞ űɞɟɏŬ əŬɘ ŮɑɜŬɘ ŬɜŰɑɗŮŰŮɠ ɛŮ ɑůŮɠ ŬˊɧɚɡŰŮɠ Űɘɛɏɠ.  

ɆŰɖ ɁŮɡŰɩɜŮɘŬ ɗŮɩɟɖůɖ, ɔŮɜɘəɩɠ, ŬɜŬɔɟɎűɞɜŰŬɘ ɧɚŮɠ ɞɘ ŭɡɜɎɛŮɘɠ - ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ ˊɞɡ ŬůəɞɨɜŰŬɘ ůŮ əɎɗŮ 

ɏɜŬ ůɤɛɎŰɘɞ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ, ŭɖɚŬŭɐ ŭɑɜŮŰŬɘ ɏɛűŬůɖ ůŮ əɎɗŮ ɏɜŬ ůɤɛɎŰɘɞ ɢɤɟɘůŰɎ.  

ɆŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ (Űɖɠ ɗŮɩɟɖůɖɠ) Űɖɠ ȷɜŬɚɡŰɘəɐɠ ȹɡɜŬɛɘəɐɠ ɢɟŮɘɎɕŮŰŬɘ ɜŬ ɝɏɟɞɡɛŮ Űɖ ŭɡɜŬɛɘəɐ 

ůɡɜɎɟŰɖůɖ ˊɞɡ ɔɟɎűŮŰŬɘ ɔɘŬ ɧɚɞ Űɞ ůɨůŰɖɛŬ Űɤɜ ɡɚɘəɩɜ ůɖɛŮɑɤɜ, ŬɡŰɐ ŮɑɜŬɘ ɛɘŬ ɓŬɗɛɤŰɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ ˊɞɚɚɩɜ 

ɛŮŰŬɓɚɖŰɩɜ. ȰŰůɘ ɏɢɞɡɛŮ ɛɘŬ ɗŮɩɟɖůɖ ɧɚɞɡ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ Űɤɜ ůɤɛŬŰɑɤɜ ɤɠ ůɡɜɧɚɞɡ. ȷɡŰɧ ŭɘŮɡəɞɚɨɜŮɘ 

Űɖɜ əŬŰɎůŰŬůɖ. Ƀɘ Ůˊɘɛɏɟɞɡɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ ɛˊɞɟɞɨɜ ɜŬ ɓɟŮɗɞɨɜ Ŭˊɧ ŬɡŰɐɜ Űɖɜ ɓŬɗɛɤŰɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ.  

ȰɜŬ Ŭəɧɛɖ ɛŮɔŬɚɨŰŮɟɞ ˊɚŮɞɜɏəŰɖɛŬ Űɖɠ ȷɜŬɚɡŰɘəɐɠ ȹɡɜŬɛɘəɐɠ ˊŬɟɞɡůɘɎɕŮŰŬɘ ůŮ ˊŮɟɘˊŰɩůŮɘɠ ɧˊɞɡ 

ɡˊɎɟɢɞɡɜ ŭŮůɛɞɑ, ŭɖɚŬŭɐ ŰŬ ůɤɛɎŰɘŬ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ŮɚŮɨɗŮɟŬ ɜŬ əɘɜɞɨɜŰŬɘ ůŰɞɜ ɢɩɟɞ ɡˊɧ Űɖɜ ŮˊɑŭɟŬůɖ ŭŮŭɞɛɏɜɤɜ 

ŭɡɜɎɛŮɤɜ ŬɚɚɎ ˊŮɟɘɞɟɑɕɞɜŰŬɘ Ŭˊɧ ŭɘɎűɞɟŬ ŬɑŰɘŬ. Ƀɘ ŭŮůɛɞɑ Ŭůəɞɨɜ ŭɡɜɎɛŮɘɠ (ŭɡɜɎɛŮɘɠ ŭŮůɛɩɜ) ˊɎɜɤ ůŰŬ 

ɡɚɘəɎ ůɖɛŮɑŬ ɞɘ ɞˊɞɑŮɠ ɧɛɤɠ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ŭŮŭɞɛɏɜŮɠ Ůə Űɤɜ ˊɟɞŰɏɟɤɜ ŬɚɚɎ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ˊɟɞůŭɘɞɟɘůŰɞɨɜ Ŭɜ əɎˊɞɘɞɠ  

ɚɨůŮɘ ˊɟɩŰŬ Űɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ ɛŮ əɎˊɞɘɞɜ Űɟɧˊɞ. ȼ ȷɜŬɚɡŰɘəɐ ŭɡɜŬɛɘəɐ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɚɨůŮɘ ˊɞɚɚɎ ŰɏŰɞɘŬ ˊɟɞɓɚɐɛŬŰŬ 

ɢɤɟɑɠ ɜŬ ŮɘůɏɟɢɞɜŰŬɘ Ŭˊɧ Űɖɜ Ŭɟɢɐ ɞɘ ŭɡɜɎɛŮɘɠ Űɤɜ ŭŮůɛɩɜ. 

ɆɖɛŮɘɩɜɞɡɛŮ ɧŰɘ ɞɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Lagrange Űɖɠ ȷɜŬɚɡŰɘəɐɠ ɀɖɢŬɜɘəɐɠ ɏɢɞɡɜ Űɖɜ ɑŭɘŬ ɛɞɟűɐ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŬ 

Ŭˊɧ Űɞ ˊɞɘŮɠ ŮɑɜŬɘ ɞɘ (ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ) ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ˊɞɡ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɞɨɜŰŬɘ ɔɘŬ Űɞɜ ́ ɟɞůŭɘɞɟɘůɛɧ Űɖɠ ɗɏůɖɠ Űɞɡ 
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ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ. ȷɡŰɧ ŮɑɜŬɘ ɢɟɐůɘɛɞ ůŮ ŭɘɎűɞɟŮɠ ɗŮɤɟɑŮɠ ɧˊɞɡ ɞɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ ɢɟŮɘɎɕŮŰŬɘ ɜŬ ɏɢɞɡɜ ŬɜŬɚɚɞɑɤŰɖ 

ɛɞɟűɐ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰɖ Űɤɜ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ. Ʉɞɚɨ ɢŬɟŬəŰɖɟɘůŰɘəɐ ŮɑɜŬɘ ɖ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ Űɖɠ ũŮɜɘəɐɠ ɆɢŮŰɘəɧŰɖŰŬɠ, 

ŬɚɚɎ ŬɡŰɐ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ɖ ɛɧɜɖ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ. 

ȷɜŬűɏɟɞɡɛŮ ɧŰɘ ɞ Lagrange ɛŮ Űɞ ůɨɔɔɟŬɛɛɎ Űɞɡ (ůŰŬ ũŬɚɚɘəɎ) ɛŮ ŰɑŰɚɞ ȷɜŬɚɡŰɘəɐ ɀɖɢŬɜɘəɐ (1788), 

əŬŰɎűŮɟŮ ɜŬ űŰɘɎɝŮɘ, ɧˊɤɠ ɚɏŮɘ, ɛɘŬ ɜɏŬ ɘůɢɡɟɐ ɛŮɗɞŭɞɚɞɔɑŬ ɛŮ Űɖɜ ɞˊɞɑŬ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɚɡɗŮɑ əɎɗŮ ˊɟɧɓɚɖɛŬ 

ɀɖɢŬɜɘəɐɠ ɛɧɜɞ ɛŮ əŬɗŬɟɧ ɚɞɔɘůɛɧ (ȷˊŮɘɟɞůŰɘəɧ ȿɞɔɘůɛɧ), ŭɖɚŬŭɐ ɢɤɟɑɠ ŬɜŬűɞɟɎ ůŮ űɡůɘəɏɠ ɐ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɏɠ 

ɗŮɤɟɐůŮɘɠ. ɄɟɞɦˊɧɗŮůɖ ɔɘô ŬɡŰɧ ŮɑɜŬɘ ɜŬ ŭɑɜŮŰŬɘ ɖ ȾɘɜɖŰɘəɐ ȺɜɏɟɔŮɘŬ əŬɘ ɖ ȹɡɜŬɛɘəɐ ȺɜɏɟɔŮɘŬ Űɞɡ 

ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ůŮ Ŭűɖɟɖɛɏɜɖ ŬɜŬɚɡŰɘəɐ ɛɞɟűɐ. ɆŰɞɜ ˊɟɧɚɞɔɞ Űɞɡ ˊŬɟŬˊɎɜɤ ɓɘɓɚɑɞɡ Űɞɡ ŬɜŬűɏɟŮŰŬɘ ůŮ ŬɡŰɐ 

Űɖɜ ŮɝŬɘɟŮŰɘəɐ ŮˊɘŰɡɢɑŬ ɛŮ ŰŬ Ůɝɐɠ ɚɧɔɘŬ: çɃ ŬɜŬɔɜɩůŰɖɠ ŭŮɜ ɗŬ ɓɟŮɘ əŬɜɏɜŬ ůɢɐɛŬ ůŮ ŬɡŰɧ Űɞ ɓɘɓɚɑɞ. Ƀɘ 

ɛɏɗɞŭɞɘ ˊɞɡ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɩ ŭŮɜ ɢɟŮɘɎɕɞɜŰŬɘ ɞɨŰŮ əŬŰŬůəŮɡɏɠ (ůɢɐɛŬŰŬ) ɐ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɐ ɐ ɛɖɢŬɜɘəɐ 

ŮˊɘɢŮɘɟɖɛŬŰɞɚɞɔɑŬ: ɢɟŮɘɎɕɞɜŰŬɘ ɛɧɜɞ ŬɚɔŮɓɟɘəɏɠ ŭɘŬŭɘəŬůɑŮɠ, ɡˊɞəŮɑɛŮɜŮɠ ůŮ ɏɜŬɜ əŬɜɞɜɘəɧ əŬɘ ɞɛɞɘɧɛɞɟűɞ 

əŬɜɧɜŬ ɛŮɗɞŭɞɚɞɔɑŬɠ.è. ɇɞ əŮɑɛŮɜɞ ůŮ Ŭɔɔɚɘəɐ ɛŮŰɎűɟŬůɖ ŮɑɜŬɘ:ñThe reader will find no figures in the work. 

The methods which I set forth do not require either constructions or geometrical or mechanical reasonings: but 

only algebraic operations, subject to a regular and uniform rule of procedure.ò 

ȰɜŬ Ɏɚɚɞ ́ ɘɞ «ůɨɔɢɟɞɜɞ» ɓɘɓɚɑɞ (Űɞ ɞˊɞɑɞ ɏɢɞɡɛŮ ůŰɖɜ ɓɘɓɚɘɞɔɟŬűɑŬ ɛŬɠ): A Treatise on the Analytical 

Dynamics of Particles and Rigid Bodies by E. T. Whittaker, Fourth Edition 1965, ( First edition 1904), ŮɑɜŬɘ 

ɔɟŬɛɛɏɜɞ ůŰɞ ˊŬɟŬˊɎɜɤ ˊɜŮɨɛŬ, ŭŮɜ ɏɢŮɘ əŬɜɏɜŬ ůɢɐɛŬ əŬɘ əŬɜɏɜŬ ůɨɜɖɗŮɠ ůɨɛɓɞɚɞ ŭɘŬɜɨůɛŬŰɞɠ. 

ȷˊɧ Űɘɠ ɓŬůɘəɏɠ Ŭɟɢɏɠ Űɖɠ ȷɜŬɚɡŰɘəɐɠ ɀɖɢŬɜɘəɐɠ ŮɑɜŬɘ ɖ Ŭɟɢɐ Űɤɜ ŭɡɜŬŰɩɜ ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɤɜ əŬɘ ɖ Ŭɟɢɐ 

Űɤɜ ŭɡɜŬŰɩɜ ɏɟɔɤɜ. ȷɡŰɐ ŮɑɜŬɘ ɛɘŬ Ŭɟɢɐ ˊɞɡ, ůŮ ŬɜŰɑɗŮůɖ ɛŮ Űɞɜ ɗŮɛŮɚɘɩŭɖ ɜɧɛɞ Űɞɡ ɁŮɨŰɤɜŬ, ŮɛˊŮɟɘɏɢŮɘ 

ŬɟəŮŰɐ ŬűŬɑɟŮůɖ ŭɘɧŰɘ ŬɜŬűɏɟŮŰŬɘ ůŮ ɛɖ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɏɠ ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɘɠ, Ŭűɞɨ ɞɘ ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɘɠ ŭŮɜ ɔɑɜɞɜŰŬɘ 

ůɡɜŬɟŰɐůŮɘ Űɞɡ ɢɟɧɜɞɡ ŬɚɚɎ ɔɑɜɞɜŰŬɘ ɛŮ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ ůŰŬɗŮɟɧ (ˊŬɔɤɛɏɜɞ).  

Ʉɞɚɨ ɢɟɐůɘɛɖ əŬɘ ɛŮ ŬɟəŮŰɐ ŬűŬɑɟŮůɖ ŮɑɜŬɘ ɖ ŮɘůŬɔɤɔɐ Ůɜɜɞɘɩɜ Űɖɠ ɗŮɤɟɑŬɠ ɛŮŰŬɓɞɚɩɜ ůŰɖɜ 

ȷɜŬɚɡŰɘəɐ ȹɡɜŬɛɘəɐ. ɄɟɧəŮɘŰŬɘ ɔɘŬ ɞɚɞəɚɖɟɤ(ɛŬ)Űɘəɏɠ Ŭɟɢɏɠ ɧˊɞɡ ɞɘ ɜɧɛɞɘ ŭŮɜ ŬɜŬűɏɟɞɜŰŬɘ ůŮ ɏɜŬ ůɖɛŮɑɞ 

Űɞɡ ɢɩɟɞɡ Űɤɜ ɗɏůŮɤɜ ŬɚɚɎ ůŮ ɞɚɧəɚɖɟŮɠ çŰɟɞɢɘɏɠè Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ. ɇɞ ůɨůŰɖɛŬ, Ŭˊɧ ˊɞɚɚɏɠ ɔŮɘŰɞɜɘəɏɠ 

Űɟɞɢɘɏɠ çŭɘŬɚɏɔŮɘè əŬɘ ŭɘŬɔɟɎűŮɘ Űɖɜ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐ ŰɟɞɢɘɎ Űɞɡ, ɖ ɞˊɞɑŬ ŮɑɜŬɘ ŬɡŰɐ ɔɘŬ Űɖɜ ɞˊɞɑŬ ɘůɢɨŮɘ ɧŰɘ əɎˊɞɘŬ 

ɞɚɞəɚɖɟɤ(ɛŬ)Űɘəɐ ˊɞůɧŰɖŰŬ ŮɑɜŬɘ ůŰɎůɘɛɖ. 

ɆŮ ŬɡŰɐ Űɖɜ əŬŰŮɨɗɡɜůɖ ɏˊŬɘɝŬɜ ɟɧɚɞ ˊɞɚɚɞɑ ŮˊɘůŰɐɛɞɜŮɠ ŬɚɚɎ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ɝŮɢɤɟɑůɞɡɛŮ Űɞɜ 

əɡɟɘɧŰŮɟɞ, ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ɞ Hamilton. ūɡůɘəɎ ɡˊɎɟɢɞɡɜ əŬɘ ˊɎɚɘ ɞɘ çȷɟɢŬɑɞɘè, ɧˊɤɠ ɞ ȱɟɤɜ Ŭˊɧ Űɖɜ ȷɚŮɝɎɜŭɟŮɘŬ, 

ˊɞɡ ŮɝɖɔɞɨůŮ Űɖɜ ŬɜɎəɚŬůɖ Űɞɡ űɤŰɧɠ ɛŮ Űɖɜ Ŭɟɢɐ ŮɚŬɢɑůŰɞɡ ˊɞɡ űɏɟŮɘ Űɞ ɧɜɞɛɎ Űɞɡ.  

ȼ ȷɜŬɚɡŰɘəɐ ȹɡɜŬɛɘəɐ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɢɤɟɘůŰŮɑ ůŰɖ ȹɡɜŬɛɘəɐ Lagrange əŬɘ ůŰɖ ȹɡɜŬɛɘəɐ Űɤɜ Hamilton, 

Euler əŬɘ Ɏɚɚɤɜ. ɀˊɞɟŮɑ ɏɜŬɠ Ɏɚɚɞɠ əɚɎŭɞɠ ɜŬ ˊɞɨɛŮ ɧŰɘ ŮɑɜŬɘ ɖ ɀɖɢŬɜɘəɐ Űɤɜ Hamilton əŬɘ Jacobi.  

ɆŮ ɓɘɓɚɑŬ ˊɞɡ ŬɜŬűɏɟɞɡɛŮ ůŰɖ ɓɘɓɚɘɞɔɟŬűɑŬ, ůŰɞ Űɏɚɞɠ ŬɡŰɞɨ Űɞɡ ˊɞɜɐɛŬŰɞɠ, ɛˊɞɟŮɑ əɎˊɞɘɞɠ ɜŬ ɓɟŮɘ 

ˊɞɚɚɎ ɘůŰɞɟɘəɎ ůŰɞɘɢŮɑŬ ůɢŮŰɘəɎ ɛŮ Űɖ ɀɖɢŬɜɘəɐ ɔŮɜɘəɩɠ, əŬɘ Űɖɜ ȷɜŬɚɡŰɘəɐ ȹɡɜŬɛɘəɐ ŮɘŭɘəɧŰŮɟŬ. 

ȼ ɛŮɗɞŭɞɚɞɔɑŬ əŬŰɎ ɁŮɨŰɤɜŬ (ɜŮɡŰɩɜŮɘŬ ɛŮɗɞŭɞɚɞɔɑŬ ɐ ɜŮɡŰɩɜŮɘŬ ɗŮɩɟɖůɖ) ŮɑɜŬɘ ɢɟɐůɘɛɖ əɡɟɑɤɠ ůŰɖ 

ůŰŬŰɘəɐ əŬɘ ɔɘŬ ŬˊɚɎ ˊɟɞɓɚɐɛŬŰŬ ŭɡɜŬɛɘəɐɠ. ũɘŬ ˊɘɞ ůɨɜɗŮŰŬ ˊɟɞɓɚɐɛŬŰŬ ɛŮ ˊɞɚɚɎ ůɤɛɎŰɘŬ, ɧˊɞɡ ɛˊɞɟŮɑ 

ɜŬ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ɛŮŰŬɝɨ Űɞɡɠ əŬɘ ŭŮůɛɞɑ, ŮɑɜŬɘ ˊɘɞ ŮɨɢɟɖůŰɖ ɖ ˊŮɟɘůůɧŰŮɟɞ ŬűŬɘɟŮŰɘəɐ əŬɘ ɚɑɔɞ ˊɘɞ ˊɏɟŬ Ŭˊɧ Űɘɠ 

ůɡɜɐɗŮɘɠ ŮɛˊŮɘɟɑŮɠ ɛŬɠ, ȷɜŬɚɡŰɘəɐ ȹɡɜŬɛɘəɐ.  

ȼ ȷɜŬɚɡŰɘəɐ ȹɡɜŬɛɘəɐ ŮəŰɧɠ Űɤɜ Ɏɚɚɤɜ ŮɑɜŬɘ Űɞ ůəŬɚɞˊɎŰɘ ɔɘŬ Űɖɜ ŬɜɎˊŰɡɝɖ ˊɘɞ ˊɟɞɢɤɟɖɛɏɜɤɜ 

ɗŮɤɟɘɩɜ ɧˊɤɠ ŮɑɜŬɘ ɖ ȾɓŬɜŰɘəɐ ūɡůɘəɐ ůŰɘɠ ŭɘɎűɞɟŮɠ ɛɞɟűɏɠ Űɖɠ, əŬɘ ɖ ũŮɜɘəɐ ɆɢŮŰɘəɧŰɖŰŬ ŬɚɚɎ əŬɘ ɖ 

ȾɚŬůɘəɐ ȼɚŮəŰɟɞŭɡɜŬɛɘəɐ, ɖ ɅŮɡůŰɞɛɖɢŬɜɘəɐ ə.ɚˊ. 

ȺɑɜŬɘ ɢɟɐůɘɛɞ ɜŬ ŰɞɜɑůɞɡɛŮ ɧŰɘ ˊɞɚɚɏɠ űɞɟɏɠ ɗŬ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɐůɞɡɛŮ ůɢɏůŮɘɠ ɞɘ ɞˊɞɑŮɠ ŭŮɜ űŬɑɜŮŰŬɘ ɜŬ 

ŮɑɜŬɘ ŭɘŬůŰŬŰɘəɎ ůɤůŰɏɠ, ŭŮɜ Ŭɜɐəɞɡɜ ůŮ ůɡɜŮˊɏɠ (coherent) ůɨůŰɖɛŬ ɛɞɜɎŭɤɜ əŬɘ ɛŮɔŮɗɩɜ. ȷɡŰɧ ŬˊŬɜŰɎŰŬɘ 

ˊɞɚɨ ůɡɢɜɎ ůŰŬ ɀŬɗɖɛŬŰɘəɎ ɧˊɞɡ ŰŬ ɛŬɗɖɛŬŰɘəɎ ɛŮɔɏɗɖ ɗŮɤɟɞɨɜŰŬɘ ŬŭɘɎůŰŬŰŬ. ɆŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ Űɖɠ 

ɀɖɢŬɜɘəɐɠ ɏɜŬɠ Űɟɧˊɞɠ ˊɞɡ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ůəŮűŰɞɨɛŮ ŮɑɜŬɘ ɧŰɘ ŰŬ űɡůɘəɎ ɛŮɔɏɗɖ əŬɘ ɞɘ ɛɞɜɎŭŮɠ ɏɢɞɡɜ 

ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůŰŮɑ ɏŰůɘ ˊɞɡ əɎˊɞɘŮɠ űɡůɘəɏɠ ůŰŬɗŮɟɏɠ ɜŬ ɏɢɞɡɜ ŬɟɘɗɛɖŰɘəɐ Űɘɛɐ ɑůɖ ɛŮ Űɖ ɛɞɜɎŭŬ. ȷɡŰɧ ɔɑɜŮŰŬɘ 

ɛŮ əŬŰɎɚɚɖɚɖ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ ˊɞɡ ůŰɖɟɑɕŮŰŬɘ ůŰɖ ŭɘŬůŰŬŰɘəɐ ŬɜɎɚɡůɖ, ůŮ əɚɎŭɞɡɠ ɧˊɤɠ ɖ ūɡůɘəɐ Ɉɣɖɚɩɜ 

ȺɜŮɟɔŮɘɩɜ ɐ ɆŰɞɘɢŮɘɤŭɩɜ ɆɤɛŬŰɘŭɑɤɜ. ȰɜŬɠ ˊɘɞ Ůɨəɞɚɞɠ Űɟɧˊɞɠ ŮɑɜŬɘ ɜŬ ɗŮɤɟɞɨɛŮ ŬɡŰɏɠ Űɘɠ ůɢɏůŮɘɠ ɤɠ 

ŮɛˊŮɘɟɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ, ŭɖɚŬŭɐ ɧŰɘ ɘůɢɨɞɡɜ ɛŮŰŬɝɨ ŬɟɘɗɛɖŰɘəɩɜ Űɘɛɩɜ ɔɘŬ ůɡɔəŮəɟɘɛɏɜŮɠ ɛɞɜɎŭŮɠ ɛɏŰɟɖůɖɠ. ɋɠ 

ˊŬɟɎŭŮɘɔɛŬ, Ŭɠ ŭɞɨɛŮ Űɖ ůɢɏůɖ, 0y tx- =, ɧˊɞɡ ,x y  ŮɑɜŬɘ ɞɘ ŭɡɞ əŬɟŰŮůɘŬɜɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Ůɜɧɠ ɡɚɘəɞɨ 

ůɖɛŮɑɞɡ əŬɘ t  ŮɑɜŬɘ ɞ ɢɟɧɜɞɠ. ȷɠ ɡˊɞɗɏůɞɡɛŮ ɧŰɘ ɞɘ ɛɞɜɎŭŮɠ ŮɑɜŬɘ ɞɘ ůɡɜɐɗŮɘɠ ɛɞɜɎŭŮɠ Űɞɡ SI. ɇɧŰŮ ŬɡŰɐ ɖ 

ůɢɏůɖ ŮɑɜŬɘ ŮɛˊŮɘɟɘəɐ ůɢɏůɖ, ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ŭɘŬůŰŬŰɘəɎ ůɤůŰɐ, ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ɞɛɞɔŮɜɐɠ. ȼ ůɢɏůɖ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɛŮŰŬŰɟŬˊŮɑ 

ůŮ ɞɛɞɔŮɜɐ ůɢɏůɖ ɛŮŰŬɝɨ űɡůɘəɩɜ ɛŮɔŮɗɩɜ ˊɞɡ ɜŬ ŬɜɐəŮɘ ůŮ ůɡɜŮˊɏɠ ůɨůŰɖɛŬ ɛɞɜɎŭɤɜ, ɧˊɤɠ Űɞ SI, Ŭɜ Űɖɠ 

ŭɩůɞɡɛŮ Űɖ ɛɞɟűɐ 0y ktx- =, ɧˊɞɡ ůŰɞ SI Űɞ k  ŮɑɜŬɘ ɛɘŬ ůŰŬɗŮɟɎ ɛŮ ŭɘŬůŰɎůŮɘɠ ŬɜŰɘůŰɟɧűɞɡ ɢɟɧɜɞɡ əŬɘ 

ůŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɐ ɛŬɠ ɏɢŮɘ Űɘɛɐ 
11 sk -= . ɀɘŬ Ɏɚɚɖ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ŮɑɜŬɘ ɧŰŬɜ ɔɟɎűɞɡɛŮ ɧŰɘ ɖ əɘɜɖŰɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ 
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2
T x= . ȷɠ ɡˊɞɗɏůɞɡɛŮ ɧŰɘ Űɞ x  ɛŮŰɟɘɏŰŬɘ ůŮ m, ɞ ɢɟɧɜɞɠ ůŮ s əŬɘ ɖ ŮɜɏɟɔŮɘŬ ůŮ J . ȷɡŰɐ ɖ 

ůɢɏůɖ ɘůɢɨŮɘ ɛŮŰŬɝɨ Űɤɜ ŬɟɘɗɛɖŰɘəɩɜ Űɘɛɩɜ Űɤɜ ŭɘŬűɧɟɤɜ ɛŮɔŮɗɩɜ, ɧŰŬɜ ɖ ɛɎɕŬ Űɞɡ ůɤɛŬŰɑɞɡ ɘůɞɨŰŬɘ ɛŮ 1 

kg. Ⱥɑ́ůɖɠ, ɖ ɑŭɘŬ ůɢɏůɖ ɘůɢɨŮɘ ɛŮŰŬɝɨ Űɤɜ ŬɟɘɗɛɖŰɘəɩɜ Űɘɛɩɜ Ŭɜ ɛɞɜɎŭŮɠ ɛɏŰɟɖůɖɠ ŮɑɜŬɘ Űɞ cm, Űɞ s əŬɘ Űɞ 

erg, Ůɜɩ ɖ ɛɎɕŬ ɘůɞɨŰŬɘ ɛŮ 1 g. ȼ ŭɘŬůŰŬŰɘəɎ ůɤůŰɐ ɏəűɟŬůɖ ɔɘŬ Űɖɜ əɘɜɖŰɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ ŮɑɜŬɘ ɖ ɔɜɤůŰɐ 

21

2
T mx= , ˊɞɡ ɘůɢɨŮɘ ůŰɞ SI (ɘůɢɨŮɘ əŬɘ ůŮ ɎɚɚŬ ˊŬɚɘɧŰŮɟŬ ůɡɜŮˊɐ ůɡůŰɐɛŬŰŬ űɡůɘəɩɜ ɛŮɔŮɗɩɜ əŬɘ 

ɛɞɜɎŭɤɜ). ȷɡŰɐ ɖ ůɢɏůɖ ɘůɢɨŮɘ ɔɘŬ ɞˊɞɘŬŭɐˊɞŰŮ ɛɎɕŬ əŬɘ ɧɢɘ ɛɧɜɞ ɔɘŬ ɛɎɕŬ 1 kg. ɀɘŬ Ɏɚɚɖ ɗŮɩɟɖůɖ ŮɑɜŬɘ ɜŬ 

ɗŮɤɟɞɨɛŮ ɧŰɘ Űɞ x  ɏɢŮɘ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůŰŮɑ əŬɘ ůɖɛŬɑɜŮɘ mx. ɆŮ ɎɚɚŮɠ ˊŮɟɘˊŰɩůŮɘɠ ɧˊɤɠ Űɤɜ ɆŰɞɘɢŮɘɤŭɩɜ 

ɆɤɛŬŰɘŭɑɤɜ ɢɟŮɘɎɕŮŰŬɘ ůŰɞ Űɏɚɞɠ ɜŬ ŮˊŬɜɏɚɗɞɡɜ ɞɘ ůɢɏůŮɘɠ ůŰɖɜ ɞɛɞɔŮɜɐ Űɞɡɠ ɛɞɟűɐ, ˊ.ɢ. ɛŮ ɛɞɜɎŭŮɠ Űɞɡ SI. 

ȷɡŰɧ ŬəɞɚɞɡɗŮɑ ɛɘŬ əŬŰɎɚɚɖɚɖ, ŬɜŰɑůŰɟɞűɖ, ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ. ɆŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɐ ɛŬɠ ŬɡŰɧ ŭŮɜ ɗŬ ɢɟŮɘɎɕŮŰŬɘ ɜŬ ɔɑɜŮɘ. 

ȷɜ ɞɘ ŰŮɚɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ ɗɏɚɞɡɛŮ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ɞɛɞɔŮɜŮɑɠ, ŭɘŬůŰŬŰɘəɎ ůɤůŰɏɠ, ŰɧŰŮ Ŭˊɧ Űɖɜ Ŭɟɢɐ ɧɚŮɠ ɞɘ ůɢɏůŮɘɠ ɗŬ 

ŮɑɜŬɘ ɞɛɞɔŮɜŮɑɠ. 

1.1 ɆɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ɗɏůɖɠ 

Ƀɘ ɜɧɛɞɘ Űɞɡ ɁŮɨŰɤɜŬ ɔɘŬ Űɖɜ əɑɜɖůɖ ɛɖɢŬɜɘəɞɨ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ŮəűɟɎɕɞɜŰŬɘ ɛŮ (ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ) ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ 

ůɡɜɐɗɤɠ ůŮ əŬɟŰŮůɘŬɜɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɞɡ əŬɗŮɜɧɠ ůɤɛŬŰɑɞɡ (ɡɚɘəɞɨ ůɖɛŮɑɞɡ) Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ. Ʉɞɚɚɏɠ 

űɞɟɏɠ ɞɘ əŬɟŰŮůɘŬɜɏɠ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ɞɘ ˊɘɞ ɓɞɚɘəɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ɔɘŬ ɜŬ ɚɡɗŮɑ Űɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ. ȷɜ ɔɘŬ ˊŬɟɎŭŮɘɔɛŬ 

ɏɢɞɡɛŮ əŮɜŰɟɘəɐ əɑɜɖůɖ ůɤɛŬŰɑɞɡ, ŰɧŰŮ ŮɑɜŬɘ ˊɘɞ ɓɞɚɘəɐ ɖ ŮɘůŬɔɤɔɐ ůűŬɘɟɘəɩɜ ɐ ˊɞɚɘəɩɜ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ. ɆŮ 

ɎɚɚŮɠ ˊŮɟɘˊŰɩůŮɘɠ, ɧŰŬɜ ɏɢɞɡɛŮ ůɨůŰɖɛŬ ůɤɛŬŰɑɤɜ, ŮɑɜŬɘ ɓɞɚɘəɧ ɜŬ ŭɘŬɢɤɟɘůŰŮɑ ɖ əɑɜɖůɖ ůŮ əɑɜɖůɖ Űɞɡ 

əɏɜŰɟɞɡ ɛɎɕŬɠ Űɞɡ, ɖ ɞˊɞɑŬ, ɔɘŬ ˊŬɟɎŭŮɘɔɛŬ, ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ˊŮɟɘɔɟɎűŮŰŬɘ ɛŮ əŬɟŰŮůɘŬɜɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ əŬɘ ůŮ 

əɑɜɖůɖ ɤɠ ˊɟɞɠ ůɨůŰɖɛŬ Űɞɡ əɏɜŰɟɞɡ ɛɎɕŬɠ Űɞɡ ˊɞɡ ɛˊɞɟŮɑ, ɔɘŬ ˊŬɟɎŭŮɘɔɛŬ, ɜŬ ŮɑɜŬɘ ůűŬɘɟɘəɏɠ 

ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ. ɆŮ ɧɚŮɠ ŬɡŰɏɠ Űɘɠ ˊŮɟɘˊŰɩůŮɘɠ ɖ ɗɏůɖ Űɞɡ əɎɗŮ ůɤɛŬŰɑɞɡ əŬɗɞɟɑɕŮŰŬɘ ůŰɞɜ ŰɟɘůŭɘɎůŰŬŰɞ ɢɩɟɞ, 

Ŭˊɧ ŰɟɑŬ ŭɘŬŰŮŰŬɔɛɏɜŬ ɛŮɔɏɗɖ, ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ɞɘ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɞɡ ůɤɛŬŰɑɞɡ. 

ɆŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɛŮ ŭŮůɛɞɨɠ ɛŮŰŬɝɨ Űɤɜ ůɤɛŬŰɑɤɜ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ, ɧˊɤɠ ůŰɖɜ əɑɜɖůɖ ůŰŮɟŮɞɨ, ŰŬ ůɤɛɎŰɘŬ 

əɘɜɞɨɜŰŬɘ əŬŰɎ Űɟɧˊɞ ˊɞɡ ɖ ɔɜɩůɖ Űɖɠ ɗɏůɖɠ əɎˊɞɘɤɜ Ŭˊɧ ŬɡŰɎ ɛɘŬ ɢɟɞɜɘəɐ ůŰɘɔɛɐ, ˊɟɞůŭɘɞɟɑɕŮɘ Űɖ ɗɏůɖ Űɤɜ 

Ɏɚɚɤɜ Űɖɜ ɑŭɘŬ ɢɟɞɜɘəɐ ůŰɘɔɛɐ. ɆŮ ŬɡŰɐ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɞ Ŭɟɘɗɛɧɠ Űɤɜ ŬˊŬɟŬɑŰɖŰɤɜ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ ɗɏůɖɠ ŮɑɜŬɘ 

ɛɘəɟɧŰŮɟɞɠ Ŭˊɧ Űɞɜ Ŭɟɘɗɛɧ Űɤɜ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ ɧɚɤɜ Űɤɜ ůɤɛŬŰɑɤɜ.  

ũŮɜɘəɩɠ, ůŰɞɜ ůɡɜɐɗɖ űɞɟɛŬɚɘůɛɧ Űɞɡ ɁŮɨŰɤɜŬ ɔɘŬ Űɖ ȹɡɜŬɛɘəɐ, ɝŮəɘɜɞɨɛŮ Ŭˊɧ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ 

ůŮ əŬɟŰŮůɘŬɜɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ əŬɘ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ əŬŰŬɚɐɝɞɡɛŮ ůŰɘɠ (ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ) ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ ůŮ ɛɖ 

əŬɟŰŮůɘŬɜɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ. ȳŰŬɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ŭŮůɛɞɑ ŰɧŰŮ ɡˊŮɘůɏɟɢɞɜŰŬɘ ůŰɘɠ (ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ) ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ 

əŬɘ ɞɘ ŭɡɜɎɛŮɘɠ Űɤɜ ŭŮůɛɩɜ, ɞɘ ɞˊɞɑŮɠ ˊɟɞůŭɘɞɟɑɕɞɜŰŬɘ ɚɨɜɞɜŰŬɠ Űɞ ůɨůŰɖɛŬ Űɤɜ (ŭɘŬűɞɟɘəɩɜ) ŮɝɘůɩůŮɤɜ ɔɘŬ 

Űɞ ɛɖɢŬɜɘəɧ ůɨůŰɖɛŬ.  

ɀˊɞɟŮɑ əɎˊɞɘɞɠ ɜŬ ɞɟɑůŮɘ ɤɠ ũŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ ɆɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ɞˊɞɘɞŭɐˊɞŰŮ ůɨůŰɖɛŬ ɛŮɔŮɗɩɜ ŮɑɜŬɘ ŭɡɜŬŰɧɜ 

ɜŬ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɖɗŮɑ ɔɘŬ ɜŬ ˊŮɟɘɔɟɎɣŮɘ Űɖ ɗɏůɖ əɎˊɞɘɞɡ ɛɖɢŬɜɘəɞɨ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ, ůɡɛˊŮɟɘɚŬɛɓŬɜɞɛɏɜɤɜ əŬɘ Űɤɜ 

əŬɟŰŮůɘŬɜɩɜ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ. Ʉɞɚɚɏɠ űɞɟɏɠ Űɘɠ ɚɏɛŮ əŬɘ Ŭˊɚɩɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ. Ƀɘ ŬɜŰɑůŰɞɘɢŮɠ ˊŬɟɎɔɤɔɞɘ 

ŬɡŰɩɜ Űɤɜ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ ŮɑɜŬɘ ɞɘ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ ɐ Ŭˊɚɩɠ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ. Ʉɞɚɚɞɑ 

ɗŮɤɟɞɨɜ ɤɠ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ, ɛɧɜɞ Űɘɠ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ ŮəŮɑɜŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ɞɘ ɞˊɞɑŮɠ ŬˊɞŰŮɚɞɨɜ Űɞ 

ŮɚɎɢɘůŰɞ ůɨɜɞɚɞ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ŬɟəŮŰɏɠ ɔɘŬ Űɞɜ ˊɟɞůŭɘɞɟɘůɛɧ Űɖɠ ɗɏůɖɠ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ůɤɛŬŰɑɤɜ. 

ȳɚŮɠ Űɘɠ ɎɚɚŮɠ Űɘɠ ɞɜɞɛɎɕɞɡɜ Ŭˊɚɩɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ. ȷəɧɛɖ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘŮɑŰŬɘ ɞ ɧɟɞɠ ɔɜɐůɘŮɠ (ɐ əɨɟɘŮɠ) 

ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ɔɘŬ Űɘɠ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ ŮɚɎɢɘůŰŮɠ ŬˊŬɘŰɞɨɛŮɜŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ əŬɘ ɞ ɧɟɞɠ 

ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘŮɑŰŬɘ ɔɘŬ Űɘɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ɔŮɜɘəɩɠ. ŪŬ ŬəɞɚɞɡɗɞɨɛŮ, ɚɑɔɞ ˊɞɚɨ, ŬɡŰɐ 

Űɖɜ ŰŮɚŮɡŰŬɑŬ ɞɜɞɛŬŰɞɚɞɔɑŬ ɛŮ Űɖɜ ɏɜɜɞɘŬ ɧŰɘ ɗŬ ˊŬɟŬɚŮɑˊɞɡɛŮ, ɛŮɟɘəɏɠ űɞɟɏɠ, ɧŰŬɜ ŭŮɜ ŭɖɛɘɞɡɟɔŮɑŰŬɘ 

ŬůɎűŮɘŬ, Űɞɜ ɧɟɞ «ɔɜɐůɘŮɠ» ɐ «əɨɟɘŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ». 

ɆŰŬ ˊɚŬɑůɘŬ Űɖɠ ȷɜŬɚɡŰɘəɐɠ ȹɡɜŬɛɘəɐɠ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Lagrange ɞɘ ɞˊɞɑŮɠ ɏɢɞɡɜ 

Űɖɜ ɑŭɘŬ ɛɞɟűɐ, ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŬ Ŭˊɧ Űɞ Ůɑŭɞɠ Űɤɜ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜɤɜ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ. ȷɡŰɏɠ ŮɑɜŬɘ ɔŮɜɘəɏɠ (ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ) 

ŮɝɘůɩůŮɘɠ Ŭˊɧ Űɘɠ ɞˊɞɑŮɠ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ɓɟɞɨɛŮ Űɘɠ Ůˊɘɛɏɟɞɡɠ (ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ) ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ ɔɘŬ əɎɗŮ Ůˊɘɛɏɟɞɡɠ 

ɛɖɢŬɜɘəɧ ůɨůŰɖɛŬ. Ⱥˊɑůɖɠ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŮˊɘŰŮɡɢɗŮɑ, ɜŬ ɛɖɜ ŮɛűŬɜɑɕɞɜŰŬɘ ɞɘ ŭɡɜɎɛŮɘɠ Űɤɜ ŭŮůɛɩɜ, Ůűɧůɞɜ ŬɡŰɏɠ 

ŭŮɜ ˊŬɟɎɔɞɡɜ ɏɟɔɞ ɡˊɧ əɎˊɞɘŮɠ ůɡɜɗɐəŮɠ (ˊ.ɢ. ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ůŰŮɟŮɞɨ ůɩɛŬŰɞɠ). ȷɡŰɐ ɖ ɘŭɏŬ ɝŮəɑɜɖůŮ Ŭˊɧ Űɞɜ 

Lagrange. Ɇɡɜɐɗɤɠ, ɔɘŬ Űɘɠ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ, ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘŮɑŰŬɘ əŬŰɎ əŬɜɧɜŬ ɞ ůɡɛɓɞɚɘůɛɧɠ: 

 əŬɘ .  

ũɘŬ Űɞɜ əŬɗɞɟɘůɛɧ Űɖɠ ɗɏůɖɠ Ɂ ůɤɛŬŰɑɤɜ ˊɞɡ ŬˊɞŰŮɚɞɨɜ əɎˊɞɘɞ ɛɖɢŬɜɘəɧ ůɨůŰɖɛŬ, ɢɟŮɘɎɕɞɜŰŬɘ 3Ɂ 

1 2, ,..., nq q q 1 2( , ,..., )nq q q q=
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əŬɟŰŮůɘŬɜɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ɗɏůɖɠ ɐ 3Ɂ ɎɚɚŮɠ əŬŰɎɚɚɖɚŮɠ (ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ) ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ. ɆŰɖɜ ˊɘɞ Ŭˊɚɐ 

ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɞɘ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ŮɑɜŬɘ ůŮ ɞɛɎŭŮɠ Űɤɜ Űɟɘɩɜ, ŭɘɧŰɘ ɢɟŮɘɎɕɞɜŰŬɘ ŰɟŮɘɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ɔɘŬ əɎɗŮ ɏɜŬ 

ůɤɛɎŰɘɞ. ũŮɜɘəɩɠ, ɞɘ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ŬˊŬɟŬɑŰɖŰɞ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ůŮ ŭɘŬəɟɘŰɏɠ ŰɟɘɎŭŮɠ, ɧɛɤɠ ɔɘŬ Ɂ ůɤɛɎŰɘŬ 

ɢɟŮɘɎɕɞɜŰŬɘ ůɡɜɞɚɘəɎ ˊɎɜŰŬ 3Ɂ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ. Ƀ ɢɩɟɞɠ ŬɡŰɩɜ Űɤɜ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ, ɚɏɔŮŰŬɘ (configuration 

space) «ɗŮůɘəɧɠ ɢɩɟɞɠ» ɐ «ɢɩɟɞɠ Űɤɜ ɗɏůŮɤɜ». ɆŮ əɎɗŮ ŰɏŰɞɘɞ ɢɩɟɞ 3Ɂ ŭɘŬůŰɎůŮɤɜ ɖ ɗɏůɖ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ 

ˊŬɟɘůŰɎɜŮŰŬɘ ɛŮ ɏɜŬ ůɖɛŮɑɞ ˊɞɡ ɏɢŮɘ 3 ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ. Ƀ ɢɩɟɞɠ ŬɡŰɧɠ ɛŮ ŭɘŬůŰɎůŮɘɠ ˊɚɐɗɞɡɠ 3 ŮɑɜŬɘ ɞ 

ˊɚɐɟɖɠ ɗŮůɘəɧɠ ɢɩɟɞɠ ɔɘŬ ůɤɛɎŰɘŬ, ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŬ Űɞɡ Ŭɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ŭŮůɛɞɑ ŰɏŰɞɘɞɘ ˊɞɡ ɜŬ ˊŮɟɘɞɟɑɕɞɡɜ Űɞ 

ˊɚɐɗɞɠ Űɤɜ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰɤɜ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜɤɜ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ (ɔɜɐůɘŮɠ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ). ȳŰŬɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ 

ŭŮůɛɞɑ ˊɞɡ ˊŮɟɘɞɟɑɕɞɡɜ Űɘɠ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ɗɏůɖɠ, ŰɧŰŮ Ŭɜ ɞɘ (ɔɜɐůɘŮɠ) ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ 

ŮɑɜŬɘ  ɘůɢɨŮɘ , ɧˊɞɡ ɖ ɘůɧŰɖŰŬ ɘůɢɨŮɘ Ŭɜ ŭŮɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ŰɏŰɞɘɞɘ ŭŮůɛɞɑ. ɄŬɟɧɚɞ ˊɞɡ ŬɜŬűŮɟɧɛŬůŰŮ 

ůŰɘɠ ɗɏůŮɘɠ Űɤɜ Ɂ ůɤɛŬŰɑɤɜ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ, ůŰɖɜ ˊɟɎɝɖ ŬɡŰɧ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ůɡɜɐɗɤɠ ŬˊŬɟŬɑŰɖŰɞ. ũɘŬ ˊŬɟɎŭŮɘɔɛŬ, Ŭɜ 

ɏɢɞɡɛŮ ůŰŮɟŮɧ ůɩɛŬ, ŰɧŰŮ ɛŬɠ ŮɜŭɘŬűɏɟŮɘ ɞ ˊɟɞůŭɘɞɟɘůɛɧɠ Űɖɠ ɗɏůɖɠ Űɞɡ ůŰŮɟŮɞɨ ɤɠ ůɡɜɧɚɞɡ, ˊɟɎɔɛŬ ˊɞɡ 

ɢɟŮɘɎɕŮŰŬɘ ˊɞɚɨ ɚɑɔŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ. ũŮɜɘəɩɠ əŬŰɎ Űɖɜ ŬɚɚŬɔɐ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ, ɡˊɎɟɢɞɡɜ ůɢɏůŮɘɠ 

(ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɑ) ˊɞɡ ůɡɜŭɏɞɡɜ Űɘɠ çɜɏŮɠè () ɛŮ Űɘɠ çˊŬɚɘɏɠè () ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ, ůŰɖ ɛŮŰŬŰɟɞˊɐ ɛˊɞɟŮɑ 

ɜŬ ɡˊɎɟɢŮɘ əŬɘ ɞ ɢɟɧɜɞɠ, . ȷɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ŭŮůɛŮɡŰɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ ɛŮŰŬɝɨ Űɤɜ 

ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ, ŰɧŰŮ ɞɘ ɜɏŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ŮɑɜŬɘ ɚɘɔɧŰŮɟŮɠ Ŭˊɧ Űɘɠ ˊŬɚɘɏɠ, . Ʉɞɚɚɏɠ űɞɟɏɠ ŮɑɜŬɘ ɓɞɚɘəɧ 

ɜŬ ɝŮəɘɜɐůɞɡɛŮ Ŭˊɧ əŬɟŰŮůɘŬɜɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ, ɞˊɧŰŮ ɞɘ ˊŬɚɘɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ŮɑɜŬɘ əŬɟŰŮůɘŬɜɏɠ əŬɘ ɞɘ ɜɏŮɠ 

ɞɞ́ɘŮůŭɐˊɞŰŮ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ. ȷɡŰɧ ɔɑɜŮŰŬɘ əɡɟɑɤɠ, ɔɘŬŰɑ ůŰɖ ɜŮɡŰɩɜŮɘŬ ɗŮɩɟɖůɖ Űɖɠ ɛɖɢŬɜɘəɐɠ 

ˊɟɞůűɏɟɞɜŰŬɘ əŬɚɨŰŮɟŬ ɞɘ əŬɟŰŮůɘŬɜɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ. ũŮɜɘəɩɠ ɧɛɤɠ, ɞɘ ŬɜɤŰɏɟɤ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɑ ɛˊɞɟŮɑ 

ɜŬ ŮɑɜŬɘ ɛŮŰŬɝɨ ɞˊɞɘɞɡŭɐˊɞŰŮ Űɨˊɞɡ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ. 

ȷəɧɛɖ ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ˊɞɨɛŮ ɧŰɘ, ɧŰŬɜ ŬɜŬűŮɟɧɛŬůŰŮ ůŮ ůɤɛɎŰɘŬ ɢɟŮɘɎɕŮŰŬɘ ˊɞɚɚɏɠ űɞɟɏɠ ɜŬ ŬɗɟɞɑůɞɡɛŮ 

ɛŮɔɏɗɖ Űɤɜ ŭɘŬűɧɟɤɜ ůɤɛŬŰɑɤɜ, ŭɖɚŬŭɐ ɏɢɞɡɛŮ ŭɘŬəɟɘŰɎ ŬɗɟɞɑůɛŬŰŬ. ɆŮ ɎɚɚŮɠ ˊŮɟɘˊŰɩůŮɘɠ, ˊɞɡ ŭŮɜ ɏɢɞɡɛŮ 

ŭɘŬəɟɘŰɎ ůɖɛŮɑŬ ŬɚɚɎ ůɡɜŮɢŮɑɠ əŬŰŬɜɞɛɏɠ (ɔɘŬ ˊŬɟɎŭŮɘɔɛŬ ɏɜŬ ůɡɛˊŬɔɏɠ ůŰŮɟŮɧ), ŰɧŰŮ ɏɢɞɡɛŮ ɞɚɞəɚɖɟɩɛŬŰŬ. 

ɄŬɟɧɚŬ ŬɡŰɎ ɗŬ ɚɏɛŮ ˊɎɜŰŬ ɧŰɘ ŬɗɟɞɑɕɞɡɛŮ, ɗŮɤɟɩɜŰŬɠ əŬɘ ŰŬ ɞɚɞəɚɖɟɩɛŬŰŬ ɤɠ ɏɜŬ Ůɑŭɞɠ ŬɗɟɞɑůɛŬŰɞɠ. 

1.2 ȹŮůɛɞɑ 

ɀŮŰŬɝɨ Űɤɜ ůɤɛŬŰɑɤɜ ɛɖɢŬɜɘəɞɨ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɞɑ ˊŮɟɘɞɟɘůɛɞɑ (ŭŮůɛɞɑ, 

ůɨɜŭŮůɛɞɘ), ˊɞɡ ˊŮɟɘɞɟɑɕɞɡɜ Űɞɜ ɢɩɟɞ Űɤɜ ɗɏůŮɤɜ, ŭɖɚŬŭɐ Űɞ ˊɚɐɗɞɠ Űɤɜ ŮɚɎɢɘůŰɤɜ ŬˊŬɘŰɞɨɛŮɜɤɜ 

ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ (ɔɜɐůɘŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ) ɔɘŬ Űɞɜ ˊɟɞůŭɘɞɟɘůɛɧ Űɖɠ ɗɏůɖɠ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ. ɀˊɞɟŮɑ ɧɛɤɠ ɜŬ 

ɡˊɎɟɢɞɡɜ əɘɜɖɛŬŰɘəɞɑ ŭŮůɛɞɑ ɞɘ ɞˊɞɑɞɘ ˊŮɟɘɞɟɑɕɞɡɜ Űɖɜ əɘɜɖŰɘəɧŰɖŰŬ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ, ŭɖɚŬŭɐ Űɘɠ ůŰɞɘɢŮɘɩŭŮɘɠ 

ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɘɠ Űɞɡ əŬɘ Ůˊɞɛɏɜɤɠ əŬɘ Űɘɠ ŰŬɢɨŰɖŰɏɠ Űɞɡ. ȾɎɗŮ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɧɠ ˊŮɟɘɞɟɘůɛɧɠ ˊŮɟɘɞɟɑɕŮɘ əŬɘ Űɘɠ 

ůŰɞɘɢŮɘɩŭŮɘɠ ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɘɠ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ, ŭɖɚŬŭɐ ŮɑɜŬɘ əŬɘ əɘɜɖɛŬŰɘəɧɠ ˊŮɟɘɞɟɘůɛɧɠ, Ůɜɩ əɎɗŮ əɘɜɖɛŬŰɘəɧɠ 

ˊŮɟɘɞɟɘůɛɧɠ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ əŬŰô ŬɜɎɔəɖ əŬɘ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɧɠ ˊŮɟɘɞɟɘůɛɧɠ.  

ũɘŬ ɏɜŬ ůɤɛɎŰɘɞ Űɞ ɞˊɞɑɞ ŮɑɜŬɘ ˊŮɟɘɞɟɘůɛɏɜɞ ɜŬ əɘɜŮɑŰŬɘ ɛɏůŬ ůŮ ɏɜŬ əɞɡŰɑ ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ɞɟɗɞɔɩɜɘɞ 

ˊŬɟŬɚɚɖɚŮˊɑˊŮŭɞ, ɞɘ ŭŮůɛɞɑ ŮəűɟɎɕɞɜŰŬɘ ɛŮ ŬɜɘůɧŰɖŰŮɠ. ɉɟɖůɘɛɞˊɞɘŮɑŰŬɘ ɞ ɧɟɞɠ ŬɛűɘɛŮɟŮɑɠ ŭŮůɛɞɑ ɔɘŬ 

ŭŮůɛɞɨɠ ˊɞɡ ŮəűɟɎɕɞɜŰŬɘ ɛŮ ɘůɧŰɖŰŮɠ əŬɘ ɛɞɜɞɛŮɟŮɑɠ ŭŮůɛɞɑ ɔɘŬ ŭŮůɛɞɨɠ ˊɞɡ ŮəűɟɎɕɞɜŰŬɘ ɛŮ ŬɜɘůɧŰɖŰŮɠ. ŪŬ 

ŬůɢɞɚɖɗɞɨɛŮ ŬˊɞəɚŮɘůŰɘəɎ ɛŮ ŬɛűɘɛŮɟŮɑɠ ŭŮůɛɞɨɠ, ŭɖɚŬŭɐ ɛŮ ŭŮůɛɞɨɠ ˊɞɡ ŮəűɟɎɕɞɜŰŬɘ ɛŮ ɘůɧŰɖŰŮɠ. Ʉɞɚɚɏɠ 

űɞɟɏɠ ŬɜɎɔɞɡɛŮ, ɛŮ ŭɘɎűɞɟŬ ŰŮɢɜɎůɛŬŰŬ, ɛɞɜɞɛŮɟŮɑɠ ŭŮůɛɞɨɠ ůŮ ŬɛűɘɛŮɟŮɑɠ ɔɘŬ ɜŬ ŬˊɚɞˊɞɘɐůɞɡɛŮ Űɞ 

ˊɟɧɓɚɖɛŬ əŬɘ ɜŬ ɛˊɞɟɏůɞɡɛŮ ɜŬ Űɞ ɚɨůɞɡɛŮ ́ ɘɞ ŮɨəɞɚŬ. ũɘŬ ˊŬɟɎŭŮɘɔɛŬ, ŰɏŰɞɘŬ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ŮɑɜŬɘ ɖ ɛŮɚɏŰɖ Űɖɠ 

ɞɚɑůɗɖůɖɠ ɢɤɟɑɠ Űɟɘɓɐ, ůɤɛŬŰɑɞɡ ůŰɞ ŮɝɤŰŮɟɘəɧ əŬŰŬəɧɟɡűɖɠ əɡəɚɘəɐɠ ůŰŮűɎɜɖɠ, ɛɏůŬ ůŮ ˊŮŭɑɞ ɓŬɟɨŰɖŰŬɠ, 

ɧˊɞɡ ɛŬɠ ŮɜŭɘŬűɏɟŮɘ, ˊɧŰŮ Űɞ ůɤɛɎŰɘɞ ɗŬ ɝŮűɨɔŮɘ Ŭˊɧ Űɖɜ ŮˊɘűɎɜŮɘŬ Űɖɠ ůŰŮűɎɜɖɠ.  

ȷɠ ŮɝŮŰɎůɞɡɛŮ Űɞ ˊŬɟɎŭŮɘɔɛŬ ɞɛɞɔŮɜɞɨɠ əɡəɚɘəɞɨ ŭɑůəɞɡ ŬəŰɑɜŬɠ a ˊɞɡ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ əɡɚɑŮŰŬɘ ůŮ 

ɞɟɘɕɧɜŰɘɞ ŮˊɑˊŮŭɞ, Ɇɢ. 1.1. ȼ ŮɡɗŮɑŬ ȺD ɓɟɑůəŮŰŬɘ ˊɎɜɤ ůŰɞ ɞɟɘɕɧɜŰɘɞ ŮˊɑˊŮŭɞ  əŬɘ ůŰɞ ŮˊɑˊŮŭɞ Űɞɡ 

ŭɑůəɞɡ, ŭɖɚŬŭɐ ŮɑɜŬɘ ɖ Űɞɛɐ Űɤɜ ŭɡɞ ŬɡŰɩɜ Ůˊɘˊɏŭɤɜ. ȼ ŮɡɗŮɑŬ Ʌȷ ɓɟɑůəŮŰŬɘ ůŰɞ ŮˊɑˊŮŭɞ Űɞɡ ŭɑůəɞɡ əŬɘ ŮɑɜŬɘ 

əɎɗŮŰɖ ůŰɖɜ ŮɡɗŮɑŬ ȺD. Ⱥűɧůɞɜ ɞ ŭɑůəɞɠ ŮɑɜŬɘ ɞɛɞɔŮɜɐɠ, ɖ Pȷ ˊŮɟɜɎ Ŭˊɧ Űɞ əɏɜŰɟɞ, Ⱦ, Űɞɡ ŭɑůəɞɡ. ȼ ŮɡɗŮɑŬ 

Ʌȸ ɓɟɑůəŮŰŬɘ ˊɎɜɤ ůŰɞ ɞɟɘɕɧɜŰɘɞ ŮˊɑˊŮŭɞ  əŬɘ ŮɑɜŬɘ əɎɗŮŰɖ ůŰɖɜ ȺD. ȼ c ŮɑɜŬɘ ɖ ŰɟɞɢɘɎ ˊɞɡ ŭɘŬɔɟɎűŮɘ Űɞ 

ůɖɛŮɑɞ ŮˊŬűɐɠ Ʌ (ŭɑůəɞɡ ɛŮ Űɞ ɞɟɘɕɧɜŰɘɞ ŮˊɑˊŮŭɞ) ˊɎɜɤ ůŰɞ ɞɟɘɕɧɜŰɘɞ ŮˊɑˊŮŭɞ. ȼ ůɖɛŬůɑŬ Űɤɜ ɔɤɜɘɩɜ ŮɑɜŬɘ 

əŬŰŬɜɞɖŰɐ Ŭˊɧ Űɞ ůɢɐɛŬ. ũŮɜɘəɩɠ, ɖ ɗɏůɖ Űɞɡ ŭɑůəɞɡ ˊɟɞůŭɘɞɟɑɕŮŰŬɘ Ŭˊɧ Űɘɠ ŭɡɞ əŬɟŰŮůɘŬɜɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ 

 Űɞɡ ůɖɛŮɑɞɡ ŮˊŬűɐɠ ɛŮ Űɞ ɞɟɘɕɧɜŰɘɞ ŮˊɑˊŮŭɞ əŬɘ Ŭˊɧ Űɘɠ ɔɤɜɑŮɠ . ȷɜ ɖ ŮˊŬűɐ ŮɑɜŬɘ ɚŮɑŬ (ˊɞɡ 

ɡˊɞɗɏŰɞɡɛŮ ɧŰɘ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɢɤɟɑɠ Űɟɘɓɐ) ŰɧŰŮ ɞ ŭɑůəɞɠ, əŬŰɎ Űɖ ɛŮŰŬŰɧˊɘůɐ Űɞɡ, ɛˊɞɟŮɑ əŬɘ ɞɚɘůɗŬɑɜŮɘ ůŰɞ 

ŮˊɑˊŮŭɞ ˊɟɞɠ ɧɚŮɠ Űɘɠ əŬŰŮɡɗɨɜůŮɘɠ əŬɘ ɞɘ ˊɏɜŰŮ ŬɡŰɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ŮɑɜŬɘ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ, ɞˊɧŰŮ ɛˊɞɟɞɨɜ ɜŬ 
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ˊɎɟɞɡɜ ɞˊɞɘŬŭɐˊɞŰŮ Űɘɛɐ. Ⱥˊɑůɖɠ, ŮɑɜŬɘ ŮˊɘŰɟŮˊŰɐ ɞˊɞɘŬŭɐˊɞŰŮ ɛɘəɟɐ ɐ ɛŮɔɎɚɖ ɛŮŰŬɓɞɚɐ ŬɡŰɩɜ Űɤɜ 

ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜɤɜ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ.  

 

 

ɆɢɐɛŬ 1.1 ɃɛɞɔŮɜɐɠ əɡəɚɘəɧɠ ŭɑůəɞɠ ˊɞɡ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ əɡɚɑŮŰŬɘ ůŮ ɞɟɘɕɧɜŰɘɞ ŮˊɑˊŮŭɞ. 

 

ȷɜ ɖ ŮˊŬűɐ ŮɑɜŬɘ ŰɟŬɢŮɑŬ, ŰɧŰŮ ɗŮɤɟɞɨɛŮ ɧŰɘ ɖ Űɟɘɓɐ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ŰɏŰɞɘŬ ˊɞɡ ɞ ŭɑůəɞɠ ɜŬ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ əɡɚɑŮŰŬɘ 

ůŰɞ ŮˊɑˊŮŭɞ, ɢɤɟɑɠ ɜŬ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɞɚɘůɗŬɑɜŮɘ ůŮ əŬɛɘɎ əŬŰŮɨɗɡɜůɖ. ɆŮ ŬɡŰɐ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɞɘ ˊɏɜŰŮ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ 

ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ŮɝŬəɞɚɞɡɗɞɨɜ ɜŬ ɛˊɞɟɞɨɜ ɜŬ ˊɎɟɞɡɜ ɧɚŮɠ Űɘɠ Űɘɛɏɠ ˊɞɡ ɛˊɞɟɞɨůŬɜ ɜŬ ˊɎɟɞɡɜ əŬɘ ˊɟɘɜ, ˊŬɟɧɚɞ 

ˊɞɡ ŰɩɟŬ ɡˊɎɟɢŮɘ ɞ ˊŮɟɘɞɟɘůɛɧɠ Űɖɠ ɛɖ ɞɚɑůɗɖůɖɠ. ɇɞɜɑɕɞɡɛŮ ɧŰɘ ɞ ɗŮůɘəɧɠ ɢɩɟɞɠ ɛɏɜŮɘ ɞ ɑŭɘɞɠ, ɛŮ Űɘɠ ɑŭɘŮɠ 

ŭɘŬůŰɎůŮɘɠ, ɧɛɤɠ ɞɘ ůŰɞɘɢŮɘɩŭŮɘɠ ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɘɠ ŭŮɜ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŮˊɘɚŮɔɞɨɜ ŬɡɗŬɑɟŮŰŬ, ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ. ȷɜ 

ɞɘ ůŰɞɘɢŮɘɩŭŮɘɠ ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɘɠ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ, ŰɧŰŮ ůɡɛˊŮɟŬɑɜɞɡɛŮ ɧŰɘ əŬɘ ɞɘ ŬɜŰɑůŰɞɘɢŮɠ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ ŭŮɜ 

ɗŬ ŮɑɜŬɘ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ. ŪŬ ˊŮɟɘɞɟɘůŰɞɨɛŮ ůŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ˊɞɡ ɞ ŭɑůəɞɠ əɘɜŮɑŰŬɘ ɏŰůɘ ɩůŰŮ Űɞ ŮˊɑˊŮŭɧ Űɞɡ ɜŬ 

ŮɑɜŬɘ ůɡɜŮɢɩɠ əŬŰŬəɧɟɡűɞ, , ŰɩɟŬ ɞɘ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ŮɑɜŬɘ ŰɏůůŮɟɘɠ, ɞɘ . ȺɑɜŬɘ 

ˊɘɞ ɓɞɚɘəɧ ɜŬ ɝŮəɘɜɐůɞɡɛŮ ɛŮ Űɖɜ ŭɏůɛŮɡůɖ ɔɘŬ Űɘɠ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ɔɜɤůŰɐ Ŭˊɧ Űɖ ũŮɜɘəɐ ūɡůɘəɐ. Ƀɘ 

ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ  Űɞɡ əɏɜŰɟɞɡ Űɞɡ ŭɑůəɞɡ ŮɑɜŬɘ ɑŭɘŮɠ ɛŮ Űɘɠ ŬɜŰɑůŰɞɘɢŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɞɡ ůɖɛŮɑɞɡ ŮˊŬűɐɠ 

Ʌ. Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ ɏɢɞɡɛŮ ɔɘŬ Űɖɜ Űɘɛɐ Űɖɠ ŰŬɢɨŰɖŰŬɠ Űɞɡ əɏɜŰɟɞɡ Űɞɡ ŭɑůəɞɡ əŬɘ Űɞɡ ůɖɛŮɑɞɡ ŮˊŬűɐɠ Ʌ 

 

. 

 

ȼ ŭɘŬɜɡůɛŬŰɘəɐ ŰŬɢɨŰɖŰŬ  ɓɟɑůəŮŰŬɘ ůŰɞ ŮˊɑˊŮŭɞ Űɞɡ ŭɑůəɞɡ əŬɘ ŮɑɜŬɘ ɞɟɘɕɧɜŰɘŬ, ɏɢɞɡɛŮ 

 

. 

 

ȷˊɧ Űɘɠ ŰŮɚŮɡŰŬɑŮɠ ɓɟɑůəɞɡɛŮ ɔɘŬ ůŰɞɘɢŮɘɩŭŮɘɠ ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɘɠ ɧŰɘ 

 

  (1.1) 

 

ȷɡŰɧ ŮɑɜŬɘ Űɞ ůɨůŰɖɛŬ Űɤɜ ŭɘŬűɞɟɘəɩɜ ŮɝɘůɩůŮɤɜ Űɞɡ ŭŮůɛɞɨ (ˊŮɟɘɞɟɘůɛɞɨ) ɛŮŰŬɝɨ Űɤɜ ůŰɞɘɢŮɘɤŭɩɜ 

ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɤɜ. ȸɚɏˊɞɡɛŮ ɧŰɘ ɞɘ ůŰɞɘɢŮɘɩŭŮɘɠ ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɘɠ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ ɛŮŰŬɝɨ Űɞɡɠ. ŪŬ ŭɞɨɛŮ 

ˊŬɟŬəɎŰɤ ɧŰɘ ŭŮɜ ɡˊɎɟɢŮɘ ˊŮɟɘɞɟɘůɛɧɠ ůŰɘɠ Űɘɛɏɠ Űɤɜ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ, ŭɖɚŬŭɐ ůŰɞɜ ɗŮůɘəɧ ɢɩɟɞ. ȷɡŰɧ 

ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ ɞɘ ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ (1.1) ŭŮɜ ɛˊɞɟɞɨɜ ɜŬ ɞɚɞəɚɖɟɤɗɞɨɜ, ŬɡŰɧ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ ŭŮɜ ɛˊɞɟɞɨɜ ɜŬ 

ˊɟɞəɨɣɞɡɜ ŭɡɞ ŭŮůɛŮɡŰɘəɏɠ  ůɢɏůŮɘɠ ɛŮŰŬɝɨ Űɤɜ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ, ɘůɞŭɨɜŬɛŮɠ ɛŮ ŬɡŰɏɠ Űɘɠ ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ 

ŮɝɘůɩůŮɘɠ. ȰɢɞɡɛŮ əŬɗŬɟɎ əɘɜɖɛŬŰɘəɞɨɠ ŭŮůɛɞɨɠ ˊɞɡ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ əŬɘ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɞɑ ŭŮůɛɞɑ.  

ũŮɜɘəɩɠ, ŮɑɜŬɘ ŭɡɜŬŰɧɜ ɞɘ ɑŭɘɞɘ űɡůɘəɞɑ ˊŮɟɘɞɟɘůɛɞɑ ɜŬ ŮəűɟɎɕɞɜŰŬɘ ɛŮ ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɏɠ ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ 

ŮɝɘůɩůŮɘɠ. ũɘŬ ˊŬɟɎŭŮɘɔɛŬ, ɞɘ ˊŬɟŬˊɎɜɤ űɡůɘəɞɑ ˊŮɟɘɞɟɘůɛɞɑ, ɛˊɞɟɞɨɜ ɜŬ ŮəűɟŬůŰɞɨɜ ɛŮ Űɘɠ ˊŬɟŬəɎŰɤ 

ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ, ˊɞɡ ˊŮɟɘɏɢɞɡɜ əŬɘ ɛɖ ɔɟŬɛɛɘəɎ ŭɘŬűɞɟɘəɎ, ɞˊɧŰŮ ŬɜŰɑ ɔɘŬ Űɘɠ Ⱥɝ. (1.1) ɏɢɞɡɛŮ Űɘɠ 

ŮɝɘůɩůŮɘɠ  

ˊ/2y= , , ,x yq j

,x y

au j=

u

cos cos ,  sin sinx a y au q j q u q j q= = = =

d cos d 0

d sin d 0.
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y a

q j

q j

- =
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  (1.2) 

 

ȼ ˊɟɩŰɖ Ůɝɑůɤůɖ ŮəűɟɎɕŮɘ Űɖ ɛɖ ɨˊŬɟɝɖ ɞɚɑůɗɖůɖɠ ůŰɞ ŮˊɑˊŮŭɞ əɨɚɘůɖɠ əŬɘ ɖ ŭŮɨŰŮɟɖ Űɖɜ ɛɖ ɨˊŬɟɝɖ 

ɞɚɑůɗɖůɖɠ ůŰɞ əɎɗŮŰɞ ˊɟɞɠ Űɞ ŮˊɑˊŮŭɞ əɨɚɘůɖɠ, ŮˊɑˊŮŭɞ.ɆŮ ŬɡŰɧ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ŮɘůɎɔɞɡɛŮ ɛŮɟɘəɏɠ ɛŬɗɖɛŬŰɘəɏɠ 

ɏɜɜɞɘŮɠ ɞɘ ɞˊɞɑŮɠ ŮɑɜŬɘ ɢɟɐůɘɛŮɠ ůŰɖɜ ˊŮɟɘɞɢɐ ŬɡŰɐ Űɖɠ ɀɖɢŬɜɘəɐɠ ɛŮ ŭŮůɛɞɨɠ. Ƀɘ ˊŮɟɘůůɧŰŮɟɞɘ ŭŮůɛɞɑ Űɖɠ 

ɀɖɢŬɜɘəɐɠ ŮəűɟɎɕɞɜŰŬɘ ɛŮ Űɘɠ ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ ˊɞɡ ɗŬ ŭɞɨɛŮ ˊŬɟŬəɎŰɤ. 

Ƀɘ ɔɟŬɛɛɘəɏɠ ɤɠ ˊɟɞɠ ŰŬ ŭɘŬűɞɟɘəɎ ŮəűɟɎůŮɘɠ  

 

, 1,2,...,l M=  

 

ɚɏɔɞɜŰŬɘ ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ ŮəűɟɎůŮɘɠ Űɞɡ Pfaff, ˊɟɞɠ Űɘɛɐ Űɞɡ ũŮɟɛŬɜɞɨ ɛŬɗɖɛŬŰɘəɞɨ ˊɞɡ Űɘɠ ŮɘůɐɔŬɔŮ. 

ɈˊɞɗɏŰɞɡɛŮ ɧŰɘ ɞɘ ŮəűɟɎůŮɘɠ ŬɡŰɏɠ ŮɑɜŬɘ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ ɛŮŰŬɝɨ Űɞɡɠ. 

Ƀɘ ˊŬɟŬəɎŰɤ ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ (1.3) ˊɟɞəɨˊŰɞɡɜ Ŭˊɧ Űɘɠ ˊŬɟŬˊɎɜɤ ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ ŮəűɟɎůŮɘɠ,  

 

  (1.3) 

 

ȷɡŰɏɠ ɚɏɔɞɜŰŬɘ (ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ) ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɞɡ Pfaff əŬɘ ŬˊɞŰŮɚɞɨɜ ɏɜŬ ůɨůŰɖɛŬ ŮɝɘůɩůŮɤɜ  ˊɞɡ ɗŬ 

ɗŮɤɟɞɨɛŮ ɧŰɘ ŮɑɜŬɘ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ ɛŮŰŬɝɨ Űɞɡɠ. ȺɑɜŬɘ ɏɜŬ ˊɚɐɗɞɠ  ŭŮůɛŮɡŰɘəɩɜ ůɢɏůŮɤɜ ˊɞɡ ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ŮɑɜŬɘ 

ɛɘəɟɧŰŮɟɞ Űɞɡ ˊɚɐɗɞɡɠ Űɤɜ ɛŮŰŬɓɚɖŰɩɜ ɩůŰŮ ɛŮɟɘəɎ Ŭˊɧ ŰŬ ŭɘŬűɞɟɘəɎ  ɜŬ ɛˊɞɟɞɨɜ ɜŬ ŮəűɟŬůŰɞɨɜ 

ůɡɜŬɟŰɐůŮɘ Űɤɜ Ɏɚɚɤɜ. ȷɜ  ŰɧŰŮ ɧɚŬ ŰŬ  ŮɑɜŬɘ əŬɗɞɟɘůɛɏɜŬ, ŮɑɜŬɘ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ ɛɧɜɞ Űɤɜ . ȷɜ 

ɡˊɎɟɢɞɡɜ ˊŮɟɘůůɧŰŮɟŮɠ ůɢɏůŮɘɠ ɐ ŭŮɜ ɗŬ ŮɑɜŬɘ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ ɛŮŰŬɝɨ Űɞɡɠ ɐ ŭŮɜ ɗŬ ŮɑɜŬɘ ůɡɛɓŬŰɏɠ, ŭɖɚŬŭɐ ŭŮɜ 

ɗŬ ɘůɢɨɞɡɜ ɧɚŮɠ ɛŬɕɑ. 

ȼ ŬɜŮɝŬɟŰɖůɑŬ ɛŮŰŬɝɨ Űɤɜ ŭɘŬűɞɟɘəɩɜ ŬɡŰɩɜ ŮɝɘůɩůŮɤɜ ˊɚɐɗɞɡɠ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ ɖ ɛɐŰɟŬ  Űɤɜ 

ůɡɜŰŮɚŮůŰɩɜ ůŰɖɜ Ⱥɝ. (1.3) ŮɑɜŬɘ ŰɎɝɖɠ . 

ɀˊɞɟŮɑ ˊɎɜŰɞŰŮ ɜŬ ɓɟŮɗɞɨɜ Űɟɞɢɘɏɠ (əŬɛˊɨɚŮɠ, ɚɨůŮɘɠ) ůŰɞɜ ɢɩɟɞ Űɤɜ  ŭɘŬůŰɎůŮɤɜ Űɤɜ ɛŮŰŬɓɚɖŰɩɜ 

z, ˊɞɡ ˊɚɖɟɞɨɜ Űɞ ˊŬɟŬˊɎɜɤ ůɨůŰɖɛŬ, Ⱥɝ. (1.3). ȷɡŰɏɠ ɞɘ əŬɛˊɨɚŮɠ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ˊɎɟɞɡɜ Űɖɜ ˊŬɟŬəɎŰɤ 

ˊŬɟŬɛŮŰɟɘəɐ ɛɞɟűɐ əŬɘ ůɡɜɖɗɑɕŮŰŬɘ ɜŬ Űɘɠ ɞɜɞɛɎɕɞɡɜ ɛɖ ɔɜɐůɘŮɠ (əŬŰŬɢɟɖůŰɘəɏɠ) ɚɨůŮɘɠ, 

 

  (1.4) 

 

ȽůɢɨŮɘ ɞ Ůɝɐɠ ɞɟɘůɛɧɠ: Ƀɘ M  Űɞ ˊɚɐɗɞɠ Ⱥɝ. (1.3) ŮɑɜŬɘ ˊɚɐɟɤɠ (ɧɚŮɠ ɛŬɕɑ) ɞɚɞəɚɖɟɩůɘɛŮɠ Ŭɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ 

 ŬɚɔŮɓɟɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ ɛŮŰŬɝɨ Űɤɜ ɛŮŰŬɓɚɖŰɩɜ z  ˊɞɡ Űɘɠ ˊɚɖɟɞɨɜ, ɐ əŬɚɨŰŮɟŬ, ŮɑɜŬɘ ɘůɞŭɨɜŬɛɏɠ Űɞɡɠ. Ƀɘ 

ůɢɏůŮɘɠ ŬɡŰɏɠ ɏɢɞɡɜ Űɖɜ ˊŬɟŬəɎŰɤ ɛɞɟűɐ əŬɘ ůɡɜɖɗɑɕŮŰŬɘ ɜŬ ɚɏɔɞɜŰŬɘ ɔɜɐůɘŮɠ (ŬɚɔŮɓɟɘəɏɠ) ɚɨůŮɘɠ, 

 

  (1.5) 

 

ɄɟɧəŮɘŰŬɘ ɔɘŬ çŮˊɘűɎɜŮɘŮɠè ůŮ ˊɞɚɡŭɘɎůŰŬŰɞ ɢɩɟɞ. 

ȼ  ŮɑɜŬɘ ɖ ůŰŬɗŮɟɎ ɞɚɞəɚɐɟɤůɖɠ. ȼ əɎɗŮ ůŰŬɗŮɟɎ ́ ŬɑɟɜŮɘ ɏɜŬ ůɡɜŮɢɏɠ ůɨɜɞɚɞ Űɘɛɩɜ. ȷɡŰɧ ůɖɛŬɑɜŮɘ  

ɧŰɘ Ŭɜ ˊɎɟɞɡɛŮM  ŬɜŮɝɎɟŰɖŰɞɡɠ ɔɟŬɛɛɘəɞɨɠ ůɡɜŭɡŬůɛɞɨɠ Űɤɜ ŭɘŬűɞɟɘəɩɜ ŮɝɘůɩůŮɤɜ (1.3), ɛŮ 

ˊɞɚɚŬˊɚŬůɘŬůŰɏɠ əŬŰɎɚɚɖɚŮɠ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ Űɤɜ z , əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŮ ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ ˊɞɡ ɖ əŬɗŮɛɘɎ ŮɑɜŬɘ 

ɞɚɘəɧ ŭɘŬűɞɟɘəɧ ɞˊɧŰŮ ɞŭɖɔɞɨɜŰŬɘ ůŮ M  ůɢɏůŮɘɠ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ, (1.5). ȷɡŰɐ ŮɑɜŬɘ ɖ ɏɜɜɞɘŬ ɞɚɞəɚɖɟɤůɘɛɧŰɖŰŬɠ 

Űɨˊɞɡ Frobenius. ũŮɜɘəɩɠ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ɚɘɔɧŰŮɟŮɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Ŭˊɧ ŬɔɜɩůŰɞɡɠ, ɞˊɧŰŮ ɛŮ Űɖ ůɡɜɐɗɖ ɏɜɜɞɘŬ, Űɞ 

ůɨůŰɖɛŬ ŮɑɜŬɘ ŬˊɟɞůŭɘɧɟɘůŰɞ. ȿɏɛŮ ŰɧŰŮ ́ ɤɠ ɏɢɞɡɛŮ ɚɨůŮɘɠ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ɡˊɧ ɛɞɟűɐ ŮˊɘűŬɜŮɘɩɜ ůŰɞɜ ɢɩɟɞ 

Űɤɜ mŭɘŬůŰɎůŮɤɜ. ȳŰŬɜ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ɞɚɞəɚɖɟɩůɘɛŮɠ ŭŮɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ŰɏŰɞɘŮɠ ůɢɏůŮɘɠ ɛŮŰŬɝɨ Űɤɜ ɛŮŰŬɓɚɖŰɩɜ 

ŬɚɚɎ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ɛɧɜɞ ɚɨůŮɘɠ-Űɟɞɢɘɏɠ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ (1.4). ũɘŬ Űɖɜ ˊɚɐɟɖ ɛŮɚɏŰɖ Űɞɡ ɗɏɛŬŰɞɠ ŬˊŬɘŰɞɨɜŰŬɘ 

ˊɟɞɢɤɟɖɛɏɜŮɠ ɔɜɩůŮɘɠ ȹɘŬűɞɟɘəɐɠ ũŮɤɛŮŰɟɑŬɠ ˊɞɡ ɝŮűŮɨɔɞɡɜ Ŭˊɧ ŰŬ ˊɚŬɑůɘŬ ŬɡŰɞɨ Űɞɡ ˊɞɜɐɛŬŰɞɠ. 
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ŪŬ ŭɞɨɛŮ ŬɟɔɧŰŮɟŬ, Űɖɜ ɏɜɜɞɘŬ ɞɚɞəɚɖɟɤůɘɛɧŰɖŰŬɠ ůɡůŰɖɛɎŰɤɜ ŭɘŬűɞɟɘəɩɜ ŮɝɘůɩůŮɤɜ, ɧˊɞɡ 

ˊɟɞůŭɘɞɟɑɕɞɜŰŬɘ ŬɜŬɚɚɞɑɤŰŮɠ (ŭɘŬŰɖɟɞɨɛŮɜŮɠ) ˊɞůɧŰɖŰŮɠ. ɆŰɖ ɀɖɢŬɜɘəɐ ŰɏŰɞɘŬ ŮɑɜŬɘ ŰŬ ɞɚɞəɚɖɟɩɛŬŰŬ 

əɑɜɖůɖɠ əŬɘ ůɢŮŰɑɕɞɜŰŬɘ ɛŮ Űɖɜ ŮɨɟŮůɖ ɚɨůŮɤɜ ůɡůŰɖɛɎŰɤɜ ŭɘŬűɞɟɘəɩɜ ŮɝɘůɩůŮɤɜ ˊɟɩŰɖɠ ŰɎɝŮɤɠ, ˊ.ɢ. 

ŭɘŬŰɖɟɞɨɛŮɜɖ ŮɜɏɟɔŮɘŬ. ȷɡŰɐ ɚɏɔŮŰŬɘ ɞɚɞəɚɖɟɤůɘɛɧŰɖŰŬ Liouville. 

ũɘŬ əɎɗŮ  ɞɘ Ⱥɝ. (1.5) ŬɜŰɘˊɟɞůɤˊŮɨɞɡɜ ɛɘŬ ɛɞɜɞˊŬɟŬɛŮŰɟɘəɐ ɞɘəɞɔɏɜŮɘŬ ɡˊŮɟŮˊɘűŬɜŮɘɩɜ, ŭɘɎůŰŬůɖɠ 

 , ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ŮɛɓŬˊŰɘůɛɏɜŮɠ ɛɏůŬ ůŮ ɢɩɟɞ ŭɘɎůŰŬůɖɠ . ȷɡŰɧ ɘůɢɨŮɘ ŭɘɧŰɘ ɧˊɤɠ ŮɑˊŬɛŮ ɖ əɎɗŮ ɛɘŬ 

ůŰŬɗŮɟɎ  ˊɞɡ ŬɜɐəŮɘ ůŮ ůɡɔəŮəɟɘɛɏɜɖ ůɢɏůɖ Űɤɜ Ⱥɝ. (1.5) ˊŬɑɟɜŮɘ ŭɘɎűɞɟŮɠ Űɘɛɏɠ, Ůɜɩ ɖ ůɡɜŬɟŰɖůɘŬəɐ 

ɛɞɟűɐ  ˊŬɟŬɛɏɜŮɘ ɑŭɘŬ. Ƀɘ ɡˊŮɟŮˊɘűɎɜŮɘŮɠ Űɖɠ ɛɞɜɞˊŬɟŬɛŮŰɟɘəɐɠ ɞɘəɞɔɏɜŮɘŬɠ (ŭŮŭɞɛɏɜɞ , ŭɘɎűɞɟŮɠ Űɘɛɏɠ 

Űɞɡ lc ) ŭŮɜ ŰɏɛɜɞɜŰŬɘ ɛŮŰŬɝɨ Űɞɡɠ. ȼ Űɞɛɐ  ŰɏŰɞɘɤɜ ɡˊŮɟŮˊɘűŬɜŮɘɩɜ, ɛŮ ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɎ , ŮɑɜŬɘ ɡˊɧɢɤɟɞɠ 

 ŭɘŬůŰɎůŮɤɜ, Űɞɡ ɢɩɟɞɡ Űɤɜ ŭɘŬůŰɎůŮɤɜ.  

ȳŰŬɜ Űɞ ůɨůŰɖɛŬ ŭɘŬűɞɟɘəɩɜ ŮɝɘůɩůŮɤɜ ŮɑɜŬɘ ˊɚɐɟɤɠ ɞɚɞəɚɖɟɩůɘɛɞ, ŰɧŰŮ ɞɘ əŬɛˊɨɚŮɠ Űɤɜ Ⱥɝ. (1.4) 

(ɛɖ ɔɜɐůɘŮɠ ɚɨůŮɘɠ, əŬŰŬɢɟɖůŰɘəɏɠ) ɓɟɑůəɞɜŰŬɘ ůŮ ŬɡŰɧɜ Űɞɜ ɡˊɧɢɤɟɞ. 

ũɘŬ Űɞ ˊɚɐɟɤɠ ɞɚɞəɚɖɟɩůɘɛɞ ůɨůŰɖɛŬ ɘůɢɨŮɘ ɏɜŬ ɐ ůɡɜŭɡŬůɛɧɠ Ŭˊɧ ŰŬ ˊŬɟŬəɎŰɤ: 

Ŭ) ɖ əɎɗŮ ŭɘŬűɞɟɘəɐ ɏəűɟŬůɖ ŮɑɜŬɘ ɞɚɘəɧ ŭɘŬűɞɟɘəɧ ɐ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɔɑɜŮɘ ɞɚɘəɧ ŭɘŬűɞɟɘəɧ ɛŮ 

ˊɞɚɚŬˊɚŬůɘŬůɛɧ Ůˊɑ əŬŰɎɚɚɖɚɞ, ɛɖ ɛɖŭŮɜɘəɧ ɞɚɞəɚɖɟɤŰɘəɧ ˊŬɟɎɔɞɜŰŬ (ɞ ɞˊɞɑɞɠ ŮɑɜŬɘ, 

ɔŮɜɘəɩɠ, ůɡɜɎɟŰɖůɖ Űɤɜ ɛŮŰŬɓɚɖŰɩɜ). 

ɓ) ɡˊɎɟɢɞɡɜ ɔɟŬɛɛɘəɞɑ ůɡɜŭɡŬůɛɞɑ Űɤɜ Ⱥɝ. (1.3), ɛŮŰɎ Ŭˊɧ ˊɞɚɚŬˊɚŬůɘŬůɛɧ Űɞɡɠ ɛŮ ˊŬɟɎɔɞɜŰŮɠ 

ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ Űɤɜ ɛŮŰŬɓɚɖŰɩɜ, ɞɘ ɞˊɞɑɞɘ ɔɟŬɛɛɘəɞɑ ůɡɜŭɡŬůɛɞɑ ŮɑɜŬɘ ɞɚɘəɎ 

ŭɘŬűɞɟɘəɎ.  

ɀˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ əŬŰŬɚɎɓɞɡɛŮ ɧŰɘ Űɞ ŭŮɨŰŮɟɞ ˊŮɟɘɚŬɛɓɎɜŮɘ Űɞ ˊɟɩŰɞ, ɤɠ Ůɘŭɘəɐ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ. 

ȺəŰɧɠ Ŭˊɧ Űɖɜ ůɢŮŰɘəɎ Ŭˊɚɐ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɛɘŬɠ (ɛɞɜŬŭɘəɐɠ) ŭɘŬűɞɟɘəɐɠ Ůɝɑůɤůɖɠ, ɖ ɛŮɚɏŰɖ Űɞɡ 

ˊɟɞɓɚɐɛŬŰɞɠ ˊɞɡ ŬɜŬűɏɟŮŰŬɘ ůŮ ůɨůŰɖɛŬ (ˊɞɚɚɩɜ) ŭɘŬűɞɟɘəɩɜ ŮɝɘůɩůŮɤɜ ŮɑɜŬɘ ɔŮɜɘəɩɠ ˊɞɚɨˊɚɞəɞ. 

ɀˊɞɟŮɑ ɛɏɟɞɠ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ɞɚɞəɚɖɟɩůɘɛɞ, ɛŮ Űɖɜ ŬɜɤŰɏɟɤ ɏɜɜɞɘŬ, Ůɜɩ ɞɘ ɡˊɧɚɞɘˊŮɠ 

ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɞɡ ɜŬ ɛɖɜ ŮɑɜŬɘ. ɇɞ ůɨůŰɖɛŬ ŰɧŰŮ ŮɑɜŬɘ ɛŮɟɘəɩɠ ɞɚɞəɚɖɟɩůɘɛɞ. 

ũɘŬ ůɨůŰɖɛŬ Űɞ ɞˊɞɑɞ ŮɑɜŬɘ ˊɚɐɟɤɠ ɞɚɞəɚɖɟɩůɘɛɞ, ůŮ əɎɗŮ ůɖɛŮɑɞ Űɞɡ ɢɩɟɞɡ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ɔŮɘŰɞɜɘəɎ 

ůɖɛŮɑŬ ˊɞɡ ŭŮɜ ŮɜɩɜɞɜŰŬɘ ɛŮ ŬɡŰɧ ŬəɞɚɞɡɗɩɜŰŬɠ Űɘɠ ŭɘŬŭɟɞɛɏɠ (1.4) , ɞɘ ɞˊɞɑŮɠ ˊɚɖɟɞɨɜ Űɘɠ ˊŬɟŬˊɎɜɤ 

ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ. ȷɡŰɧ ůɡɛɓŬɑɜŮɘ ŭɘɧŰɘ ɞɘ ɚɨůŮɘɠ ɗŬ ɓɟɑůəɞɜŰŬɘ ˊɎɜɤ ůŰɘɠ çŰɞɛɏɠè ɡˊŮɟŮˊɘűŬɜŮɘɩɜ 

ŭɘɎůŰŬůɖɠ ɖ əɎɗŮ ɛɘŬ ɑůɖɠ ɛŮ . ȼ əɎɗŮ ɛɘŬ ɡˊŮɟŮˊɘűɎɜŮɘŬ ŬɜɐəŮɘ ůŮ ɛɘŬ Ŭˊɧ Űɘɠ ɞɘəɞɔɏɜŮɘŮɠ 

ɡˊŮɟŮˊɘűŬɜŮɘɩɜ. ɇɞ Ŭɟɢɘəɧ ůɖɛŮɑɞ ɓɟɑůəŮŰŬɘ ˊɎɜɤ ůŮ əɎˊɞɘŬ Űɞɛɐ Ŭˊɧ ɧˊɞɡ ˊŮɟɜɎ ɚɨůɖ. ȳˊɞɘŬ ůɖɛŮɑŬ 

(Ŭəɧɛɖ əŬɘ ˊɞɚɨ ɔŮɘŰɞɜɘəɎ ůŰɞ Ŭɟɢɘəɧ) ŭŮɜ ɓɟɑůəɞɜŰŬɘ ˊɎɜɤ ůŮ ŰɏŰɞɘŮɠ Űɞɛɏɠ ŭŮɜ ɛˊɞɟɞɨɜ ɜŬ Ůɜɤɗɞɨɜ ɛŮ Űɞ 

Ŭɟɢɘəɧ ɔɘŬŰɑ ɖ ɚɨůɖ ŭŮɜ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɓɔŮɘ ɏɝɤ Ŭˊɧ ŬɡŰɧɜ Űɞɜ ɡˊɧɢɤɟɞ.  

ȳůŬ ŬɜŬűɏɟɞɡɛŮ Ůŭɩ, ɏɢɞɡɜ ŮűŬɟɛɞɔɐ əŬɘ ůŰɖ ɗŮɟɛɞŭɡɜŬɛɘəɐ. ɆɢŮŰɑɕɞɜŰŬɘ ɛŮ Űɞ ɗŮɩɟɖɛŬ Űɞɡ 

ȾŬɟŬɗŮɞŭɤɟɐ, Űɞ ɞˊɞɑɞ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɑɖůŮ ɔɘŬ ɜŬ ŬɜŬŭɘŬŰɡˊɩůŮɘ Űɞ ȹŮɨŰŮɟɞ ŪŮɟɛɞŭɡɜŬɛɘəɧ ȷɝɑɤɛŬ. 

ɀɘŬ (ɛɞɜŬŭɘəɐ) ŭɘŬűɞɟɘəɐ Ůɝɑůɤůɖ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ɞɚɞəɚɖɟɩůɘɛɖ, ɛŮ Űɖɜ ˊŬɟŬˊɎɜɤ ɏɜɜɞɘŬ, ɢɤɟɑɠ ɜŬ 

ŮɑɜŬɘ ɞɚɘəɧ ŭɘŬűɞɟɘəɧ, ŬɡŰɧ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɔɑɜŮɘ ɞɚɘəɧ ŭɘŬűɞɟɘəɧ Ŭɜ ˊɞɚɚŬˊɚŬůɘŬůŰŮɑ Ůˊɑ əɎˊɞɘɞɜ 

əŬŰɎɚɚɖɚɞ ɞɚɞəɚɖɟɤŰɘəɧ ˊŬɟɎɔɞɜŰŬ.  

ȷɜ ɡˊɎɟɢŮɘ ɏɜŬɠ ɞɚɞəɚɖɟɤŰɘəɧɠ ˊŬɟɎɔɞɜŰŬɠ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɓɟŮɗŮɑ ɎˊŮɘɟɞ ˊɚɐɗɞɠ ɞɚɞəɚɖɟɤŰɘəɩɜ 

ˊŬɟŬɔɧɜŰɤɜ.  

ũɘŬ Űɞ ˊɚɐɗɞɠ Űɤɜ ɞɚɞəɚɖɟɤɛɎŰɤɜ (Ŭɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ), ɘůɢɨŮɘ , ɧˊɞɡ  Űɞ ˊɚɐɗɞɠ Űɤɜ 

ŬɜŮɝɎɟŰɖŰɤɜ ŭɘŬűɞɟɘəɩɜ ŮɝɘůɩůŮɤɜ. ɇɞ ůɨůŰɖɛŬ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ˊɚɐɟɤɠ ( )L M= , ɛŮɟɘəɩɠ ( )L M< ɐ 

əŬɗɧɚɞɡ ɞɚɞəɚɖɟɩůɘɛɞ ( 0)L= .  

ɄŬɟɧɚɞ ˊɞɡ ŭŮɜ ɏɢɞɡɛŮ ŮɘůŬɔɎɔŮɘ Ŭəɧɛɖ ŬɡůŰɖɟɎ Űɖɜ ɏɜɜɞɘŬ Űɤɜ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜɤɜ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ ɗŬ 

ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɞɨɛŮ Űɞ əŬɗɘŮɟɤɛɏɜɞ ůɨɛɓɞɚɧ Űɞɡɠ, ŭɖɚŬŭɐ Űɞ q, ɔɘŬ ɜŬ ŭɖɚɩůɞɡɛŮ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ əŬɘ 

ɞɘ əŬɟŰŮůɘŬɜɏɠ ŬɚɚɎ əŬɘ ɞɘ ůűŬɘɟɘəɏɠ, ɞɘ əɡɚɘɜŭɟɘəɏɠ ə.Ŭ. ɆŰɖ ɀɖɢŬɜɘəɐ ˊɞɡ ɗŬ ɛŬɠ ŬˊŬůɢɞɚɐůŮɘ Ůŭɩ, ɗŬ 

ɔɟɎűɞɡɛŮ ŰŬ ɞɚɞəɚɖɟɩɛŬŰŬ Űɤɜ ŭɘŬűɞɟɘəɩɜ ŮɝɘůɩůŮɤɜ Űɤɜ ŭŮůɛɩɜ ůŰɖ ɛɞɟűɐ 

 

  (1.6) 

 

ȷɡŰɧ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ ɞɘ ŭŮůɛɞɑ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŮɝŬɟŰɩɜŰŬɘ əŬɘ Ŭˊɧ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ. ȼ ůɢɏůɖ (1.6), ɔɘŬ ŭŮŭɞɛɏɜɖ 

ɢɟɞɜɘəɐ ůŰɘɔɛɐ, ɛŬɠ ɚɏŮɘ ɧŰɘ Űo ůɖɛŮɑɞ Űɞɡ ɢɩɟɞɡ Űɤɜ ɗɏůŮɤɜ, ŭɖɚŬŭɐ Űɞɡ ɗŮůɘəɞɨ ɢɩɟɞɡ 
1 2( , ,..., )mq q q  ŮɑɜŬɘ 

ŭɏůɛɘɞ ɜŬ ɓɟɑůəŮŰŬɘ ˊɎɜɤ ůŰɖɜ ŮˊɘűɎɜŮɘŬ ŭɘɎůŰŬůɖɠ m ˊɞɡ ˊŬɟɘůŰɎɜŮɘ ŬɡŰɐ ɖ ůɢɏůɖ, ɧˊɞɡ ɞ ɢɟɧɜɞɠ ŮɑɜŬɘ 
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ɛɘŬ ůŰŬɗŮɟɐ əɎɗŮ űɞɟɎ ˊŬɟɎɛŮŰɟɞɠ. Ⱥˊɑůɖɠ ɖ ůɢɏůɖ (1.6) ˊŬɟɘůŰɎɜŮɘ ɛɘŬ çŮˊɘűɎɜŮɘŬè ůŰɞɜ ɢɩɟɞ ŭɘɎůŰŬůɖɠ 

1m+, ɞ ɞˊɞɑɞɠ ɢŬɟŬəŰɖɟɑɕŮŰŬɘ Ŭˊɧ Űɘɠ m ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɞɡ ɗŮůɘəɞɨ ɢɩɟɞɡ ɛŬɕɑ ɛŮ Űɖ ɛɘŬ ŭɘɎůŰŬůɖ Űɞɡ 

ɢɟɧɜɞɡ.  

ũɘŬ Űɖɜ Ůɘŭɘəɐ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ˊɞɡ ŬɜŬűɏɟŬɛŮ ˊɟɞɖɔɞɡɛɏɜɤɠ, Űɞɡ əɡɚɘɧɛŮɜɞɡ əŬŰŬəɧɟɡűɞɡ ŭɑůəɞɡ ɢɤɟɑɠ 

ɞɚɑůɗɖůɖ, ɧˊɞɡ ŭŮɜ ɡˊŮɘůɏɟɢŮŰŬɘ ɞ ɢɟɧɜɞɠ, ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ əŬŰŬɜɞɐůɞɡɛŮ ɧŰɘ ŭŮɜ ɡˊɎɟɢŮɘ ŭŮůɛŮɡŰɘəɐ ůɢɏůɖ 

ɛŮŰŬɝɨ Űɤɜ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜɤɜ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ, ɞɘ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ɛˊɞɟɞɨɜ ɜŬ ˊɎɟɞɡɜ ɧɚŮɠ Űɘɠ Űɘɛɏɠ ˊɞɡ ɗŬ ɏˊŬɘɟɜŬɜ 

Ŭɜ ŭŮɜ ɡˊɐɟɢŬɜ ɞɘ ŭŮůɛŮɡŰɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ. ȷɡŰɧ űŬɑɜŮŰŬɘ ɛŮ Űɞɜ ˊŬɟŬəɎŰɤ ůɡɚɚɞɔɘůɛɧ ɔɘŬ ŬɡŰɧ Űɞ Ůɘŭɘəɧ 

ˊŬɟɎŭŮɘɔɛŬ. 

ȰůŰɤ ɧŰɘ ɏɢɞɡɛŮ ŭŮŭɞɛɏɜŬ ŰŬ  ́ ɞɡ ˊɟɞűŬɜɩɠ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ɞˊɞɘŬŭɐˊɞŰŮ. ȽůɢɡɟɘɕɧɛŬůŰŮ ɧŰɘ Űɞ 

 ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ˊɎɟŮɘ ɞˊɞɘŬŭɐˊɞŰŮ Űɘɛɐ. ɄɟɎɔɛŬŰɘ, ɞ ŭɑůəɞɠ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ əɡɚɑůŮɘ (ɢɤɟɑɠ ɞɚɑůɗɖůɖ) ŭɘŬɔɟɎűɞɜŰŬɠ, 

ɔɘŬ ˊŬɟɎŭŮɘɔɛŬ, əɨəɚɞ ŬɡɗŬɑɟŮŰɖɠ ŬəŰɑɜŬɠ , Űɞɡ ɞˊɞɑɞɡ Űɞ əɏɜŰɟɞ ŮɑɜŬɘ ˊɎɜɤ ůŰɖɜ əɎɗŮŰɞ ůŰɞ ŮˊɑˊŮŭɧ Űɞɡ 

ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ ŮˊŬűɐɠ Űɞɡ ɛŮ Űɞ ɞɟɘɕɧɜŰɘɞ ŮˊɑˊŮŭɞ, Ůɜɩ ˊɚɖɟɞɨɜŰŬɘ ɞɘ ůɡɜɗɐəŮɠ Űɤɜ ŭŮůɛɩɜ. ȾŬŰɎ Űɖɜ əɑɜɖůɖ, 

Űɞ ŮˊɑˊŮŭɞ Űɞɡ ŭɑůəɞɡ ŮɑɜŬɘ ůɡɜŮɢɩɠ əɎɗŮŰɞ ůŰɖɜ ŬəŰɑɜŬ Űɞɡ ŭɘŬɔɟŬűɧɛŮɜɞɡ əɨəɚɞɡ ɖ ɞˊɞɑŬ ˊŮɟɜɎ Ŭˊɧ Űɞ 

ůɖɛŮɑɞ ŮˊŬűɐɠ. ȷɡŰɧ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ ɞ ŭɑůəɞɠ ˊŮɟɘůŰɟɏűŮŰŬɘ ˊŮɟɑ Űɞɜ əŬŰŬəɧɟɡűɞ ɎɝɞɜŬ ˊɞɡ ˊŮɟɜɎ Ŭˊɧ Űɞ 

ůɖɛŮɑɞ ŮˊŬűɐɠ əŬɘ Űɞ  ɛŮŰŬɓɎɚɚŮŰŬɘ. ȷɠ ɡˊɞɗɏůɞɡɛŮ ɧŰɘ ɞ ŭɑůəɞɠ ŭɘŬɔɟɎűŮɘ ɏɜŬɜ ˊɚɐɟɖ əɨəɚɞ ůŰɞ ɞɟɘɕɧɜŰɘɞ 

ŮˊɑˊŮŭɞ. ɄɟɞűŬɜɩɠ ŰŬ  ɗŬ ɏɢɞɡɜ əŬɘ ˊɎɚɘ Űɘɠ Űɘɛɏɠ ˊɞɡ ŮɑɢŬɜ ɧŰŬɜ ɝŮəɑɜɖůŮ ɖ ɛŮŰŬŰɧˊɘůɖ. ȺɑɜŬɘ ŮɡɜɧɖŰɞ 

ɧŰɘ ŭɘŬɚɏɔɞɜŰŬɠ əŬŰɎɚɚɖɚŬ Űɖɜ ŬəŰɑɜŬ  Űɞɡ əɨəɚɞɡ ˊŮɟɘůŰɟɞűɐɠ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ŮˊɘŰɨɢɞɡɛŮ ɞˊɞɘɞŭɐˊɞŰŮ  

ɔɘŬ ŭŮŭɞɛɏɜŬ . ȷɡŰɧ ŭŮɑɢɜŮɘ ɧŰɘ ŭŮɜ ɡˊɎɟɢŮɘ ŭŮůɛŮɡŰɘəɐ ůɢɏůɖ ɛŮŰŬɝɨ Űɤɜ . ɇɞ ɑŭɘɞ ɘůɢɨŮɘ 

ɔɘŬ ŬˊŮɘɟɞůŰɐ ɛŮŰŬŰɧˊɘůɖ, ŭɖɚŬŭɐ Ŭɜ ŮɑɛŬůŰŮ ůŮ əɎˊɞɘŬ ɗɏůɖ  əŬɘ ɗɏɚɞɡɛŮ ɜŬ ˊɎɛŮ ůŰɖɜ ŬˊŮɑɟɤɠ 

əɞɜŰɘɜɐ ɔŮɘŰɞɜɘəɐ ɗɏůɖ , ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ Űɞ ŮˊɘŰɨɢɞɡɛŮ ŭɘŬɚɏɔɞɜŰŬɠ əɨəɚɞ əŬŰɎɚɚɖɚɖɠ ŬəŰɑɜŬɠ 

 ůŰɞɜ ɞˊɞɑɞ ɜŬ əɘɜɖɗŮɑ əŬŰɎ ůɡɜŮɢɐ Űɟɧˊɞ ɞ ŭɑůəɞɠ, ɧˊɤɠ ˊɟɘɜ, ɏŰůɘ ˊɞɡ ŰŬ  ɜŬ ɏɢɞɡɜ ŰŮɚɘəɩɠ Űɘɠ 

Ŭɟɢɘəɏɠ Űɞɡɠ Űɘɛɏɠ əŬɘ Űɞ  ɜŬ ŬˊɞəŰɐůŮɘ Űɖɜ Űɘɛɐ . ȷɜ ɞɘ ŭŮůɛɞɑ, ɛŮŰŬɝɨ Űɤɜ (ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜɤɜ) 

ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ, ŭɑɜɞɜŰŬɘ Ŭˊɧ ŬɚɔŮɓɟɘəɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɖɠ ˊŬɟŬəɎŰɤ ɛɞɟűɐɠ (ɐ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŬɜŬɢɗɞɨɜ ůŮ ŰɏŰɞɘŮɠ), 

 

  (1.7) 

 

ŰɧŰŮ ɚɏɛŮ ɧŰɘ ɞɘ ŭŮůɛɞɑ ŮɑɜŬɘ ɞɚɧɜɞɛɞɘ (holonomic), ɞ ɧɟɞɠ ŮɑɜŬɘ ŭɘŮɗɜɐɠ əŬɘ ˊɟɞɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊɧ Űɖɜ 

Ůɚɚɖɜɘəɐ ɔɚɩůůŬ əŬɘ ůɖɛŬɑɜŮɘ əɎŰɘ ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ çůɨɛűɤɜŬ ɛŮ Űɞɜ ɜɧɛɞè. Ƀɘ ŭŮůɛŮɡŰɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ əŬɘ ɞɘ ŭŮůɛɞɑ 

ŬɡŰɐɠ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ ɚɏɔɞɜŰŬɘ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɐɠ ɛɞɟűɐɠ. ɆŮ ɧɚŮɠ Űɘɠ ˊŮɟɘˊŰɩůŮɘɠ ůɢɏůŮɤɜ ŭŮůɛɩɜ, ɞɘ ůɢɏůŮɘɠ ˊɞɡ 

ɚŬɛɓɎɜɞɡɛŮ ɡˊɧɣɖ ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ ɛŮŰŬɝɨ Űɞɡɠ.  

ȳɚɞɘ ɞɘ Ɏɚɚɞɘ ŭŮůɛɞɑ, ˊɞɡ ŭŮɜ ŭɑɜɞɜŰŬɘ ůŮ ŬɡŰɐ Űɖ ɛɞɟűɐ ɐ ŭɑɜɞɜŰŬɘ ůŮ ɛɞɟűɐ ˊɞɡ ŭŮɜ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŬɜŬɢɗŮɑ 

ůŰɖ ɛɞɟűɐ ŬɡŰɐ, ɚɏɔɞɜŰŬɘ ɛɖ ɞɚɧɜɞɛɞɘ ŭŮůɛɞɑ. ɇɏŰɞɘɞɘ ŮɑɜŬɘ əŬɘ ɞɘ ŭŮůɛɞɑ ɛŮ ŬɜɘůɧŰɖŰŮɠ ˊɞɡ ɧɛɤɠ ŭŮɜ 

ŭɘŬˊɟŬɔɛŬŰŮɡɧɛŬůŰŮ ůŮ ŬɡŰɧ Űɞ ˊɧɜɖɛŬ.  

ȷɝɑɕŮɘ ɜŬ ůɡɜɞɣɑůɞɡɛŮ Űɖɜ Ůɝɐɠ ɞɡůɘɩŭɖ ŭɘŬűɞɟɎ ɛŮŰŬɝɨ ɞɚɧɜɞɛɤɜ əŬɘ ɛɖ ɞɚɧɜɞɛɤɜ ŭŮůɛɩɜ: ȼ 

ŭɘɎůŰŬůɖ Űɞɡ ɗŮůɘəɞɨ ɢɩɟɞɡ ɛŮɘɩɜŮŰŬɘ ɧŰŬɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ɞɚɧɜɞɛɞɘ ŭŮůɛɞɑ, Ůɜɩ ŬɡŰɧ ŭŮɜ ůɡɛɓŬɑɜŮɘ ɔɘŬ ɛɖ 

ɞɚɧɜɞɛɞɡɠ ŭŮůɛɞɨɠ. 

ȺɑɜŬɘ ŮɡɜɧɖŰɞ ɧŰɘ, ɞɘ ŰŮɚɘəɞɑ ɗŮůɘəɞɑ ɓŬɗɛɞɑ ŮɚŮɡɗŮɟɑŬɠ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ, ɛŮ n  Űɞ ˊɚɐɗɞɠ Ŭɟɢɘəɏɠ 

ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ əŬɘ M ɞɚɧɜɞɛɞɡɠ ŭŮůɛɞɨɠ, ŮɑɜŬɘ , ɎɟŬ ˊɟɏˊŮɘ , ɩůŰŮ Űɞ ůɨůŰɖɛŬ ɜŬ ɏɢŮɘ 

əɎˊɞɘɞɡɠ ɗŮůɘəɞɨɠ ɓŬɗɛɞɨɠ ŮɚŮɡɗŮɟɑŬɠ, ɩůŰŮ ɜŬ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ əɘɜɖɗŮɑ ɡˊɧ Űɖɜ ŮˊɑŭɟŬůɖ (ŮɜŮɟɔɖŰɘəɩɜ) ŭɡɜɎɛŮɤɜ, 

ŭɖɚŬŭɐ ŭɡɜɎɛŮɤɜ ˊɞɡ ŭŮɜ ɞűŮɑɚɞɜŰŬɘ ůŰɞɡɠ ŭŮůɛɞɨɠ. 

ũŮɜɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ ˊɞɡ ˊŮɟɘɏɢɞɡɜ əŬɘ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ, ŭɖɚŬŭɐ ŮɑɜŬɘ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ,  

 

  (1.8) 

 

ɚɏɔɞɜŰŬɘ ůɢɏůŮɘɠ ŭŮůɛɩɜ ůŮ əɘɜɖɛŬŰɘəɐ ɛɞɟűɐ. ȷɜ ɞɘ ůɢɏůŮɘɠ ŬɡŰɏɠ ŭŮɜ ɛˊɞɟɞɨɜ ɜŬ ɞɚɞəɚɖɟɤɗɞɨɜ əŬɘ 

ɜŬ ɞŭɖɔɐůɞɡɜ ůŮ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ Űɖɠ Ⱥɝ. (1.7), ɞˊɧŰŮ ɗŬ ŬɜɎɔɞɜŰŬɜ ůŮ ɞɚɧɜɞɛɞɡɠ ŭŮůɛɞɨɠ, ŮəűɟɎɕɞɡɜ 

ɛɖ ɞɚɧɜɞɛɞɡɠ ŭŮůɛɞɨɠ. ɆŮ ŬɜŰɑɗŮŰɖ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ŮəűɟɎɕɞɡɜ ɞɚɧɜɞɛɞɡɠ ŭŮůɛɞɨɠ.  

Ⱥɘŭɘəɐ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ Űɤɜ Ⱥɝ. (1.8) ŮɑɜŬɘ ŬɡŰɐ Űɤɜ Ⱥɝ. (1.9) ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ɔɟŬɛɛɘəɏɠ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɘɠ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ ɞˊɧŰŮ 

ɛˊɞɟɞɨɜ ɜŬ ɔɟŬűŰɞɨɜ ůŰɖ ɛɞɟűɐ, 
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ȷɠ ŭɞɨɛŮ Űɖɜ ́ ŬɟŬəɎŰɤ Ŭˊɚɐ ́ ŮɟɑˊŰɤůɖ. ȰůŰɤ əɡəɚɘəɧɠ ŭɑůəɞɠ ŬəŰɑɜŬɠ a ́ ɞɡ əɡɚɑŮŰŬɘ ɢɤɟɑɠ ɞɚɑůɗɖůɖ 

əŬŰɎ ɛɐəɞɠ ŮɡɗŮɑŬɠ ɧˊɤɠ ůŰɞ Ɇɢ. 1.2. Ƀɘ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ŮɑɜŬɘ ɞɘ ( , )sq . Ƀ ˊŮɟɘɞɟɘůɛɧɠ ɔɘŬ əɨɚɘůɖ ɢɤɟɑɠ 

ɞɚɑůɗɖůɖ ŭɑɜŮɘ 

 

  (1.10) 

 

 

ɆɢɐɛŬ 1.2 ȹɑůəɞɠ ˊɞɡ əɡɚɑŮŰŬɘ ˊɎɜɤ ůŮ ɛɘŬ ŮɡɗŮɑŬ. 

 

ȺɨəɞɚŬ ɛŮ ɞɚɞəɚɐɟɤůɖ, ˊŬɑɟɜɞɡɛŮ ɛɘŬ ůɢɏůɖ ɛŮŰŬɝɨ Űɤɜ ŭɡɞ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜɤɜ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ, Űɖ ůɢɏůɖ 

. Ƀ əɎŰɤ ŭŮɑəŰɖɠ 0 ŭɖɚɩɜŮɘ Ŭɟɢɘəɏɠ Űɘɛɏɠ Űɤɜ ŬɜŰɑůŰɞɘɢɤɜ ɛŮɔŮɗɩɜ. ȷɡŰɐ ɖ ůɢɏůɖ ŮɑɜŬɘ 

Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ Űɖɠ Ⱥɝ. (1.7), ɎɟŬ Űɞ ůɨůŰɖɛŬ ŮɑɜŬɘ ɞɚɧɜɞɛɞ, ɡˊɎɟɢŮɘ ˊŮɟɘɞɟɘůɛɧɠ ɛŮŰŬɝɨ Űɤɜ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜɤɜ 

ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ. ȼ ɛɘŬ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɖ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŮɝŬɚŮɘűɗŮɑ əŬɘ ɜŬ ɛŮɑɜŮɘ ɛɧɜɞ ɛɘŬ (ɔɜɐůɘŬ) ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɖ. ȷɜ 

ɖ əɨɚɘůɖ ɔɑɜɞɜŰŬɜ ɛŮ ɞɚɑůɗɖůɖ ŰɧŰŮ ŭŮɜ ɗŬ ɡˊɐɟɢŮ ŭŮůɛŮɡŰɘəɐ ůɢɏůɖ əŬɘ ɞ ɗŮůɘəɧɠ ɢɩɟɞɠ ɗŬ ŮɑɢŮ ŭɘɎůŰŬůɖ 

ŭɨɞ. ɄŬɟŬŰɖɟɞɨɛŮ ɧŰɘ ɝŮəɘɜɩɜŰŬɠ Ŭˊɧ Űɞ Ŭɟɢɘəɧ ůɖɛŮɑɞ Űɞɡ ɢɩɟɞɡ Űɤɜ ŭɡɞ ŭɘŬůŰɎůŮɤɜ ŭŮɜ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ˊɎɛŮ 

ůŮ ɞˊɞɘɞŭɐˊɞŰŮ ŬɡɗŬɑɟŮŰɞ ɔŮɘŰɞɜɘəɧ Űɞɡ ůɖɛŮɑɞ, Ůűɧůɞɜ ˊɚɖɟɞɨŰŬɘ ɖ ŭŮůɛŮɡŰɘəɐ ůɢɏůɖ ůŰɞɜ ɢɩɟɞ Űɤɜ ŭɡɞ 

ŭɘŬůŰɎůŮɤɜ, ŭɖɚŬŭɐ ŭŮ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ˊɎɛŮ (ɢɤɟɑɠ ɞɚɑůɗɖůɖ) Ŭˊɧ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ůŰɞ ɔŮɘŰɞɜɘəɧ ŬɡɗŬɑɟŮŰɞ 

ůɖɛŮɑɞ . ȹŮɜ ɡˊɎɟɢŮɘ ɞɟɘůɛɧɠ ɔɘŬ Űɞ Űɘ ŮɑɜŬɘ ɛɖ ɞɚɧɜɞɛɞɠ ŭŮůɛɧɠ, ŬˊɚɎ ŭŮůɛɧɠ ˊɞɡ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ 

ɞɚɧɜɞɛɞɠ ŮɑɜŬɘ ɛɖ ɞɚɧɜɞɛɞɠ ŭŮůɛɧɠ. ŪŬ ŬůɢɞɚɖɗɞɨɛŮ əɡɟɑɤɠ ɛŮ Űɖɜ Ůɘŭɘəɐ əŬŰɖɔɞɟɑŬ ŭŮůɛɩɜ ˊɞɡ 

ˊŮɟɘɔɟɎűɞɜŰŬɘ ɛŮ ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ, ɔɟŬɛɛɘəɏɠ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɘɠ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ, ŮɝɘůɩůŮɘɠ ɐ ɛŮ Űɖ ɛɞɟűɐ Űɞɡɠ ɛŮ ŭɘŬűɞɟɘəɎ 

(ŭɖɚŬŭɐ ɛŮ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Pfaff), ɧˊɤɠ ɞɘ ˊŬɟŬəɎŰɤ: 

 

 

 

ɐ . 
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ɇɞɜɑɕɞɡɛŮ ɝŬɜɎ ɧŰɘ ŬɡŰɏɠ ɞɘ ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ (əɘɜɖɛŬŰɘəɐ ɛɞɟűɐ), ŮəűɟɎɕɞɡɜ ɞɚɧɜɞɛɞɡɠ ŭŮůɛɞɨɠ 

Ŭɜ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɞŭɖɔɐůɞɡɜ ůŮ ɞɚɞəɚɖɟɩɛŬŰŬ, ˊɞɡ ɔŮɜɘəɩɠ ůɡɜŭɏɞɡɜ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ əŬɘ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ. 

ȷɜ ŭŮɜ ɛˊɞɟɞɨɜ ɜŬ ɞŭɖɔɐůɞɡɜ ůŮ ŰɏŰɞɘŮɠ ůɢɏůŮɘɠ ɛŮŰŬɝɨ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ əŬɘ Űɞɡ ɢɟɧɜɞɡ, ŰɧŰŮ ŮəűɟɎɕɞɡɜ ɛɖ 

ɞɚɧɜɞɛɞɡɠ ŭŮůɛɞɨɠ. ȷɜ ŭŮɜ ɡˊɎɟɢŮɘ ɞ ɧɟɞɠ ɛŮ Űɞ , ŰɧŰŮ ɞ ŭŮůɛɧɠ ɚɏɔŮŰŬɘ əŬŰŬůŰŬŰɘəɧɠ, Ŭɜ ɡˊɎɟɢŮɘ 

ŬɡŰɧɠ ɞ ɧɟɞɠ ŰɧŰŮ ɏɢɞɡɛŮ ŬəŬŰŬůŰŬŰɘəɧ ŭŮůɛɧ. ȷɜ ɧɚɞɘ ɞɘ ŭŮůɛɞɑ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ŮɑɜŬɘ Űɞɡ ˊɟɩŰɞɡ Űɨˊɞɡ Űɞ 

ůɨůŰɖɛŬ ɚɏɔŮŰŬɘ əŬŰŬůŰŬŰɘəɧ, Ŭɜ ɧɚɞɘ ŮɑɜŬɘ Űɞɡ ŭŮɨŰŮɟɞɡ Űɨˊɞɡ Űɞ ůɨůŰɖɛŬ ɚɏɔŮŰŬɘ ŬəŬŰŬůŰŬŰɘəɧ.  

ȷɜ ɏɢɞɡɛŮ Űɘɠ ɞɚɧɜɞɛŮɠ ůɢɏůŮɘɠ, Ⱥɝ. (1.7), ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ˊɎɟɞɡɛŮ Űɘɠ ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ ɛŮ ŭɘŬűɧɟɘůɖ 
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  (1.12) 

 

ȾŬŰɎ Űɖ ŭɘŬűɧɟɘůɖ ŮɑɜŬɘ ŮɡɜɧɖŰɞ ɧŰɘ ɞ ŭŮůɛɧɠ ˊɚɖɟɞɨŰŬɘ əŬɘ ɔɘŬ Űɖ ɛŮŰŬŰɞˊɘůɛɏɜɖ ɗɏůɖ, ŰŬ ( , )q t  ŭŮɜ 

ŮɑɜŬɘ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŬ ɛŮŰŬɝɨ Űɞɡɠ əŬɘ Űɞ ɑŭɘɞ ɘůɢɨŮɘ ɔɘŬ ŰŬ (d ,d )q t . ȹɖɚŬŭɐ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ɓɟɑůəɞɜŰŬɘ ˊɎɜɤ ůŮ 

çɡˊŮɟŮˊɘűɎɜŮɘŮɠè ˊɞɡ əŬɗɞɟɑɕɞɡɜ ɞɘ ŭŮůɛŮɡŰɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ. ɀŮ ɎɚɚŬ ɚɧɔɘŬ ( , ) 0 ( , )lf q dq t dt f q t+ + = = . ȷɜ 

ɞ ŭŮůɛɧɠ ŭŮɜ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ ɎɛŮůŬ Ŭˊɧ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ, ɚɏɔŮŰŬɘ ůəɚɖɟɧɜɞɛɞɠ (scleronomic) ŭŮůɛɧɠ, ɞ ɧɟɞɠ ŮɑɜŬɘ ŭɘŮɗɜɐɠ, 

ˊɟɞɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊɧ ŰŬ ŮɚɚɖɜɘəɎ əŬɘ ɗŬ ˊŮɘ əɎŰɘ çůəɚɖɟɧè, ůŰɏɟŮɞ, ŭɖɚŬŭɐ əɎŰɘ ˊɞɡ ŭŮɜ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ (ɎɛŮůŬ) Ŭˊɧ 

Űɞɜ ɢɟɧɜɞ. ȷɜ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ ɎɛŮůŬ Ŭˊɧ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ ɚɏɔŮŰŬɘ ɟŮɧɜɞɛɞɠ (rheonomic) ŭŮůɛɧɠ, əŬɘ ˊɎɚɘ Ŭˊɧ ŰŬ ŮɚɚɖɜɘəɎ, 

əŬɘ ůɖɛŬɑɜŮɘ əɎŰɘ çɟŮɡůŰɧè, ŭɖɚŬŭɐ əɎŰɘ ˊɞɡ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ (ɎɛŮůŬ) Ŭˊɧ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ.  

Ƀ ɢɟɧɜɞɠ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŮɛűŬɜɑɕŮŰŬɘ əŬɘ ůŮ ŭŮůɛŮɡŰɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ŬɜɘůɧŰɖŰŮɠ, ɞˊɧŰŮ əŬɘ ůŮ ŬɡŰɐ Űɖɜ 

ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɛɘɚɞɨɛŮ ɔɘŬ ůəɚɖɟɧɜɞɛɞɡɠ əŬɘ ɟŮɧɜɞɛɞɡɠ ŭŮůɛɞɨɠ. ȷɜ ɞɘ ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ ŭŮůɛɩɜ, ˊɞɡ 

ůɢŮŰɑɕɞɜŰŬɘ ɛŮ ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ ŮəűɟɎůŮɘɠ ˊɞɡ ŬɟɢɘəɎ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ɞɚɘəɎ ŭɘŬűɞɟɘəɎ, ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɛŮŰŬŰɟŬˊɞɨɜ ɞɘ ɑŭɘŮɠ ɐ 

ɔɟŬɛɛɘəɞɑ ůɡɜŭɡŬůɛɞɑ Űɞɡɠ ůŮ ɞɚɘəɎ ŭɘŬűɞɟɘəɎ, Ŭűɞɨ ůŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ ˊɞɚɚŬˊɚŬůɘŬůŰɞɨɜ Ůˊɑ əŬŰɎɚɚɖɚŮɠ 

ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ, ŰɧŰŮ ɞɡůɘŬůŰɘəɎ ˊɟɧəŮɘŰŬɘ ɔɘŬ ɞɚɧɜɞɛɞɡɠ ŭŮůɛɞɨɠ. ɄɟɧəŮɘŰŬɘ ɔɘŬ ɏɜŬ Ůɑŭɞɠ çəɟɡɛɛɏɜɤɜè 

ɞɚɧɜɞɛɤɜ ŭŮůɛɩɜ. ȺˊŬɜŮɟɢɧɛŬůŰŮ ůŰɞɜ ůɡɛɓɞɚɘůɛɧ Űɖɠ Ⱥɝ. (1.3), ɛɧɜɞ ˊɞɡ ŬɚɚɎɕɞɡɛŮ Űɞ  ɛŮ Űɞ , ɞˊɧŰŮ 

əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɘɠ 

 

. 

 

Ƀɘ ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɤɜ Ⱥɝ. (1.11) ˊŬɑɟɜɞɡɜ Űɖ ɛɞɟűɐ 
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( )d 0,  1,2,...,  ,   1,2,...,
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lk k lk lk lm l

k
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=

= = = = =ä  (1.13) 

 

ȷɜ ɏɢɞɡɛŮ ɛɧɜɞ ɛɘŬ ɛɞɜŬŭɘəɐ ŭŮůɛŮɡŰɘəɐ ůɢɏůɖ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ  

 

  (1.14) 

 

Űɞ əɟɘŰɐɟɘɞ ɞɚɞəɚɖɟɤůɘɛɧŰɖŰɎɠ Űɖɠ ŮɑɜŬɘ ůɢŮŰɘəɎ Ŭˊɚɧ, ůɡɔəŮəɟɘɛɏɜŬ ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ɘůɢɨŮɘ 

 

  (1.15) 

 

ɈˊɎɟɢɞɡɜ  ŮɝɘůɩůŮɘɠ Ůə Űɤɜ ɞˊɞɑɤɜ  ŮɑɜŬɘ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ, . 

ȷɡŰɧ ůɖɛŬɑɜŮɘ ́ ɤɠ ɡˊɎɟɢŮɘ ɞɚɞəɚɖɟɤŰɘəɧɠ ́ ŬɟɎɔɞɜŰŬɠ ́ ɞɡ əɎɜŮɘ Űɖ ŭɘŬűɞɟɘəɐ Ůɝɑůɤůɖ ɞɚɘəɧ ŭɘŬűɞɟɘəɧ. ũɘŬ 

ɛɘŬ ŭŮůɛŮɡŰɘəɐ ůɢɏůɖ ɛŮ ŰɟŮɘɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ, ɧˊɞɡ ɖ ɛɘŬ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ɞ ɢɟɧɜɞɠ, ɏɢɞɡɛŮ ɔɘŬ Űɞ əɟɘŰɐɟɘɞ 

ɞɚɞəɚɖɟɤůɘɛɧŰɖŰŬɠ Űɖ ůɢɏůɖ 

 

  (1.16) 

 

ũɘŬ ŭɡɞ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ, , ŬˊɞŭŮɘəɜɨŮŰŬɘ ɧŰɘ, Ŭɜ Űɞ ŭɘŬűɞɟɘəɧ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ 
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ŰɏɚŮɘɞ Ůɝ Ŭɟɢɐɠ, ˊɎɜŰŬ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɓɟŮɗŮɑ ɞɚɞəɚɖɟɤŰɘəɧɠ ˊŬɟɎɔɞɜŰŬɠ ˊɞɡ Űɞ əɎɜŮɘ ŰɏɚŮɘɞ ŭɘŬűɞɟɘəɧ. ɆŮ ŬɡŰɐ 

Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ, ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŭɘŬˊɘůŰɤɗŮɑ ɧŰɘ ˊɟɎɔɛŬŰɘ ɘůɢɨŮɘ ˊɎɜŰŬ Űɞ əɟɘŰɐɟɘɞ (1.16). ɆŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɛɘŬɠ 

ɞɚɞəɚɖɟɩůɘɛɖɠ ŭɘŬűɞɟɘəɐɠ Ůɝɑůɤůɖɠ Űɨˊɞɡ Pfaff (ɐ Űɖɠ ŬɜŰɑůŰɞɘɢɖɠ ɛŮ Űɘɠ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ) Űɟɘɩɜ ɛŮŰŬɓɚɖŰɩɜ, 

ɏɢɞɡɛŮ ɛɘŬ ŮɘəɧɜŬ ɧˊɞɡ űŬɑɜŮŰŬɘ ŮɨəɞɚŬ Űɞ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɧ ɜɧɖɛŬ Űɖɠ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬɠ. ȼ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɐ əŬŰŬɜɧɖůɖ ŮɑɜŬɘ 

Ŭəɧɛɖ əŬɚɨŰŮɟɖ Ŭɜ ɞɘ ŰɟŮɘɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ ŮɑɜŬɘ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ɗɏůɖɠ, ŭɖɚŬŭɐ Ŭɜ ŭŮɜ ɡˊɎɟɢŮɘ ɞ ɢɟɧɜɞɠ ůŰɘɠ 

ŭŮůɛŮɡŰɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ, ɓɚɏˊŮ ɆɢɐɛŬ 1.3. 

 

 

ɆɢɐɛŬ 1.3 ũŮɤɛŮŰɟɘəɐ ŮɘəɧɜŬ ɛɘŬɠ ɞɚɞəɚɖɟɩůɘɛɖɠ ŭɘŬűɞɟɘəɐɠ Ůɝɑůɤůɖɠ. 

 

ɇɞ ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ Űɖɠ ŭɘŬűɞɟɘəɐɠ Ůɝɑůɤůɖɠ, ɗŬ ɏɢŮɘ əŬɘ ɛɘŬ ůŰŬɗŮɟɎ ɞɚɞəɚɐɟɤůɖɠ c, ŭɖɚŬŭɐ ɗŬ ɏɢŮɘ Űɖ 

ɛɞɟűɐ . ȹŮɜ çŬˊɞɟɟɞűɞɨɛŮè Űɖ ůŰŬɗŮɟɎ ɛɏůŬ ůŰɖ ůɡɜɎɟŰɖůɖ f  əŬɘ ůŰɞ ɆɢɐɛŬ 1.3 űŬɑɜŮŰŬɘ 

ɖ ŮˊɘűɎɜŮɘŬ ˊɞɡ ˊŬɟɘůŰɎɜŮɘ ɖ ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜɖ ůɢɏůɖ, ɔɘŬ ŭɡɞ Űɘɛɏɠ Űɖɠ ůŰŬɗŮɟɎɠ . ȰɢɞɡɛŮ ŭɡɞ ɛɖ 

ŰŮɛɜɧɛŮɜŮɠ ŭɘůŭɘɎůŰŬŰŮɠ ŮˊɘűɎɜŮɘŮɠ. ɆŰɞ ůɖɛŮɑɞ  Űɖɠ ŮˊɘűɎɜŮɘŬɠ  ɏɢŮɘ ůɢŮŭɘŬůŰŮɑ Űɞ ůŰɞɘɢŮɘɩŭŮɠ 

ŮűŬˊŰɧɛŮɜɞ ŮˊɑˊŮŭɞ əŬɘ ɖ əɎɗŮŰɞɠ ˊɞɡ ŬɜŰɘˊɟɞůɤˊŮɨŮɘ ŭɘɎɜɡůɛŬ , ŭɖɚŬŭɐ ŭɘɎɜɡůɛŬ ɛŮ 

ůɡɜɘůŰɩůŮɠ ŰŬ . ɄɎɜɤ ůŰɞ ŮűŬˊŰɧɛŮɜɞ ŮˊɑˊŮŭɞ ɓɟɑůəɞɜŰŬɘ ŰŬ  ́ ɞɡ ŮɑɜŬɘ əŬŰɎ ɛɐəɞɠ Űɖɠ, 

ˊŬɟŬɛŮŰɟɞˊɞɘɖɛɏɜɖɠ ɛŮ ˊŬɟɎɛŮŰɟɞ l, ɚɨůɖɠ  ɖ ɞˊɞɑŬ ˊŮɟɜɎ Ŭˊɧ Űɞ Ůɜ 

ɚɧɔɤ ůɖɛŮɑɞ. ȼ əŬɗŮŰɧŰɖŰŬ ɡˊɎɟɢŮɘ ɔɘŬŰɑ ɘůɢɨŮɘ ɖ ŭɘŬűɞɟɘəɐ Ůɝɑůɤůɖ . ɀˊɞɟɞɨɛŮ 

ɜŬ ɔɟɎɣɞɡɛŮ əŬɘ Űɖ ůɢɏůɖ  

 

 . (1.17) 

 

ɇɞ ŮɑɜŬɘ ˊɎɜɤ ůŰɞ ŮűŬˊŰɧɛŮɜɞ ŮˊɑˊŮŭɞ. ȷɡŰɧ ˊɞɡ ůɡɛɓŬɑɜŮɘ ŮɑɜŬɘ ɧŰɘ ɧɚŮɠ ɞɘ ɚɨůŮɘɠ ˊɞɡ ˊŮɟɜɞɨɜ 

Ŭˊɧ Űɞ ŬɜɤŰɏɟɤ ůɖɛŮɑɞ ŮɑɜŬɘ əɎɗŮŰŮɠ ůŰɞ çŭɘɎɜɡůɛŬè  əŬɘ ɛˊɞɟɞɨɜ əŬɘ ůɢɖɛŬŰɑɕɞɡɜ ɏɜŬ ŮˊɑˊŮŭɞ 

ŮűŬˊŰɧɛŮɜɞ ůŰɖɜ ŮˊɘűɎɜŮɘŬ . ɆɖɛŮɘɩɜɞɡɛŮ ɧŰɘ ůŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɛɖ ɞɚɞəɚɖɟɤůɘɛɧŰɖŰŬɠ Ůɜɩ ůŰɞ əɎɗŮ 

ůɖɛŮɑɞ ɘůɢɨŮɘ ɖ əŬɗŮŰɧŰɖŰŬ Űɤɜ ŭɘŬɜɡůɛɎŰɤɜ 1 2 3( , , )  (d ,d ,d )A B C u u u , ŭŮɜ ɡˊɎɟɢŮɘ ˊŮˊŮɟŬůɛɏɜɖ ŮˊɘűɎɜŮɘŬ 

ˊɎɜɤ ůŰɖɜ ɞˊɞɑŬ ɜŬ ɓɟɑůəɞɜŰŬɘ ůɡɜŮɢɩɠ ŰŬ 1 2 3 (d ,d ,d )u u u . ȹŮɜ ɡˊɎɟɢŮɘ ɔŮɜɘəɧɠ Űɟɧˊɞɠ ɡˊɞɚɞɔɘůɛɞɨ Űɤɜ 

ɞɚɞəɚɖɟɤŰɘəɩɜ ˊŬɟŬɔɧɜŰɤɜ. 

ɇɞ əɟɘŰɐɟɘɞ Űɖɠ Ⱥɝ. (1.16) ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ Ŭɜ ˊɟɏˊŮɘ 

 

 . (1.18) 
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ȼ Ⱥɝ. (1.15) ŮɑɜŬɘ ɔŮɜɑəŮɡůɖ Űɤɜ Ⱥɝ. (1.16) əŬɘ (1.18).  

ȷɜ ɖ ŭɘŬűɞɟɘəɐ Ůɝɑůɤůɖ ŮɑɜŬɘ Ŭˊɧ Űɖɜ Ŭɟɢɐ ɞɚɘəɧ ŭɘŬűɞɟɘəɧ ŰɧŰŮ ɘůɢɨɞɡɜ ɞɘ ɔɜɤůŰɏɠ ůɢɏůŮɘɠ  

 

 . (1.19) 

 

ȳŰŬɜ ɘůɢɨɞɡɜ ŬɡŰɏɠ ɞɘ ůɢɏůŮɘɠ ŰɧŰŮ Űɞ əɟɘŰɐɟɘɞ (1.16) ɘůɢɨŮɘ əŬŰɎ ŰŮŰɟɘɛɛɏɜɞ Űɟɧˊɞ. 

Ƀɘ ůɢɏůŮɘɠ (1.19) ɚɏɜŮ ɧŰɘ Űɞ  ɎɟŬ Űɞ ŬɜŰɑůŰɞɘɢɞ ˊŮŭɑɞ ŮɑɜŬɘ ŬůŰɟɧɓɘɚɞ, Ůˊɞɛɏɜɤɠ ˊɟɞɏɟɢŮŰŬɘ 

Ŭˊɧ ŭɡɜŬɛɘəɧ, ɎɟŬ . ȹɖɚŬŭɐ 

 

. 

 

ȼ əɚɑůɖ ŮɑɜŬɘ əɎɗŮŰɖ ůŰɖɜ ŮˊɘűɎɜŮɘŬ  . ȷɡŰɎ ŮɑɜŬɘ Ůɘŭɘəɐ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ Űɖɠ Ⱥɝ. 

(1.12). ũɘŬ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ˊɚɐɟŮɠ ŭɘŬűɞɟɘəɧ ɖ ŭɘŬűɞɟɘəɐ ɏəűɟŬůɖ Űɖɠ ɛɞɜŬŭɘəɐɠ Ⱥɝ. (1.14), ɧˊɞɡ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ˊɞɚɚɏɠ 

ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ (ɖ ɛɘɑŬ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ɞ ɢɟɧɜɞɠ), ɞɘ ŬɜŬɔəŬɑŮɠ əŬɘ ɘəŬɜɏɠ ůɡɜɗɐəŮɠ, ɞɘ ŬɜŰɑůŰɞɘɢŮɠ Űɤɜ Ⱥɝ. (1.19) 

ŮɑɜŬɘ ɞɘ Ůɝɐɠ 

 

 . (1.20) 

 

ȷɡŰɧ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ ɡˊɎɟɢŮɘ ůɡɜɎɟŰɖůɖ ˊɞɡ Űɞ ɞɚɘəɧ ŭɘŬűɞɟɘəɧ Űɖɠ ŮɑɜŬɘ ɖ ŭɘŬűɞɟɘəɐ ɏəűɟŬůɖ Űɖɠ 

Ⱥɝ. (1.14). ȼ ŮɨɟŮůɖ Űɖɠ ůɡɜɎɟŰɖůɖɠ ŬɡŰɐɠ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɔɑɜŮɘ ɛŮ ŭɘɎűɞɟɞɡɠ Űɟɧˊɞɡɠ ˊɞɡ ŮɝŬɟŰɩɜŰŬɘ Ŭˊɧ Űɖ 

ɛɞɟűɐ Űɖɠ ŭɘŬűɞɟɘəɐɠ Ůɝɑůɤůɖɠ. ɀˊɞɟŮɑ əɎˊɞɘɞɠ ɜŬ əɎɜŮɘ ɢɟɐůɖ Űɞɡ ɔŮɔɞɜɧŰɞɠ ɧŰɘ . Ⱥˊɑůɖɠ ɧŰɘ Űɞ 

ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ ɛŮŰŬɝɨ ŭɡɞ ůɖɛŮɑɤɜ ŭŮɜ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ Ŭˊɧ Űɖ ŭɘŬŭɟɞɛɐ (ŬůŰɟɧɓɘɚɞ ˊŮŭɑɞ) ə.ɚˊ.  

ɆŰɖ ɔŮɜɘəɐ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ Űɤɜ ŭɘŬűɞɟɘəɩɜ ŮɝɘůɩůŮɤɜ (1.13) ˊɞɡ ɞɘ ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ ŮəűɟɎůŮɘɠ 

Űɞɡɠ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ əŬŰô ŬɜɎɔəɖ ɞɚɘəɎ ŭɘŬűɞɟɘəɎ, ɞɘ ŬɜŬɔəŬɑŮɠ əŬɘ ɘəŬɜɏɠ ůɡɜɗɐəŮɠ ɩůŰŮ ɞɘ ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ 

ɜŬ ŮɑɜŬɘ ˊɚɐɟɤɠ ɞɚɞəɚɖɟɩůɘɛŮɠ ɤɠ ůɨůŰɖɛŬ ŮɝɘůɩůŮɤɜ, ŮɑɜŬɘ ɞɘ ůɡɜɗɐəŮɠ Űɞɡ Frobenius, 

 

 
‬ὄ

‬ό

‬ὄ

‬ό
ὼώ π ὰ ρȟςȟȢȢȢȟὓ (1.21) 

 

ɧˊɞɡ ŰŬ ,r sx y ŮɑɜŬɘ ŭɡɞ ůɨɜɞɚŬ ɚɨůŮɤɜ Űɤɜ 

 

 
 

 

(1.22) 

ȺˊŮɘŭɐ ɞɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ ŮɑɜŬɘ ɚɘɔɧŰŮɟŮɠ Ŭˊɧ Űɞɡɠ ŬɔɜɩůŰɞɡɠ, ɡˊɎɟɢɞɡɜ ɔŮɜɘəɩɠ ˊŮɟɘůůɧŰŮɟŮɠ Ŭˊɧ ɛɘŬ 

ɚɨůŮɘɠ. ȷɜ ɧɚŮɠ ɐ ɛŮɟɘəɏɠ Ŭˊɧ Űɘɠ ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ ŮəűɟɎůŮɘɠ Űɞɡ Pfaff, ́ ɞɡ ŬˊɞŰŮɚɞɨɜ Űɞ ůɨůŰɖɛŬ Űɤɜ ŭɘŬűɞɟɘəɩɜ 

ŮɝɘůɩůŮɤɜ, ŮɑɜŬɘ ˊɚɐɟɖ ŭɘŬűɞɟɘəɎ ŰɧŰŮ ɔɘŬ əɎɗŮ ɛɘŬ Ŭˊɧ ŬɡŰɏɠ ɘůɢɨŮɘ Űɞ əɟɘŰɐɟɘɞ Űɖɠ Ⱥɝ. (1.20).  

ɇɞ əɟɘŰɐɟɘɞ Űɞɡ Frobenius, ůŰɖɜ ˊŬɟŬˊɎɜɤ ɛɞɟűɐ Űɞɡ, ŮɑɜŬɘ ɛŮɜ ˊɞɚɨ ŭɨůəɞɚɞ ɜŬ ŮűŬɟɛɞůŰŮɑ ůŰɖɜ 

ˊɟɎɝɖ, ŬɚɚɎ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŮűŬɟɛɞůŰŮɑ.  

ɀɘŬ ˊɘɞ ɢɟɖůŰɘəɐ ɛɞɟűɐ əɟɘŰɖɟɑɞɡ Frobenius ŮɑɜŬɘ ŬɡŰɐ ˊɞɡ ůŰɖɟɑɕŮŰŬɘ ůŰɘɠ ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ ɛɞɟűɏɠ 

(differential forms) ˊɞɡ ŮɘůɐɔŬɔŮ ɞ Cartan. ɇɞ ɄŬɟɎɟŰɖɛŬ Ʉ1 ŮɑɜŬɘ ɛɘŬ Ŭˊɚɐ ɢɟɐůɘɛɖ ŮɘůŬɔɤɔɐ ůŰɞ ɗɏɛŬ.  

ȰůŰɤ ɧŰɘ ɏɢɞɡɛŮ ůɨůŰɖɛŬ ŭɘŬűɞɟɘəɩɜ ŮɝɘůɩůŮɤɜ Pfaff . ɇɞ ŭɘŬűɞɟɘəɧ ɛɏɟɞɠ ŮɑɜŬɘ ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ 

ɛɞɟűɏɠ-1 (ɓŬɗɛɞɨ 1) ůŮ ɢɩɟɞ  ŭɘŬůŰɎůŮɤɜ, ŭɖɚŬŭɐ 
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 . (1.23) 

 

ȷɜ ɞɘ ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ ŮɑɜŬɘ ɛŮŰŬɝɨ Űɞɡɠ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ, ŰɧŰŮ ɖ ŭɘŬűɞɟɘəɐ ɛɞɟűɐ- (ɓŬɗɛɞɨ ) 

ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ɔɘɜɧɛŮɜɞ-ȿ (wedge product) Űɤɜ ŬɜɤŰɏɟɤŭɘŬűɞɟɘəɩɜ ɛɞɟűɩɜ-1, ŮɑɜŬɘ ŭɘɎűɞɟɖ Űɞɡ ɛɖŭŮɜɧɠ, 

ŭɖɚŬŭɐ 

 

 . (1.24) 

 

ɆŮ ŬɡŰɐ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ, ɞɘ ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ ɤɠ ůɨůŰɖɛŬ ŮɑɜŬɘ (ˊɚɐɟɤɠ) ɞɚɞəɚɖɟɩůɘɛŮɠ, Ŭɜ ɘůɢɨŮɘ 

ŰŬɡŰɞŰɘəɎ 

 

 . (1.25) 

 

ȷɡŰɧ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ ůɢɏůŮɘɠ, ɞɚɞəɚɖɟɩɛŬŰŬ, ɧˊɤɠ ůŰɖɜ (1.5). ȷɜ ɞ ɢɩɟɞɠ Űɤɜ 

ŬɜŮɝɎɟŰɖŰɤɜ ɛŮŰŬɓɚɖŰɩɜ ŮɑɜŬɘ ŬˊɚɎ ůɡɜŮəŰɘəɧɠ (ɗɏŰɞɜŰɎɠ Űɞ ŬˊɚɎ, Ŭɜ ŭŮɜ ɏɢŮɘ ŰɟɨˊŮɠ), ŰɧŰŮ 

Ŭɜ ɘůɢɨŮɘ ŰŬɡŰɞŰɘəɎ ɖ ůɢɏůɖ  , ŬɡŰɧ ɞŭɖɔŮɑ ůŰɞ ɧŰɘ Űɞ  ŮɑɜŬɘ ɞɚɘəɧ ŭɘŬűɞɟɘəɧ, Ⱥɝ. (1.20), əŬɘ ɖ 

ŬɜŰɑůŰɞɘɢɖ ŭɘŬűɞɟɘəɐ Ůɝɑůɤůɖ, ŮɑɜŬɘ ɞɚɞəɚɖɟɩůɘɛɖ Ŭˊɧ ɛɧɜɖ Űɖɠ. ȷɡŰɎ ůɖɛŬɑɜɞɡɜ ɧŰɘ ɡˊɎɟɢŮɘ ůɡɜɎɟŰɖůɖ 

Űɖɠ ɞˊɞɑŬɠ Űɞ ɞɚɘəɧ ŭɘŬűɞɟɘəɧ, ɘůɞɨŰŬɘ ɛŮ Űɞ ůɡɔəŮəɟɘɛɏɜɞ  , ŭɖɚŬŭɐ . ȷűɞɨ 

ŮɝŬůűŬɚɘůŰŮɑ ɖ ɨˊŬɟɝɖ ŰɏŰɞɘŬɠ ůɡɜɎɟŰɖůɖɠ, ɖ ŮɨɟŮůɐ Űɖɠ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɔɑɜŮɘ ɛŮ ŭɘɎűɞɟɞɡɠ Űɟɧˊɞɡɠ, ŬɜɎɚɞɔŬ ɛŮ 

Űɖɜ ɏəűɟŬůɖ Űɖɠ ŭɘŬűɞɟɘəɐɠ ɛɞɟűɐɠ ɧˊɤɠ ŬɜŬűɏɟŬɛŮ ůŰŬ ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜŬ. ȷɜ ɏɢɞɡɛŮ ɛɧɜɞ ɛɘŬ Ůɝɑůɤůɖ ŰɧŰŮ 

1M =  əŬɘ ɖ Ⱥɝ. (1.25) ɔɑɜŮŰŬɘ d ȿ 0.w w=  ɇɞ əɟɘŰɐɟɘɞ Űɖɠ ɞɚɞəɚɖɟɤůɘɛɧŰɖŰŬɠ ŮɑɜŬɘ ŬˊŬɟŬɑŰɖŰɞ ɜŬ ɘůɢɨŮɘ, 

ɔɘŬ ɜŬ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ŬɡŰɏɠ ˊɞɡ ɚɏɛŮ ɔɜɐůɘŮɠ ɚɨůŮɘɠ ˊɞɡ ŬɜŬűɏɟŬɛŮ ˊɟɞɖɔɞɡɛɏɜɤɠ, ŭŮɜ ɗŬ ŮˊŮəŰŬɗɞɨɛŮ 

ˊŮɟɘůůɧŰŮɟɞ. ɆŮ ŬɡŰɧ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɗŬ ŭŮɑɝɞɡɛŮ Űɖɜ ɞɡůɘɩŭɖ ŭɘŬűɞɟɎ ɚɨůŮɤɜ ůŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɞɚɞəɚɖɟɩůɘɛɤɜ 

əŬɘ ɛɖ ɞɚɞəɚɖɟɩůɘɛɤɜ ŭŮůɛɩɜ. ŪŬ ˊŮɟɘɞɟɘůŰɞɨɛŮ ɛɧɜɞ ůŰɖ ůɢŮŰɘəɎ Ŭˊɚɐ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɛŮ ɛɘŬ ŭɘŬűɞɟɘəɐ 

Ůɝɑůɤůɖ Űɟɘɩɜ ɛŮŰŬɓɚɖŰɩɜ.  

ȼ ŭɘŬűɞɟɘəɐ Ůɝɑůɤůɖ ŮɑɜŬɘ 

 

( , , )d ( , , )d ( , , )d 0A x y z x B x y z y C x y z z+ + = 

 

ȷɠ ɡˊɞɗɏůɞɡɛŮ ɧŰɘ ŭŮɜ ɡˊɎɟɢŮɘ ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ (ŮˊɘűɎɜŮɘŬ) Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ ( , , )f x y z c=  (ɖ Ůɝɑůɤůɖ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ 

ɞɚɞəɚɖɟɩůɘɛɖ, ŭŮɜ ɏɢŮɘ ɔɜɐůɘŬ ɚɨůɖ). ŪŬ ɓɟɞɨɛŮ əŬŰŬɢɟɖůŰɘəɏɠ ɚɨůŮɘɠ Űɖɠ. ŪŮɤɟɞɨɛŮ ɛɘŬ ŬɟəŮŰɎ ŬɡɗŬɑɟŮŰɖ 

ůɡɜɎɟŰɖůɖ 

 

( , , ) 0x y zc = . 

 

ȷɡŰɐ ˊŬɟɘůŰɎɜŮɘ Ůˊɑůɖɠ ɛɘŬ ŮˊɘűɎɜŮɘŬ ůŰɞɜ ŰɟɘůŭɘɎůŰŬŰɞ ɢɩɟɞ. ɇɖɜ ŭɘŬűɞɟɑɕɞɡɛŮ əŬɘ ˊŬɑɟɜɞɡɛŮ Űɖ 

ůɢɏůɖ 

d d d 0x y z
x y z

c c cµ µ µ
+ + =

µ µ µ
. 

 

ɀŮ ɢɟɐůɖ Űɤɜ ŭɡɞ ŰŮɚŮɡŰŬɑɤɜ ŬˊŬɚŮɑűɞɡɛŮ ɛɘŬ ɛŮŰŬɓɚɖŰɐ əŬɘ Űɞ ŭɘŬűɞɟɘəɧ Űɖɠ Ŭˊɧ Űɖɜ ˊɟɩŰɖ 

Ůɝɑůɤůɖ. ȹɘŬɚɏɔɞɡɛŮ ɜŬ ŬˊŬɚŮɑɣɞɡɛŮ ŰŬ ,  dz z.  

ȸɟɑůəɞɡɛŮ 

 

d d 0C A x C B y
x z y z

c c c cå õµ µ µ µå õ
- + - =æ öæ ö

µ µ µ µç ÷ ç ÷
. 

 

ȺɜɜɞŮɑŰŬɘ ɧŰɘ ɏɢŮɘ ŬɜŰɘəŬŰŬůŰŬɗŮɑ əŬɘ Űɞ z  ůɡɜŬɟŰɐůŮɘ Űɤɜ ,x y  ɛŮ ɢɟɐůɖ Űɖɠ ŭŮɨŰŮɟɖɠ ůɢɏůɖɠ. ȷɡŰɐ 

1

d   1,2,...,  ,   
n

i ij j

j

A u i M M nw
=

= = <ä

M M

M

1 2 ... 0Mw w wL L L ¸

1d ... 0,  1,2,...,i M i Mw w wL L L = =

M

1 2( , ,..., )nu u u

d 0iw= iw

1 2( , ,..., )nf f u u u= w df w=



ȷɜŬɚɡŰɘəɐ ȹɡɜŬɛɘəɐ      20 

ŮɑɜŬɘ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ  

 

( , )d ( , )d 0M x y x N x y y+ = . 

 

ȷɡŰɐ, Ŭɜ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ŰŬɡŰɧŰɖŰŬ, ɏɢŮɘ ˊɎɜŰŬ ɔɜɐůɘŬ ɚɨůɖ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ 

 

1( , ) ůŰŬɗ.f x y K= =  

 

ɄɟɧəŮɘŰŬɘ ɔɘŬ ŮˊɘűɎɜŮɘŬ ɛŮ əɡɚɘɜŭɟɘəɧ ůɢɐɛŬ (ŬɜŮɝɎɟŰɖŰɖ Űɞɡ z ). ȷɡŰɧ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ɚɨůŮɘɠ 

(Űɟɞɢɘɏɠ, ɔɟŬɛɛɏɠ) Űɖɠ Ŭɟɢɘəɐɠ ŭɘŬűɞɟɘəɐɠ Ůɝɑůɤůɖɠ, ůŰɞɜ ŰɟɘůŭɘɎůŰŬŰɞ ɢɩɟɞ ɞɘ ɞˊɞɑŮɠ ŮɑɜŬɘ Űɞɛɏɠ Űɖɠ 

ŬɡɗŬɑɟŮŰɖɠ ŮˊɘűɎɜŮɘŬɠ ˊɞɡ ŭɘŬɚɏɝŬɛŮ əŬɘ Űɖɠ ŰŮɚŮɡŰŬɑŬɠ. ȺɑɜŬɘ ɔŮɔɞɜɧɠ ɧŰɘ Ŭűɞɨ ɖ Ŭɟɢɘəɐ ŮˊɘűɎɜŮɘŬ ŮɑɜŬɘ 

ŬɟəŮŰɎ ŬɡɗŬɑɟŮŰɖ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɚɖűɗŮɑ ɏŰůɘ ɩůŰŮ ɖ Űɞɛɐ Űɖɠ ɛŮ Űɖɜ ŰŮɚŮɡŰŬɑŬ ɜŬ ŭɑɜɞɡɜ əŬŰŬɢɟɖůŰɘəɏɠ (Űɟɞɢɘɏɠ, 

ɚɨůŮɘɠ Űɖɠ Ŭɟɢɘəɐɠ ŭɘŬűɞɟɘəɐɠ Ůɝɑůɤůɖɠ) ́ ɞɡ ɜŬ Ůɜɩɜɞɡɜ ŭɡɞ ɞˊɞɘŬŭɐˊɞŰŮ ůɖɛŮɑŬ ůŰɞɜ ɢɩɟɞ. ȷɠ ŭɞɨɛŮ ŰɩɟŬ 

Űɘ ůɡɛɓŬɑɜŮɘ ɧŰŬɜ ɡˊɎɟɢŮɘ ɔɜɐůɘŬ ɚɨůɖ Űɖɠ Ŭɟɢɘəɐɠ ŭɘŬűɞɟɘəɐɠ Ůɝɑůɤůɖɠ. ȷˊɞŭŮɘəɜɨŮŰŬɘ ɧŰɘ ůŮ ŬɡŰɐ Űɖɜ 

ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ŭɡɜŬŰɧɜ ɜŬ ŬəɞɚɞɡɗɖɗŮɑ ɖ ˊŬɟŬˊɎɜɤ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ ɔɘŬ Űɘɠ əŬŰŬɢɟɖůŰɘəɏɠ ɚɨůŮɘɠ Űɖɠ. ȷɡŰɧ 

ůɡɛɓŬɑɜŮɘ ŭɘɧŰɘ Ŭɜ ŮˊɘɢŮɘɟɖɗŮɑ ɜŬ ŬəɞɚɞɡɗɖɗŮɑ, ɗŬ əŬŰŬɚɐɝɞɡɛŮ ůŰɞ ɧŰɘ ɖ ɛɘŬ ŮˊɘűɎɜŮɘŬ ŮɑɜŬɘ ɖ ɔɜɤůŰɐ ɔɜɐůɘŬ 

ɚɨůɖ. ȷɡŰɧ ɛˊɞɟŮɑ əɎˊɞɘɞɠ ɜŬ Űɞ ˊŮɟɘɛɏɜŮɘ ŭɘŬɘůɗɖŰɘəɎ. ɇɧŰŮ ɖ ŰŮɚŮɡŰŬɑŬ ŭɘŬűɞɟɘəɐ Ůɝɑůɤůɖ ɛŮ Űɘɠ ŭɡɞ 

ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ ŮɑɜŬɘ ŰŬɡŰɧŰɖŰŬ, Ůˊɞɛɏɜɤɠ ŭŮɜ ɞŭɖɔŮɑ ůŮ ɔɜɐůɘŬ ɚɨůɖ. 

ɆŮ ŬɡŰɐ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɞɘ əŬŰŬɢɟɖůŰɘəɏɠ ɚɨůŮɘɠ ŮɑɜŬɘ Űɞɛɏɠ Űɖɠ ɔɜɐůɘŬɠ ɚɨůɖɠ (Űɖɠ ůɢŮŰɘəɐɠ ŮˊɘűɎɜŮɘŬɠ 

ůŰɞɜ ŰɟɘůŭɘɎůŰŬŰɞ ɢɩɟɞ) əŬɘ ɞˊɞɘŬůŭɐˊɞŰŮ Ɏɚɚɖɠ ɚɨůɖɠ (ŮˊɘűɎɜŮɘŬɠ ůŰɞɜ ŰɟɘůŭɘɎůŰŬŰɞ ɢɩɟɞ). ɆɖɛŮɘɩůŰŮ 

ˊɤɠ ɞɘ ŭɡɞ ŬɡŰɏɠ ŮˊɘűɎɜŮɘŮɠ ŭŮɜ ɏɢɞɡɜ ɛŮŰŬɝɨ Űɞɡɠ ŮɝɎɟŰɖůɖ, ɧˊɤɠ ɘůɢɨŮɘ ɔɘŬ Űɖɜ ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜɖ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ. 

ɇɞ ɧŰɘ ɞɘ əŬŰŬɢɟɖůŰɘəɏɠ ɚɨůŮɘɠ (Űɟɞɢɘɏɠ, ŭɘŬŭɟɞɛɏɠ) ɓɟɑůəɞɜŰŬɘ ˊɎɜɤ ůŰɖɜ ɔɜɐůɘŬ ɚɨůɖ, ŭɖɚŬŭɐ ůŰɖ 

ůɡɔəŮəɟɘɛɏɜɖ ŮˊɘűɎɜŮɘŬ ɖ ɞˊɞɑŬ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ŬɡɗŬɑɟŮŰɖ, ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ ŭŮɜ ɛˊɞɟɞɨɜ ɜŬ ůɡɜŭŮɗɞɨɜ ŭɡɞ ůɖɛŮɑŬ ŰŬ 

ɞˊɞɑŬ ŭŮɜ ɓɟɑůəɞɜŰŬɘ əŬɘ ŰŬ ŭɡɞ ˊɎɜɤ ůŮ ɛɘŬ ŰɏŰɞɘŬ ŮˊɘűɎɜŮɘŬ, ɛŮ Űɟɞɢɘɏɠ - ɚɨůɖɠ ɚɨůŮɘɠ Űɖɠ ŭɘŬűɞɟɘəɐɠ 

Ůɝɑůɤůɖɠ. ɆɡɜɞɣɑɕɞɡɛŮ ɚɏɔɞɜŰŬɠ ɧŰɘ, Ŭɜ ɖ ŭɘŬűɞɟɘəɐ Ůɝɑůɤůɖ ɏɢŮɘ ɔɜɐůɘŬ ɚɨůɖ ŰɧŰŮ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ůɖɛŮɑŬ ůŰɖ 

ɔŮɘŰɞɜɘɎ əɎɗŮ ůɖɛŮɑɞɡ Űɖɠ ŰŬ ɞˊɞɑŬ ŭŮɜ ɛˊɞɟɞɨɜ ɜŬ çůɡɜŭŮɗɞɨɜè ɛŮ ŬɡŰɧ ɛŮ Űɟɞɢɘɏɠ - ɚɨůŮɘɠ. 

Ƀ ȾɤɜůŰŬɜŰɑɜɞɠ ȾŬɟŬɗŮɞŭɤɟɐɠ ɏŭŮɘɝŮ əŬɘ Űɞ ŬɜŰɑůŰɟɞűɞ, ŭɖɚŬŭɐ: ȷɜ ůŰɖ ɔŮɘŰɞɜɘɎ ŰɡɢŬɑɞɡ ůɖɛŮɑɞɡ 

ˊŮɟɘɏɢɞɜŰŬɘ ůɖɛŮɑŬ ˊɞɡ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ˊɟɞůɘŰɎ Ŭˊɧ ŬɡŰɧ əŬŰɎ ɛɐəɞɠ əŬɛˊɡɚɩɜ ́ ɞɡ ˊɚɖɟɞɨɜ Űɖ ŭŮŭɞɛɏɜɖ ŭɘŬűɞɟɘəɐ 

Ůɝɑůɤůɖ (Űɨˊɞɡ Pfaff), ɖ Ůɝɑůɤůɖ ŮɑɜŬɘ ɞɚɞəɚɖɟɩůɘɛɖ. ɆŮ ŬɡŰɧ ůŰɐɟɘɝŮ Űɖ ŭɘəɐ Űɞɡ ŭɘŬŰɨˊɤůɖ Űɞɡ ȹŮɨŰŮɟɞɡ 

ȷɝɘɩɛŬŰɞɠ Űɖɠ ŪŮɟɛɞŭɡɜŬɛɘəɐɠ. 

1.3 Ⱥɑŭɖ ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɤɜ 

ȷɜŬűŮɟɧɛŬůŰŮ ůŮ ŭŮůɛɞɨɠ ˊɞɡ ŮəűɟɎɕɞɜŰŬɘ ɛŮ ŮɝɘůɩůŮɘɠ, ŭɖɚŬŭɐ ůŮ ŬɛűɘɛŮɟŮɑɠ ŭŮůɛɞɨɠ. ȳˊɤɠ ŮɑŭŬɛŮ, ɞɘ 

ɞɚɧɜɞɛɞɘ ŭŮůɛɞɑ ɛŮɘɩɜɞɡɜ Űɖ ŭɘɎůŰŬůɖ Űɞɡ (ˊɟɞůɓɎůɘɛɞɡ) ɗŮůɘəɞɨ ɢɩɟɞɡ əŬɘ Űɖɜ əɘɜɖŰɘəɧŰɖŰŬ. Ƀɘ ɛɖ 

ɞɚɧɜɞɛɞɘ ŭŮůɛɞɑ ŭŮɜ ɛŮɘɩɜɞɡɜ Űɖ ŭɘɎůŰŬůɖ Űɞɡ (ˊɟɞůɓɎůɘɛɞɡ) ɗŮůɘəɞɨ ɢɩɟɞɡ ŬɚɚɎ ɛŮɘɩɜɞɡɜ Űɖɜ 

əɘɜɖŰɘəɧŰɖŰŬ. ȼ ŭɘɎůŰŬůɖ Űɞɡ ɗŮůɘəɞɨ ɢɩɟɞɡ ɘůɞɨŰŬɘ ɛŮ Űɞɡɠ ɗŮůɘəɞɨɠ ɓŬɗɛɞɨɠ ŮɚŮɡɗŮɟɑŬɠ, ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ Űɞ 

(ŮɚɎɢɘůŰɞ) ˊɚɐɗɞɠ Űɤɜ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰɤɜ ɛŮŰŬɝɨ Űɞɡɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ ˊɞɡ ɛŬɕɑ ɛŮ Űɘɠ ŭŮůɛŮɡŰɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ 

əŬɗɞɟɑɕɞɡɜ ˊɚɐɟɤɠ Űɖ ɗɏůɖ ɧɚɤɜ Űɤɜ ůɖɛŮɑɤɜ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ. Ƀɘ əɘɜɖŰɘəɞɑ ɓŬɗɛɞɑ ŮɚŮɡɗŮɟɑŬɠ ŮɑɜŬɘ Űɞ 

ŮɚɎɢɘůŰɞ ˊɚɐɗɞɠ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰɤɜ ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɤɜ Űɤɜ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜɤɜ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ ˊɞɡ ɛŬɕɑ ɛŮ Űɘɠ ůɢɏůŮɘɠ Űɤɜ 

ŭŮůɛɩɜ əŬɗɞɟɑɕɞɡɜ ˊɚɐɟɤɠ əɎɗŮ ůŰɞɘɢŮɘɩŭɖ ɛŮŰŬŰɧˊɘůɖ ɧɚɤɜ Űɤɜ ůɖɛŮɑɤɜ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ. ȷɡŰɧ ůɖɛŬɑɜŮɘ 

ɧŰɘ Ŭɜ ɏɢɞɡɛŮ ůɨůŰɖɛŬ ɛŮ N  ůɤɛɎŰɘŬ əŬɘ ɡˊɎɟɢɞɡɜ L  ɛɖ ɞɚɧɜɞɛŮɠ ůɢɏůŮɘɠ ŭŮůɛɩɜ (Űɨˊɞɡ Pfaff) əŬɗɩɠ əŬɘ 

M  ɞɚɧɜɞɛɞɘ ŭŮůɛɞɑ, ŰɧŰŮ ɏɢɞɡɛŮ 3N L M- -  əɘɜɖŰɘəɞɨɠ ɓŬɗɛɞɨɠ ŮɚŮɡɗŮɟɑŬɠ.  

Ƀɘ ɗŮůɘəɞɑ ɓŬɗɛɞɑ ŮɚŮɡɗŮɟɑŬɠ ŮɑɜŬɘ 3N M- . ȷɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ɛɧɜɞ ɞɚɧɜɞɛɞɘ ŭŮůɛɞɑ ŰɧŰŮ ŰŬ ŭɡɞ Ůɑŭɖ 

ɓŬɗɛɩɜ ŮɚŮɡɗŮɟɑŬɠ ŰŬɡŰɑɕɞɜŰŬɘ əŬɘ ŰɧŰŮ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ɛɘɚɞɨɛŮ Ŭˊɚɩɠ ɔɘŬ ɓŬɗɛɞɨɠ ŮɚŮɡɗŮɟɑŬɠ, ɢɤɟɑɠ Ɏɚɚɞɜ 

ˊɟɞůŭɘɞɟɘůɛɧ. ȼ əŬŰɎůŰŬůɖ Ůɜɧɠ ɛɖɢŬɜɘəɞɨ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ŮɑɜŬɘ Űɞ ůɨɜɞɚɞ . ȷɡŰɎ 

ŮɑɜŬɘ ůɖɛŮɑŬ Ůɜɧɠ ɢɩɟɞɡ, Űɞɡ ɚŮɔɧɛŮɜɞɡ ɢɩɟɞɡ Űɤɜ əŬŰŬůŰɎůŮɤɜ (əŬŰŬůŰŬŰɘəɧɠ ɢɩɟɞɠ) ˊɞɡ ɏɢŮɘ ŭɘɎůŰŬůɖ 

.  

ɆŰŬ ŮˊɧɛŮɜŬ ɗŬ ŬɜŬűŮɟɧɛŬůŰŮ ůɢŮŭɧɜ ŬˊɞəɚŮɘůŰɘəɎ ůŮ ŭŮůɛɞɨɠ, ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ɞɚɞəɚɖɟɤɛɏɜɞɘ ɞɚɧɜɞɛɞɘ 

əŬɘ ůŮ ŭŮůɛɞɨɠ ˊɞɡ ŮəűɟɎɕɞɜŰŬɘ ɛŮ Űɖɜ əɘɜɖɛŬŰɘəɐ Űɞɡɠ ɛɞɟűɐ Űɤɜ Ⱥɝ (1.11). Ƀɘ ŰŮɚŮɡŰŬɑɞɘ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŮɑɜŬɘ 

ɞɚɧɜɞɛɞɘ ɐ ɛɖ ɞɚɧɜɞɛɞɘ. 
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1.3.1. ɄɟŬɔɛŬŰɘəɐ ɛŮŰŬŰɧˊɘůɖ  

ȷɜ ɔɘŬ əɎˊɞɘɞ ůɨůŰɖɛŬ, ɞɘ ˊɞůɧŰɖŰŮɠ  ŮɑɜŬɘ ɚɨůŮɘɠ Űɤɜ ŮɝɘůɩůŮɤɜ əɑɜɖůɖɠ, ˊɞɡ ɛŬɕɑ 

ɛŮ Űɘɠ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ  ɘəŬɜɞˊɞɘɞɨɜ əŬɘ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɤɜ ŭŮůɛɩɜ, ŰɧŰŮ ŬɡŰɏɠ ŬˊɞŰŮɚɞɨɜ 

ˊŮˊŮɟŬůɛɏɜŮɠ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɏɠ (ɗŮůɘəɏɠ) ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɘɠ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ (actual displacement). ɇɞ ůɨɜɞɚɞ Űɤɜ 

 ůɡɜɖɗɑɕɞɡɛŮ ɜŬ ɚɏɛŮ ɧŰɘ ŬˊɞŰŮɚŮɑ ɏɜŬ ŭɘɎɜɡůɛŬ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐɠ ˊŮˊŮɟŬůɛɏɜɖɠ 

ɛŮŰŬŰɧˊɘůɖɠ. ɇɞ ůɨɜɞɚɞ Űɤɜ ŬɜŰɑůŰɞɘɢɤɜ ŬˊŮɘɟɞůŰɩɜ ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɤɜ, , ˊɞɡ ɓɟɑůəɞɜŰŬɘ Ŭˊɧ Űɘɠ 

ŬɜɤŰɏɟɤ ɚɨůŮɘɠ Űɤɜ ŮɝɘůɩůŮɤɜ əɑɜɖůɖɠ əŬɘ ɘəŬɜɞˊɞɘɞɨɜ əŬɘ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɤɜ ŭŮůɛɩɜ, ŮɑɜŬɘ ɞɘ ŬˊŮɘɟɞůŰɏɠ 

ˊɟŬɔɛŬŰɘəɏɠ ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɘɠ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ. ȷɜ ŭŮɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ŭŮůɛɞɑ ŰɧŰŮ ˊɟɞűŬɜɩɠ ŭŮɜ ɢɟŮɘɎɕŮŰŬɘ ɜŬ 

ɘəŬɜɞˊɞɘŮɑŰŬɘ əŬɛɘɎ ˊɟɧůɗŮŰɖ Ůɝɑůɤůɖ ŭŮůɛɩɜ. 

1.3.2. ɄɘɗŬɜɐ ɛŮŰŬŰɧˊɘůɖ  

ɇɞ ůɨɜɞɚɞ Űɤɜ ŬˊŮɘɟɞůŰɩɜ ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɤɜ  Ůɜɧɠ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ, ˊɞɡ ɘəŬɜɞˊɞɘɞɨɜ Űɘɠ 

ˊŬɟŬəɎŰɤ ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɤɜ ŭŮůɛɩɜ,  

  

 

 

ɐ    

(1.26) 

 

ŬɚɚɎ ŭŮɜ ˊɚɖɟɞɨɜ əŬŰô ŬɜɎɔəɖ əŬɘ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ, ɚɏɔɞɜŰŬɘ ˊɘɗŬɜɏɠ ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɘɠ (possible 

displacements) əŬɘ Űɞ ůŰɞɘɢŮɘɩŭŮɠ ŭɘɎɜɡůɛŬ  ɚɏɔŮŰŬɘ ŭɘɎɜɡůɛŬ ˊɘɗŬɜɐɠ ɛŮŰŬŰɧˊɘůɖɠ. ȷɜ 

ŭŮɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ŭŮůɛɞɑ, ŰɧŰŮ ɧɚŮɠ ɞɘ ŬˊŮɘɟɞůŰɏɠ ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɘɠ ɗɏůɖɠ ŮɑɜŬɘ ˊɘɗŬɜɏɠ ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɘɠ. Ƀɘ ŬˊŮɘɟɞůŰɏɠ 

ˊɟŬɔɛŬŰɘəɏɠ ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɘɠ ŮɑɜŬɘ ɛɏɚɖ Űɞɡ ůɡɜɧɚɞɡ Űɤɜ ˊɘɗŬɜɩɜ ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɤɜ ŬɚɚɎ ɔŮɜɘəɩɠ ŭŮɜ ɘůɢɨŮɘ Űɞ 

ŬɜŰɑůŰɟɞűɞ.  

1.3.3. ȹɡɜŬŰɐ ɛŮŰŬŰɧˊɘůɖ  

Ƀɘ ŭɡɜŬŰɏɠ (ɐ ɞɘɞɜŮɑ ɐ Ůɘəɞɜɘəɏɠ ɐ űŬɜŰŬůŰɘəɏɠ ɐ ŭɡɜɖŰɘəɏɠ) ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɘɠ (virtual displacement), ŮɑɜŬɘ 

ŬˊŮɘɟɞůŰɏɠ ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɘɠ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ, ˊɞɡ ɔɑɜɞɜŰŬɘ ɛŮ t=ůŰŬɗ . ɆŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ˊɞɡ ɡˊɎɟɢɞɡɜ 

ŭŮůɛɞɑ ŮɑɜŬɘ ɢɟɐůɘɛɞ ɜŬ ŭɞɨɛŮ ˊɤɠ ɞɟɑɕɞɜŰŬɘ ɞɘ ŭɡɜŬŰɏɠ ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɘɠ. ɆɡɔəŮəɟɘɛɏɜŬ, ɧŰŬɜ ɞɘ ŭŮůɛɞɑ ŮɑɜŬɘ  

ɞɚɧɜɞɛɞɘ ɐ ɛɖ ɞɚɧɜɞɛɞɘ, ɞɘ ɢɟɐůɘɛŮɠ ŭɡɜŬŰɏɠ ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɘɠ ˊɟɞůŭɘɞɟɑɕɞɜŰŬɘ əŬŰɎ ŰŮŰɟɘɛɛɏɜɞ Űɟɧˊɞ Ŭˊɧ Űɘɠ 

ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɤɜ ŭŮůɛɩɜ ůŰɖ ɛɞɟűɐ Pfaff ɛŮ çˊɎɔɤɛŬè Űɞɡ ɢɟɧɜɞɡ, ŭɖɚŬŭɐ ɗɏŰɞɜŰŬɠ ůŰŬɗ.,  d 0t t= =. ũɘŬ Űɖ 

ŭɡɜŬŰɐ ɛŮŰŬŰɧˊɘůɖ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘŮɑŰŬɘ Űɞ ůɨɛɓɞɚɞ ŭ ŬɜŰɑ Űɞɡ d. ɀŮ ŬɡŰɧɜ Űɞɜ Űɟɧˊɞ ɓɟɑůəɞɡɛŮ ɧŰɘ ɞɘ ŭɡɜŬŰɏɠ 

ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɘɠ, ŭq, ɘəŬɜɞˊɞɘɞɨɜ Űɘɠ ůɢɏůŮɘɠ: 

 

 
1

( , )ŭ 0  1,2,...,
n

lk k

k

A q t q l M
=

= =ä . (1.27) 

 

Ƀɘ ŭɡɜŬŰɏɠ əŬɘ ɞɘ ˊɘɗŬɜɏɠ ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɘɠ ůɡɛˊɑˊŰɞɡɜ ɔɘŬ əŬŰŬůŰŬŰɘəɎ ůɡůŰɐɛŬŰŬ ɧˊɤɠ əŬɘ ɔɘŬ 

ůəɚɖɟɧɜɞɛŬ ɞɚɧɜɞɛŬ ůɡůŰɐɛŬŰŬ.  

ɋɠ ŭɡɜŬŰɏɠ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ ɞɟɑɕɞɜŰŬɘ ŰŬ . Ƚůɢɨɞɡɜ ɞɘ ůɢɏůŮɘɠ 
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ȹɖɚŬŭɐ ŰŬ ŭ əŬɘ d ɛŮŰŬŰɑɗŮɜŰŬɘ.  

ɄɘɗŬɜɐ ŮɑɜŬɘ ɛɘŬ əŬŰɎůŰŬůɖ ˊɞɡ ɘəŬɜɞˊɞɘŮɑ Űɘɠ ůɢɏůŮɘɠ Űɤɜ ŭŮůɛɩɜ. Ƀɘ 

ůɢɏůŮɘɠ Űɤɜ ŭŮůɛɩɜ ŮɑɜŬɘ: 
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ȷɜ ŭŮɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ŭŮůɛɞɑ, ŰɧŰŮ əɎɗŮ əŬŰɎůŰŬůɖ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ŮɑɜŬɘ ˊɘɗŬɜɐ əŬŰɎůŰŬůɖ. ȷɜŬűɏɟɞɡɛŮ 

ɧŰɘ, Ŭɜ ɏɜŬ ůɨůŰɖɛŬ ˊŮɟɘɔɟɎűŮŰŬɘ ɛŮ ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ ɔɟŬɛɛɘəɏɠ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɘɠ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ, ɞɘ ɞˊɞɑŮɠ ŭŮɜ 

ŮɑɜŬɘ ɞɚɞəɚɖɟɩůɘɛŮɠ, ɛɘŬ ŭɡɜŬŰɐ ɛŮŰŬŰɧˊɘůɖ ŭŮɜ ɞŭɖɔŮɑ Ŭˊɧ ˊɘɗŬɜɐ ůŮ ˊɘɗŬɜɐ əŬŰɎůŰŬůɖ, Ůɜɩ Ŭɜ ŮɑɜŬɘ 

ɞɚɧɜɞɛɞ, ŭɖɚŬŭɐ ɞɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ ŮɑɜŬɘ ɞɚɞəɚɖɟɩůɘɛŮɠ, ɛɘŬ ŭɡɜŬŰɐ ɛŮŰŬŰɧˊɘůɖ ˊɎɜŰŬ ɞŭɖɔŮɑ Ŭˊɧ ˊɘɗŬɜɐ ůŮ 

ˊɘɗŬɜɐ əŬŰɎůŰŬůɖ. ȷɜ ŭŮɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ŭŮůɛɞɑ, əɎɗŮ ŭɡɜŬŰɐ ɛŮŰŬŰɧˊɘůɖ ɞŭɖɔŮɑ Ŭˊɧ ˊɘɗŬɜɐ ůŮ ˊɘɗŬɜɐ əŬŰɎůŰŬůɖ. 

ȷűɞɨ ɞɘ ŭɡɜŬŰɏɠ ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɘɠ ɘəŬɜɞˊɞɘɞɨɜ Űɖ ůɢɏůɖ , ŬɡŰɏɠ ɛŮŰŬŰɟɏˊɞɡɜ Űɘɠ ŬɜɤŰɏɟɤ 

ŮəűɟɎůŮɘɠ Űɞɡ ˊɟɩŰɞɡ ɛɏɚɞɡɠ Űɤɜ ŭŮůɛŮɡŰɘəɩɜ ůɢɏůŮɤɜ (1.29), ůŰɘɠ ŬɜŰɑůŰɞɘɢŮɠ ŮəűɟɎůŮɘɠ 

 

  (1.30) 

 

ũɘŬ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ɖ ˊɟɞəɨˊŰɞɡůŬ əŬŰɎůŰŬůɖ ˊɘɗŬɜɐ ˊɟɏˊŮɘ ŬɡŰɏɠ ɞɘ ŮəűɟɎůŮɘɠ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ (ˊŬɟŬɚŮɑˊɞɜŰŬɠ 

ŭɘŬűɞɟɘəɎ ŭŮɨŰŮɟɖɠ ŰɎɝɖɠ əŬɘ Ɏɜɤ), ŭɖɚŬŭɐ ˊɟɏˊŮɘ 

 

  (1.31) 

 

ȷɡŰɧ ůɡɛɓŬɑɜŮɘ ɛɧɜɞ, Ŭɜ ɞɘ ŭŮůɛɞɑ ŮɑɜŬɘ ɞɚɧɜɞɛɞɘ.  

ȼ ŬˊɧŭŮɘɝɖ ŮɑɜŬɘ Ůɨəɞɚɖ ɧŰŬɜ ŮɑɜŬɘ ɔɜɤůŰɏɠ ɞɘ ɞɚɞəɚɖɟɤɛɏɜŮɠ ůɢɏůŮɘɠ. ɄɟɎɔɛŬŰɘ ŰɧŰŮ ɏɢɞɡɛŮ 

 

 

 

 

ɧɛɤɠ Ŭˊɧ Űɞɜ ɞɟɘůɛɧ Űɤɜ ŭɡɜŬŰɩɜ ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɤɜ, Ⱥɝ. (1.27), ˊɟɞəɨˊŰŮɘ ɧŰɘ ɞ ɧɟɞɠ ɛŮ Űɞ ɎɗɟɞɘůɛŬ ŮɑɜŬɘ 

ɛɖŭɏɜ, ɎɟŬ  

 

 

 

ŭɖɚŬŭɐ ɖ ŭɡɜŬŰɐ ɛŮŰŬŰɧˊɘůɖ ɞŭɖɔŮɑ ůŰɖɜ ɑŭɘŬ ůɢɏůɖ, ŭɖɚŬŭɐ Ŭˊɧ ˊɘɗŬɜɐ əŬŰɎůŰŬůɖ ůŮ ˊɘɗŬɜɐ 

əŬŰɎůŰŬůɖ. 

ȼ ŬˊɧŭŮɘɝɖ ɔɘŬ Űɖɜ ˊɘɞ ɔŮɜɘəɐ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ŭɘŬűɞɟɘəɩɜ ůɢɏůŮɤɜ ɞɘ ɞˊɞɑŮɠ ɛˊɞɟɞɨɜ ɜŬ ɞŭɖɔɐůɞɡɜ ůŮ 

ɞɚɞəɚɖɟɤɛɏɜŮɠ ɛɞɟűɏɠ ŭŮůɛŮɡŰɘəɩɜ ůɢɏůŮɤɜ, ɎɟŬ ŮɑɜŬɘ çəɟɡɛɛɏɜŮɠè ɞɚɧɜɞɛŮɠ ůɢɏůŮɘɠ, ůŰɖɟɑɕŮŰŬɘ ůŰɖ 

ɢɟɐůɖ Űɞɡ əɟɘŰɖɟɑɞɡ Űɞɡ Frobenius. ɆɖɛŮɘɩɜɞɡɛŮ ɧŰɘ ɖ ůŰŬɗŮɟɞˊɞɑɖůɖ Űɞɡ ɢɟɧɜɞɡ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ, ɧŰŬɜ ɞ ɢɟɧɜɞɠ 

çˊŬɔɩɜŮɘè, ŰŬ ŭɘɎűɞɟŬ ɛŮɔɏɗɖ əɟŬŰɞɨɜ, əŬŰɎ Űɖɜ ŭɡɜŬŰɐ ɛŮŰŬŰɧˊɘůɖ, Űɘɠ ůŰɘɔɛɘŬɑŮɠ Űɘɛɏɠ Űɞɡɠ (ˊ.ɢ. ɞɘ 

ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ). 
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1.4 ɄŬɟŬɚɚŬɔɐ  

ȰůŰɤ ůɡɜɎɟŰɖůɖ Űɤɜ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ, Űɤɜ ŰŬɢɡŰɐŰɤɜ əŬɘ Űɞɡ ɢɟɧɜɞɡ. ɇɏŰɞɘŮɠ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ ɚɏɔɞɜŰŬɘ ŭɡɜŬɛɘəɏɠ 

ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ. ȼ ůɡɜɎɟŰɖůɖ əŬɘ Űɞ ɞɚɘəɧ ŭɘŬűɞɟɘəɧ Űɖɠ ŮɑɜŬɘ 

 

  (1.32) 

 

ɄŬɟŬɚɚŬɔɐ (variation) Űɖɠ ůɡɜɎɟŰɖůɖɠ ( , , )f q q t ˊɞɡ ɚɏɔŮŰŬɘ Ŭˊɚɩɠ əŬɘ ɛŮŰŬɓɞɚɐ, ŮɑɜŬɘ ɛŮŰŬɓɞɚɐ ɛŮ 

Űɞɜ ɢɟɧɜɞ ůŰŬɗŮɟɧ,  əŬɘ ɞɟɑɕŮŰŬɘ Ŭˊɧ Űɖ ůɢɏůɖ 

 

 . (1.33) 

1.5 ȹɡɜŬŰɧ ɏɟɔɞ  

ɄɟɏˊŮɘ ɜŬ ŰɞɜɑůɞɡɛŮ ɧŰɘ ˊɞɚɚɏɠ űɞɟɏɠ Űɞ  ŭŮɜ ˊŬɟɘůŰɎɜŮɘ ɞɚɘəɧ ŭɘŬűɞɟɘəɧ ŬɚɚɎ Ŭˊɚɩɠ ɏɜŬ ŬˊŮɘɟɞůŰɧ 

ɛɏɔŮɗɞɠ. ȷɡŰɧ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ ŭŮɜ ɡˊɎɟɢŮɘ ˊɎɜŰŬ ůɡɜɎɟŰɖůɖ Űɖɠ ɞˊɞɑŬɠ Űɞ ŬˊŮɘɟɞůŰɧ ɛɏɔŮɗɞɠ  ŮɑɜŬɘ ɞɚɘəɧ 

ŭɘŬűɞɟɘəɧ. ɆŰŬ ˊɚŬɑůɘŬ Űɖɠ ɗŮɟɛɞŭɡɜŬɛɘəɐɠ ŬɡŰɧ ŭɖɚɩɜŮŰŬɘ ɛŮ ɛɘŬ ɞɟɘɕɧɜŰɘŬ ɔɟŬɛɛɐ ˊɎɜɤ ɐ ůŰɖ ɛɏůɖ Űɞɡ d. 

ũɘŬ ˊŬɟɎŭŮɘɔɛŬ ɖ ɛŮŰŬɓɞɚɐ Űɖɠ ŮůɤŰŮɟɘəɐɠ ŮɜɏɟɔŮɘŬɠ ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ɞɚɘəɧ ŭɘŬűɞɟɘəɧ ɔɟɎűŮŰŬɘ dU, Ůɜɩ ɖ 

ůŰɞɘɢŮɘɩŭɖɠ ɗŮɟɛɧŰɖŰŬ, ˊɞɡ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ɞɚɘəɧ ŭɘŬűɞɟɘəɧ, ɔɟɎűŮŰŬɘ ɤɠ . ɇɏŰɞɘŮɠ ˊŮɟɘˊŰɩůŮɘɠ ɏɢɞɡɛŮ əŬɘ ůŰɖ 

ɛɖɢŬɜɘəɐ ŬɚɚɎ ŭŮɜ ɏɢŮɘ əŬɗɘŮɟɤɗŮɑ ɏɜŬɠ ŰɏŰɞɘɞɠ ůɡɛɓɞɚɘůɛɧɠ əŬɘ ŬɡŰɧ ɞŭɖɔŮɑ ɛŮɟɘəɏɠ űɞɟɏɠ ůŮ ˊŬɟŬɜɞɐůŮɘɠ. 

ȷɜɎɚɞɔŬ ɘůɢɨɞɡɜ ůŰɖ ɛɖɢŬɜɘəɐ ɔɘŬ Űɞ  ́ ɞɡ ɛŮɟɘəɏɠ űɞɟɏɠ ŭŮɜ ˊŬɟɘůŰɎɜŮɘ ŭɘŬűɧɟɘůɖ ɛŮ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ ůŰŬɗŮɟɧ, 

ŬɚɚɎ Ŭˊɚɩɠ ůŰɞɘɢŮɘɩŭɖ ˊɞůɧŰɖŰŬ ˊɞɡ ůɢŮŰɑɕŮŰŬɘ ɛŮ ˊɎɔɤɛŬ Űɞɡ ɢɟɧɜɞɡ. ȹŮɜ ɏɢŮɘ əŬɗɘŮɟɤɗŮɑ ɞ ůɡɛɓɞɚɘůɛɧɠ 

 ɔɘŬ Űɖ ŭŮɨŰŮɟɖ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ, ˊɞɡ ŬˊɚɎ ˊŬɟɘůŰɎɜŮɘ ůŰɞɘɢŮɘɩŭɖ (ŬˊŮɘɟɞůŰɐ) ˊɞůɧŰɖŰŬ. ȷɠ ɏɢɞɡɛŮ ɡˊɧɣɖ ɧŰɘ 

ɡˊɎɟɢɞɡɜ ŬɡŰɎ ŰŬ ɛŮɘɞɜŮəŰɐɛŬŰŬ ůŰɞɡɠ əŬɗɘŮɟɤɛɏɜɞɡɠ ůɡɛɓɞɚɘůɛɞɨɠ ůŰɖ ɀɖɢŬɜɘəɐ. 

ɆŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ ɗŬ ˊŮɟɘɞɟɘůŰɞɨɛŮ ůŮ əŬɟŰŮůɘŬɜɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ. ɇɞ ůŰɞɘɢŮɘɩŭŮɠ ɏɟɔɞ ŭɨɜŬɛɖɠ ˊɞɡ 

ŬůəŮɑŰŬɘ ůŮ ůɤɛɎŰɘɞ Űɞ ɞˊɞɑɞ ɡűɑůŰŬŰŬɘ ŬˊŮɘɟɞůŰɐ ́ ɟŬɔɛŬŰɘəɐ ɛŮŰŬŰɧˊɘůɖ, ɘůɞɨŰŬɘ ɛŮ ŬɡŰɧ ˊɞɡ űŬɑɜŮŰŬɘ ůŰɖɜ 

ˊŬɟŬəɎŰɤ, 

 

 d ( , , )d ( , , )d ( , , )dx y zW F r r t x F r r t y F r r t z= + +  (1.34) 

 

ɇɞ ůŰɞɘɢŮɘɩŭŮɠ ɏɟɔɞ, ɔŮɜɘəɩɠ, ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ŭɘŬűɞɟɘəɧ əɎˊɞɘŬɠ ůɡɜɎɟŰɖůɖɠ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ . ɇɞ ɞɚɘəɧ 

ŭɘŬűɞɟɘəɧ ɛɘŬɠ ůɡɜɎɟŰɖůɖɠ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ , ŮɑɜŬɘ 

 

  (1.35) 

 

ɇɞ ŭɡɜŬŰɧ ɏɟɔɞ, ŭɖɚŬŭɐ Űɞ ɏɟɔɞ ůŮ ɛɘŬ ŭɡɜŬŰɐ ɛŮŰŬŰɧˊɘůɖ, ŮɑɜŬɘ 

 

 ŭ ( , , )ŭ ( , , )ŭ ( , , )ŭx y zW F r r t x F r r t y F r r t z= + +  (1.36) 

 

ȼ ˊŬɟŬɚɚŬɔɐ, ŭɖɚŬŭɐ ɖ ɛŮŰŬɓɞɚɐ ɛŮ ɢɟɧɜɞ ůŰŬɗŮɟɧ, (variation) ɛɘŬɠ ůɡɜɎɟŰɖůɖɠ  ŮɑɜŬɘ  

 

1 1

( , , )

d d d d .
n n

l l

l ll l

f f q q t

f f f
f q q t

q q t= =

=

µ µ µ
= + +

µ µ µ
ä ä

d 0t=

1 1

ŭ ŭ ŭ
n n

l l

l ll l

f f
f q q

q q= =

µ µ
= +
µ µ
ä ä

df

f df

dQ

ŭf

ŭ

( , , )W r r t

( , , )W r r t

( , , ) ( , , ) ( , , )
d d d d

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )
d d d d .

W r r t W r r t W r r t
W x y z

x y z

W r r t W r r t W r r t W r r t
x y z t

x y z t

µ µ µ
= + +

µ µ µ

µ µ µ µ
+ + + +

µ µ µ µ

( , , )W r r t



ȷɜŬɚɡŰɘəɐ ȹɡɜŬɛɘəɐ      24 

  (1.37) 

 

ɇŬ ŬɜɤŰɏɟɤ ŮˊŮəŰŮɑɜɞɜŰŬɘ əŬɘ ůŰɘɠ ˊŮɟɘˊŰɩůŮɘɠ ˊɞɡ ɖ ˊŮɟɘɔɟŬűɐ ɔɑɜŮŰŬɘ ůŮ ɢɩɟɞɡɠ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜɤɜ 

ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ, ɧˊɞɡ ŮɘůɎɔŮŰŬɘ ɖ ɏɜɜɞɘŬ Űɤɜ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜɤɜ ŭɡɜɎɛŮɤɜ. 

ũŮɜɘəɩɠ Űɞ ůŰɞɘɢŮɘɩŭŮɠ ɏɟɔɞ ŭɡɜɎɛŮɤɜ ůŮ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ŭɑɜŮŰŬɘ Ŭˊɧ ůɢɏůŮɘɠ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ 

 

 
1

d ( , , )d  .
n

i i

i

W Q q q t q
=

=ä  (1.38) 

 

ɇŬ  ŮɑɜŬɘ ɞɘ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɏɠ ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɘɠ ůŰɞɜ ɢɩɟɞ Űɤɜ ɗɏůŮɤɜ, əŬŰɎ Űɖɜ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐ əɑɜɖůɖ Űɞɡ 

ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ. ɇŬ ( , , )iQ q q t  ŮɑɜŬɘ ɞɘ ɚŮɔɧɛŮɜŮɠ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ ůɡɜɘůŰɩůŮɠ ŭɨɜŬɛɖɠ, ˊɞɡ ɔŮɜɘəɩɠ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ 

ŮɝŬɟŰɩɜŰŬɘ ɎɛŮůŬ Ŭˊɧ Űɖ ɗɏůɖ, Űɘɠ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ əŬɘ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ.  

ɇɞ ŭɡɜŬŰɧ ɏɟɔɞ ŭɑɜŮŰŬɘ Ŭˊɧ ŬɜŰɑůŰɞɘɢŮɠ ůɢɏůŮɘɠ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ 

 

 
1

ŭ ( , , )ŭ
n

i i

i

W Q q q t q
=

=ä . (1.39) 

1.6 ɀɖŭŮɜɘəɧ ŭɡɜŬŰɧ ɏɟɔɞ ŭɡɜɎɛŮɤɜ ɛŮɟɘəɩɜ ŭŮůɛɩɜ 

ɀɘŬ ɏɜɜɞɘŬ ˊɞɚɨ ɗŮɛŮɚɘŬəɐ ůŰɖɜ ȷɜŬɚɡŰɘəɐ ɀɖɢŬɜɘəɐ, ŮɑɜŬɘ ɖ ɏɜɜɞɘŬ Űɞɡ ŭɡɜŬŰɞɨ ɏɟɔɞɡ Űɤɜ ŭɡɜɎɛŮɤɜ, Ůˊɑ 

Űɞɡ ɛɖɢŬɜɘəɞɨ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ. Ⱥɜɩ ůŰɖ ɜŮɡŰɩɜŮɘŬ ŮɘəɧɜŬ Űɖɠ ɛɖɢŬɜɘəɐɠ ɡˊɎɟɢŮɘ ɞ ŭɘŬɢɤɟɘůɛɧɠ ůŮ ŮůɤŰŮɟɘəɏɠ 

əŬɘ ŮɝɤŰŮɟɘəɏɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ, ůŰɖ ɛŮɗɞŭɞɚɞɔɑŬ Űɖɠ ȷɜŬɚɡŰɘəɐɠ ɀɖɢŬɜɘəɐɠ, ɔɑɜŮŰŬɘ ŭɘŬɢɤɟɘůɛɧɠ ůŮ ŬůəɞɨɛŮɜŮɠ 

(ŮɜŮɟɔɖŰɘəɏɠ) ŭɡɜɎɛŮɘɠ əŬɘ ůŮ ŭɡɜɎɛŮɘɠ ŭŮůɛɩɜ (ˊŬɗɖŰɘəɏɠ). ɆŰɖɜ ȷɜŬɚɡŰɘəɐ ȹɡɜŬɛɘəɐ, ŮɜŭɘŬűɏɟɞɡɜ əɡɟɑɤɠ 

ŮəŮɑɜŮɠ ɞɘ ˊŮɟɘˊŰɩůŮɘɠ ˊɞɡ ɞɘ ŭɡɜɎɛŮɘɠ ŭŮůɛɩɜ, əŬŰɎ Űɘɠ ŭɡɜŬŰɏɠ ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɘɠ ŭŮɜ ˊŬɟɎɔɞɡɜ (ŭɡɜŬŰɧ) ɏɟɔɞ. 

ȷɡŰɞɨ Űɞɡ Ůɑŭɞɡɠ ɞɘ ŭɡɜɎɛŮɘɠ ŭŮůɛɩɜ, ɚɏɔɞɜŰŬɘ əŬɘ ɘŭŬɜɘəɏɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ ŭŮůɛɩɜ əŬɘ ɞɘ ŬɜŰɑůŰɞɘɢɞɘ ŭŮůɛɞɑ 

ɚɏɔɞɜŰŬɘ ɘŭŬɜɘəɞɑ ŭŮůɛɞɑ. ȷɜŬűɏɟɞɡɛŮ ɛŮɟɘəɏɠ ŰɏŰɞɘŮɠ ˊŮɟɘˊŰɩůŮɘɠ. 

 

1. ȷɠ ŮɝŮŰɎůɞɡɛŮ Űɞ ŭɡɜŬŰɧ ɏɟɔɞ Űɤɜ ŮůɤŰŮɟɘəɩɜ ŭɡɜɎɛŮɤɜ Űɤɜ ŭŮůɛɩɜ ˊɞɡ əɎɜɞɡɜ ɏɜŬ ůɨůŰɖɛŬ 

ůɤɛŬŰɑɤɜ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ůŰŮɟŮɧ ůɩɛŬ. ȷɠ űŬɜŰŬůŰɞɨɛŮ ŭɡɞ ɞˊɞɘŬŭɐˊɞŰŮ ůɤɛɎŰɘŬ Űɞɡ ůŰŮɟŮɞɨ, ˊɞɡ Ŭůəɞɨɜ 

ŭɡɜɎɛŮɘɠ Űɞ ɏɜŬ ůŰɞ Ɏɚɚɞ. ȼ ůɢɏůɖ Űɞɡ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɞɨ ŭŮůɛɞɨ ɛŮŰŬɝɨ ɞˊɞɘɤɜŭɐˊɞŰŮ ŭɡɞ ŰɏŰɞɘɤɜ ůɤɛŬŰɑɤɜ Űɞɡ 

ůŰŮɟŮɞɨ ŮɑɜŬɘ  

 

 
ůŰŬɗŮɟɧ. 

 
(1.40) 

ȹɖɚŬŭɐ ɞɘ ŬˊɞůŰɎůŮɘɠ ɛŮŰŬɝɨ Űɤɜ ůɖɛŮɑɤɜ ŮɑɜŬɘ ůŰŬɗŮɟɏɠ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŬ Űɞɡ ˊɟɞůŬɜŬŰɞɚɘůɛɞɨ əŬɘ Űɖɠ 

əɑɜɖůɖɠ Űɞɡ ɛɖɢŬɜɘəɞɨ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ. 

ȷɡŰɧ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ əŬɘ  

 

 
ůŰŬɗŮɟɧ. 

 
(1.41) 

Ƀɘ ŭɡɜŬŰɏɠ ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɘɠ ɞɘ ůɡɛɓŬŰɏɠ ɛŮ Űɞɜ ŭŮůɛɧ ˊɚɖɟɞɨɜ Űɖ ůɢɏůɖ 

 

 . (1.42) 

 

ɇɞ ŭɡɜŬŰɧ ɏɟɔɞ Űɞɡ ɕŮɨɔɞɡɠ Űɤɜ ŭɡɞ ŬɡŰɩɜ ŭɡɜɎɛŮɤɜ ůŮ ɛɘŬ ŭɡɜŬŰɐ ɛŮŰŬŰɧˊɘůɖ ŮɑɜŬɘ  
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 . (1.43) 

 

ɈˊɞɗɏŰɞɡɛŮ ɧŰɘ ɔɘŬ Űɘɠ ŮůɤŰŮɟɘəɏɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ ɘůɢɨŮɘ ɖ Ŭɟɢɐ ŭɟɎůɖɠ-ŬɜŰɑŭɟŬůɖɠ, Űɖɠ ɜŮɡŰɩɜŮɘŬɠ 

ɗŮɩɟɖůɖɠ. ȯɟŬ, ɖ ŭɨɜŬɛɖ ˊɞɡ ŬůəŮɑ Űɞ ůɤɛɎŰɘɞ j ůŰɞ i, ŭɖɚŬŭɐ ɖ  ŮɑɜŬɘ ɑůɖ əŬŰɎ ɛɏŰɟɞ əŬɘ ɏɢŮɘ ŬɜŰɑɗŮŰɖ 

űɞɟɎ ůŮ ůɢɏůɖ ɛŮ Űɖ ŭɨɜŬɛɖ ˊɞɡ ŬůəŮɑ Űɞ i ůŰɞ j , Ůˊɞɛɏɜɤɠ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ɔɟɎɣɞɡɛŮ ( )ij ij i jF G r r= -  əŬɘ 

ɗɏŰɞɜŰŬɠ  əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɞ ɧŰɘ  

 

 
( ) ,   ( )ij ij i j ji ji ji j iF G r r F F G r r= - =- = - .

  
 

(1.44) 

ɇŮɚɘəɩɠ ɓɟɑůəɞɡɛŮ 

 

 
. 

 
(1.45) 

 

Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ, Ŭɜ ŬɗɟɞɑůɞɡɛŮ ́ Ɏɜɤ ůŮ ɧɚŬ ŰŬ ɕŮɨɔɖ ŭɡɜɎɛŮɤɜ, ɓɟɑůəɞɡɛŮ ɧŰɘ əŬɘ Űɞ ůɡɜɞɚɘəɧ ŭɡɜŬŰɧ ɏɟɔɞ 

ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ, .  

ȷɜ ŬɚɚɎɝɞɡɛŮ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ əŬɘ ɗŮɤɟɐůɞɡɛŮ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɘɠ  

 

 , (1.46) 

 

 ŰɧŰŮ  (1.47) 

 

ŭɖɚŬŭɐ ɖ ɛŮŰŬɓɞɚɐ ŮɑɜŬɘ əɎɗŮŰɖ ůŰɞ ŭɘɎɜɡůɛŬ Űɖɠ ŬˊɧůŰŬůɖɠ, ˊɟɎɔɛŬ ˊɞɡ ŬɜŬɛɏɜŮŰŬɘ Ŭűɞɨ ɖ 

ŬˊɧůŰŬůɖ ŮɑɜŬɘ ůŰŬɗŮɟɐ. 

 

2. ȷɠ ŭɞɨɛŮ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɧˊɞɡ ɏɜŬ ůɩɛŬ ŮɑɜŬɘ ŬɜŬɔəŬůɛɏɜɞ ɜŬ ˊŬɟŬɛɏɜŮɘ ůŮ ŮˊŬűɐ ɛŮ ɚŮɑŬ, ɔŮɜɘəɩɠ, 

əɘɜɞɨɛŮɜɖ ŮˊɘűɎɜŮɘŬ. ȼ ŭɨɜŬɛɖ ŬɡŰɞɨ Űɞɡ ůɡɜŭɏůɛɞɡ, ŮɑɜŬɘ əɎɗŮŰɖ ůŰɞ əɞɘɜɧ Űɞˊɘəɧ ŮˊɑˊŮŭɞ ŮˊŬűɐɠ. ȾɎɗŮ 

ůŰɞɘɢŮɘɩŭɖɠ ŭɡɜŬŰɐ ɛŮŰŬŰɧˊɘůɖ, ůɡɛɓŬŰɐ ɛŮ ŬɡŰɧɜ Űɞɜ ůɨɜŭŮůɛɞ (əɎɗŮ Ůɝɏɚɘɝɖ ůŰɞɜ ɢɟɧɜɞ ˊŬɔɩɜŮɘ), ɗŬ ŮɑɜŬɘ 

əɎɗŮŰɖ ůŰɖ ŭɨɜŬɛɖ, ɎɟŬ Űɞ ŭɡɜŬŰɧ ɏɟɔɞ ɗŬ ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ. 

 

3. ȼ ŮˊɧɛŮɜɖ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ŬɜŬűɏɟŮŰŬɘ ůŮ ůɩɛŬ ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ŭɏůɛɘɞ ɜŬ əɡɚɑŮŰŬɘ ɢɤɟɑɠ ɜŬ ɞɚɘůɗŬɑɜŮɘ Ůɜɩ ŮűɎˊŰŮŰŬɘ 

ůŮ, ɔŮɜɘəɩɠ, əɘɜɞɨɛŮɜɖ ŮˊɘűɎɜŮɘŬ. ɆŮ ŬɡŰɐ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ, ŭŮɜ ɡˊɎɟɢŮɘ ůŰɞɘɢŮɘɩŭɖɠ ůɢŮŰɘəɐ ɛŮŰŬŰɧˊɘůɖ Űɞɡ 

ůɖɛŮɑɞɡ ŮˊŬűɐɠ Űɞɡ ůɩɛŬŰɞɠ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɖɜ ŮˊɘűɎɜŮɘŬ.  

ȷɜ ɖ ŮˊɘűɎɜŮɘŬ ŮɑɜŬɘ ŬəɑɜɖŰɖ ŰɧŰŮ Űɞ ɏɟɔɞ Űɖɠ ŭɨɜŬɛɖɠ ˊɞɡ ŬůəŮɑ ́ Ɏɜɤ ůŰɞ əɡɚɘɧɛŮɜɞ ůɩɛŬ ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ 

Ŭűɞɨ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ŮűŬɟɛɞɔɐɠ Űɖɠ ŭŮɜ əɘɜŮɑŰŬɘ.  

ȷɜ ɖ ŮˊɘűɎɜŮɘŬ əɘɜŮɑŰŬɘ ŰɧŰŮ ɘůɢɨŮɘ Űɞ ɑŭɘɞ ɔɘŬŰɑ əŬŰɎ Űɖ ŭɡɜŬŰɐ ɛŮŰŬŰɧˊɘůɖ ɞ ɢɟɧɜɞɠ ˊŬɔɩɜŮɘ ɞˊɧŰŮ ɖ 

ŮˊɘűɎɜŮɘŬ ŮɑɜŬɘ ůŰɘɔɛɘŬɑŬ ŬəɑɜɖŰɖ. 

 

4. ȼ ŰŮɚŮɡŰŬɑŬ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ŬɜŬűɏɟŮŰŬɘ ůŮ ŭɡɞ ůɩɛŬŰŬ ˊɞɡ ˊŬɟŬɛɏɜɞɡɜ ŮɜɤɛɏɜŬ, ɏɢɞɜŰŬɠ ɏɜŬ əɞɘɜɧ ůɖɛŮɑɞ, 

ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŬ Ŭˊɧ Űɖɜ əɑɜɖůɐ Űɞɡɠ. Ƀɘ ŭɡɜɎɛŮɘɠ ŬɡŰɞɨ Űɞɡ ůɡɜŭɏůɛɞɡ (ɞɘ ŭɡɜɎɛŮɘɠ ŬɚɚɖɚŮˊɑŭɟŬůɐɠ Űɞɡɠ) ŮɑɜŬɘ 

ɑůŮɠ əŬɘ ŬɜŰɑɗŮŰŮɠ, ůɨɛűɤɜŬ ɛŮ Űɖ ɔɜɤůŰɐ Ŭɟɢɐ ŭɟɎůɖ-ŬɜŰɑŭɟŬůɖ, ɎɟŬ əŬŰɎ Űɖ ɛŮŰŬŰɧˊɘůɖ Űɞɡ əɞɘɜɞɨ 

ůɖɛŮɑɞɡ, ɖ ɛɘŬ ˊŬɟɎɔŮɘ əɎˊɞɘɞ ɏɟɔɞ əŬɘ ɖ Ɏɚɚɖ ɑůɞ əŬɘ ŬɜŰɑɗŮŰɞ, Ůˊɞɛɏɜɤɠ Űɞ ɎɗɟɞɘůɛŬ ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ.  

ɆɖɛŮɘɩɜɞɡɛŮ ɧŰɘ Ŭɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ůɡɔɢɟɧɜɤɠ ˊɞɚɚɞɑ ŰɏŰɞɘɞ ɘŭŬɜɘəɞɑ ŭŮůɛɞɑ, ŰɧŰŮ ɘůɢɨɞɡɜ ŰŬ ŬɜɤŰɏɟɤ, ɔɘŬ 

Űɞɜ əŬɗɏɜŬɜ ɢɤɟɘůŰɎ. 
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ɄŬɟŬŭŮɑɔɛŬŰŬ - ȺɘŭɘəɎ ɗɏɛŬŰŬ  

1. ȹɑɜŮŰŬɘ ɖ ŭɘŬűɞɟɘəɐ Ůɝɑůɤůɖ . ȹŮɑɝŰŮ ɧŰɘ ŮɑɜŬɘ ɞɚɞəɚɖɟɩůɘɛɖ əŬɘ ɛɎɚɘůŰŬ ɧŰɘ 

ŮɑɜŬɘ ɞɚɘəɧ ŭɘŬűɞɟɘəɧ. 

ȸɟŮɑŰŮ Űɞ ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ . ȼ ɏəűɟŬůɖ ŬɡŰɐ ɤɠ ŭŮůɛɧɠ ůŰɖ ɛɖɢŬɜɘəɐ ŮɑɜŬɘ ɞɚɧɜɞɛɞɠ. 

 

ȿɨůɖ 

ɈˊɞɚɞɔɑɕɞɡɛŮ Űɞ ŮɝɤŰŮɟɘəɧ ŭɘŬűɞɟɘəɧ Űɖɠ ŭɘŬűɞɟɘəɐɠ ɛɞɟűɐɠ , ɏɢɞɡɛŮ 

, ŬɡŰɧ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ ɖ ŭɘŬűɞɟɘəɐ ɛɞɟűɐ ŮɑɜŬɘ ɞɚɘəɧ ŭɘŬűɞɟɘəɧ, ɎɟŬ ɖ 

ŭɘŬűɞɟɘəɐ Ůɝɑůɤůɖ ŮɑɜŬɘ ɞɚɞəɚɖɟɩůɘɛɖ ɞˊɧŰŮ Ůɜɩ Űɞ əɟɘŰɐɟɘɞ Frobenius  ɘůɢɨŮɘ, ŭŮɜ ɢɟŮɘɎɕŮŰŬɘ 

ɜŬ ŮűŬɟɛɞůŰŮɑ.  

Ⱥűɧůɞɜ ɝɏɟɞɡɛŮ ɧŰɘ ɡˊɎɟɢŮɘ Űɞ ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ, ŬɡŰɧ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɡˊɞɚɞɔɘůŰŮɑ ɛŮ əɎˊɞɘŬ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ. ɆŰɖ 

ůɡɔəŮəɟɘɛɏɜɖ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɖ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ ŮɑɜŬɘ ŰŮŰɟɘɛɛɏɜɖ Ŭűɞɨ 

 

ɎɟŬ . 

 

2. ɁŬ ŭŮɘɢɗŮɑ ɧŰɘ ɖ  , ŮɑɜŬɘ ɞɚɞəɚɖɟɩůɘɛɖ əŬɘ ɜŬ ɓɟŮɗŮɑ Űɞ 

ɞɚɞəɚɐɟɤɛɎ Űɖɠ . 

 

ȿɨůɖ 

ɎɟŬ 

 

 

Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ ɖ ŭɘŬűɞɟɘəɐ ɛɞɟűɐ  ŮɑɜŬɘ ɞɚɘəɧ ŭɘŬűɞɟɘəɧ, ɎɟŬ ɖ ŭɘŬűɞɟɘəɐ Ůɝɑůɤůɖ 

ŮɑɜŬɘ ɞɚɞəɚɖɟɩůɘɛɖ. 

ȰůŰɤ  Űɞ ɕɖŰɞɨɛŮɜɞ ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ. ŪŬ ɏɢɞɡɛŮ  

 

. 

 

ɃɚɞəɚɖɟɩɜɞɡɛŮ Űɖɜ ˊɟɩŰɖ ɤɠ ˊɟɞɠ  əŬɘ ɓɟɑůəɞɡɛŮ  

ȷˊɧ ŬɡŰɐɜ əŬɘ Űɖ ŭŮɨŰŮɟɖ ɓɟɑůəɞɡɛŮ  

ɎɟŬ  ɞˊɧŰŮ . ɀŮ ɢɟɐůɖ əŬɘ Űɖɠ ŰɟɑŰɖɠ ɓɟɑůəɞɡɛŮ  

ɞˊɧŰŮ , ɎɟŬ , ŬɡŰɧ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ . 

 

3. ȹŮɑɝŰŮ ɧŰɘ Űɞ ůɨůŰɖɛŬ  ŮɑɜŬɘ ˊɚɐɟɤɠ ɞɚɞəɚɖɟɩůɘɛɞ əŬɘ ɓɟŮɑŰŮ ŰŬ 

ŭɡɞ ɞɚɞəɚɖɟɩɛŬŰŬ .  

d d d 0x x y y z z+ + =

( , , )f x y z c=

dw d d dx x y y z zw= + +

d d d d d d d 0x x y y z zw= L + L + L =

d 0w wL =

( )2 2 21
d d d

2
x x y y z z x y zw= + + = + +ñ ñ

2 2 2( , , )f x y z x y z c= + + =

4 2 3 5 3 5 2 25 d 2 d 3 d 0x y z x x yz y x y z z+ + =

( , , )f x y z c=

4 2 3 5 3 5 2 25 d 2 d 3 dx y z x x yz y x y z zw= + +
4 3 4 2 2

4 3 5 2

4 2 2 5 2

4 3 4 3 4 2 2 4 2 2

5 2 5 2

d (10 d d 15 d d )

(10 d d 6 d d )

(15 d d 6 d d )

( 10 10 )d d ( 15 15 )d d

( 6 6 )d d 0.

x yz y x x y z z x

x yz x y x yz z y

x y z x z x yz y z

x yz x yz x y x y z x y z x z

x yz x yz y z

w= L + L

+ L + L

+ L + L

= - + L + - + L

+ - + L =

w
4 2 3 5 3 5 25 d 2 d 3 d 0x y z x x yz y x y zw= + + =

( , , )f x y z c=

4 2 3 5 3 5 2 25 ,  2 ,  3
f f f

x y z x yz x y z
x y z

µ µ µ
= = =

µ µ µ

x 5 2 3

1( , , ) ( , )f x y z x y z f y z= +

5 3 5 3 1( , )
2 2

f y zf
x yz x yz

y y

µµ
= = +

µ µ

1( , )
0

f y z

y

µ
=

µ
1 1( )f f z=

5 2 2 5 2 2 1d ( )
3 3

d

f zf
x y z x y z

z z

µ
= = +

µ

1d ( )
0

d

f z

z
=

1 ůŰŬɗŮɟɎf = 5 2 3( , , )f x y z x y z c= =

d d d 0,   d d 0y x x y w z w w z+ + = + =

1 2( , , , ) ,   g( , , , )f x y z w c x y z w c= =
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ȿɨůɖ 

, ɎɟŬ ɞɘ ŭɡɞ ŬɡŰɏɠ ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ ŮɑɜŬɘ 

ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ ɛŮŰŬɝɨ Űɞɡɠ. , . ȷɡŰɎ ŭŮɑɢɜɞɡɜ ɧŰɘ ɖ ŭŮɨŰŮɟɖ Ůɝɑůɤůɖ ŮɑɜŬɘ ɞɚɘəɧ 

ŭɘŬűɞɟɘəɧ, Ŭˊɧ ɛɧɜɖ Űɖɠ. ȺűŬɟɛɧɕɞɡɛŮ Űɞ əɟɘŰɐɟɘɞ Űɞɡ Frobenius ɔɘŬ Űɖɜ ˊɟɩŰɖ Ůɝɑůɤůɖ, Ŭˊɧ ɛɧɜɖ Űɖɠ. 

ȰɢɞɡɛŮ , ɎɟŬ ɖ ˊɟɩŰɖ Ůɝɑůɤůɖ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ Ŭˊɧ ɛɧɜɖ Űɖɠ 

ɞɚɞəɚɖɟɩůɘɛɖ. ȳɛɤɠ 0 əŬɘ , Ůˊɞɛɏɜɤɠ Űɞ ůɨůŰɖɛŬ ŮɑɜŬɘ ˊɚɐɟɤɠ 

ɞɚɞəɚɖɟɩůɘɛɞ.  

ɄɞɚɚŬˊɚŬůɘɎɕɞɡɛŮ Űɖ ŭŮɨŰŮɟɖ Ůɝɑůɤůɖ Ůˊɑ  əŬɘ ˊɟɞůɗɏŰɞɡɛŮ Űɞ ŬˊɞŰɏɚŮůɛŬ ůŰɖɜ ˊɟɩŰɖ ŭɘŬűɞɟɘəɐ 

Ůɝɑůɤůɖ, ɞˊɧŰŮ ɓɟɑůəɞɡɛŮ ɤɠ ɔɟŬɛɛɘəɧ ůɡɜŭɡŬůɛɧ Űɤɜ ŭɡɞ Ŭɟɢɘəɩɜ ŭɘŬűɞɟɘəɩɜ ŮɝɘůɩůŮɤɜ Űɖɜ 

. ūŬɑɜŮŰŬɘ Ŭɛɏůɤɠ ɧŰɘ ŬɡŰɐ ŮɑɜŬɘ ɞɚɘəɧ ŭɘŬűɞɟɘəɧ. ȺɝɎɚɚɞɡ 

. 

ȾŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɞ ɘůɞŭɨɜŬɛɞ ɛŮ Űɞ Ŭɟɢɘəɧ ůɨůŰɖɛŬ ŮɝɘůɩůŮɤɜ 

  Űɞɡ ɞˊɞɑɞɡ ɖ əɎɗŮ ɛɘŬ Ůɝɑůɤůɖ ŮɑɜŬɘ ɞɚɘəɧ 

ŭɘŬűɞɟɘəɧ, ɎɟŬ ɞɚɞəɚɖɟɩůɘɛɖ. 

ɄɟɞűŬɜɩɠ ɓɟɑůəɞɡɛŮ . 

ŪŬ ŭŮɑɝɞɡɛŮ ɧŰɘ ŬɡŰɏɠ ŮɑɜŬɘ ɘůɞŭɨɜŬɛŮɠ , ŭɖɚŬŭɐ ɞŭɖɔɞɨɜ ɐ Ŭɚɚɘɩɠ, ɘəŬɜɞˊɞɘɞɨɜ Űɘɠ ŭŮŭɞɛɏɜŮɠ ŬɟɢɘəɎ 

ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ. ɄɟɎɔɛŬŰɘ, Ŭˊɧ Űɖ ŭɘŬűɧɟɘůɐ Űɞɡɠ ɓɟɑůəɞɡɛŮ Űɘɠ 

ȼ ˊɟɩŰɖ ŮɑɜŬɘ ɖ ɛɘŬ Ŭˊɧ Űɘɠ Ŭɟɢɘəɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ, ůŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ Űɖɜ ˊɞɚɚŬˊɚŬůɘɎɕɞɡɛŮ Ůˊɑ  əŬɘ ˊɟɞůɗɏŰɞɡɛŮ 

Űɞ ŬˊɞŰɏɚŮůɛŬ ůŰɖ ŭŮɨŰŮɟɖ, ɞˊɧŰŮ əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɖɜ Ɏɚɚɖ Ŭˊɧ Űɘɠ Ŭɟɢɘəɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ. ȯɟŬ ɞɘ ŭɡɞ Ŭɟɢɘəɏɠ 

ŮˊŬɚɖɗŮɨɞɜŰŬɘ Ŭˊɧ ŰŬ ɞɚɞəɚɖɟɩɛŬŰŬ  . 

 

4. ŪŮɤɟɐůŰŮ Űɞ ůɨůŰɖɛŬ Űɤɜ ŭɘŬűɞɟɘəɩɜ ŮɝɘůɩůŮɤɜ . ȹŮɑɝŰŮ ɧŰɘ ŮɑɜŬɘ 

ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ. ȹŮɑɝŰŮ ɧŰɘ əŬɛɘɎ Ŭˊɧ ɛɧɜɖ Űɖɠ ŭŮɜ ɞɚɞəɚɖɟɩɜŮŰŬɘ,  ŬɚɚɎ Űɞ ůɨůŰɖɛŬ, ɤɠ ůɨɜɞɚɞ ŭɡɞ 

ŮɝɘůɩůŮɤɜ ŮɑɜŬɘ ɞɚɞəɚɖɟɩůɘɛɞ. ȸɟŮɑŰŮ ŭɡɞ ɞɚɞəɚɖɟɩɛŬŰŬ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ. ȾɎɜŰŮ Űɖɜ ŬɜŰɑůŰɟɞűɖ 

ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ ɔɘŬ ɜŬ ɓŮɓŬɘɤɗŮɑŰŮ ɧŰɘ ŰŬ ŭɡɞ ɞɚɞəɚɖɟɩɛŬŰŬ ˊɞɡ ɓɟɐəŬŰŮ, ɞŭɖɔɞɨɜ ůŰɘɠ Ŭɟɢɘəɏɠ ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ 

ŮɝɘůɩůŮɘɠ. ȷɡŰɧ ŮɑɜŬɘ ɏɜŬ Ŭˊɚɧ ˊŬɟɎŭŮɘɔɛŬ ˊɞɡ ŭŮɑɢɜŮɘ ɧŰɘ, Ůɜɩ ɛˊɞɟŮɑ əŬɛɘɎ Ŭˊɧ Űɘɠ Ůˊɘɛɏɟɞɡɠ 

(ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ) ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ɞɚɞəɚɖɟɩůɘɛɖ Ŭˊɧ ɛɧɜɖ Űɖɠ, əŬɘ ɞɘ ŭɡɞ ɤɠ ůɨůŰɖɛŬ ŮɑɜŬɘ 

ɞɚɞəɚɖɟɩůɘɛŮɠ. 

 

ȿɨůɖ 

ȰɢɞɡɛŮ 1 2d d ,   d dx x z y x x y zw w= + = +. 1 2 d d d d d d 0xy x z zx y x zy y zw wL = L + L + L ¸, ŬɡŰɧ ůɖɛŬɑɜŮɘ 

ɧŰɘ ɞɘ ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ ŮɑɜŬɘ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ. ȰɢɞɡɛŮ 

1 2d d d d d d d ,   d d d d d d dx x z y z y x x y z y zw w= L + L = L = L + L = L. 

 

Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ, 
1 1

2 2

d d d d d d d d d d 0 

d d d d d d d d d d 0

x z y x z z y y x z y x

x y z x y y z z x y z x

w w

w w

L = L L + L L = L L ¸

L = L L + L L = L L ¸
 

 

ŭɖɚŬŭɐ ɖ əŬɗŮɛɘɎ Ůɝɑůɤůɖ, Ŭˊɧ ɛɧɜɖ Űɖɠ, ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ɞɚɞəɚɖɟɩůɘɛɖ. ɆŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ ůɢɖɛŬŰɑɕɞɡɛŮ Űɘɠ 

ŮəűɟɎůŮɘɠ 1 1 2 2 1 2d ,   dw w w w w wL L L L. 

ɉɟɖůɘɛɞˊɞɘɞɨɛŮ ŬˊɞŰŮɚɏůɛŬŰŬ Ŭˊɧ ŰŬ ˊŬɟŬˊɎɜɤ əŬɘ ɛŮŰɎ Ŭˊɧ əɎˊɞɘɞɡɠ ɡˊɞɚɞɔɘůɛɞɨɠ əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ 

ůŰɞ ɧŰɘ ɘůɢɨɞɡɜ 

1 1 2d d d d d d d d d d d d d

0 0 0 0.

xy z y x z zx z y y x zy z y y zw w wL L = L L L + L L L + L L L

= + + =
. 

 

ȺɑɜŬɘ ŮɡɜɧɖŰɞ, Ŭűɞɨ 1 2d dw w=- , ɧŰɘ ɘůɢɨŮɘ Ůˊɑůɖɠ, 2 1 2d 0w w wL L =. Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ, Űɞ ůɡɛˊɏɟŬůɛŬ ŮɑɜŬɘ 

1 2d d d ,   d dy x x y w z w w zw w= + + = + 1 2 0w wL ¸

1 d dd w zw= L 2 0dw =

1 1 d d d d d d 0d y w z x x w z yw wL = L L + L L ¸

1 1 2dw w wL L = 2 1 2 0dw w wL L =

w-

2

3 d d d 0y x x y w ww= + - =

3d d d d d 0y x x yw= L + L =

2

2 3d d 0,   d d d 0w w z y x x y w ww w= + = = + - =

2 3

1 2

1 1
( , , , ) ,   ( , , , )

2 3
f x y z w w z c g x y z w yx w c= + = = - =

2d d 0,   d d d 0w w z y x x y w w+ = + - =

w

1 2,   f c g c= =

d d 0,  d d 0x x z y x x y z+ = + =
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ɧŰɘ, ɤɠ ůɨɜɞɚɞ (ůɨůŰɖɛŬ) ŭɡɞ ŮɝɘůɩůŮɤɜ, ɞɘ ŭŮŭɞɛɏɜŮɠ ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ ŮɑɜŬɘ ɞɚɞəɚɖɟɩůɘɛŮɠ. ũɘŬ ɜŬ 

ɓɟɞɨɛŮ ŭɡɞ ɞɚɞəɚɖɟɩɛŬŰɎ Űɞɡɠ, ŮɟɔŬɕɧɛŬůŰŮ ɤɠ Ůɝɐɠ: ɆŰɖɜ Ŭɟɢɐ ˊɟɞůɗɏŰɞɡɛŮ Űɘɠ ŭɡɞ ŭŮŭɞɛɏɜŮɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ 

(ɔɟŬɛɛɘəɧɠ ůɡɜŭɡŬůɛɧɠ), ɞˊɧŰŮ ɓɟɑůəɞɡɛŮ 2 d d d 2 d d( ) 0x x z y y z x x yz+ + = + =. ȷˊɧ ŬɡŰɐɜ, ɛŮ Ŭˊɚɐ 

ɞɚɞəɚɐɟɤůɖ, ɓɟɑůəɞɡɛŮ ɏɜŬ ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ Űɞ 
2

1x yz c+ = . ɆŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ, ŬűŬɘɟɞɨɛŮ əŬŰɎ ɛɏɚɖ Űɘɠ ůɢɏůŮɘɠ 

(ɔɟŬɛɛɘəɧɠ ůɡɜŭɡŬůɛɧɠ), ɞˊɧŰŮ ɓɟɑůəɞɡɛŮ d d 0z y y z- =. ȷˊɧ ŬɡŰɐɜ ɓɟɑůəɞɡɛŮ 
d dy z

y z
= . ɀɘŬ Ŭˊɚɐ 

ɞɚɞəɚɐɟɤůɖ ŭɑɜŮɘ ɏɜŬ ŭŮɨŰŮɟɞ (ŬɜŮɝɎɟŰɖŰɞ) ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ Űɞ  2ln
y

c
z
= .  

Ƀɘ ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ɞɚɘəɎ ŭɘŬűɞɟɘəɎ əŬɘ ŮɑɜŬɘ ɘůɞŭɨɜŬɛŮɠ Űɤɜ Ŭɟɢɘəɩɜ, ɓɟɑůəɞɜŰŬɘ Ŭˊɧ 

ŭɘŬűɧɟɘůɖ Űɤɜ ŭɡɞ ɞɚɞəɚɖɟɤɛɎŰɤɜ əŬɘ ŮɑɜŬɘ ɞɘ: 2 d d d 0,   x x z y y z+ + = d d 0z y y z- =. ȷˊɧ ŬɡŰɏɠ, ɛŮ 

ˊɟɞůɗŬűŬɘɟɏůŮɘɠ (ɔɟŬɛɛɘəɞɑ ůɡɜŭɡŬůɛɞɑ), ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ əŬŰŬɚɐɝɞɡɛŮ ůŰɘɠ Ŭɟɢɘəɏɠ (ŭŮŭɞɛɏɜŮɠ) ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ 

ŮɝɘůɩůŮɘɠ. ŪŬ ŭɞɨɛŮ Ŭ́ɟŬəɎŰɤ ɧŰɘ ɏɜŬ ˊɟɧɓɚɖɛŬ ȹɡɜŬɛɘəɐɠ ɛŮ ŭŮůɛŮɡŰɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ Űɘɠ Ŭɟɢɘəɏɠ ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ 

ŮɝɘůɩůŮɘɠ, ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɚɡɗŮɑ ɛŮ Űɖ ɛɏɗɞŭɞ Űɤɜ ˊɞɚɚŬˊɚŬůɘŬůŰɩɜ Lagrange, ɔɘŬ ŭŮůɛɞɨɠ ɛɞɟűɐɠ Pfaff 

(ˊŬɟɎɗŮůɖ ŭŮůɛɩɜ) ɐ ɛŮ ɢɟɐůɖ Űɤɜ ŭɡɞ ɞɚɞəɚɖɟɤɛɎŰɤɜ ˊɞɡ ɓɟɐəŬɛŮ (əŬɜɧɜŬɠ Űɞɡ ˊɞɚɚŬˊɚŬůɘŬůɛɞɨ ɧˊɞɡ 

ŰɟɞˊɞˊɞɘŮɑŰŬɘ ɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ).  

 

5. ȼ ŭŮůɛŮɡŰɘəɐ əɘɜɖŰɘəɐ ůɢɏůɖ ůŰɞɜ ɢɩɟɞ Űɤɜ Űɟɘɩɜ ŭɘŬůŰɎůŮɤɜ ŮɑɜŬɘ ɖ ŭɘŬűɞɟɘəɐ Ůɝɑůɤůɖ 

. ȷɡŰɐ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ɞɚɞəɚɖɟɩůɘɛɖ. ȸɟŮɑŰŮ ɚɨůɖ-ŭɘŬŭɟɞɛɐ ˊɞɡ ɜŬ ŮɜɩɜŮɘ ŭɡɞ ŰɡɢŬɑŬ ůɖɛŮɑŬ, 

ɏůŰɤ Űɞ  əŬɘ Űɞ  .  

 

ȿɨůɖ 

ȹɘŬɚɏɔɞɡɛŮ ɛɘŬ ůɡɜɎɟŰɖůɖ ŰɏŰɞɘŬ ˊɞɡ ɜŬ ɘůɢɨɞɡɜ 
 
. ȼ  ŮɑɜŬɘ (ŬɟəŮŰɎ 

ŬɡɗŬɑɟŮŰɖ) ŬɚɚɎ ɏɢŮɘ ŮˊɘɚŮɔŮɑ ɏŰůɘ ɩůŰŮ ɜŬ ɏɢŮɘ ˊɟɩŰɖ ˊŬɟɎɔɤɔɞ əŬɘ ɜŬ ɘůɢɨɞɡɜ 

 

 

 
 

ȷɜŰɘəŬɗɘůŰɩɜŰŬɠ ŰŬ  ůŰɖ ŭɘŬűɞɟɘəɐ Ůɝɑůɤůɖ Űɞɡ ŭŮůɛɞɨ ɓɟɑůəɞɡɛŮ ɧŰɘ ŬɡŰɐ ɘəŬɜɞˊɞɘŮɑŰŬɘ əŬŰɎ 

Űɖɜ ŬɜɤŰɏɟɤ ŭɘŬŭɟɞɛɐ. ɄɟɎɔɛŬŰɘ, ɏɢɞɡɛŮ 

 

. 

ȷɡŰɎ ŭŮɑɢɜɞɡɜ ɧŰɘ ɖ ɡˊɎɟɢŮɘ ŭɘŬŭɟɞɛɐ (əŬŰŬɢɟɖůŰɘəɐ ɚɨůɖ) ˊɞɡ ˊɟɎɔɛŬŰɘ ɛŬɠ ɞŭɖɔŮɑ Ŭˊɧ Űɞ ůɖɛŮɑɞ 

 ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ . 
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ɄɟɞɓɚɐɛŬŰŬ 

1. ȹŮɑɝŰŮ ɧŰɘ, ůŰɞɜ ŰɟɘůŭɘɎůŰŬŰɞ ɢɩɟɞ, ɖ ůɢɏůɖ  ŮɑɜŬɘ ŬɜŬɔəŬɑŬ əŬɘ ɘəŬɜɐ, ɔɘŬ ɜŬ ɡˊɎɟɢŮɘ 

ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ Űɖɠ ŭɘŬűɞɟɘəɐɠ Ůɝɑůɤůɖɠ . 

 

2. ɄɧŰŮ ɖ ŭɘŬűɞɟɘəɐ ɛɞɟűɐ  ŮɑɜŬɘ ɞɚɞəɚɖɟɩůɘɛɖ;  

 

3. ȹŮɑɝŰŮ ɧŰɘ ɖ 
 
ŮɑɜŬɘ ɞɚɞəɚɖɟɩůɘɛɖ əŬɘ ɓɟŮɑŰŮ Űɞ ɞɚɞəɚɐɟɤɛɎ Űɖɠ . 

 

4. ȹŮɑɝŰŮ ɧŰɘ ɖ  ŮɑɜŬɘ ɞɚɞəɚɖɟɩůɘɛɖ əŬɘ ɓɟŮɑŰŮ Űɞ ɞɚɞəɚɐɟɤɛɎ 

Űɖɠ . 

 

5. ȹŮɑɝŰŮ ɧŰɘ ɖ ŮɑɜŬɘ ɞɚɞəɚɖɟɩůɘɛɖ əŬɘ ɓɟŮɑŰŮ Űɞ ɞɚɞəɚɐɟɤɛɎ Űɖɠ . 

 

6. ȸɟŮɑŰŮ Ŭɜ ɖ  ŮɑɜŬɘ ɞɚɞəɚɖɟɩůɘɛɖ. 

 

7. ȹŮɑɝŰŮ ɧŰɘ ɖ 
 
ŮɑɜŬɘ ɞɚɞəɚɖɟɩůɘɛɖ. 

 

8. ȷ) ɀŮ Űɖ ɛɏɗɞŭɞ Űɞɡ əɟɘŰɖɟɑɞɡ Frobenius ɛŮ Űɘɠ ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ ɛɞɟűɏɠ, ŮɚɏɔɝŰŮ Ŭɜ ɞɘ ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ  

 

 

 

ŮɑɜŬɘ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ ɛŮŰŬɝɨ Űɞɡɠ. ɆɡɔəŮəɟɘɛɏɜŬ, ŮɚɏɔɝŰŮ Ŭ) Ŭɜ ɖ əɎɗŮ ɛɘŬ ŭɘŬűɞɟɘəɐ Ůɝɑůɤůɖ, Ŭˊɧ ɛɧɜɖ 

Űɖɠ, ŮɑɜŬɘ ɞɚɞəɚɖɟɩůɘɛɖ, ɓ) Ŭɜ ɞɘ ŬɜɤŰɏɟɤ ŮɝɘůɩůŮɘɠ ŮɑɜŬɘ ˊɚɐɟɤɠ ɞɚɞəɚɖɟɩůɘɛŮɠ ɤɠ ůɨůŰɖɛŬ ŮɝɘůɩůŮɤɜ . 

Ƀɘ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ ŮɑɜŬɘ ɞɘ . ȸ) ȾɎɜŰŮ Űɞ ɓ), ɛŮ ɢɟɐůɖ Űɞɡ çŭɨůəɞɚɞɡè əɟɘŰɖɟɑɞɡ Frobenius. 

 

9. ȸɟŮɑŰŮ Űɞ ɔɘɜɧɛŮɜɞ-ȿ Űɖɠ ŭɘŬűɞɟɘəɐɠ ɛɞɟűɐɠ , Ůˊɑ  

Ŭ) (ůɨɜɖɗŮɠ ɔɘɜɧɛŮɜɞ),  

ɓ) 
 
(Ŭˊɧ ŬɟɘůŰŮɟɎ) əŬɘ  

ɔ)  (Ŭˊɧ ŬɟɘůŰŮɟɎ). 

 

10. ŪŮɤɟɐůŰŮ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ Űɖɠ ɟɧŭŬɠ ˊɞɡ əɘɜŮɑŰŬɘ, Ůɜɩ ŮɑɜŬɘ ůŮ ŮˊŬűɐ ɛŮ ɞɟɘɕɧɜŰɘɞ ŮˊɑˊŮŭɞ. ȷɔɜɞɐůŰŮ Űɖɜ 

əɨɚɘůɖ ɢɤɟɑɠ ɞɚɑůɗɖůɖ əŬɘ ɗŮɤɟɐůŰŮ ɧŰɘ ɖ ɟɧŭŬ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ əɘɜŮɑŰŬɘ ɛɧɜɞ ůŰɞ ŮˊɑˊŮŭɧ Űɖɠ. ȸɟŮɑŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ 

ŬɡŰɞɨ Űɞɡ ŭŮůɛɞɨ. ȺɑɜŬɘ ɞ ŭŮůɛɧɠ ɞɚɧɜɞɛɞɠ; ȷɡŰɧ ŮɑɜŬɘ ˊŬɟɧɛɞɘɞ ɛŮ Űɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ Űɞɡ ˊŬŰɘɜɎɕ. 

 

11. ŪŮɤɟɐůŰŮ Űɞɜ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ . 

ɀŮŰŬůɢɖɛŬŰɑůŰŮ Űɞ ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ  ůŮ ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ ɧˊɞɡ ɞɘ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ŮɑɜŬɘ ŰŬ . 

ŪŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɞ ɔɜɤůŰɧ ŬˊɞŰɏɚŮůɛŬ ɧˊɞɡ ŮɘůɏɟɢŮŰŬɘ ɖ ɘŬəɤɓɘŬɜɐ. 

ȾɎɜŰŮ Űɞɡɠ ɡˊɞɚɞɔɘůɛɞɨɠ ɧŰŬɜ , ɢɤɟɑɠ ɜŬ 

ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɐůŮŰŮ Űɞ ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜɞ ɔŮɜɘəɧ ŬˊɞŰɏɚŮůɛŬ.  

ɈˊɧŭŮɘɝɖ: ȹɘŬűɞɟɑůŰŮ ŰŬ  əŬɘ ůɢɖɛŬŰɑůŰŮ Űɞ ɔɘɜɧɛŮɜɞ-ȿ 

Űɤɜ ŭɘŬűɞɟɘəɩɜ. ɀŮŰɎ Ŭˊɧ Űɘɠ ˊɟɎɝŮɘɠ, ɛɏůŬ ůŰŬ ŰŮɚɘəɎ ɞɚɞəɚɖɟɩɛŬŰŬ, ɧˊɞɡ ɡˊɎɟɢŮɘ Űɞ ůɨɛɓɞɚɞ ȿ ɜŬ Űɞ 

ŬɜŰɘəŬŰŬůŰɐůŮŰŮ ɛŮ ůɡɜɐɗɖ ˊɞɚɚŬˊɚŬůɘŬůɛɧ. ūɡůɘəɎ Űɞ ɢɤɟɑɞ ɞɚɞəɚɐɟɤůɖɠ ɋ  ɗŬ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůŰŮɑ 

ůŰɞ ɋ' . 
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12. ȹŮɑɝŰŮ ɧŰɘ ɔɘŬ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ Űɞɡ ŭɑůəɞɡ ˊɞɡ əɡɚɑŮŰŬɘ ůŮ ɞɟɘɕɧɜŰɘɞ ŮˊɑˊŮŭɞ ɢɤɟɑɠ ɜŬ ɞɚɘůɗŬɑɜŮɘ Ůɜɩ Űɞ 

ŮˊɑˊŮŭɧ Űɞɡ ŮɑɜŬɘ əŬŰŬəɧɟɡűɞ, ɞɘ ŭŮůɛŮɡŰɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ Űɖɠ əɑɜɖůɐɠ Űɞɡ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɔɟŬűŰɞɨɜ ůŰɖ ɛɞɟűɐ 

. ɄŬɟŬŰɖɟɞɨɛŮ ɧŰɘ ɖ ˊɟɩŰɖ ŭŮůɛŮɡŰɘəɐ Ůɝɑůɤůɖ ŭŮɜ 

ŮɑɜŬɘ ɔɟŬɛɛɘəɐ ɤɠ ˊɟɞɠ ŰŬ ŭɘŬűɞɟɘəɎ, ŭɖɚŬŭɐ ŭŮɜ ɏɢŮɘ ɛɞɟűɐ Ůɝɑůɤůɖɠ Űɞɡ Pfaff. 

 

13. ɉɟɖůɘɛɞˊɞɘɐůŰŮ Űɞ əɟɘŰɐɟɘɞ Frobenius ůŰɖ çŭɨůəɞɚɖè ɛɞɟűɐ Űɞɡ əŬɘ ŭŮɑɝŰŮ ɧŰɘ Űɞ ůɨůŰɖɛŬ 

 ŮɑɜŬɘ ˊɚɐɟɤɠ ɞɚɞəɚɖɟɩůɘɛɞ. 

 

14. ȸɟŮɑŰŮ Űɖɜ (ŭɘŬűɞɟɘəɐ) Ůɝɑůɤůɖ Pfaff ɔɘŬ Űɘɠ ůɢɏůŮɘɠ  

 

Ŭ) 
2 2 2 2 0x y z R+ + - = ,  

ɓ) 
21

( ) 0
2

x ay zz + - = əŬɘ ɔ) ( )
2 2 2( ) 0x f t y l- + - = . 
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2 2 2 2(d ) (d ) (d ) 0,  d sin d cos 0x y a x yj q q+ - = - =

d d d 0,   d d 0y x x y w z w w z+ + = + =
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ȾŮűɎɚŬɘɞ 2: ūɞɟɛŬɚɘůɛɧɠ Űɞɡ Lagrange 

2.1 ȷɟɢɐ dô Alembert 

ɀɘŬ ŰɏŰɞɘŬ Ŭɟɢɐ ŭɘŬŰɨˊɤůŮ ˊɟɩŰŬ ɞ James Bernoulli ŬɚɚɎ ŬɜŬˊŰɨɢŰɖəŮ ůŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ Ŭˊɧ Űɞɜ dô Alembert əŬɘ 

űɏɟŮɘ Űɞ ɧɜɞɛɎ Űɞɡ. 

ɂŮəɘɜɞɨɛŮ ɛŮ əŬɟŰŮůɘŬɜɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ əŬɘ ɛŮ ŭɡɜɎɛŮɘɠ Űɘɠ əŬɟŰŮůɘŬɜɏɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ, ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ, 

ɔɜɤůŰɏɠ Ŭˊɧ Űɖ ɜŮɡŰɩɜŮɘŬ ɗŮɩɟɖůɖ Űɖɠ ɀɖɢŬɜɘəɐɠ. ɆŮ ŬɡŰɧ Űɞ ůɖɛŮɑɞ, ŬɚɚɎ əŬɘ ŬɟɔɧŰŮɟŬ, ŮɑɜŬɘ ɢɟɐůɘɛɞ Űɞ 

ɄŬɟɎɟŰɖɛŬ Ʉ2 ˊŮɟɑ Ůɘŭɩɜ ůɡɜɘůŰɤůɩɜ ŭɡɜɎɛŮɤɜ. 

ȼ ɘŭɏŬ Űɖɠ ŬɜɤŰɏɟɤ Ŭɟɢɐɠ ɝŮəɘɜɎ Ŭˊɧ Űɖ ɆŰŬŰɘəɐ. ȳŰŬɜ ɏɜŬ ůɨůŰɖɛŬ Ŭˊɧ NɡɚɘəɎ ůɖɛŮɑŬ ɘůɞɟɟɞˊŮɑ, 
ŰɧŰŮ ɖ ůɡɜɞɚɘəɐ ŭɨɜŬɛɖ ˊɞɡ ŬůəŮɑŰŬɘ ůŮ əɎɗŮ ɡɚɘəɧ ůɖɛŮɑɞ (ůɤɛɎŰɘɞ) Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ, 

 

 0  1,2,...,iF i N= = .  (2.1) 

 

ɄŬɟɘůŰɎɜɞɡɛŮ ɛŮ Űɖɜ ŬˊŮɘɟɞůŰɐ ŭɡɜŬŰɐ (Ůɘəɞɜɘəɐ) ɛŮŰŬŰɧˊɘůɖ Űɞɡ ɡɚɘəɞɨ ůɖɛŮɑɞɡ , ŮɑɜŬɘ 

ɛŮŰŬŰɧˊɘůɖ Ŭˊɧ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɘůɞɟɟɞˊɑŬɠ Űɞɡ, ɖ ɞˊɞɑŬ ɔɑɜŮŰŬɘ çˊŬɔɩɜɞɜŰŬɠè Űɞɜ ɢɟɧɜɞ (. ȺɑɜŬɘ 

ɛŮŰŬŰɧˊɘůɖ ůɡɛɓŬŰɐ ɛŮ Űɞɡɠ ůɡɜŭɏůɛɞɡɠ, ɞɘ ɞˊɞɑɞɘ ŭŮ ɛŮŰŬɓɎɚɚɞɜŰŬɘ əŬŰɎ Űɖ ŭɡɜŬŰɐ ɛŮŰŬŰɧˊɘůɖ. ɇɞɜɑɕɞɡɛŮ 

ɧŰɘ ɞɘ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ ˊŬɔɩɜɞɡɜ, ŭɘŬŰɖɟɩɜŰŬɠ əŬŰɎ Űɖ ŭɡɜŬŰɐ ɛŮŰŬŰɧˊɘůɖ, Űɘɠ Űɘɛɏɠ ˊɞɡ ɏɢɞɡɜ Űɖ ůŰɘɔɛɐ . ɇɞ 

ŭɡɜŬŰɧ ɏɟɔɞ Űɖɠ ɞɚɘəɐɠ ŭɨɜŬɛɖɠ ˊɎɜɤ ůŮ əɎɗŮ ɏɜŬ ɡɚɘəɧ ůɖɛŮɑɞ ɗŬ ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ, ŭɘɧŰɘ Ŭˊɧ Űɖɜ Ⱥɝ. (2.1) 

ˊɟɞəɨˊŰŮɘ ɧŰɘ ɘůɢɨɞɡɜ 

 

 ŭ 0  1,2,...,i iF r i NÖ = = .  (2.2) 

 

ȰůŰɤ ɧŰɘ ɡˊɎɟɢɞɡɜ M  ŭŮůɛɞɑ, ŰɧŰŮ ůɨɛűɤɜŬ ɛŮ ŰŬ ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜŬ ɡˊɎɟɢɞɡɜ, ɔŮɜɘəɩɠ, ɞɘ ŬůəɞɨɛŮɜŮɠ 

(ŮɜŮɟɔɖŰɘəɏɠ) ŭɡɜɎɛŮɘɠ əŬɘ ɞɘ ŭɡɜɎɛŮɘɠ Űɤɜ ŭŮůɛɩɜ (ˊŬɗɖŰɘəɏɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ). ȼ ůɡɜɞɚɘəɐ ŭɨɜŬɛɖ ˊɎɜɤ ůŮ əɎɗŮ 

ɡɚɘəɧ ůɖɛŮɑɞ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŬɜŬɚɡɗŮɑ ůŮ ɛɘŬ (ůɡɜɞɚɘəɐ) ŮɜŮɟɔɖŰɘəɐ, , əŬɘ ɛɘŬ (ůɡɜɞɚɘəɐ) ŭɨɜŬɛɖ ŭŮůɛɞɨ, , 

ɞˊɧŰŮ 

 

 .  (2.3) 

 

ɇɞ ŭɡɜŬŰɧ ɏɟɔɞ ˊɞɡ ŮəŰŮɚŮɑŰŬɘ əŬŰɎ Űɖ ŭɡɜŬŰɐ ɛŮŰŬŰɧˊɘůɖ, ˊɎɜɤ ůŮ əɎɗŮ ɏɜŬ ůɤɛɎŰɘɞ, ŮɑɜŬɘ 

 

 .  (2.4) 

 

ȼ ůɡɜɞɚɘəɐ ŭɨɜŬɛɖ ŭŮůɛɞɨ, 
ciF , ˊɎɜɤ ůŰɞ ůɤɛɎŰɘɞ i, ˊɞɡ ɞűŮɑɚŮŰŬɘ ůŰɞɡɠ M  ŭŮůɛɞɨɠ, ŮɑɜŬɘ Űɞ 

ɎɗɟɞɘůɛŬ Űɤɜ ŭɡɜɎɛŮɤɜ Ŭˊɧ Űɞɜ əɎɗŮ ɏɜŬɜ ŭŮůɛɧ, 
cjiF  1,2,...,j M= , c c

1

M

i ji

j

F F
=

=ä . ȷɜ ŬɗɟɞɑůɞɡɛŮ ŰŬ 

ŭɡɜŬŰɎ ɏɟɔŬ ɔɘŬ ɧɚŬ ŰŬ ɡɚɘəɎ ůɖɛŮɑŬ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ, ɗŬ ɏɢɞɡɛŮ ɔɘŬ Űɞ ůɡɜɞɚɘəɧ ŭɡɜŬŰɧ ɏɟɔɞ ɧɚɤɜ Űɤɜ 

ŭɡɜɎɛŮɤɜ Ůˊɑ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ 
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Ö + Ö =ä ä  .  (2.5) 

 

ɈˊɞɗɏŰɞɡɛŮ ɧŰɘ əɎɗŮ ɏɜŬɠ ŭŮůɛɧɠ ŮɑɜŬɘ ɘŭŬɜɘəɧɠ ŭŮůɛɧɠ, ɞˊɧŰŮ ɔɘŬ əɎɗŮ ɏɜŬɜ ŭŮůɛɧ, Űɞ ŭɡɜŬŰɧ ůɡɜɞɚɘəɧ 

ɏɟɔɞ Űɤɜ ŭɡɜɎɛŮɤɜ Űɞɡ ŭŮůɛɞɨ ˊɎɜɤ ůŮ ɧɚŬ ŰŬ ůɤɛɎŰɘŬ ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ, ŭɖɚŬŭɐ 
c
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ŭ 0
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ji i
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=

Ö =ä , Ůˊɞɛɏɜɤɠ 

ŭir i

d 0)t=

t

aiF ciF

a ci i iF F F= +

a cŭ ŭ ŭ 0i i i i i iF r F r F rÖ = Ö + Ö =



ȷɜŬɚɡŰɘəɐ ȹɡɜŬɛɘəɐ      32 

 c c

1 1 1

ŭ ŭ 0
N N M

i i ji i

i i j

F r F r
= = =

Ö = Ö =ä ää .  (2.6) 

 

ȰŰůɘ, ɖ (2.5) ŭɑɜŮɘ 

 

 a

1

ŭ 0
N

i i

i

F r
=

Ö =ä . (2.7) 

 

ȷɡŰɧ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ əɎɗŮ ɢɟɞɜɘəɐ ůŰɘɔɛɐ, əŬŰɎ Űɖɜ ɘůɞɟɟɞˊɑŬ, Űɞ ůɡɜɞɚɘəɧ ŭɡɜŬŰɧ ɏɟɔɞ Ůˊɑ Űɞɡ 

ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ Űɤɜ ŮɜŮɟɔɖŰɘəɩɜ (ŬůəɞɨɛŮɜɤɜ) ŭɡɜɎɛŮɤɜ ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ. ȼ Ⱥɝ. (2.7) ŬɜŬűɏɟŮŰŬɘ ɤɠ ȷɟɢɐ Űɤɜ 

ȹɡɜŬŰɩɜ Ȱɟɔɤɜ.  

Ƀɘ ŭɡɜŬŰɏɠ ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɘɠ ŭ   1,2,...,ir i N= , ɧŰŬɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ŭŮůɛɞɑ, ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ŬɡɗŬɑɟŮŰŮɠ, ŭɖɚŬŭɐ ŭŮɜ 

ŮɑɜŬɘ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ ɛŮŰŬɝɨ Űɞɡɠ, ɔɘô ŬɡŰɧ Ŭˊɧ Űɖ ůɢɏůɖ (2.7) ŭŮɜ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ůɡɛˊŮɟɎɜɞɡɛŮ ɧŰɘ . 

ȼ ůɢɏůɖ (2.7) ŮɑɜŬɘ əɎŰɘ ɢɟɐůɘɛɞ ˊɞɡ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŮűŬɟɛɞůŰŮɑ ůŮ ůɡůŰɐɛŬŰŬ ůŮ ɘůɞɟɟɞˊɑŬ əŬɘ ɜŬ ɓɞɖɗɐůŮɘ 

ůŰɖ ɚɨůɖ ˊɟɞɓɚɖɛɎŰɤɜ ůŰŬŰɘəɐɠ. ɆŮ ůŰɞɘɢŮɘɩŭŮɠ ŮˊɑˊŮŭɞ ŮűŬɟɛɧɕŮŰŬɘ ůŰɘɠ Ŭˊɚɏɠ ɛɖɢŬɜɏɠ ɧˊɤɠ ŰɟɞɢŬɚɑŮɠ, 

ɛɞɢɚɞɨɠ ə.ɚˊ. 

ɆŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ, ɏɔɘɜŮ ɖ ˊɟɞůˊɎɗŮɘŬ ɜŬ ŬɜŬɢɗɞɨɜ ŰŬ ˊɟɞɓɚɐɛŬŰŬ Űɖɠ ȹɡɜŬɛɘəɐɠ ůŮ ˊɟɞɓɚɐɛŬŰŬ ɆŰŬŰɘəɐɠ 

əŬɘ ɜŬ ɔŮɜɘəŮɡŰŮɑ ɖ ȷɟɢɐ Űɤɜ ȹɡɜŬŰɩɜ ɏɟɔɤɜ əŬɘ ɔɘŬ Űɖ ȹɡɜŬɛɘəɐ. Ƀ ɗŮɛŮɚɘɩŭɖɠ ɜɧɛɞɠ Űɖɠ ȹɡɜŬɛɘəɐɠ ɔɘŬ 

əɎɗŮ ɡɚɘəɧ ůɖɛŮɑɞ Ůɜɧɠ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ɔɟɎűŮŰŬɘ 
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ȷˊɧ ŬɡŰɐ Űɖ ůɢɏůɖ əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɖ ůɢɏůɖ 

 

 =0  1,2,...,i iF p i N- = . (2.9) 

 

Ƀ ɧɟɞɠ  ɚɏɔŮŰŬɘ ŬɜŰɑůŰɟɞűɖ ŮɜŮɟɔɧɠ ŭɨɜŬɛɖ (reversed effective force) ɐ ŬŭɟŬɜŮɘŬəɐ ŭɨɜŬɛɖ ɐ 

ŭɨɜŬɛɖ dô Alembert. ȼ Ⱥɝ. (2.9) ɛŬɠ ɚɏŮɘ ɧŰɘ ɔɘŬ ɏɜŬ ůɨůŰɖɛŬ ɡɚɘəɩɜ ůɖɛŮɑɤɜ ˊɞɡ, ɔŮɜɘəɩɠ, ŭŮɜ ɓɟɑůəŮŰŬɘ ůŮ 

ɘůɞɟɟɞˊɑŬ, əɎɗŮ ůŰɘɔɛɐ Űɞ ŭɘŬɜɡůɛŬŰɘəɧ ɎɗɟɞɘůɛŬ Űɤɜ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɩɜ ŭɡɜɎɛŮɤɜ əŬɘ Űɤɜ ŬɜŰɑůŰɟɞűɤɜ ŮɜŮɟɔɩɜ 

ŭɡɜɎɛŮɤɜ, ůŮ əɎɗŮ ɏɜŬ ůɖɛŮɑɞ, ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ, ŭɖɚŬŭɐ ŬɡŰɏɠ ɞɘ ŭɡɜɎɛŮɘɠ ɘůɞɟɟɞˊɞɨɜ. ȷɜ űŬɜŰŬůŰɞɨɛŮ ŭɡɜŬŰɏɠ 

ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɘɠ (ɞ ɢɟɧɜɞɠ ˊŬɔɩɜŮɘ), Ŭˊɧ Űɖɜ Ⱥɝ. (2.9) ɓɟɑůəɞɡɛŮ 

 

 . (2.10) 

 

ɆŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ əɎɜɞɡɛŮ Űɖɜ ŬɜɎɚɡůɖ Űɤɜ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɩɜ ŭɡɜɎɛŮɤɜ, ɧˊɤɠ əŬɘ ůŰŬ ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜŬ. 

ɈˊɞɗɏŰɞɡɛŮ ɧŰɘ ɏɢɞɡɛŮ ɘŭŬɜɘəɞɨɠ ŭŮůɛɞɨɠ əŬɘ əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɖ ůɢɏůɖ ( )a
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F p r
=

- Ö =ä . ũɘŬ ŮɡəɞɚɑŬ 

ŬɚɚɎɕɞɡɛŮ ůɡɛɓɞɚɘůɛɧ, ŭɖɚŬŭɐ ˊŬɟŬɚŮɑˊɞɡɛŮ Űɞɜ ŭŮɑəŰɖ a ůŰɖɜ ŮɜŮɟɔɖŰɘəɐ ŭɨɜŬɛɖ əŬɘ ɔɟɎűɞɡɛŮ ŬɜŰɑ aiF  

Ŭˊɚɩɠ iF. ȰŰůɘ, ɏɢɞɡɛŮ 
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ȰɢɞɡɛŮ ůŰɖ ɆŰŬŰɘəɐ əŬɘ ůŰɖ ȹɡɜŬɛɘəɐ, ɧŰɘ Űɞ ŭɡɜŬŰɧ ɏɟɔɞ ŭW  ɧɚɤɜ Űɤɜ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɩɜ ŭɡɜɎɛŮɤɜ ůŰɞ 

ůɨůŰɖɛŬ, ŮɑɜŬɘ Űɞ ɎɗɟɞɘůɛŬ Űɤɜ ɏɟɔɤɜ Űɤɜ ŮɜŮɟɔɖŰɘəɩɜ (ŬůəɞɨɛŮɜɤɜ) ŭɡɜɎɛŮɤɜ əŬɘ Űɤɜ ŭɡɜɎɛŮɤɜ Űɤɜ 

ŭŮůɛɩɜ. Ⱥűɧůɞɜ ɞɘ ŭŮůɛɞɑ ŮɑɜŬɘ ɘŭŬɜɘəɞɑ, Űɞ ŭɡɜŬŰɧ ɏɟɔɞ Űɞɡɠ ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ, ɞˊɧŰŮ Űɞ ůɡɜɞɚɘəɧ ŭɡɜŬŰɧ ɏɟɔɞ 

a 0iF =

ip-

ŭ ŭ 0i i i iF r p rÖ - Ö =
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ɧɚɤɜ Űɤɜ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɩɜ ŭɡɜɎɛŮɤɜ ůŰɞ ůɨůŰɖɛŬ, ɘůɞɨŰŬɘ ɛŮ Űɞ ɏɟɔɞ (ɛɧɜɞɜ) ɧɚɤɜ Űɤɜ ŮɜŮɟɔɖŰɘəɩɜ ŭɡɜɎɛŮɤɜ. 

ȰŰůɘ əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɖ ůɢɏůɖ 
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N
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i

W F r
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(2.12) 

ȼ ůɢɏůɖ (2.11) ŮɑɜŬɘ ɖ ȷɟɢɐ (Űɞɡ) dô Alembert, ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ɔŮɜɑəŮɡůɖ Űɖɠ ȷɟɢɐɠ Űɤɜ ȹɡɜŬŰɩɜ Ȱɟɔɤɜ, 

Ⱥɝ. (2.7). ɄɟɞűŬɜɩɠ ɖ ȷɟɢɐ dô Alembert ɘůɢɨŮɘ əŬɘ ɧŰŬɜ ŭŮɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ŭŮůɛɞɑ. 

ɆɖɛŮɘɩɜɞɡɛŮ, ɧˊɤɠ əŬɘ ˊɟɘɜ, ɧŰɘ Ŭˊɧ Űɖɜ Ⱥɝ. (2.11) ŭŮɜ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ůɡɛˊŮɟɎɜɞɡɛŮ ɧŰɘ 

 

 

 

ŭɘɧŰɘ ɧŰŬɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ŭŮůɛɞɑ, ŰŬ  ŭŮɜ ɛˊɞɟŮɑ Űɞ əŬɗɏɜŬ ɜŬ ɚɖűɗŮɑ ŬɡɗŬɑɟŮŰŬ ůŮ ůɢɏůɖ ɛŮ ŰŬ ɎɚɚŬ, 

ŭɘɧŰɘ ŬɚɚɖɚɞŮɝŬɟŰɩɜŰŬɘ, ɧˊɤɠ ŮɑˊŬɛŮ ˊɟɞɖɔɞɡɛɏɜɤɠ. 

2.2 ūɞɟɛŬɚɘůɛɧɠ ɢɤɟɑɠ ŭŮůɛɞɨɠ 

ɆŮ ŬɡŰɐ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ŭŮɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ŭɡɜɎɛŮɘɠ ŭŮůɛɩɜ (ŭɖɚŬŭɐ ˊŬɗɖŰɘəɏɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ), ɡˊɎɟɢɞɡɜ ɛɧɜɞ 

ŬůəɞɨɛŮɜŮɠ (ŭɖɚŬŭɐ ŮɜŮɟɔɖŰɘəɏɠ) ŭɡɜɎɛŮɘɠ əŬɘ ɛˊɞɟŮɑ əɎˊɞɘɞɠ ɜŬ ˊɟɞɢɤɟɐůŮɘ ɢɤɟɑɠ ɢɟɐůɖ Űɖɠ Ŭɟɢɐɠ dô 

Alembert, ɧɛɤɠ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɝŮəɘɜɐůŮɘ əŬɘ ɛŮ Űɖ ɢɟɐůɖ Űɖɠ ɖ ɞˊɞɑŬ ɘůɢɨŮɘ əŬŰɎ ŰŮŰɟɘɛɛɏɜɞ Űɟɧˊɞ əŬɘ ɧŰŬɜ ŭŮɜ 

ɡˊɎɟɢɞɡɜ ŭŮůɛɞɑ.  

ȰůŰɤ ɧŰɘ ɏɢɞɡɛŮ ɏɜŬ ůɨůŰɖɛŬ ůɤɛŬŰɑɤɜ ˊɞɡ ˊŮɟɘɔɟɎűŮŰŬɘ ɛŮ əŬɟŰŮůɘŬɜɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ. ɇɞ ůɨůŰɖɛŬ 

ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ˊŮɟɘɔɟŬűŮɑ əŬɘ ɛŮ ɎɚɚŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ. ɀŮ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ Űɤɜ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ Ŭˊɧ əŬɟŰŮůɘŬɜɏɠ 

ůŮ ɞˊɞɘŮůŭɐˊɞŰŮ ɎɚɚŮɠ (ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ) ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ, əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ (Űɞɡ) Lagrange ˊɞɡ ɏɢɞɡɜ 

ɑŭɘŬ ɛɞɟűɐ, ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŬ Ŭˊɧ Űɞ ˊɞɘŮɠ ŮɑɜŬɘ ɞɘ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ. Ƀɘ ɚɨůŮɘɠ ŬɡŰɩɜ Űɤɜ ŮɝɘůɩůŮɤɜ 

Lagrange ˊŮɟɘɔɟɎűɞɡɜ Űɖɜ əɑɜɖůɖ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ůŰɘɠ ɜɏŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ. Ƀ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ Űɤɜ ɚɨůŮɤɜ 

ůŰɘɠ əŬɟŰŮůɘŬɜɏɠ ɞŭɖɔŮɑ ůŰɘɠ ɚɨůŮɘɠ ůŰɘɠ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ. Ƀɘ ŬůəɞɨɛŮɜŮɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ 

ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɑɕɞɜŰŬɘ ůŮ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ (ůɡɜɘůŰɩůŮɠ) ŭɡɜɎɛŮɘɠ ˊɞɡ əɎɗŮ ɛɘŬ ůɢŮŰɑɕŮŰŬɘ ɛŮ ɛɘŬ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜɖ 

ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɖ əŬɘ ɚɏɔŮŰŬɘ ůɡɜɘůŰɩůŬ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜɖɠ ŭɨɜŬɛɖɠ Űɖɠ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜɖɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɖɠ. Ƀɘ ůɢɏůŮɘɠ 

ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ ˊɞɡ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɞɨɛŮ ŮɑɜŬɘ 

 

  (2.13) 

 

ȺɜɜɞŮɑŰŬɘ ɧŰɘ ɔɘŬ Űɖɜ ˊŮɟɘɞɢɐ ɘůɢɨɞɠ ŬɡŰɞɨ Űɞɡ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨ ˊɟɏˊŮɘ ɞɘ ůɢɏůŮɘɠ ŬɡŰɏɠ ɜŬ ɛˊɞɟɞɨɜ 

ɜŬ ŬɜŰɘůŰɟŬűɞɨɜ. ŪŬ ůəɘŬɔɟŬűɐůɞɡɛŮ Űɖ ɛɏɗɞŭɞ əŬɘ ŬűɐɜɞɡɛŮ ɤɠ Ɏůəɖůɖ Űɖɜ ŬˊɧŭŮɘɝɖ Űɤɜ ŬˊɞŰŮɚŮůɛɎŰɤɜ 

ˊɞɡ ŭɑɜɞɡɛŮ. ũɑɜŮŰŬɘ ɢɟɐůɖ Űɞɡ ɄŬɟŬɟŰɐɛŬŰɞɠ Ʉ3 ɔɘŬ Űɖɜ əɘɜɖŰɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ ůŮ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ, 

ɖ ɞˊɞɑŬ ŮɜɏɟɔŮɘŬ ůɖɛŮɘɩɜɞɡɛŮ ɧŰɘ ɡˊɞɚɞɔɑɕŮŰŬɘ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɞ ŬŭɟŬɜŮɘŬəɧ ůɨůŰɖɛŬ ŬɜŬűɞɟɎɠ. 

ɂŮəɘɜɞɨɛŮ Ŭˊɧ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ Űɞɡ ɁŮɨŰɤɜŬ (ůŰɞ ŬŭɟŬɜŮɘŬəɧ ůɨůŰɖɛŬ) ɛŮ Űɘɠ ŬɜɤŰɏɟɤ 

əŬɟŰŮůɘŬɜɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ 

 

 . (2.14) 

 

ɀŮŰɎ Ŭˊɧ ŮűŬɟɛɞɔɐ Űɤɜ ŬɜɤŰɏɟɤ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɩɜ əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɘɠ 
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ȷɡŰɏɠ ŮɑɜŬɘ ɞɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Euler-Lagrange. ɆŰɖ ɀɖɢŬɜɘəɐ əŬɘ ɔŮɜɘəɧŰŮɟŬ ůŰɖ ūɡůɘəɐ, ůɡɜɐɗɤɠ ɚɏɔɞɜŰŬɘ 
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Ŭˊɚɩɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Lagrange. ȼ əɘɜɖŰɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ ŮəűɟɎɕŮŰŬɘ ɤɠ ůɡɜɎɟŰɖůɖ Űɤɜ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜɤɜ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ, 

Űɤɜ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜɤɜ ŰŬɢɡŰɐŰɤɜ əŬɘ Űɞɡ ɢɟɧɜɞɡ, . 

ȼ ˊŬɟɎůŰŬůɖ ůŰɞ ŭŮɝɑ ɛɏɚɞɠ Űɤɜ Ⱥɝ. (2.15), ɞɟɑɕŮɘ Űɖɜ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜɖ ůɡɜɘůŰɩůŬ ŭɨɜŬɛɖɠ Űɖ ůɢŮŰɘəɐ ɛŮ 

Űɖ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɖ k, ŭɖɚŬŭɐ Űɖɜ kq , ˊɞɡ ˊŬɟɘůŰɎɜŮŰŬɘ ɛŮ , ŭɖɚŬŭɐ 

 

 . (2.16) 

 

ȳŰŬɜ ɧɚŮɠ ɞɘ ŭɡɜɎɛŮɘɠ ˊɟɞɏɟɢɞɜŰŬɘ Ŭˊɧ ɓŬɗɛɤŰɐ ŭɡɜŬɛɘəɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ , ŭɖɚŬŭɐ ɧŰŬɜ 

, ŰɧŰŮ ɏɢɞɡɛŮ ɔɘŬ Űɘɠ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ 
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ȼ ŰŮɚŮɡŰŬɑŬ ɏəűɟŬůɖ ŮɑɜŬɘ ɖ ɛŮɟɘəɐ ˊŬɟɎɔɤɔɞɠ Űɖɠ ůɡɜɎɟŰɖůɖɠ ɤɠ ˊɟɞɠ , ɧˊɞɡ , 

ŭɖɚŬŭɐ ŰŬ  ɏɢɞɡɜ ŬɜŰɘəŬŰŬůŰŬɗŮɑ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘ Űɤɜ . Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ 

 

  (2.18) 

 

Ⱥűɧůɞɜ Űɞ V ŭŮɜ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ Ŭˊɧ Űɘɠ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ, ɏɢɞɡɛŮ 

 

 . (2.19) 

 

ȼ ůɡɜɎɟŰɖůɖ (Űɞɡ) Lagrange, ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ (lagrangian), ɞɟɑɕŮŰŬɘ Ŭˊɧ Űɖ ůɢɏůɖ 

. ŪŬ ŭɞɨɛŮ ˊŬɟŬəɎŰɤ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɧˊɞɡ ɖ ŭɡɜŬɛɘəɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ ɏɢŮɘ ɛɘŬ 

Ůɘŭɘəɐ ɛɞɟűɐ ŮɝɎɟŰɖůɖɠ Ŭˊɧ Űɘɠ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ. ɇɧŰŮ ɖ ŭɡɜŬɛɘəɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ ŮɑɜŬɘ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ ( , , )U U q q t=  əŬɘ 

( , , ) ( , , ) ( , , )L q q t T q q t U q q t= - . ȼ ɛɞɟűɐ ( , , )U q q t  ˊŮɟɘɚŬɛɓɎɜŮɘ Űɖ ɛɞɟűɐ ( , )V q t  ɧŰŬɜ ŭŮɜ 

ɡˊŮɘůɏɟɢɞɜŰŬɘ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ.  

ȳŰŬɜ ɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ɡˊɞɚɞɔɑɕŮŰŬɘ ɛŮ Űɞɜ ˊŬɟŬˊɎɜɤ Űɟɧˊɞ, ůɡɜɐɗɤɠ, ɚɏɔŮŰŬɘ çűɡůɘɞɚɞɔɘəɐè 

ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ. ȷɡŰɧ ɏɢŮɘ Űɖ ůɖɛŬůɑŬ Űɞɡ ɔɘŬŰɑ ɗŬ ŭɞɨɛŮ ɧŰɘ ɔɘŬ ɏɜŬ ůɨůŰɖɛŬ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ˊɞɚɚɏɠ ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɏɠ 

ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɏɠ ɞɘ ɞˊɞɑŮɠ ŮɑɜŬɘ ɘůɞŭɨɜŬɛŮɠ Ŭűɞɨ ɞŭɖɔɞɨɜ ůŰɘɠ ɑŭɘŮɠ (ŰŮɚɘəɏɠ) ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ. ȼ ɎɛŮůɖ 

ŮɝɎɟŰɖůɖ ŬɡŰɐɠ Űɖɠ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐɠ Ŭˊɧ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɞűŮɑɚŮŰŬɘ ůŮ ŭŮůɛŮɡŰɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ ˊɞɡ ŮɝŬɟŰɩɜŰŬɘ 

Ŭˊɧ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ, ůŮ ŬɚɚŬɔɐ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ŬɜŬűɞɟɎɠ, ůŮ ɨˊŬɟɝɖ ŭɡɜɎɛŮɤɜ ˊɞɡ ŮɝŬɟŰɩɜŰŬɘ Ŭˊɧ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ. 

ɀŮ Űɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ, ɞɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ (2.19) ɔɑɜɞɜŰŬɘ 

 

 . (2.20) 

 

ȷɡŰɐ ŮɑɜŬɘ ɖ Ɏɚɚɖ ɛɞɟűɐ Űɤɜ ŮɝɘůɩůŮɤɜ Lagrange.  

Ʉɟɞɠ Űɘɛɐɜ Űɞɡ Lagrange, ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘŮɑŰŬɘ əŬɘ ɞ ɧɟɞɠ ȿŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ɀɖɢŬɜɘəɐ (Lagrangian 

Mechanics). Ƀ ɑŭɘɞɠ ɞ Lagrange ůŰɞ ˊɟɩŰɞ ůɢŮŰɘəɧ ůɨɔɔɟŬɛɛɎ Űɞɡ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘŮɑ Űɞɜ ɧɟɞ ȷɜŬɚɡŰɘəɐ 

ɀɖɢŬɜɘəɐ. 

ȺɑɜŬɘ ŮɡɜɧɖŰɞ ɧŰɘ ɞɘ (ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ) ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ ɔɘŬ ůɡɔəŮəɟɘɛɏɜɞ ɛɖɢŬɜɘəɧ ůɨůŰɖɛŬ, ˊɟɞəɨˊŰɞɡɜ 

Ŭˊɧ Űɘɠ ŬɜɤŰɏɟɤ ɔŮɜɘəɐɠ ɛɞɟűɐɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Lagrange, Ŭűɞɨ ŭɞɗŮɑ ɖ ůɡɔəŮəɟɘɛɏɜɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ɐ/əŬɘ ɞɘ 

ŮɜŮɟɔɖŰɘəɏɠ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ ůɡɜɘůŰɩůŮɠ ŭɨɜŬɛɖɠ, ɔɘŬ Űɞ ɛɖɢŬɜɘəɧ ůɨůŰɖɛŬ ˊɞɡ ŮɝŮŰɎɕŮŰŬɘ. ȹɖɚŬŭɐ ɞɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ 
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Űɞɡ Lagrange ŮɑɜŬɘ ɏɜŬ Ůɑŭɞɠ çůɡɜŰŬɔɐɠè ˊɞɡ ɞŭɖɔŮɑ ůŰɘɠ Ůɘŭɘəɏɠ (ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ) ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ ɔɘŬ əɎɗŮ 

ůɡɔəŮəɟɘɛɏɜɞ ɛɖɢŬɜɘəɧ ůɨůŰɖɛŬ. 

ȼ ŬɝɑŬ Űɖɠ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐɠ ŭɘŬŰɨˊɤůɖɠ Űɖɠ ɛɖɢŬɜɘəɐɠ ůɡɜɑůŰŬŰŬɘ ůŰɞ ɧŰɘ, ŮəŰɧɠ Űɤɜ Ɏɚɚɤɜ, ɖ ɛɞɟűɐ 

Űɤɜ ŮɝɘůɩůŮɤɜ Euler-Lagrange ŭŮɜ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ Ŭˊɧ Űɞ ˊɞɘŮɠ ŮɑɜŬɘ ɞɘ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ. ȼ ůɖɛŬůɑŬ 

ɧɛɤɠ ŬɡŰɐɠ Űɖɠ ŭɘŬŰɨˊɤůɖɠ ŮɑɜŬɘ ɛŮɔŬɚɨŰŮɟɖ ɧŰŬɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ɞɚɧɜɞɛɞɘ ŭŮůɛɞɑ, ŰɧŰŮ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ɏɢɞɡɛŮ Űɘɠ 

ŮɝɘůɩůŮɘɠ Lagrange əŬɘ Űɘɠ Ůɘŭɘəɏɠ ɔɘŬ Űɞ ůɨůŰɖɛŬ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ, ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ Űɤɜ ŭɡɜɎɛŮɤɜ Űɤɜ ŭŮůɛɩɜ, 

ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ Űɤɜ ŭŮůɛɩɜ.  

ȷɜŬűɏɟɞɡɛŮ Ůŭɩ ɧŰɘ, ůŰŬ ˊɚŬɑůɘŬ Űɖɠ ȾɚŬůɘəɐɠ ɀɖɢŬɜɘəɐɠ, ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ɓɟɞɨɛŮ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɏɠ ɛŮ Űɖ 

ůɡɜŰŬɔɐ Űɖɠ űɡůɘɞɚɞɔɘəɐɠ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐɠ, L T U= -, ɔɘŬ Űɘɠ ůɡɜɐɗŮɘɠ ɓŬůɘəɏɠ ɛŬəɟɞůəɞˊɘəɏɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ Űɞɡ 

ɖɚŮəŰɟɞɛŬɔɜɖŰɘůɛɞɨ əŬɘ Űɖɠ (ɜŮɡŰɩɜŮɘŬɠ) ɓŬɟɨŰɖŰŬɠ. ȷɡŰɧ ɔɑɜŮŰŬɘ ŭɘɧŰɘ ŬɡŰɏɠ ɞɘ ŭɡɜɎɛŮɘɠ ɛˊɞɟɞɨɜ ɜŬ 

ˊɟɞəɨɣɞɡɜ ɛŮ ɔɜɤůŰɧ Űɟɧˊɞ, Ŭˊɧ ŭɡɜŬɛɘəɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ ( , , )U q q t .  

ȷɡŰɧ ŭŮɜ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɔɑɜŮɘ ɔɘŬ ɧɚŮɠ Űɘɠ ˊŮɟɘˊŰɩůŮɘɠ ɛɖ ɓŬůɘəɩɜ ɛŬəɟɞůəɞˊɘəɩɜ ŭɡɜɎɛŮɤɜ, ɧˊɤɠ ɔɘŬ 

ˊŬɟɎŭŮɘɔɛŬ ŮɑɜŬɘ ɞɘ Űɟɘɓɏɠ. ȳɛɤɠ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŭŮɘɢŰŮɑ ɧŰɘ ɡˊɧ ɞɟɘůɛɏɜŮɠ ˊɟɞɦˊɞɗɏůŮɘɠ , ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ɓɟɞɨɛŮ 

ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɏɠ əŬɘ ɔɘŬ ůɡůŰɐɛŬŰŬ ůŰŬ ɞˊɞɑŬ ŭŮɜ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŮűŬɟɛɞůŰŮɑ ɖ ˊŬɟŬˊɎɜɤ ůɡɜŰŬɔɐ L T U= -. 

ȷəɧɛɖ əŬɘ ůŮ ŬɡŰɐ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɞɘ (Ůɘŭɘəɏɠ) ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ˊɟɞəɨɣɞɡɜ Ŭˊɧ 

Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Lagrange. ŪŬ ŭɞɨɛŮ ˊŮɟɘůůɧŰŮɟŮɠ ɚŮˊŰɞɛɏɟŮɘŮɠ ˊŬɟŬəɎŰɤ. 

ɆɖɛŮɘɩɜɞɡɛŮ Űɞ Ůɝɐɠ: ȰůŰɤ ɧŰɘ ɔɘŬ əɎˊɞɘŮɠ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ɘůɢɨɞɡɜ ɞɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Lagrange, 

ůŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ Ŭɜ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɖɗŮɑ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ ɛŮŰŬɝɨ ŬɡŰɩɜ Űɤɜ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ əŬɘ ɜɏɤɜ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜɤɜ 

ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ, ɧˊɞɡ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŮɘůɏɟɢŮŰŬɘ əŬɘ ɞ ɢɟɧɜɞɠ, ŰɧŰŮ ɘůɢɨɞɡɜ ɞɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Lagrange əŬɘ ůŰɞ ɜɏɞ 

ůɨůŰɖɛŬ ɧˊɞɡ ɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ɏɢŮɘ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůŰŮɑ ůɨɛűɤɜŬ ɛŮ ŬɡŰɧ Űɞɜ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ. 

ɄɟɏˊŮɘ ɜŬ ˊɞɨɛŮ ɧŰɘ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ŬɜɎɔəɖ ɜŬ ɝŮəɘɜɎ əɎˊɞɘɞɠ Ŭˊɧ əŬɟŰŮůɘŬɜɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ, ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ 

ɝŮəɘɜɐůŮɘ Ŭˊɧ ɞˊɞɘŮůŭɐˊɞŰŮ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ əŬɘ ɛŮ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ ɗŬ əŬŰŬɚɐɝŮɘ ˊɎɚɘ ůŮ 

ŮɝɘůɩůŮɘɠ Lagrange ůŰɘɠ çɜɏŮɠè ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ. ȷɡŰɧ ŮɑɜŬɘ ŬɜŬɛŮɜɧɛŮɜɞ Ŭűɞɨ ɞɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Lagrange ɏɢɞɡɜ 

Űɖɜ ɑŭɘŬ ɛɞɟűɐ ɔɘŬ əɎɗŮ ůɨɜɞɚɞ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ. 

ȺɑɜŬɘ ůɖɛŬɜŰɘəɧ ɜŬ ŰɞɜɑůɞɡɛŮ ŰŬ ˊŬɟŬəɎŰɤ ˊɞɡ ůɢŮŰɑɕɞɜŰŬɘ ɛŮ ŬɡŰɎ ŰŬ ŰŮɚŮɡŰŬɑŬ. ȷɜ ɝɏɟɞɡɛŮ Űɖ 

ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ŮəűɟŬůɛɏɜɖ ɤɠ ˊɟɞɠ əɎˊɞɘɞ ŬŭɟŬɜŮɘŬəɧ ůɨůŰɖɛŬ ŬɜŬűɞɟɎɠ, ŰɧŰŮ Ŭɜ ŮűŬɟɛɧůɞɡɛŮ 

ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ ˊɞɡ ɞŭɖɔŮɑ ůŮ Ɏɚɚɞ ůɨůŰɖɛŬ ŬɜŬűɞɟɎɠ əɘɜɞɨɛŮɜɞ əŬŰɎ ɞˊɞɘɞɜŭɐˊɞŰŮ Űɟɧˊɞ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɞ 

ˊɟɩŰɞ, ŰɧŰŮ ɖ ˊɟɞəɨˊŰɞɡůŬ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ŮɑɜŬɘ ůɤůŰɐ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ əŬɘ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɞ ɜɏɞ ůɨůŰɖɛŬ, ́ ɞɡ ɛˊɞɟŮɑ 

ɜŬ ɛɖɜ ŮɑɜŬɘ ŬŭɟŬɜŮɘŬəɧ. ɇɏŰɞɘɞɘ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɑ ɏɢɞɡɜ ɎɛŮůɖ ŮɝɎɟŰɖůɖ Ŭˊɧ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ. 

ȷɡŰɧ ŭŮɜ ɘůɢɨŮɘ, ɔŮɜɘəɩɠ, ɔɘŬ ɎɚɚŬ ɛŮɔɏɗɖ. ȰɜŬ ɢŬɟŬəŰɖɟɘůŰɘəɧ ˊŬɟɎŭŮɘɔɛŬ ŮɑɜŬɘ ɖ əɘɜɖŰɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ. 

ȼ əɘɜɖŰɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ ɤɠ ˊɟɞɠ ůɨůŰɖɛŬ ŬɜŬűɞɟɎɠ ůɢŮŰɑɕŮŰŬɘ ɛŮ Űɘɠ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ ɤɠ ˊɟɞɠ ŬɡŰɧ Űɞ ůɨůŰɖɛŬ 

ŬɜŬűɞɟɎɠ. ȷɡŰɧ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ Ŭɜ ɝŮəɘɜɐůɞɡɛŮ ɛŮ Űɖɜ əɘɜɖŰɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ ɤɠ ˊɟɞɠ əɎˊɞɘɞ ŬŭɟŬɜŮɘŬəɧ ůɨůŰɖɛŬ 

əŬɘ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɑůɞɡɛŮ Űɘɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ɏŰůɘ ˊɞɡ ɜŬ ˊɎɛŮ ůŮ əɘɜɞɨɛŮɜɞ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɞ ˊɟɩŰɞ ůɨůŰɖɛŬ ŬɜŬűɞɟɎɠ, 

ŰɧŰŮ ɗŬ ɏɢɞɡɛŮ Űɖɜ əɘɜɖŰɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɞ Ŭɟɢɘəɧ ůɨůŰɖɛŬ ŬɜŬűɞɟɎɠ ŮəűɟŬůɛɏɜɖ ɛŮ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ 

Űɞɡ əɘɜɞɨɛŮɜɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ŬɜŬűɞɟɎɠ. ȼ əɘɜɖŰɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɞ əɘɜɞɨɛŮɜɞ ůɨůŰɖɛŬ ˊŮɟɘɚŬɛɓɎɜŮɘ Űɘɠ 

çůɢŮŰɘəɏɠè ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ ɤɠ ˊɟɞɠ ŬɡŰɧ əŬɘ ŮɑɜŬɘ ŮɜŰŮɚɩɠ Ɏɚɚɖ ɏəűɟŬůɖ Ŭˊɧ ŬɡŰɐ ˊɞɡ ˊɟɞɏəɡɣŮ ɛŮ Űɞɜ ŬɜɤŰɏɟɤ 

ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ŬɜŬűɞɟɎɠ. 

ȼ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ɢŬɟŬəŰɖɟɑɕŮɘ Űɞ ɛɖɢŬɜɘəɧ ůɨůŰɖɛŬ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŬ Ŭˊɧ Űɞ ůɨůŰɖɛŬ ŬɜŬűɞɟɎɠ. ȼ ɛɞɟűɐ 

Űɖɠ ɔŮɜɘəɩɠ ŬɚɚɎɕŮɘ ɛŮ Űɞɡɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨɠ ůɖɛŮɑɞɡ ůŮ ůɢɏůɖ ɛŮ Űɖ ɛɞɟűɐ ůŰɞ Ŭɟɢɘəɧ, ŬɚɚɎ ŮɝŬəɞɚɞɡɗŮɑ 

ɜŬ ŮɑɜŬɘ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ əŬɘ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɞ ɜɏɞ əɘɜɞɨɛŮɜɞ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɞ ˊɟɩŰɞ ůɡůŰɐɛŬŰŬ ŬɜŬűɞɟɎɠ. 

ȺɑɜŬɘ ɢɟɐůɘɛɞ ɜŬ əɎɜɞɡɛŮ əɎˊɞɘŬ ůɢɧɚɘŬ ɔɘŬ Űɘɠ ŭɘɎűɞɟŮɠ ˊŬɟŬɔɩɔɞɡɠ əŬɘ ŰŬ ůɨɛɓɞɚɎ Űɞɡɠ. ȰůŰɤ ɧŰɘ 

ɏɢɞɡɛŮ ɛɘŬ ůɡɜɎɟŰɖůɖ Űɤɜ , ,q q t  (ŭɡɜŬɛɘəɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ), ŭɖɚŬŭɐ ( , , )f f q q t= . ȳŰɘ ɏɢɞɡɛŮ ɎɛŮůɖ ŮɝɎɟŰɖůɖ 

Ŭˊɧ ŰŬ , ,q q t, ɞɟɑůɛŬŰŬ Űɖɠ f . ȺɜɜɞŮɑŰŬɘ ɧŰɘ ( ), ( )q q t q q t= = , ŬɚɚɎ ŭŮɜ ɛŬɠ ŮɑɜŬɘ ɔɜɤůŰɏɠ Ůə Űɤɜ ˊɟɞŰɏɟɤɜ 

ɞɘ ŰŮɚŮɡŰŬɑŮɠ. ȰɢɞɡɛŮ ŰŬ Ůɝɐɠ Ůɑŭɖ ˊŬɟŬɔɩɔɤɜ: 
r

f

q

µ

µ
, ɧˊɞɡ ŮɜɜɞŮɑŰŬɘ ɧŰɘ ɧɚŬ ŰŬ (ɎɚɚŬ) ɞɟɑůɛŬŰŬ Űɖɠ f  ŮɑɜŬɘ 

ůŰŬɗŮɟɎ, ŮəŰɧɠ Űɞɡ rq . 
r

f

q

µ

µ
 ɧˊɞɡ ɧɚŬ ŰŬ ɞɟɑůɛŬŰŬ Űɖɠ f  ŮɑɜŬɘ ůŰŬɗŮɟɎ ŮəŰɧɠ Űɞɡ rq . 

f

t

µ

µ
 ɧˊɞɡ ɧɚŬ ŰŬ 

ɞɟɑůɛŬŰŬ Űɖɠ f  ŮɑɜŬɘ ůŰŬɗŮɟɎ ŮəŰɧɠ Űɞɡ t . ȼ ŮɝɎɟŰɖůɖ Ŭˊɧ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ ŮɑɜŬɘ ɎɛŮůɖ əŬɘ ɢŬɟŬəŰɖɟɑɕŮŰŬɘ Ŭˊɧ 

Űɖɜ ŰŮɚŮɡŰŬɑŬ ɛŮɟɘəɐ ˊŬɟɎɔɤɔɞ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ, əŬɘ ɏɛɛŮůɖ, ŮɝŬɟŰɩɛŮɜɖ Ŭˊɧ ŰŬ ( ), ( )q q t q q t= = . ȷɡŰɎ 

ůɖɛŬɑɜɞɡɜ ɧŰɘ ɞɚɘəɐ ˊŬɟɎɔɤɔɞɠ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ ŮɑɜŬɘ, 
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ȷɝɑɕŮɘ ɜŬ ŰɞɜɑůɞɡɛŮ ɧŰɘ ɖ çůɡɜŰŬɔɐè L T U= - , ɧŰŬɜ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɖɗŮɑ, ɔɑɜŮŰŬɘ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŬ 

Ŭˊɧ Űɞ Ŭɜ Űɞ ůɨůŰɖɛŬ ˊŮɟɘɔɟŬűɐɠ ŮɑɜŬɘ ŬŭɟŬɜŮɘŬəɧ ɐ ɧɢɘ. ȳɛɤɠ ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ɝɏɟɞɡɛŮ ˊɩɠ ɜŬ ɡˊɞɚɞɔɑůɞɡɛŮ Űɞ 

U  əŬɘ Űɞ T ůŰɞ ɛɖ ŬŭɟŬɜŮɘŬəɧ ůɨůŰɖɛŬ. ŪɡɛɖɗŮɑŰŮ ɧŰɘ ůŮ ɛɖ ŬŭɟŬɜŮɘŬəɎ ůɡůŰɐɛŬŰŬ ɡˊŮɘůɏɟɢɞɜŰŬɘ əŬɘ ɞɘ 

ɚŮɔɧɛŮɜŮɠ ɣŮɡŭɞŭɡɜɎɛŮɘɠ ɐ ŬŭɟŬɜŮɘŬəɏɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ. 

ȺˊŮɘŭɐ Űɞ ɛɏɔŮɗɞɠ U  ŮɑɜŬɘ ůɡɜɐɗɤɠ ɔɜɤůŰɧ ůŮ ŬŭɟŬɜŮɘŬəɎ ůɡůŰɐɛŬŰŬ, ˊɟɞŰɘɛɞɨɛŮ ˊɟɩŰŬ ɜŬ ɔɟɎűɞɡɛŮ 

Űɖɜ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ůŮ ŬŭɟŬɜŮɘŬəɧ ůɨůŰɖɛŬ (Űɘɠ ˊɘɞ ˊɞɚɚɏɠ ůŰɖ ɛɞɟűɐ ( , )V q t ) əŬɘ ɛŮŰɎ ɛŮ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ 

ɜŬ Űɖ ɓɟɑůəɞɡɛŮ ɔɘŬ ɞˊɞɘɞŭɐˊɞŰŮ ůɨůŰɖɛŬ, ŬŭɟŬɜŮɘŬəɧ ɐ ɧɢɘ. Ʉɞɚɚɏɠ űɞɟɏɠ ɝŮəɘɜɞɨɛŮ əŬɘ ɛŮ əŬɟŰŮůɘŬɜɏɠ 

ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ, ˊŬɟɧɚɞ ˊɞɡ ɞɨŰŮ ŬɡŰɧ ŮɑɜŬɘ ŬˊŬɟŬɑŰɖŰɞ.ɇɏɚɞɠ, ůɖɛŮɘɩɜɞɡɛŮ ɧŰɘ, Ŭɜ ɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ 

ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ˊɞɚɚŬˊɚŬůɘŬůŰŮɑ Ůˊɑ ůŰŬɗŮɟɎ, ɞɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ ɛɏɜɞɡɜ ɑŭɘŮɠ, ŮɑɜŬɘ ŬɜŬɚɚɞɑɤŰŮɠ. ȷɡŰɧ 

ŭŮɑɢɜŮŰŬɘ ŮɨəɞɚŬ ɛŮ Ŭˊɚɐ ŬɜŰɘəŬŰɎůŰŬůɖ Űɖɠ LɛŮ ůŰŬɗL C L³ = ³ ůŰɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Lagrange. 

2.3 ūɞɟɛŬɚɘůɛɧɠ ɛŮ ŭŮůɛɞɨɠ 

ȷɡŰɧɠ ɞ űɞɟɛŬɚɘůɛɧɠ ˊŮɟɘɚŬɛɓɎɜŮɘ ɤɠ Ůɘŭɘəɐ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɧˊɞɡ ŭŮɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ŭŮůɛɞɑ. 

2.3.1 ȹɡɜɎɛŮɘɠ ŭŮůɛɩɜ 

ȳˊɤɠ ŮɑˊŬɛŮ, ɞɘ ŭŮůɛɞɑ Ŭůəɞɨɜ ŭɡɜɎɛŮɘɠ əŬɘ ˊŮɟɘɞɟɑɕɞɡɜ Űɖɜ əɑɜɖůɖ ɛɖɢŬɜɘəɞɨ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ. Ƀɘ ŭɡɜɎɛŮɘɠ 

ŬɡŰɏɠ Űɤɜ ŭŮůɛɩɜ, ŭŮɜ ɏɢɞɡɜ ɔɜɤůŰɐ ɎɛŮůɖ ŮɝɎɟŰɖůɖ Ŭˊɧ Űɖ ɗɏůɖ, Űɘɠ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ əŬɘ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ, Ůɜɩ ŬɡŰɧ 

ɘůɢɨŮɘ ɔɘŬ Űɘɠ ŮɜŮɟɔɖŰɘəɏɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ, ɞɘ ɞˊɞɑŮɠ ŮɑɜŬɘ ɔɜɤůŰɏɠ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ Űɖɠ ɔŮɜɘəɐɠ ɛɞɟűɐɠ, ( , , )i iF F r r t= . 

ŪŬ ŭɞɨɛŮ ɧŰɘ Ŭˊɧ Űɘɠ ůɢɏůŮɘɠ Űɤɜ ŭŮůɛɩɜ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ɏɢɞɡɛŮ ɛɘŬ ɛŮɟɘəɐ ɔɜɩůɖ ɔɘŬ Űɘɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ Űɤɜ ŭŮůɛɩɜ. 

Ƀ ˊɚɐɟɖɠ ˊɟɞůŭɘɞɟɘůɛɧɠ Űɞɡɠ ɢɟŮɘɎɕŮŰŬɘ Űɖ ɚɨůɖ Űɞɡ ˊɟɞɓɚɐɛŬŰɞɠ ɔɘŬ Űɞ ɛɖɢŬɜɘəɧ ůɨůŰɖɛŬ ˊɞɡ ŮɝŮŰɎɕɞɡɛŮ. 

ũɘŬ ɜŬ əŬŰŬɜɞɐůɞɡɛŮ Űɖ ŭɘŬűɞɟɎ ŬɜŬűɏɟɞɡɛŮ ɧŰɘ Ŭɜ ɔɘŬ əɎˊɞɘŬ ɢɟɞɜɘəɐ ůŰɘɔɛɐ ŭɞɗɞɨɜ ɞɘ ɗɏůŮɘɠ, ɞɘ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ 

əŬɘ ɞ ɢɟɧɜɞɠ, ŰɧŰŮ ɞɘ ŮɜŮɟɔɖŰɘəɏɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ ŮɑɜŬɘ ˊɚɐɟɤɠ əŬɗɞɟɘůɛɏɜŮɠ ŬɡŰɐ Űɖ ůŰɘɔɛɐ, ɔɘŬ Űɞɜ ˊɟɞůŭɘɞɟɘůɛɧ 

Űɞɡɠ ŭŮ ɢɟŮɘɎɕŮŰŬɘ ɜŬ ɓɟŮɗŮɑ ůɡɔəŮəɟɘɛɏɜɖ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐ əɑɜɖůɖ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ. ȳɛɤɠ, ɔɘŬ əɎˊɞɘɞ ůɨůŰɖɛŬ 

ɡɚɘəɩɜ ůɖɛŮɑɤɜ ɧˊɞɡ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ŭŮůɛɞɑ, ŬɡŰɧ ŭŮɜ ɘůɢɨŮɘ ɔɘŬ Űɘɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ Űɤɜ ŭŮůɛɩɜ. ȹɖɚŬŭɐ ɔɘŬ Űɘɠ ɑŭɘŮɠ 

ɗɏůŮɘɠ, ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ əŬɘ ɢɟɧɜɞ ɞɘ ŭɡɜɎɛŮɘɠ Űɤɜ ŭŮůɛɩɜ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɏɠ. ŪɡɛɖɗŮɑŰŮ ɧŰɘ ɛˊɞɟŮɑ ůŰɞ 

ɑŭɘɞ ůɨůŰɖɛŬ ůɤɛŬŰɑɤɜ ɞɘ ŭŮůɛɞɑ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ɑŭɘɞɘ, ŬɚɚɎ ɞɘ ŮɜŮɟɔɖŰɘəɏɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɏɠ, əŬɘ 

Ůˊɞɛɏɜɤɠ, Ŭəɧɛɖ əŬɘ ɔɘŬ ɑŭɘŮɠ Ŭɟɢɘəɏɠ ůɡɜɗɐəŮɠ, ɞɘ əɘɜɐůŮɘɠ ŮɑɜŬɘ ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɏɠ, ˊɟɎɔɛŬ ˊɞɡ ŮˊɖɟŮɎɕŮɘ Űɘɠ 

ŭɡɜɎɛŮɘɠ ŭŮůɛɩɜ əɎɗŮ ɢɟɞɜɘəɐ ůŰɘɔɛɐ. ɃűŮɑɚɞɡɛŮ ɜŬ ŰɞɜɑůɞɡɛŮ ɧŰɘ ɞɘ ŭɡɜɎɛŮɘɠ Űɤɜ ŭŮůɛɩɜ, ůŮ ŬɜŰɑɗŮůɖ ɛŮ 

Űɘɠ ŮɜŮɟɔɖŰɘəɏɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ, ɛɖŭŮɜɑɕɞɜŰŬɘ ɧŰŬɜ ŭŮɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ŭŮůɛɞɑ. Ⱥˊɑůɖɠ, ɞɘ ɗɏůŮɘɠ əŬɘ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ ˊɞɡ 

ɡˊɎɟɢɞɡɜ ůŰɘɠ ůɢɏůŮɘɠ ˊɞɡ ŭɑɜɞɡɜ Űɘɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ ŭŮůɛɩɜ, ŮɑɜŬɘ ŰɏŰɞɘŮɠ ˊɞɡ ɜŬ ˊɚɖɟɞɨɜ Űɘɠ ůɢɏůŮɘɠ Űɤɜ ŭŮůɛɩɜ, 

ŭɖɚŬŭɐ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ Űɧůɞ ŬɡɗŬɑɟŮŰŮɠ ɧˊɤɠ ŮɑɜŬɘ ůŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ Űɤɜ ŮɜŮɟɔɖŰɘəɩɜ ŭɡɜɎɛŮɤɜ. ŪŬ ɝŮəɘɜɐůɞɡɛŮ ɛŮ 

əŬɟŰŮůɘŬɜɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ. ȷɠ ɡˊɞɗɏůɞɡɛŮ ɧŰɘ ɏɢɞɡɛŮ ůɨůŰɖɛŬ Ɂ ůɤɛŬŰɑɤɜ ˊɞɡ ˊŮɟɘɔɟɎűɞɜŰŬɘ ɛŮ Ɂ 

ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ ɗɏůɖɠ . ɈˊɞɗɏŰɞɡɛŮ ɧŰɘ ɡˊɎɟɢɞɡɜ K¡ ɞɚɧɜɞɛɞɘ əŬɘ K  ɛɖ ɞɚɧɜɞɛɞɘ ŭŮůɛɞɑ. Ƀɘ 

ŭŮůɛŮɡŰɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ ŮɑɜŬɘ K K¡+  Űɞ ˊɚɐɗɞɠ, ɘůɢɨŮɘ 3K K N¡+ < . ɇɘɠ əŬŰŬŰɎůůɞɡɛŮ ɏŰůɘ ˊɞɡ ɞɘ ˊɟɩŰŮɠ K  

ɜŬ ŮɑɜŬɘ ŬɡŰɏɠ Űɤɜ ɛɖ ɞɚɧɜɞɛɤɜ ŭŮůɛɩɜ əŬɘ ɞɘ ɡˊɧɚɞɘˊŮɠ K¡ ŬɡŰɏɠ Űɤɜ ɞɚɧɜɞɛɤɜ. ŪŬ ɡˊɞɗɏůɞɡɛŮ ɧŰɘ ɏɢɞɡɛŮ 

ˊɟɞůŭɘɞɟɑůŮɘ Űɘɠ ůɢɏůŮɘɠ ɔɘŬ Űɞɡɠ ɞɚɧɜɞɛɞɡɠ ŭŮůɛɞɨɠ ůŮ ɞɚɞəɚɖɟɤɛɏɜɖ ɛɞɟűɐ (ɔŮɤɛŮŰɟɘəɐ ɛɞɟűɐ) ɞɘ ɞˊɞɑŮɠ 

ŮɑɜŬɘ, 

 

 1 2( , ,..., , ) 0  1, 2,...,   3l Nf r r r t l K K K K K K N¡ ¡= = + + + + < . (2.21) 

 

Ƀɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ ɛˊɞɟɞɨɜ ɜŬ ɔɟŬűɞɨɜ ɤɠ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ Űɤɜ əŬɟŰŮůɘŬɜɩɜ ůɡɜɘůŰɤůɩɜ ɗɏůɖɠ əŬɘ Űɞɡ ɢɟɧɜɞɡ, 

ɏɢɞɡɛŮ, 

 

 1 2 1 2 3( , ,..., , ) ( , ,..., , )N Nr r r t x x x x t= = . (2.22) 

 

ŪŬ ˊŮɟɘɞɟɘůŰɞɨɛŮ ůŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ˊɞɡ ɞɘ K  ɛɖ ɞɚɧɜɞɛɞɘ ŭŮůɛɞɑ ŮəűɟɎɕɞɜŰŬɘ ɛŮ ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ 

1 2( , ,..., )Nr r r
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ɔɟŬɛɛɘəɏɠ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɘɠ ˊŬɟŬɔɩɔɞɡɠ ˊɟɩŰɖɠ ŰɎɝŮɤɠ ɐ ůŰɖɜ ŬɜŰɑůŰɞɘɢɖ ɛɞɟűɐ ɛŮ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Pfaff. 

ɀˊɞɟɞɨɛŮ ɧɛɤɠ ɜŬ ɔɟɎɣɞɡɛŮ Űɘɠ ŭŮůɛŮɡŰɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ ɛŮ Űɘɠ əŬɟŰŮůɘŬɜɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ůŰɖɜ 

ɞɚɞəɚɖɟɤɛɏɜɖ ɛɞɟűɐ ɔɘŬ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ Űɤɜ ɞɚɧɜɞɛɤɜ ŭŮůɛɩɜ, ŬɚɚɎ əŬɘ ɔɘŬ ŰŬ ŭɡɞ Ůɑŭɖ ŭŮůɛɩɜ ɛˊɞɟɞɨɛŮ 

ɜŬ Űɘɠ ɏɢɞɡɛŮ ůŰɖ ɛɞɟűɐ ɛŮ ˊŬɟŬɔɩɔɞɡɠ ˊɟɩŰɖɠ ŰɎɝŮɤɠ (ɐ ůŰɖ ɛɞɟűɐ Pfaff): 
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ũɘŬ ŮɡəɞɚɑŬ ŭɘŬɚɏɝŬɛŮ Űɖɜ ˊŬɟŬˊɎɜɤ Ŭɟɑɗɛɖůɖ Űɤɜ ŭŮůɛŮɡŰɘəɩɜ ůɢɏůŮɤɜ ŬɚɚɎ əɎˊɞɘɞɠ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ 

ŭɘŬɚɏɝŮɘ ɞˊɞɘŬŭɐˊɞŰŮ Ɏɚɚɖ. Ƀɘ K  Űɞ ˊɚɐɗɞɠ ɛɖ ɞɚɧɜɞɛŮɠ ůɢɏůŮɘɠ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ɞɚɞəɚɖɟɩůɘɛŮɠ. Ƀɘ ůɢɏůŮɘɠ Űɖɠ 

ˊɟɩŰɖɠ ůŮɘɟɎɠ ŬˊɞŰŮɚɞɨɜ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɞɨɠ ŭŮůɛɞɨɠ əŬɘ ɞɘ ŬɜŰɑůŰɞɘɢŮɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ ŭŮůɛɩɜ ɚɏɔɞɜŰŬɘ ŭɡɜɎɛŮɘɠ 

ɔŮɤɛŮŰɟɘəɞɨ ŭŮůɛɞɨ, ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ Űɘɠ ɚɏɛŮ əŬɘ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɏɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ. ȳɚŮɠ ɞɘ ɎɚɚŮɠ ůɢɏůŮɘɠ ŭŮůɛɩɜ 

ŬˊɞŰŮɚɞɨɜ əɘɜɖɛŬŰɘəɞɨɠ ŭŮůɛɞɨɠ əŬɘ ɞɘ ŬɜŰɑůŰɞɘɢŮɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ ŭŮůɛɩɜ ɚɏɔɞɜŰŬɘ ŭɡɜɎɛŮɘɠ əɘɜɖɛŬŰɘəɞɨ ŭŮůɛɞɨ 

ɐ əɘɜɖɛŬŰɘəɏɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ. ɆŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɞɚɧɜɞɛɤɜ ŭŮůɛɩɜ ɞɘ ŭŮůɛɞɑ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɞɑ ɐ 

əɘɜɖɛŬŰɘəɞɑ əŬɘ ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ ɞɘ ŭɡɜɎɛŮɘɠ Űɤɜ ŭŮůɛɩɜ, ŮɑɜŬɘ ŭɡɜɎɛŮɘɠ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɞɨ ŭŮůɛɞɨ (ɔŮɤɛŮŰɟɘəɏɠ) ɐ 

ŭɡɜɎɛŮɘɠ əɘɜɖɛŬŰɘəɞɨ ŭŮůɛɞɨ (əɘɜɖɛŬŰɘəɏɠ). ɆŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ Űɤɜ ɛɖ ɞɚɧɜɞɛɤɜ ŭŮůɛɩɜ, ɞɘ ŭŮůɛɞɑ ŮɑɜŬɘ ɛɧɜɞ 

əɘɜɖɛŬŰɘəɞɑ əŬɘ ɞɘ ŬɜŰɑůŰɞɘɢŮɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ ŮɑɜŬɘ ɛɧɜɞ ŭɡɜɎɛŮɘɠ əɘɜɖɛŬŰɘəɞɨ ŭŮůɛɞɨ (əɘɜɖɛŬŰɘəɏɠ). 

ȷˊɧ Űɘɠ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɏɠ ɛɞɟűɏɠ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ɓɟɞɨɛŮ ɛŮ ˊŬɟŬɔɩɔɘůɖ ɐ ŭɘŬűɧɟɘůɖ Űɘɠ əɘɜɖɛŬŰɘəɏɠ ɛɞɟűɏɠ. 

ȷɜŰɑůŰɟɞűŬ, ɛŮ ɞɚɞəɚɐɟɤůɖ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ əɎɜɞɡɛŮ Űɞ ŬɜŰɑůŰɟɞűɞ, ɞˊɧŰŮ Űɞ ˊɞɚɨ ɜŬ ɏɢɞɡɛŮ əŬɘ ɛɘŬ 

ˊɟɞůɗŮŰɘəɐ ůŰŬɗŮɟɎ. ȼ ůŰŬɗŮɟɎ ɏɢŮɘ Űɘɛɐ ˊɞɡ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ Ŭˊɧ Űɘɠ Ŭɟɢɘəɏɠ ůɡɜɗɐəŮɠ Űɞɡ ɢɟɞɜɘəɎ ŮɝŮɚɘůůɧɛŮɜɞɡ 

ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ. ȺɜɜɞŮɑŰŬɘ ɧŰɘ əŬŰɎ Űɖɜ ŬɜɤŰɏɟɤ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ, ɛˊɞɟŮɑ ɞɘ ŭŮŭɞɛɏɜŮɠ əɘɜɖɛŬŰɘəɏɠ ɛɞɟűɏɠ ɜŬ ɛɖɜ ŮɑɜŬɘ 

ɞɚɘəɎ ŭɘŬűɞɟɘəɎ ɐ ɞɚɞəɚɖɟɩůɘɛŮɠ. ɆŮ ŬɡŰɐ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɗŬ ɢɟŮɘŬůŰŮɑ ɜŬ ˊɞɚɚŬˊɚŬůɘŬůŰɞɨɜ Ůˊɑ 

ɞɚɞəɚɖɟɤŰɘəɞɨɠ ˊŬɟɎɔɞɜŰŮɠ ˊɟɘɜ Űɖɜ ɞɚɞəɚɐɟɤůɖ ɐ Ŭəɧɛɖ Ŭɜ ɏɢɞɡɛŮ ˊɞɚɚɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ, ɜŬ ɢɟŮɘŬůŰŮɑ ɜŬ 

ɚɖűɗɞɨɜ əŬɘ ůɡɜŭɡŬůɛɞɑ Űɞɡɠ əŬɘ ɛŮŰɎ ɜŬ ɞɚɞəɚɖɟɤɗɞɨɜ. ȹɖɚŬŭɐ ůŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ˊɞɡ ɡˊɎɟɢŮɘ 

ɞɚɞəɚɖɟɤůɘɛɧŰɖŰŬ ˊɎɜŰŬ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ əŬŰŬɚɐɝɞɡɛŮ ůŮ ůɢɏůŮɘɠ ˊɞɡ ˊŮɟɘɏɢɞɡɜ ɞɚɘəɎ ŭɘŬűɞɟɘəɎ əŬɘ ŰŮɚɘəɩɠ 

ůŮ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɏɠ ɛɞɟűɏɠ.  

ȷɠ ɝŮəɘɜɐůɞɡɛŮ ɛŮ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɞɚɧɜɞɛɞɡ ŭŮůɛɞɨ, ɧˊɞɡ ɏɢɞɡɛŮ ɛɧɜɞ ɏɜŬ ůɤɛɎŰɘɞ Űɞ ɞˊɞɑɞ ɛˊɞɟŮɑ 

ɜŬ əɘɜŮɑŰŬɘ ůŰɞɜ ŰɟɘůŭɘɎůŰŬŰɞ (ɗŮůɘəɧ) ɢɩɟɞ əŬɘ ŮɑɜŬɘ ŭɏůɛɘɞ ɜŬ ɓɟɑůəŮŰŬɘ ůɡɜŮɢɩɠ ˊɎɜɤ ůŮ ɛɘŬ ŭɘůŭɘɎůŰŬŰɖ 

ŮˊɘűɎɜŮɘŬ ŬɡŰɞɨ Űɞɡ ɗŮůɘəɞɨ ɢɩɟɞɡ (ɔŮɤɛŮŰɟɘəɧɠ ŭŮůɛɧɠ) əŬɘ ŭŮɜ ɡˊɎɟɢŮɘ Űɟɘɓɐ. 

ȼ ɛɖ ɨˊŬɟɝɖ Űɟɘɓɐɠ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ ɖ ŭɨɜŬɛɖ ɏɜŮəŬ Űɞɡ ŭŮůɛɞɨ, ŮɑɜŬɘ əɎɗŮŰɖ ůŰɖɜ ŭɘůŭɘɎůŰŬŰɖ ŮˊɘűɎɜŮɘŬ, 

əŬɘ əŬŰɎ Űɘɠ ŭɡɜŬŰɏɠ ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɘɠ Űɞ ɏɟɔɞ Űɖɠ ŭɨɜŬɛɖɠ Űɞɡ ŭŮůɛɞɨ ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ, ŭɖɚŬŭɐ ɘůɢɨŮɘ ɖ Ŭɟɢɐ dô 

Alembert. ȷɡŰɐ ɖ ŮˊɘűɎɜŮɘŬ ˊŬɟɘůŰɎɜŮŰŬɘ ɛŮ ɛɘŬ ɛɞɜŬŭɘəɐ ŭŮůɛŮɡŰɘəɐ ůɢɏůɖ, Űɖɜ 

1 2 3( , ) ( , , , ) 0f r t f x x x t= =, əŬɘ ɏɢɞɡɛŮ Űɞ Ɇɢ.(2.1). ȼ ŮˊɘűɎɜŮɘŬ ůŰɞɜ ɗŮůɘəɧ ɢɩɟɞ, ɔŮɜɘəɩɠ, əɘɜŮɑŰŬɘ əŬɘ 

ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɛŮŰŬɓɎɚɚŮɘ ůɢɐɛŬ ɛŮ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ. 

ɇɞ Ɇɢ. (2.1) ŬɜŬűɏɟŮŰŬɘ ůŮ ŭɡɞ ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɏɠ ůŰŬɗŮɟɏɠ Űɘɛɏɠ Űɞɡ ɢɟɧɜɞɡ 1 1,   t t t t< . 
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ɆɢɐɛŬ 2.1 ȹɘůŭɘɎůŰŬŰɖ ŮˊɘűɎɜŮɘŬ ŭŮůɛɞɨ ůŮ ŰɟɘůŭɘɎůŰŬŰɞ ɗŮůɘəɧ ɢɩɟɞ ɔɘŬ ɏɜŬ (ŭɏůɛɘɞ) ůɤɛɎŰɘɞ. 

 

ɇɞ ŭɘɎɜɡůɛŬ ɛŮ Űɘɠ ŰɟŮɘɠ ůɡɜɘůŰɩůŮɠ 

1 2 3

, ,
f f f

x x x

å õµ µ µ
æ ö
µ µ µç ÷

 ŮɑɜŬɘ ŭɘɎɜɡůɛŬ əɎɗŮŰɞ ůŰɖɜ ŮˊɘűɎɜŮɘŬ ůŰɖ ɗɏůɖ 

ˊɞɡ űŬɑɜŮŰŬɘ ůŰɞ ůɢɐɛŬ, ɡˊɧ Űɖɜ ˊɟɞɦˊɧɗŮůɖ ɧŰɘ ůŰɖ ůɡɔəŮəɟɘɛɏɜɖ ŮˊɘűɎɜŮɘŬ əŬɘ ɗɏůɖ Űɖ ŭŮŭɞɛɏɜɖ ɢɟɞɜɘəɐ 

ůŰɘɔɛɐ, ɞɘ ˊŬɟŬˊɎɜɤ ɛŮɟɘəɏɠ ˊŬɟɎɔɤɔɞɘ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ɧɚŮɠ ɛɖŭɏɜ əŬɘ Ůˊɑůɖɠ ɧɚŮɠ ŮɑɜŬɘ ˊŮˊŮɟŬůɛɏɜŮɠ. ɀˊɞɟɞɨɛŮ 

ˊɎɜŰŬ ɜŬ ɔɟɎɣɞɡɛŮ Űɖ ůɢɏůɖ Űɞɡ ůɡɜŭɏůɛɞɡ ɏŰůɘ ˊɞɡ ŬɡŰɏɠ ɞɘ ˊŬɟɎɔɤɔɞɘ ɜŬ ɛɖɜ ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ. ũɘŬ ˊŬɟɎŭŮɘɔɛŬ, 

ɖ ůɢɏůɖ a 1 2 3 1 1 2 2 3 3( , , ) ( ) 0f x x x s x s x s x= + + = əŬɘ ɖ ůɢɏůɖ 2

b 1 2 3 1 1 2 2 3 3( , , ) ( ) 0f x x x s x s x s x= + + = ɛŮ 

 ůŰŬɗ., ˊŬɟɘůŰɎɜɞɡɜ əŬɘ ɞɘ ŭɡɞ Űɞɜ ɑŭɘɞ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɧ ŭŮůɛɧ, ŭŮůɛŮɨɞɡɜ Űɞ ůɤɛɎŰɘɞ ɜŬ ɓɟɑůəŮŰŬɘ 

ůŰɞ ɑŭɘɞ ŮˊɑˊŮŭɞ ˊɞɡ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊɧ Űɖɜ Ŭɟɢɐ Űɤɜ Ŭɝɧɜɤɜ əŬɘ ŮɑɜŬɘ əɎɗŮŰɞ ůŰɞ ŭɘɎɜɡůɛŬ . ȳɛɤɠ 

ˊɎɜɤ ůŰɖ ůɡɔəŮəɟɘɛɏɜɖ ŮˊɘűɎɜŮɘŬ 

 

a 0  1,2,3i

i

f
s i

x

µ
= ¸ =

µ
 

 

Ⱥɜɩ 

 

b
1 1 2 2 3 32( ) 0  1,2,3i

i

f
s x s x s x x i

x

µ
= + + = =

µ
 

 

Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ ɔɘŬ Űɞɜ ůəɞˊɧ ɛŬɠ ŮɑɜŬɘ ɢɟɐůɘɛɖ ɔɘŬ Űɖɜ ˊŮɟɘɔɟŬűɐ Űɞɡ ˊŬɟŬˊɎɜɤ ŭŮůɛɞɨ, ɛɧɜɞ ɖ ɛɘŬ Ŭˊɧ 

Űɘɠ ŭɡɞ ˊŬɟŬˊɎɜɤ ŮəűɟɎůŮɘɠ, ŭɖɚŬŭɐ ɖ ɏəűɟŬůɖ, 

 

a 1 2 3 1 1 2 2 3 3( , , ) ( ) 0f x x x s x s x s x= + + = 

 

ɀɘŬ Ɏɚɚɖ ɏəűɟŬůɖ, ɖ 1/2

c 1 2 3 1 1 2 2 3 3( , , ) ( ) 0f x x x s x s x s x= + + = ŭŮ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɖɗŮɑ ŭɘɧŰɘ ɞɘ 

ˊŬɟɎɔɤɔɞɑ Űɖɠ ɤɠ ˊɟɞɠ ŰŬ  ŬˊŮɘɟɑɕɞɜŰŬɘ. ȼ ŭɨɜŬɛɖ Űɞɡ ŭŮůɛɞɨcF , ɗŬ ŮɑɜŬɘ ůɡɔɔɟŬɛɛɘəɐ ɛŮ Űɞ əɎɗŮŰɞ 

ŭɘɎɜɡůɛŬ əŬɘ ɔɘŬ əɎɗŮ ɛɘŬ əŬɟŰŮůɘŬɜɐ ůɡɜɘůŰɩůŬ Űɖɠ ɗŬ ɘůɢɨŮɘ 
c c( )    1,2,3  ɐ  ( )i

i

f
F t i F t f

x
l l
µ

= = = Ð
µ

. 

ȸɚɏˊɞɡɛŮ ɧŰɘ əɎɜŬɛŮ ɏɜŬ ɓɐɛŬ ɔɘŬ Űɞɜ ˊɟɞůŭɘɞɟɘůɛɧ Űɖɠ ŭɨɜŬɛɖɠ ŭŮůɛɞɨ. ȼ ŭɨɜŬɛɖ ŮɑɜŬɘ ɑůɖ ɛŮ Űɞ ɔɘɜɧɛŮɜɞ 

ɛɘŬɠ ɎɔɜɤůŰɖɠ ůɡɜɎɟŰɖůɖɠ Űɞɡ ɢɟɧɜɞɡ (ˊɞɚɚŬˊɚŬůɘŬůŰɐɠ Lagrange) ( )tl  Ůˊɑ Űɖɜ əɚɑůɖ Űɖɠ ŭŮŭɞɛɏɜɖɠ 

(ɔɜɤůŰɐɠ) ɏəűɟŬůɖɠ Űɖɠ ɞˊɞɑŬɠ ɏəűɟŬůɖɠ ɞ ɛɖŭŮɜɘůɛɧɠ əŬɗɞɟɑɕŮɘ Űɞɜ ɞɚɧɜɞɛɞ ŭŮůɛɧ. ȷɡŰɎ ɔŮɜɘəŮɨɞɜŰŬɘ əŬɘ 

ɔɘŬ ůɨůŰɖɛŬ ˊɞɚɚɩɜ ůɤɛŬŰɑɤɜ əŬɘ ɛŮ ˊɞɚɚɞɨɠ ɞɚɧɜɞɛɞɡɠ ŭŮůɛɞɨɠ.  

1 2 3( , , )s s s =

1 2 3( , , )s s s

ix
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ɇɩɟŬ ɗŬ ŭɞɨɛŮ Űɘ ɘůɢɨŮɘ ɔɘŬ Űɘɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ Űɤɜ ŭŮůɛɩɜ ůŰɖɜ ˊɘɞ ɔŮɜɘəɐ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ˊɞɚɚɩɜ ůɤɛŬŰɑɤɜ əŬɘ 

ˊɞɚɚɩɜ ŭŮůɛɩɜ ɞɘ ɞˊɞɑɞɘ ŭŮůɛɞɑ ŭɑɜɞɜŰŬɘ ůŰɖ ɛɞɟűɐ Pfaff (ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ɞɚɧɜɞɛɞɘ ɐ ɛɖ ɞɚɧɜɞɛɞɘ). Ƀɘ 

ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɤɜ ŭŮůɛɩɜ ůŮ ŬɡŰɏɠ Űɘɠ ˊŮɟɘˊŰɩůŮɘɠ ŮɑɜŬɘ, 

 
3

1

( , )d ( , )d 0  1,2,...,   
N

ji i j

i

A x t x A x t t j M
=

+ = =ä . 

 

M  ŮɑɜŬɘ Űɞ ˊɚɐɗɞɠ Űɤɜ ŭŮůɛɩɜ. 

ũɘŬ Űɘɠ ŭɡɜŬŰɏɠ ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɘɠ ɏɢɞɡɛŮ 

 

 

3

1

( , )ŭ 0  1,2,...,   
N

ji i

i

A x t x j M
=

= =ä  (2.24) 

 

ɇɞ ůɡɜɞɚɘəɧ ɏɟɔɞ Űɤɜ ŭɡɜɎɛŮɤɜ ɔɘŬ əɎɗŮ ɏɜŬɜ ŭŮůɛɧ ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ, ŭɖɚŬŭɐ 

 

 

3

c

1

( , )ŭ 0  1,2,...,
N

ji i

i

F x t x j M
=

= =ä .  (2.25) 

 

ȷɡŰɧ ŭɖɚɩɜŮɘ ɧŰɘ, ɔɘŬ əɎɗŮ ŭŮůɛɧ əŬɘ əɎɗŮ ɢɟɞɜɘəɐ ůŰɘɔɛɐ, ɞɘ ŭɡɜŬŰɏɠ ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɘɠ ŮɑɜŬɘ əɎɗŮŰŮɠ ůŰɘɠ 

ŭɡɜɎɛŮɘɠ Űɤɜ ŭŮůɛɩɜ. ȷɡŰɧ ŮɑɜŬɘ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰɞ Ŭˊɧ Űɞ Ŭɜ ɞɘ ŭŮůɛɞɑ ŮɑɜŬɘ ɞɚɧɜɞɛɞɘ ɐ ɧɢɘ. ɉɟŮɘɎɕŮŰŬɘ ɜŬ ɓɟɞɨɛŮ 

ˊɤɠ ůɢŮŰɑɕɞɜŰŬɘ ɞɘ ŭɡɜɎɛŮɘɠ Űɤɜ ŭŮůɛɩɜ ɛŮ ɔɜɤůŰɏɠ ŮəűɟɎůŮɘɠ ˊɞɡ ɡˊɞɚɞɔɑɕɞɜŰŬɘ Ŭˊɧ Űɘɠ ŭŮŭɞɛɏɜŮɠ 

ŭŮůɛŮɡŰɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ, ɧˊɤɠ əɎɜŬɛŮ əŬɘ ůŰɖɜ ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜɖ Ŭˊɚɐ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ Ůɜɧɠ ůɤɛŬŰɑɞɡ ɛŮ ɏɜŬɜ ɞɚɧɜɞɛɞ 

ɔŮɤɛŮŰɟɘəɧ ŭŮůɛɧ. ɄŬɟɧɚɞ ˊɞɡ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ŭɘŬɘůɗɖŰɘəɎ ɜŬ əŬŰŬɚɎɓɞɡɛŮ Űɘ ɔɑɜŮŰŬɘ, ɗŬ ŬəɞɚɞɡɗɐůɞɡɛŮ Űɖɜ 

ˊŬɟŬəɎŰɤ əɎˊɤɠ ˊɘɞ ŬɡůŰɖɟɐ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ: ɄɞɚɚŬˊɚŬůɘɎɕɞɡɛŮ Űɖɜ əɎɗŮ ɛɘŬ Ŭˊɧ Űɘɠ ůɢɏůŮɘɠ (2.24) Ůˊɑ ɛɘŬ 

ŬɡɗŬɑɟŮŰɖ ůɡɜɎɟŰɖůɖ Űɞɡ ɢɟɧɜɞɡ ( )j tl  (ˊɞɚɚŬˊɚŬůɘŬůŰɐɠ Lagrange) əŬɘ ŬűŬɘɟɞɨɛŮ Űɞ ŬˊɞŰɏɚŮůɛŬ Ŭˊɧ Űɖɜ 

əɎɗŮ ɛɘŬ Ŭˊɧ Űɘɠ (2.25), ɞˊɧŰŮ ɓɟɑůəɞɡɛŮ, 

 

 ( )
3

c

1

( , ) ( ) ( , ) ŭ 0  =1,2,...,
N

ji j ji i

i

F x t t A x t x j Ml
=

- =ä . (2.26) 

 

ȺˊŮɘŭɐ ɔɘŬ əɎɗŮ ŭŮůɛɧ j  ɘůɢɨŮɘ ɛɘŬ ŭŮůɛŮɡŰɘəɐ ůɢɏůɖ ɛŮŰŬɝɨ Űɤɜ ŭɡɜŬŰɩɜ ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɤɜ ŭix , ŬɡŰɧ 

ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ ɛɧɜɞ 3N M-  Ŭˊɧ Űɘɠ ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɘɠ ŭix  ŮɑɜŬɘ ɛŮŰŬɝɨ Űɞɡɠ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ. Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ M  Ŭˊɧ ŬɡŰɏɠ 

Űɘɠ ŭɡɜŬŰɏɠ ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɘɠ ɗŬ ŮɝŬɟŰɘɧɜŰŬɘ Ŭˊɧ Űɘɠ ɎɚɚŮɠ. ȷɠ ɚɎɓɞɡɛŮ Űɘɠ ˊɟɩŰŮɠ M , 1ŭx , ɜŬ ŮɝŬɟŰɘɧɜŰŬɘ Ŭˊɧ 

Űɘɠ ɡˊɧɚɞɘˊŮɠ. ȷűɞɨ ŰŬ ( )j tl  ŮɑɜŬɘ ŬɡɗŬɑɟŮŰŬ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ŭɘŬɚɏɝɞɡɛŮ ŰŬ M ˊɟɩŰŬ Ŭˊɧ ŬɡŰɎ ɏŰůɘ ɩůŰŮ ɜŬ 

ɘůɢɨɞɡɜ 
c

1

( , ) ( ) ( , ) 0,   1,2,...
M

ji j ji

i

F x t t A x t j Ml
=

- = =ä .  

ȰŰůɘ əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɖ ůɢɏůɖ ( )
3

1

( , ) ( ) ( , ) ŭ 0
N

cji j ji i

i

F x t t A x t xl
=M+

- =ä . ɆŮ ŬɡŰɐ Űɖ ůɢɏůɖ ŰŬ ŭix  ŮɑɜŬɘ 

ɛŮŰŬɝɨ Űɞɡɠ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŬ, Ůˊɞɛɏɜɤɠ ŮɨəɞɚŬ ůɡɛˊŮɟŬɑɜɞɡɛŮ ɧŰɘ ɔɘŬ əɎɗŮ ɏɜŬɜ ɧɟɞ Űɞɡ ŬɗɟɞɑůɛŬŰɞɠ ɏɢɞɡɛŮ 

 

c ( , ) ( ) ( , ) 0  = 1, 2,...,3ji j jiF x t t A x t i M M Nl- = + + . 

 

ɇŮɚɘəɩɠ ɘůɢɨɞɡɜ 

 

 c ( , ) ( ) ( , )  =1,2,...,3  1,2,...,ji j jiF x t t A x t i N j Ml= =  . (2.27) 

 

ȷɡŰɏɠ ŮɑɜŬɘ ɞɘ ůɢɏůŮɘɠ ɛŮŰŬɝɨ Űɤɜ ŭɡɜɎɛŮɤɜ Űɤɜ ŭŮůɛɩɜ əŬɘ ɛŮɔŮɗɩɜ ˊɞɡ ɓɟɑůəɞɜŰŬɘ Ŭˊɧ Űɘɠ ŭŮŭɞɛɏɜŮɠ 

ŭŮůɛŮɡŰɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ. ȷɡŰɧ ůɖɛŬɑɜŮɘ ˊɤɠ ɞɘ ůɢɏůŮɘɠ ɛɖŭŮɜɘůɛɞɨ Űɞɡ ŭɡɜŬŰɞɨ ɏɟɔɞɡ Űɤɜ (ɎɔɜɤůŰɤɜ) ŭɡɜɎɛŮɤɜ 
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Űɤɜ ŭŮůɛɩɜ  

 
3

c

1

( , )ŭ 0  1,2,...,
N

ji i

i

F x t x j M
=

= =ä , 

 

ŮɑɜŬɘ ɘůɞŭɨɜŬɛŮɠ ɛŮ Űɘɠ ŭŮŭɞɛɏɜŮɠ (ɔɜɤůŰɏɠ) ŭŮůɛŮɡŰɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ ɛŮŰŬɝɨ Űɤɜ ŭɡɜŬŰɩɜ ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɤɜ, 

 

 

3

1

( , )ŭ 0  1,2,...,
N

ji i

i

A x t x j M
=

= =ä  (2.28) 

 

ȷɡŰɏɠ ŮɑɜŬɘ ɞɘ ɚŮɔɧɛŮɜŮɠ ˊɟɧůɗŮŰŮɠ ɐ ɓɞɖɗɖŰɘəɏɠ ůɡɜɗɐəŮɠ (side conditions, auxiliary conditions) ˊɞɡ 

ůɡɜŭɏɞɡɜ Űɘɠ ŭɡɜŬŰɏɠ ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɘɠ. 

ɇɞɜɑɕɞɡɛŮ ɧŰɘ, ɖ ȷɜŬɚɡŰɘəɐ ɀɖɢŬɜɘəɐ ŬůɢɞɚŮɑŰŬɘ əɡɟɑɤɠ ɛŮ ůɡůŰɐɛŬŰŬ ɔɘŬ ŰŬ ɞˊɞɑŬ ɞɘ ŭɡɜɎɛŮɘɠ Űɞɡ 

əɎɗŮ ŭŮůɛɞɨ ŭŮɜ ˊŬɟɎɔɞɡɜ ɏɟɔɞ əŬŰɎ Űɘɠ ŭɡɜŬŰɏɠ ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɘɠ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ. Ⱥˊɑůɖɠ, ůɡɜɐɗɤɠ, ɞɘ ŭŮůɛɞɑ 

(ɧˊɤɠ ůŰŬ ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜŬ) ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŮəűɟɎɕɞɜŰŬɘ ɛŮ ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ ˊɞɡ ŮɝŬɟŰɩɜŰŬɘ ɔɟŬɛɛɘəɎ Ŭˊɧ Űɘɠ 

ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ ɐ ɏɢɞɡɜ Űɖɜ ɘůɞŭɨɜŬɛɖ ɛɞɟűɐ ŮɝɘůɩůŮɤɜ Pfaff. 

ȳŰŬɜ ɞɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɤɜ ŭŮůɛɩɜ ŮɑɜŬɘ ˊɘɞ ɔŮɜɘəɏɠ, Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ ( , , ) 0lg q q t = , ɧˊɞɡ ɖ ŮɝɎɟŰɖůɖ Ŭˊɧ Űɘɠ 

ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ɔɟŬɛɛɘəɐ, ŰɧŰŮ ŭŮɜ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ɏɢɞɡɛŮ Űɘɠ ɘůɞŭɨɜŬɛŮɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Pfaff əŬɘ Űɖɜ ˊŬɟŬˊɎɜɤ 

ŬɜɎɚɡůɖ. ɆŮ ŬɡŰɐ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɞɘ ɓɞɖɗɖŰɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ ́ ɟɏˊŮɘ ɜŬ ˊɟɞůŭɘɞɟɘůŰɞɨɜ Ŭˊɧ Űɘɠ ůɢɏůŮɘɠ Űɤɜ ŭŮůɛɩɜ 

ɛŮ əɎˊɞɘŬ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ ˊɞɡ ɜŬ ɓŬůɑɕŮŰŬɘ ůŰɞɜ ɛŮɟɘəɧ ˊɟɞůŭɘɞɟɘůɛɧ Űɤɜ ŭɡɜɎɛŮɤɜ Űɤɜ ŭŮůɛɩɜ. ɄɟɏˊŮɘ əŬɘ ůŮ 

ŬɡŰɐ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ Űɞ ŭɡɜŬŰɧ ɏɟɔɞ Űɤɜ ŭɡɜɎɛŮɤɜ Űɞɡ əɎɗŮ ŭŮůɛɞɨ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ. ŪŬ ŬɜŬűŮɟɗɞɨɛŮ ůŮ ŬɡŰɧ 

Űɞ ɗɏɛŬ ŬɟɔɧŰŮɟŬ.  

ȼ ŰŮɚŮɡŰŬɑŬ ɔŮɜɑəŮɡůɖ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ˊŮɟɘɚɎɓŮɘ ɤɠ ɛŮɟɘəɐ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ əŬɘ Űɞɡɠ ŭŮůɛɞɨɠ ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ɔɟŬɛɛɘəɞɑ 

ɤɠ ˊɟɞɠ Űɘɠ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ. 

2.3.2 ɀŮŰɎɓŬůɖ ůŮ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ 

ɆŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ ɗŬ ŭŮɑɝɞɡɛŮ ɛŮ ˊŮɟɘůůɧŰŮɟɖ ŬɡůŰɖɟɧŰɖŰŬ, ɧŰɘ ɔɘŬ əɎɗŮ ɞɚɧɜɞɛɞ ŭŮůɛɧ, ɞɘ ŭɡɜɎɛŮɘɠ Űɞɡ ŭŮůɛɞɨ, 

ŭɖɚŬŭɐ ɞɘ ˊŬɗɖŰɘəɏɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ, ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŬˊŬɚŮɘűɗɞɨɜ Ŭˊɧ Űɘɠ (ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ) ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ, ˊɟɎɔɛŬ ˊɞɡ 

ŬˊɚɞɡůŰŮɨŮɘ əŬŰɎ ˊɞɚɨ Űɖɜ ŬɜŰɘɛŮŰɩˊɘůɖ ůɢŮŰɘəɩɜ ˊɟɞɓɚɖɛɎŰɤɜ. Ɇɡɔɢɟɧɜɤɠ, ɔɘŬ əɎɗŮ ɞɚɧɜɞɛɞ ŭŮůɛɧ, 

ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɛŮɘɤɗŮɑ əŬŰɎ ɏɜŬ ɖ ŭɘɎůŰŬůɖ Űɞɡ ɗŮůɘəɞɨ ɢɩɟɞɡ, ɞˊɧŰŮ ɏɢɞɡɡɛŮ ɚɘɔɧŰŮɟŮɠ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ 

ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ. 

ŪŬ ɡˊɞɗɏůɞɡɛŮ əŬɘ ˊɎɚɘ ɧŰɘ ɏɢɞɡɛŮ  ůɤɛɎŰɘŬ əŬɘ M ůɢɏůŮɘɠ ŭŮůɛɩɜ Űɞɡ ˊŬɟŬˊɎɜɤ Űɨˊɞɡ, Ůə Űɤɜ 

ɞˊɞɑɤɜ ɞɘ K¡ ŮɑɜŬɘ ɞɚɧɜɞɛɞɘ əŬɘ ɞɘ K  ŮɑɜŬɘ ɛɖ ɞɚɧɜɞɛɞɘ, 3M K K N¡= + < . ȰɢɞɡɛŮ ŭŮɘ ɧŰɘ ɞɘ ɞɚɧɜɞɛɞɘ 

ŭŮůɛɞɑ ˊɚɐɗɞɡɠ K¡́ Ůɟɘɞɟɑɕɞɡɜ Űɞɜ ˊɟɞůɓɎůɘɛɞ ɗŮůɘəɧ ɢɩɟɞ Ůɜɧɠ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ əŬɘ Űɞɜ əɎɜɞɡɜ ɜŬ ɏɢŮɘ 

ŭɘɎůŰŬůɖ 3n N K¡= - . ɀŮ ɎɚɚŬ ɚɧɔɘŬ, ɞ ŬɜŬɔəŬɑɞɠ əŬɘ ɘəŬɜɧɠ Ŭɟɘɗɛɧɠ (ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜɤɜ) ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ ˊɞɡ 

ɢɟŮɘɎɕŮŰŬɘ ɔɘŬ ɜŬ əŬɗɞɟɑůŮɘ Űɖ ɗɏůɖ Ůɜɧɠ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ŮɑɜŬɘ 3n N K¡= - . ɄɟɧəŮɘŰŬɘ ɔɘŬ Űɘɠ ɔɜɐůɘŮɠ 

ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ. ɇɏŰɞɘŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ŭɘɎűɞɟŬ űɡůɘəɎ ɛŮɔɏɗɖ, ɧɢɘ əŬŰô ŬɜɎɔəɖ ɛŮ ŭɘŬůŰɎůŮɘɠ 

ɛɐəɞɡɠ. Ⱥɜɩ Űɞ ˊɚɐɗɞɠ Űɞɡɠ ˊŬɟɘůŰɎɜŮŰŬɘ ůɡɜɐɗɤɠ ɛŮ n . 

ɂŮəɘɜɞɨɛŮ əŬɘ ˊɎɚɘ Ŭˊɧ əŬɟŰŮůɘŬɜɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ əŬɘ ɔɘŬ ŰɞɡɠK¡ɞɚɧɜɞɛɞɡɠ ŭŮůɛɞɨɠ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɞɨɛŮ 

Űɘɠ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɏɠ Űɞɡɠ ůɢɏůŮɘɠ. ɆɨɛűɤɜŬ ɛŮ ŰŬ ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜŬ ɏɢɞɡɛŮ 
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ɆŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ Űɤɜ ɞɚɧɜɞɛɤɜ ŭŮůɛɩɜ, ŮɑɜŬɘ ŭɡɜŬŰɧɜ ɜŬ ɗŮɤɟɐůŮɘ əɎˊɞɘɞɠ Űɞ ůɨůŰɖɛŬ Űɤɜ ŮɝɘůɩůŮɤɜ 

N
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Űɤɜ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɩɜ ŭŮůɛŮɡŰɘəɩɜ ůɢɏůŮɤɜ ˊɚɐɗɞɡɠ K¡ (əŬɘ Ŭɜ ŬɡŰɧ ŮɑɜŬɘ ŭɡɜŬŰɧɜ), ɜŬ ɚɨůŮɘ ŬɡŰɧ Űɞ ůɨůŰɖɛŬ 

ɏŰůɘ ɩůŰŮ ɜŬ ŮəűɟŬůŰɞɨɜ K¡ Ŭˊɧ Űɘɠ əŬɟŰŮůɘŬɜɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘ Űɤɜ ɡˊɧɚɞɘˊɤɜ 3N K n¡- =. 

ɆŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ ŬɜŰɘəŬɗɘůŰɎ ůŰɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ əŬɘ ɏŰůɘ ɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ɔɑɜŮŰŬɘ ůɡɜɎɟŰɖůɖ ɚɘɔɧŰŮɟɤɜ 

ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ. ȷɡŰɐ ŮɑɜŬɘ ɎɛŮůɖ ŮɜůɤɛɎŰɤůɖ Űɤɜ (ɞɚɧɜɞɛɤɜ) ŭŮůɛŮɡŰɘəɩɜ ůɢɏůŮɤɜ. 

ȷɜŮɝɎɟŰɖŰŬ Ŭˊɧ Űɞ Ŭɜ ŬəɞɚɞɡɗɖɗŮɑ ŬɡŰɐ ɖ ɛɏɗɞŭɞɠ ɐ ɧɢɘ, ɞɘ ŬˊŬɟŬɑŰɖŰŮɠ (ɔɜɐůɘŮɠ) ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ˊɞɡ 

ɢɟŮɘɎɕɞɜŰŬɘ ɔɘŬ Űɞɜ əŬɗɞɟɘůɛɧ Űɖɠ ɗɏůɖɠ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ůŰɞɜ ɗŮůɘəɧ ɢɩɟɞ ŮɑɜŬɘ ɚɘɔɧŰŮɟŮɠ Ŭˊɧ Űɘɠ Ŭɟɢɘəɏɠ, 

ɧˊɤɠ ɐŭɖ ɝɏɟɞɡɛŮ Ŭˊɧ ŰŬ ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜŬ. ɀŮ ŬɡŰɏɠ Űɘɠ ɚɘɔɧŰŮɟŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ əŬɘ ɛŮ Űɖ ɢɟɐůɖ Űɤɜ ůɢɏůŮɤɜ 

Űɤɜ ŭŮůɛɩɜ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ɓɟɞɨɛŮ Űɖ ɗɏůɖ ɞˊɞɘɞɡŭɐˊɞŰŮ ůɤɛŬŰɑɞɡ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ. ȷɡŰɧ, ůŮ ˊɞɚɚɏɠ 

ˊŮɟɘˊŰɩůŮɘɠ, ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ŬˊŬɟŬɑŰɖŰɞ ɜŬ ɔɑɜŮɘ. ȺɑɜŬɘ ŮɡɜɧɖŰɞ ɧŰɘ ɞ ɢɩɟɞɠ Űɤɜ ɔɜɐůɘɤɜ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ ɗɏůɖɠ ŮɑɜŬɘ 

ɡˊɧɢɤɟɞɠ Űɞɡ Ŭɟɢɘəɞɨ (ˊɚɐɟɞɡɠ) ɗŮůɘəɞɨ ɢɩɟɞɡ. 

ɀˊɞɟŮɑ ɜŬ ɔɑɜŮɘ ɛŮŰɎɓŬůɖ ůŮ ɎɚɚŮɠ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ˊɟɘɜ Ŭˊɧ ɞˊɞɘŬŭɐˊɞŰŮ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ ˊɞɡ 

ɗŬ ɞŭɖɔɐůŮɘ ůŰɖ ɛŮɑɤůɖ Űɞɡ ˊɚɐɗɞɡɠ Űɤɜ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ ɗɏůɖɠ. ȷɜ ŬəɞɚɞɡɗɖɗŮɑ ŬɡŰɐ Űɖ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ, ˊɟɏˊŮɘ 

ɜŬ ɔɑɜŮɘ əŬɘ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ Űɤɜ ůɢɏůŮɤɜ Űɤɜ ŭŮůɛɩɜ. ɆŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŮűŬɟɛɞůŰŮɑ ɖ ɛɏɗɞŭɞɠ ˊɞɡ 

ŬɜŬűɏɟŬɛŮ ůŰɖɜ Ŭɟɢɐ ɔɘŬ Űɘɠ əŬɟŰŮůɘŬɜɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ. ȳɛɤɠ ŬɡŰɐ ɖ ɛɏɗɞŭɞɠ ŮűŬɟɛɧɕŮŰŬɘ ůŮ Ŭˊɚɏɠ 

ˊŮɟɘˊŰɩůŮɘɠ ŬɚɚɎ ŭŮɜ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘŮɑŰŬɘ ůŮ ˊŮɟɘˊŰɩůŮɘɠ ɛŮ ˊɞɚɚɏɠ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɏɠ ŭŮůɛŮɡŰɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ. 

ūŬɜŰŬůŰŮɑŰŮ ɏɜŬ ůŰŮɟŮɧ ůɩɛŬ Űɞ ɞˊɞɑɞ ɏɢɞɡɛŮ ˊɟɞůŮɔɔɑůŮɘ ɜŬ ŬˊɞŰŮɚŮɑŰŬɘ Ŭˊɧ 
1010N=  ɡɚɘəɎ ůɖɛŮɑŬ. ȷɜ 

ɔɟɎɣɞɡɛŮ ɧɚɞɡɠ Űɞɡɠ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɞɨɠ ŭŮůɛɞɨɠ ɛŮŰŬɝɨ ɧɚɤɜ Űɤɜ ůɖɛŮɑɤɜ ˊɞɡ ůɢŮŰɑɕɞɜŰŬɘ ɛŮ Űɞ ɔŮɔɞɜɧɠ ɧŰɘ ɞɘ 

ŬˊɞůŰɎůŮɘɠ Űɞɡɠ ŮɑɜŬɘ ůŰŬɗŮɟɏɠ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŬ Ŭˊɧ Űɖ ɗɏůɖ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ůŰɞɜ ɢɩɟɞ, əŬŰŬɚŬɓŬɑɜŮŰŮ ɧŰɘ ɗŬ 

ɏɢɞɡɛŮ ɏɜŬ ŰŮɟɎůŰɘɞ ˊɚɐɗɞɠ ůɢɏůŮɤɜ, ŮɑɜŬɘ ŬŭɨɜŬŰɞ ɜŬ ŮɟɔŬůŰɞɨɛŮ ɛŮ əɎŰɘ ŰɏŰɞɘɞ. ŪɡɛɖɗŮɑŰŮ ɧŰɘ ɖ ɗɏůɖ Ůɜɧɠ 

ůŰŮɟŮɞɨ ůɩɛŬŰɞɠ ůŰɞɜ ɢɩɟɞ Űɤɜ Űɟɘɩɜ ŭɘŬůŰɎůŮɤɜ əŬɗɞɟɑɕŮŰŬɘ Ŭˊɧ ɏɝɘ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ, ŭɖɚŬŭɐ 

ɞɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ ŭŮůɛɩɜ ŮɑɜŬɘ 
103 10 6³ -. ȾŬɜŮɑɠ ŭŮɜ ŮɜŭɘŬűɏɟŮŰŬɘ ɜŬ ɝɏɟŮɘ Űɖ ɗɏůɖ Űɞɡ əŬɗŮɜɧɠ ɡɚɘəɞɨ ůɖɛŮɑɞɡ 

Űɞɡ ůŰŮɟŮɞɨ, ˊŬɟɧɚɞ ˊɞɡ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ Űɖ ɓɟŮɘ. ȼ ɛɏɗɞŭɞɠ ˊɞɡ ɗŬ ŬɜŬˊŰɨɝɞɡɛŮ ŮɑɜŬɘ ˊɘɞ ɓɞɚɘəɐ əŬɘ ɟŮŬɚɘůŰɘəɐ.  

ŪɡɛɑɕɞɡɛŮ ɧŰɘ ɞɘ ɛɖ ɞɚɧɜɞɛɞɘ ŭŮůɛɞɑ ˊŮɟɘɞɟɑɕɞɡɜ Űɖɜ əɘɜɖɛŬŰɘəɐ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ŬɚɚɎ ŭŮɜ ˊŮɟɘɞɟɑɕɞɡɜ 

Űɞɜ ɗŮůɘəɧ ɢɩɟɞ. ȷɡŰɧ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ ŭŮɜ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɖɗɞɨɜ ɞɘ əɘɜɖɛŬŰɘəɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɤɜ ɛɖ 

ɞɚɧɜɞɛɤɜ ŭŮůɛɩɜ ɔɘŬ ɜŬ ˊŮɟɘɞɟɑůɞɡɛŮ Űɞ ˊɚɐɗɞɠ Űɤɜ ŬˊŬɟŬɑŰɖŰɤɜ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ ɔɘŬ Űɞɜ əŬɗɞɟɘůɛɧ Űɖɠ 

ɗɏůɖɠ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ əɎɗŮ ɢɟɞɜɘəɐ ůŰɘɔɛɐ. ɇɞ ˊɚɐɗɞɠ Űɤɜ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ ŮɑɜŬɘ Űɞ ɑŭɘɞ ɛŮ ɐ ɢɤɟɑɠ Űɞɡɠ ɛɖ 

ɞɚɧɜɞɛɞɡɠ ŭŮůɛɞɨɠ. ȺɘůɎɔɞɡɛŮ Űɞɡɠ ůɢŮŰɘəɎ ŬɡɗŬɑɟŮŰɞɡɠ əŬɚɎ ůɡɛˊŮɟɘűŮɟɧɛŮɜɞɡɠ (ŬɜŰɘůŰɟŮˊŰɞɨɠ) 

ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ ɗɏůɖɠ: 

 

 
1 2 3

1 2 3

( , ,..., , )

( , ,..., , )     1,2,...,3   .

i i N

i i N

q q x x x t

x x q q q t i N

=

= =
 (2.30) 

 

Ⱥűɧůɞɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ K¡ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰɞɘ ɞɚɧɜɞɛɞɘ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɞɑ ŭŮůɛɞɑ əŬɘ ŬɜŰɑůŰɞɘɢŮɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ, ŮɑɜŬɘ 

ɓɞɚɘəɧ ɜŬ ŭɘŬɚɏɝɞɡɛŮ K¡ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ɛŮ ŰɏŰɞɘɞ Űɟɧˊɞ ˊɞɡ ɜŬ ŮɝŬɟŰɩɜŰŬɘ Ŭˊɧ Űɘɠ 

  1,2,...,3ix i N=  ɛɧɜɞɜ ɛɏůɤ Űɤɜ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɩɜ ůɢɏůŮɤɜ Űɤɜ ŭŮůɛɩɜ. ȺˊɘɚɏɔɞɡɛŮ ɜŬ ŭɘŬɚɏɝɞɡɛŮ Űɘɠ K¡ 

ŰŮɚŮɡŰŬɑŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ɏŰůɘ ˊɞɡ ɜŬ ɘůɢɨɞɡɜ 

 

 ( )3 1 2 3 1 2( , ,..., ) , ,...,   1,2,...,N K l N l K K K Kq x x x f f f l KF¡ ¡- + + + +
¡= = .  (2.31) 

 

()lF  ŮɑɜŬɘ ŬɡɗŬɑɟŮŰŮɠ, əŬɚɎ ůɡɛˊŮɟɘűŮɟɧɛŮɜŮɠ, ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ. ɀˊɞɟŮɑ əɎˊɞɘɞɠ ɜŬ ŭɘŬɚɏɝŮɘ Űɘɠ ()lF  ɜŬ 

ůɡɛˊɑˊŰɞɡɜ ɛŮ Űɘɠ K lf +, ŬɚɚɎ ŬɡŰɧ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ˊɞɚɚɏɠ űɞɟɏɠ Űɞ ˊɘɞ ɓɞɚɘəɧ. ȹɖɚŬŭɐ, ɡˊɎɟɢɞɡɜ ˊɞɚɚɞɑ Űɟɧˊɞɘ ɜŬ 

ŭɘŬɚɏɝŮɘ əɎˊɞɘɞɠ ŬɡŰɏɠ Űɘɠ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ, ɞˊɧŰŮ ŭɘŬɚɏɔŮɘ Űɘɠ ˊɘɞ əŬŰɎɚɚɖɚŮɠ ɔɘŬ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ. ɄɟɏˊŮɘ ɜŬ 

ŰɞɜɑůɞɡɛŮ ɝŬɜɎ ɧŰɘ ůŰɖɜ ˊɟɎɝɖ ůɢŮŭɧɜ ˊɞŰɏ ŭŮ ɢɟŮɘɎɕŮŰŬɘ ɜŬ ɔɟŬűŰɞɨɜ ɞɘ ˊŬɟŬˊɎɜɤ ůɢɏůŮɘɠ, ɛŬɠ ŬɟəŮɑ Űɞ ɧŰɘ 

ɡˊɎɟɢɞɡɜ ŰɏŰɞɘŮɠ ůɢɏůŮɘɠ. ɇɞ ɧŰɘ ŭŮɜ ɢɟŮɘɎɕŮŰŬɘ ɜŬ ɔɟŬűŰɞɨɜ ŮɑɜŬɘ əŬɘ ɏɜŬ Ŭˊɧ ŰŬ ˊɚŮɞɜŮəŰɐɛŬŰŬ ŬɡŰɐɠ Űɖɠ 

ɛŮɗɞŭɞɚɞɔɑŬɠ. ɈˊɞɗɏŰɞɡɛŮ ɧŰɘ ɘůɢɨɞɡɜ ɞɘ ˊɟɞɦˊɞɗɏůŮɘɠ ɩůŰŮ ɞɘ (2.31) ɜŬ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŬɜŰɘůŰɟŬűɞɨɜ, ɞˊɧŰŮ 

əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɘɠ ůɢɏůŮɘɠ 

 

 1 2( , ,..., )  1,2,...,l l K K K Kf f q q q l KK K ¡+ + + + +
¡= = . (2.32) 

 

ȺˊɘɚɏɔɞɡɛŮ Űɘɠ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ˊɞɡ ɞɟɑɕɞɜŰŬɘ Ŭˊɧ Űɘɠ (2.31) ɞˊɧŰŮ, Ůűɧůɞɜ ɘůɢɨɞɡɜ ɞɘ 
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ɔŮɤɛŮŰɟɘəɞɑ ŭŮůɛɞɑ ˊɞɡ űŬɑɜɞɜŰŬɘ ůŰɖɜ ˊɟɩŰɖ ůŮɘɟɎ Űɤɜ (2.29), ɓɟɑůəɞɡɛŮ 

 

 ( )0,0,...,0   1,2,...,K l lq l KF+
¡= = . (2.33) 

 

ȷɡŰɧ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ ɞɘ K¡ ŰŮɚŮɡŰŬɑŮɠ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ŮɑɜŬɘ ůŰŬɗŮɟɏɠ ˊɞůɧŰɖŰŮɠ, ŭɖɚŬŭɐ ŮɑɜŬɘ 

ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ Űɞɡ ɢɟɧɜɞɡ, ɎɟŬ ŭŮɜ ɛŮŰŬɓɎɚɚɞɜŰŬɘ əŬŰɎ Űɖɜ əɑɜɖůɖ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ. 

Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ, əŬŰŬɚɐɝŬɛŮ ůŰɞ ɧŰɘ ɢɟŮɘɎɕŮŰŬɘ ɜŬ ɓɟɞɨɛŮ ˊɤɠ ŮɝŮɚɑůůɞɜŰŬɘ ůŰɞɜ ɢɟɧɜɞ ɞɘ ɎɚɚŮɠ, ŭɖɚŬŭɐ 

ˊɟɩŰŮɠ 3n N K¡= - , ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ, 1 2, ,..., nq q q . ȷɜ ŮɜŭɘŬűŮɟɧɛŬůŰŮ ɔɘŬ Űɘɠ ɗɏůŮɘɠ ɧɚɤɜ Űɤɜ ůɤɛŬŰɑɤɜ Űɞɡ 

ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ, ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɐůɞɡɛŮ Űɖ ŭŮɨŰŮɟɖ ůŮɘɟɎ Ŭˊɧ Űɘɠ ůɢɏůŮɘɠ (2.30). ȳˊɤɠ ŮɑˊŬɛŮ, ŬɡŰɧ 

ůɡɜɐɗɤɠ ŭŮ ɢɟŮɘɎɕŮŰŬɘ ɜŬ ɔɑɜŮɘ. ɃɡůɘŬůŰɘəɎ ɛŮ Űɞɜ ˊŬɟŬˊɎɜɤ Űɟɧˊɞ, ɏɔɘɜŮ ŬˊŬɚŮɘűɐ K¡ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ əŬɘ 

ɞ ɗŮůɘəɧɠ ɢɩɟɞɠ ŰɩɟŬ ɏɢŮɘ ŭɘɎůŰŬůɖ 3 3n N K N¡= - <, ŭɖɚŬŭɐ ɛɘəɟɧŰŮɟɖ Ŭˊɧ Űɖ ŭɘɎůŰŬůɖ 3N, Űɞɡ Ŭɟɢɘəɞɨ 
çˊɚɐɟɞɡɠè ɢɩɟɞɡ. ȷɡŰɧ ŮɑɜŬɘ ɏɜŬ Ůɑŭɞɠ ŮɜůɤɛɎŰɤůɖɠ Űɤɜ ŭŮůɛɩɜ (embedding of constraints), ɧˊɞɡ ɔɑɜŮŰŬɘ 

ɛŮɑɤůɖ Űɞɡ ˊɚɐɗɞɡɠ Űɤɜ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ ɗɏůɖɠ. ɄŬɟŬɛɏɜɞɡɜ ɞɘ ɛɖ ɞɚɧɜɞɛɞɘ ŭŮůɛɞɑ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ɞɘ ɞˊɞɑɞɘ 

ŭŮɜ ɛˊɞɟɞɨɜ ɜŬ ŮɜůɤɛŬŰɤɗɞɨɜ ɛŮ Űɞɜ ŬɜɤŰɏɟɤ Űɟɧˊɞ, ŭɖɚŬŭɐ ŭŮɜ ɛˊɞɟɞɨɜ ɜŬ ˊŮɟɘɞɟɑůɞɡɜ Űɖ ŭɘɎůŰŬůɖ Űɞɡ 

ɗŮůɘəɞɨ ɢɩɟɞɡ, ŭɘɧŰɘ ŭŮɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ɔɘŬ ŬɡŰɞɨɠ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ ɞɘ ɞˊɞɑŮɠ ɜŬ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɖɗɞɨɜ ɔɘŬ Űɖɜ 

ˊŬɟŬˊɎɜɤ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ ˊɞɡ ŬəɞɚɞɡɗɐɗɖəŮ ɔɘŬ Űɞɡɠ ɞɚɧɜɞɛɞɡɠ ŭŮůɛɞɨɠ. ɆɡɜɞɣɑɕɞɡɛŮ ɚɏɔɞɜŰŬɠ ɧŰɘ ɝŮəɘɜɐůŬɛŮ 

ɛŮ ůɨůŰɖɛŬ ˊɞɡ ŮɑɢŮ ɞɚɧɜɞɛɞɡɠ əŬɘ ɛɖ ɞɚɧɜɞɛɞɡɠ ŭŮůɛɞɨɠ, ŮɜůɤɛŬŰɩůŬɛŮ Űɞɡɠ ɞɚɧɜɞɛɞɡɠ ŭŮůɛɞɨɠ, 

ɞɡůɘŬůŰɘəɎ Űɞɡɠ ŬˊŬɚŮɑɣŬɛŮ, əŬɘ əŬŰŬɚɐɝŬɛŮ ůŮ ˊŮɟɘɔɟŬűɐ Űɖɠ Ůɝɏɚɘɝɖɠ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ɛŮ ɚɘɔɧŰŮɟŮɠ 

ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ. Ƀɘ ɗŮůɘəɞɑ ɓŬɗɛɞɑ ŮɚŮɡɗŮɟɑŬɠ ˊŮɟɘɞɟɑůŰɖəŬɜ ůŰɞɡɠ 3 3n N K N¡= - <. ɆŰɞɜ ɜɏɞ 

ɗŮůɘəɧ ɢɩɟɞ ɞɘ (ɔɜɐůɘŮɠ) ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ŭŮɜ ɡˊɧəŮɘɜŰŬɘ ůŰɞɡɠ ɞɚɧɜɞɛɞɡɠ ŭŮůɛɞɨɠ ŬɚɚɎ ɛɧɜɞ 

ůŰɞɡɠ ɛɖ ɞɚɧɜɞɛɞɡɠ. ɆŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ ɗŬ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɑůɞɡɛŮ ŭɘɎűɞɟŮɠ ůɢɏůŮɘɠ ɏŰůɘ ɩůŰŮ ɜŬ ˊŮɟɘɏɢɞɡɜ ɛɧɜɞ Űɘɠ 

ɜɏŮɠ (ɔɜɐůɘŮɠ) ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ. Ⱥűɧůɞɜ ɞɘ ŰŮɚŮɡŰŬɑŮɠ K¡ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ŮɑɜŬɘ ůŰŬɗŮɟɏɠ, ɛˊɞɟɞɨɛŮ 

ɜŬ ɔɟɎɣɞɡɛŮ,   1,2,...,K l lq l Ka+
¡= = , ɞˊɧŰŮ Ŭˊɧ Űɘɠ ŭŮɨŰŮɟŮɠ Űɤɜ ůɢɏůŮɤɜ (2.30) ɓɟɑůəɞɡɛŮ 

 

 1 2 1 2( , ,..., , , ,..., , )     1,2,...,3i i n Kx x q q q t i Na a a¡= = . (2.34) 

 

ɀˊɞɟŮɑ əɎˊɞɘɞɠ ɜŬ əŬŰŬɚɎɓŮɘ Ŭˊɧ Űɖɜ ŬɜŰɘůŰɟɞűɐ Űɤɜ (2.34), ɧŰɘ ɞɘ ůŰŬɗŮɟɏɠ ŮɑɜŬɘ ŭɡɜŬŰɧɜ ɜŬ 

ˊɟɞůŭɘɞɟɘůŰɞɨɜ Ŭˊɧ Űɘɠ Ŭɟɢɘəɏɠ ůɡɜɗɐəŮɠ.  

ȹɘŬűɞɟɑɕɞɜŰŬɠ ŬɡŰɏɠ Űɘɠ ůɢɏůŮɘɠ əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɘɠ 
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ɄŬɔɩɜɞɡɛŮ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ ɞˊɧŰŮ Ŭˊɧ Űɘɠ ŰŮɚŮɡŰŬɑŮɠ ɓɟɑůəɞɡɛŮ ɔɘŬ Űɘɠ ŭɡɜŬŰɏɠ ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɘɠ: 
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ä . (2.36) 

 

Ƀɘ ˊɘɗŬɜɏɠ ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɘɠ ŭɑɜɞɜŰŬɘ Ŭˊɧ Űɘɠ ůɢɏůŮɘɠ Űɤɜ ɛɖ ɞɚɧɜɞɛɤɜ ŭŮůɛɩɜ Űɨˊɞɡ Pfaff ˊɞɡ űŬɑɜɞɜŰŬɘ 

ůŰɘɠ (2.29), ŭɖɚŬŭɐ 
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+ = =ä . (2.37) 

 

ȿŬɛɓɎɜɞɡɛŮ ɡˊɧɣɖ Űɘɠ (2.35) əŬɘ ɛŮŰɎ Ŭˊɧ əɎˊɞɘŮɠ ˊɟɎɝŮɘɠ ɓɟɑůəɞɡɛŮ Űɖ ɛɞɟűɐ Űɤɜ ɛɖ ɞɚɧɜɞɛɤɜ 

ŮɝɘůɩůŮɤɜ Űɤɜ ŭŮůɛɩɜ ůŰɘɠ ɔɜɐůɘŮɠ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ, 
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ȷˊɧ Űɖɜ ˊɟɩŰɖ ůŮɘɟɎ ůɡɛˊŮɟŬɑɜɞɡɛŮ ɧŰɘ ɞɘ ŭɡɜŬŰɏɠ ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɘɠ ɘəŬɜɞˊɞɘɞɨɜ Űɘɠ ůɢɏůŮɘɠ 
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ɆŰŬ ŮˊɧɛŮɜŬ ɗŬ ŬɚɚɎɝɞɡɛŮ ůɡɛɓɞɚɘůɛɧ əŬɘ ůŰɖ ɗɏůɖ Űɤɜ ,ji jB B  ɗŬ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɞɨɛŮ ɝŬɜɎ ŰŬ ůɨɛɓɞɚŬ 

ˊɞɡ ŮɑɢŬɛŮ ɛŮ Űɘɠ əŬɟŰŮůɘŬɜɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ, ŭɖɚŬŭɐ ŰŬ ,ji jA A . 

ȷɜ ŭŮɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ɛɖ ɞɚɧɜɞɛɞɘ ŭŮůɛɞɑ, Űɞ ůɨůŰɖɛŬ ɛŮ Űɞɡɠ ŮɜůɤɛŬŰɤɛɏɜɞɡɠ ɞɚɧɜɞɛɞɡɠ ŭŮůɛɞɨɠ ɚɏɔŮŰŬɘ 

ɧŰɘ ŮɑɜŬɘ ɏɜŬ ɞɚɧɜɞɛɞ ůɨůŰɖɛŬ ɛŮ n  ɓŬɗɛɞɨɠ ŮɚŮɡɗŮɟɑŬɠ (ŭɖɚŬŭɐ ɢɤɟɑɠ ŭŮůɛɞɨɠ).  

ŪɡɛɑɕɞɡɛŮ ɧŰɘ ɔɘŬ Űɞ ůɨɛɓɞɚɞ ŭ ɘůɢɨɞɡɜ ɞɘ ˊŬɟŬəɎŰɤ ůɢɏůŮɘɠ, ɔɘŬ ɞˊɞɘŮůŭɐˊɞŰŮ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ 

ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ, ůɡɛˊŮɟɘɚŬɛɓŬɜɞɛɏɜɤɜ Űɤɜ əŬɟŰŮůɘŬɜɩɜ:  

 

dŭ d
dŭ ŭd ,  ŭ ŭ

d d

q q
q q q

t t
= = =. 

 

ŭq  ŮɑɜŬɘ ɞɘ ŭɡɜŬŰɏɠ, ŭɡɜɖŰɘəɏɠ (virtual) ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ. Ƀɘ ůɢɏůŮɘɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨ ɔɘŬ ŰŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ 

ɗɏůɖɠ Űɤɜ əŬɟŰŮůɘŬɜɩɜ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ əŬɘ Űɘɠ (ɔɜɐůɘŮɠ) ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ŮɑɜŬɘ ˊɟɞűŬɜɩɠ 

 

 
1 2

1 2

( , ,..., , )  1,2,...,

( , ,..., , )  1,2,...,  .

i i n

j j N

r r q q q t i N

q q r r r t j n

= =

= =
 (2.40) 

 

ɆŰɖɜ ȷɜŬɚɡŰɘəɐ ɀɖɢŬɜɘəɐ, ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ɝŮəɘɜɐůɞɡɛŮ Ŭˊɧ Űɖ ɛɞɟűɐ Űɤɜ ɛŮɔŮɗɩɜ, , , , ,T V U L Q, 

ůɡɜŬɟŰɐůŮɘ Űɤɜ əŬɟŰŮůɘŬɜɩɜ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ ůŮ ŬŭɟŬɜŮɘŬəɧ ůɨůŰɖɛŬ əŬɘ ɜŬ ŰŬ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɑůɞɡɛŮ ůŰɖ ɛɞɟűɐ 

ɛŮ ɔɜɐůɘŮɠ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ. ūɡůɘəɎ Űɞ ɑŭɘɞ ɔɑɜŮŰŬɘ ɔɘŬ Űɞɡɠ ɛɖ ŮɜůɤɛŬŰɤɛɏɜɞɡɠ ŭŮůɛɞɨɠ. ȰŰůɘ 

ɧɚŬ ŮəűɟɎɕɞɜŰŬɘ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘ Űɤɜ n  ɔɜɐůɘɤɜ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ.  

ȹŮɜ ŮɑɜŬɘ ŬɜɎɔəɖ ɜŬ ɝŮəɘɜɞɨɛŮ Ŭˊɧ əŬɟŰŮůɘŬɜɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ, ˊɞɚɚɏɠ űɞɟɏɠ ɏɢɞɡɛŮ ɏɜŬ ɛɖɢŬɜɘəɧ 

ůɨůŰɖɛŬ ŮəűɟŬůɛɏɜɞ ɐŭɖ ůŮ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ əŬɘ ůŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ˊɟɞůɗɏůɞɡɛŮ 

Ůˊɘˊɚɏɞɜ ŭŮůɛɞɨɠ ůŰɞ ůɨůŰɖɛŬ. ȼ ɛŮɑɤůɖ Űɞɡ ˊɚɐɗɞɡɠ Űɤɜ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ ŮɑɜŬɘ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰɖ Ŭˊɧ Űɞ 

ůɡɔəŮəɟɘɛɏɜɞ ɛɖɢŬɜɘəɧ ůɨůŰɖɛŬ ˊɞɡ ŮɝŮŰɎɕɞɡɛŮ, ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ ɛɧɜɞ Ŭˊɧ Űɘɠ ɞɚɧɜɞɛŮɠ ŭŮůɛŮɡŰɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ. 

2.3.3 ȷɟɢɐ dô Alembert ůŮ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ 

ȼ Ŭɟɢɐ dô Alembert ůŮ əŬɟŰŮůɘŬɜɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ, ŮɑɜŬɘ  

 

 ( ) ( )
1 1

ŭ ŭ 0
N N

i i i i i i i

i i

F p r F m r r
= =

- Ö = - Ö =ä ä . (2.41) 

 

ɈˊɞɗɏŰɞɡɛŮ ɧŰɘ ɞɘ ɞɚɧɜɞɛɞɘ ŭŮůɛɞɑ ɏɢɞɡɜ ŮɜůɤɛŬŰɤɗŮɑ ɛŮ Űɞɜ ˊŬɟŬˊɎɜɤ Űɟɧˊɞ, Ůɜɩ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ 

ɡˊɎɟɢɞɡɜ əŬɘ ˊɟɧůɗŮŰɞɘ ɛɖ ɞɚɧɜɞɛɞɘ ŭŮůɛɞɑ. Ƀɘ ɗŮůɘəɞɑ ɓŬɗɛɞɑ ŮɚŮɡɗŮɟɑŬɠ ŮɑɜŬɘ n  əŬɘ ŰɧůŮɠ ŮɑɜŬɘ əŬɘ ɞɘ 

(ɔɜɐůɘŮɠ) ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ. ŪŬ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɑůɞɡɛŮ Űɖɜ ˊŬɟŬˊɎɜɤ Ŭɟɢɐ ɩůŰŮ ɜŬ ɘůɢɨŮɘ ɔɘŬ 
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ɞˊɞɘŮůŭɐˊɞŰŮ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ. ũɘŬ Űɞɜ ůəɞˊɧ ŬɡŰɧ ŰŬ 
 
ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ɔɟŬűŰɞɨɜ ɤɠ 

ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ Űɤɜ . 

ȷɠ ŬɟɢɑůɞɡɛŮ ɛŮ ŰŬ  (ŭɡɜŬŰɏɠ ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɘɠ). ɂŮəɘɜɞɨɛŮ Ŭˊɧ Űɘɠ Ⱥɝ. (2.40) əŬɘ ɓɟɑůəɞɡɛŮ 

 

 . (2.42) 

 

ȷɜŰɘəŬɗɘůŰɞɨɛŮ ůŰɖɜ ůɢɏůɖ (2.41) Űɘɠ (2.42) əŬɘ əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɖɜ 

 

 . (2.43) 

 

ɆŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ ɗŬ ŬůɢɞɚɖɗɞɨɛŮ ɛŮ Űɞɜ ɧɟɞ ˊɞɡ ɏɢŮɘ Űɖ ŭɨɜŬɛɖ ůŰɖɜ Ⱥɝ. (2.43). Ƀ ɧɟɞɠ ŬɡŰɧɠ ŮɑɜŬɘ Űɞ 

ŭɡɜŬŰɧ ɏɟɔɞ Űɤɜ ŮɜŮɟɔɖŰɘəɩɜ ŭɡɜɎɛŮɤɜ. ɄɟɎɔɛŬŰɘ, Ŭˊɧ Űɖ ɔɜɤůŰɐ ůɢɏůɖ, 
1

ŭ ŭ
N

i i

i

W F r
=

= Öä , ŬɜŰɘəŬɗɘůŰɩɜŰŬɠ 

Űɘɠ ŭɡɜŬŰɏɠ ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɘɠ Ŭˊɧ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ (2.42) ɓɟɑůəɞɡɛŮ, 

 

 . (2.44) 

 

ȺɜɜɞŮɑŰŬɘ ɧŰɘ ɧɚŬ, ɧˊɤɠ əŬɘ ɞɘ ŭɡɜɎɛŮɘɠ, ɏɢɞɡɜ ŮəűɟŬůŰŮɑ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘ Űɤɜ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜɤɜ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ 

q. ɆŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ ɞɟɑɕɞɡɛŮ ɤɠ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜɖ ůɡɜɘůŰɩůŬ ŭɨɜŬɛɖɠ ˊɞɡ ůɢŮŰɑɕŮŰŬɘ ɛŮ Űɖ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɖ  Űɖɜ 

ˊɞůɧŰɖŰŬ 

 

 ,   (2.44) 

 

ɆŰɖɜ (2.45) űŬɑɜŮŰŬɘ əŬɘ ɖ ɛɞɟűɐ ɔɘŬ Űɞ ŭɡɜŬŰɧ ɏɟɔɞ ɛŮ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ əŬɘ ŭɡɜŬŰɏɠ ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɘɠ. 

ɇɩɟŬ, ůŰɖɜ Ⱥɝ. (2.43) ɗŬ ŬůɢɞɚɖɗɞɨɛŮ ɛŮ Űɞɜ ɧɟɞ ˊɞɡ ˊŮɟɘɏɢŮɘ Űɘɠ ŮˊɘŰŬɢɨɜůŮɘɠ (ɞ ɧɟɞɠ ŬɡŰɧɠ ˊŮɟɘɏɢŮɘ Űɘɠ 

ŬɜŬűŮɟɧɛŮɜŮɠ ɤɠ ŬŭɟŬɜŮɘŬəɏɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ), əŬɘ ɏɢɞɡɛŮ 

 

 .  (2.46) 

 

ũɘŬ Űɘɠ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ ɏɢɞɡɛŮ 

 

 

ɞˊɧŰŮ ɘůɢɨɞɡɜ 

 

 .  (2.47) 

 

ũɘŬ Űɞɜ ŰŮɚŮɡŰŬɑɞ ɧɟɞ ůŰɞ ŭŮɝɑ ɛɏɚɞɠ Űɖɠ Ⱥɝ. (2.46) ɏɢɞɡɛŮ 
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  (2.48) 

 

ȺɘůɎɔɞɡɛŮ ŰŬ ŬˊɞŰŮɚɏůɛŬŰŬ Űɤɜ Ⱥɝ. (2.47) əŬɘ Ⱥɝ. (2.48) ůŰɖɜ Ⱥɝ. (2.46), ˊɞɚɚŬˊɚŬůɘɎɕɞɡɛŮ Ůˊɑ  

əŬɘ ŬɗɟɞɑɕɞɡɛŮ ɤɠ ˊɟɞɠ i, ɞˊɧŰŮ ɓɟɑůəɞɡɛŮ 

 

 

ȼ ɞɚɘəɐ əɘɜɖŰɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ Űɤɜ ůɤɛŬŰɑɤɜ ŮɑɜŬɘ . Ⱥŭɩ Űɖɜ ɏɢɞɡɛŮ 

ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɑůŮɘ ɩůŰŮ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ůɡɜɎɟŰɖůɖ Űɤɜ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜɤɜ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ, ( , , )T T q q t= , ɓɚ. ɄŬɟɎɟŰɖɛŬ 

Ʉ3. ȼ Ⱥɝ. (2.43) ɔɑɜŮŰŬɘ ɧˊɤɠ űŬɑɜŮŰŬɘ ůŰɖɜ ˊɟɩŰɖ ůŮɘɟɎ Űɤɜ ŮɝɘůɩůŮɤɜ (2.49). ȼ ŭŮɨŰŮɟɖ ůŮɘɟɎ ŬɜŬűɏɟŮŰŬɘ 

ůŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ˊɞɡ əɎˊɞɘŮɠ, ŬɚɚɎ ɧɢɘ ɧɚŮɠ ɞɘ ŭɡɜɎɛŮɘɠ, ˊɟɞɏɟɢɞɜŰŬɘ Ŭˊɧ ŭɡɜŬɛɘəɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ, ŰɧŰŮ ɛɧɜɞ ɔɘŬ 

ŬɡŰɏɠ ɘůɢɨŮɘ L T V= -, ɞɘ ɎɚɚŮɠ ˊŬɟɘůŰɎɜɞɜŰŬɘ ɛŮ Q¡. 
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 (2.49) 

 

ȷɡŰɐ ŮɑɜŬɘ ɖ Ŭɟɢɐ Űɞɡ dô Alembert ɔɘŬ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ. 

ɆŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ ɡˊɞɗɏŰɞɡɛŮ ɧŰɘ ɞɘ ŭɡɜŬŰɏɠ ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɘɠ ŮɑɜŬɘ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ ɛŮŰŬɝɨ Űɞɡɠ, ŭɖɚŬŭɐ ŭŮɢɧɛŬůŰŮ 

ɧŰɘ ŭŮɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ŭŮůɛŮɡŰɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ ɛŮŰŬɝɨ Űɤɜ ŭɡɜŬŰɩɜ ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɤɜ. ȰŰůɘ ŬəɞɚɞɡɗɞɨɛŮ Űɖɜ ˊŬɟŬəɎŰɤ 

ɔɜɤůŰɐ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ, ůɡɔəŮəɟɘɛɏɜŬ: ȷűɞɨ ɧɚŬ ŰŬ  ŮɑɜŬɘ ŬɡɗŬɑɟŮŰŬ, ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ˊɎɟɞɡɛŮ Űɞ ˊɟɩŰɞ, ŭɖɚŬŭɐ 

Űɞ ɛɖ ɛɖŭŮɜɘəɧ əŬɘ ɧɚŬ ŰŬ ɎɚɚŬ ɛɖŭɏɜ, ůŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ Űɞ ŭŮɨŰŮɟɞ, Űɞ , ɛɖ ɛɖŭŮɜɘəɧ əŬɘ ɧɚŬ ŰŬ ɎɚɚŬ 

ɛɖŭɏɜ, ə.ɞ.ə. ȷɡŰɧ ɞŭɖɔŮɑ ůŮ n ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Lagrange, Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ 

 

  (2.50) 

 

ɐ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ 
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Ƀɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ ŮɑɜŬɘ, Űɞ ˊɞɚɨ, ŭŮɨŰŮɟɖɠ ŰɎɝɖɠ ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ. ȷɡŰɧ 

űŬɑɜŮŰŬɘ Ŭɜ ŬɜŬˊŰɨɝɞɡɛŮ Űɘɠ ˊŬɟŬɔɩɔɞɡɠ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ. ȰɢɞɡɛŮ ɔɘŬ Űɖɜ Ⱥɝ. (2.50) Űɘɠ Ⱥɝ. (2,52), (ŬɜɎɚɞɔŬ 

ɘůɢɨɞɡɜ ɔɘŬ Űɖɜ Ⱥɝ. (2.51), ɧˊɞɡ ɏɢɞɡɛŮ ŬɜŰɑ Űɤɜ ,T Q ŰŬ ,L Q¡), 
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 .  (2.52) 

 

ũɘŬ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ŭŮɨŰŮɟɖɠ ŰɎɝɖɠ ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ ˊɟɏˊŮɘ 

2

det 0
T

q qa b

µ
¸

µ µ
. ȷɡŰɧ ŭŮɜ ɘůɢɨŮɘ Ŭɜ ɏɢɞɡɛŮ 

ɔɟŬɛɛɘəɐ ŮɝɎɟŰɖůɖ Ŭˊɧ Űɘɠ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ. 

ŪɡɛɑɕɞɡɛŮ ɝŬɜɎ ɧŰɘ ɔɘŬ Űɞ ŭɡɜŬŰɧ ɏɟɔɞ Űɤɜ ŬůəɞɨɛŮɜɤɜ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜɤɜ ŭɡɜɎɛŮɤɜ ɘůɢɨŮɘ ŬɡŰɧ ˊɞɡ ŮɑŭŬɛŮ 

əŬɘ ůŰŬ ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜŬ, ŭɖɚŬŭɐ: 

 

 . (2.53) 

 

ɄŬɟŬŰɖɟɞɨɛŮ əŬɘ ˊɎɚɘ ɧŰɘ ɏɜŬ ɢŬɟŬəŰɖɟɘůŰɘəɧ Űɤɜ ŮɝɘůɩůŮɤɜ Euler-Lagrange ŮɑɜŬɘ ɧŰɘ ɖ ɛɞɟűɐ Űɞɡɠ 

ŭŮɜ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ Ŭˊɧ Űɞ ˊɞɘŮɠ ŮɑɜŬɘ ɞɘ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ. 

ɇɞ Ɏɚɚɞ ůɖɛŬɜŰɘəɧ, ˊɞɡ ɏɢɞɡɛŮ ɐŭɖ ŬɜŬűɏɟŮɘ, ŮɑɜŬɘ ɧŰɘ ůŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɨˊŬɟɝɖɠ ɞɚɧɜɞɛɤɜ ŭŮůɛɩɜ 

ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ɏɢɞɡɛŮ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ Űɤɜ ŭɡɜɎɛŮɤɜ Űɤɜ ŭŮůɛɩɜ. ɇɞɜɑɕɞɡɛŮ ɝŬɜɎ ɧŰɘ ŭŮɜ 

ŮɑɜŬɘ Ůɨəɞɚɞ ɜŬ ˊɟɞůŭɘɞɟɑůŮɘ əɎˊɞɘɞɠ Űɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ɤɠ ˊɟɞɠ ɛɖ ŬŭɟŬɜŮɘŬəɎ ůɡůŰɐɛŬŰŬ, ɔɘ ŬɡŰɧ ŮɑɜŬɘ 

əŬɚɨŰŮɟŬ ɜŬ ɝŮəɘɜɎ Ŭˊɧ ŬŭɟŬɜŮɘŬəɧ ůɨůŰɖɛŬ, ɜŬ ˊɟɞůŭɘɞɟɑɕŮɘ ŰŬ T  əŬɘ V  (ɐ U) ɤɠ ˊɟɞɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ 
Űɞɡ ŬŭɟŬɜŮɘŬəɞɨ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ, ůŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ ɜŬ ŮűŬɟɛɧɕŮɘ Űɞɜ əŬŰɎɚɚɖɚɞ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ 

ɛŮŰŬɝɨ ŬŭɟŬɜŮɘŬəɞɨ əŬɘ ɛɖ ŬŭɟŬɜŮɘŬəɞɨ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ əŬɘ ɜŬ ŮəűɟɎɕŮɘ ŰŬ TəŬɘ V (ɐ U) ůɡɜŬɟŰɐůŮɘ Űɤɜ 
ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ Űɞɡ ɛɖ ŬŭɟŬɜŮɘŬəɞɨ. ɆŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ ŮűŬɟɛɧɕŮɘ Űɖ çůɡɜŰŬɔɐè  

 

 , ɐ L T U= -.  (2.54) 

 

ɄŬɟɧɚɞ ˊɞɡ ůɨɛűɤɜŬ ɛŮ ɧůŬ ŮɑˊŬɛŮ ŮɑɜŬɘ ŬɡŰɞɜɧɖŰɞ ɧŰɘ ɞɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Euler-Lagrange ɏɢɞɡɜ Űɖɜ ɑŭɘŬ 

ɛɞɟűɐ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŬ Ŭˊɧ Űɘɠ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ, ɛˊɞɟŮɑ əɎˊɞɘɞɠ ɜŬ ŭŮɑɝŮɘ ŬɡŰɧ ɛŮ ŬˊŮɡɗŮɑŬɠ 

ɡˊɞɚɞɔɘůɛɧ. ȹɖɚŬŭɐ ɜŬ ŭŮɑɝŮɘ ɧŰɘ, əɎɗŮ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ ɛŮŰŬɝɨ (ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜɤɜ) ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ, ɧˊɞɡ ɛˊɞɟŮɑ 

ɜŬ ɡˊŮɘůɏɟɢŮŰŬɘ əŬɘ ɞ ɢɟɧɜɞɠ, ŬűɐɜŮɘ ŬɜŬɚɚɞɑɤŰɖ Űɖ ɛɞɟűɐ Űɤɜ ŮɝɘůɩůŮɤɜ Euler-Lagrange. ȷɡŰɞɨ Űɞɡ Ůɑŭɞɡɠ 

ɞɘ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɑ ɚɏɔɞɜŰŬɘ ůɖɛŮɘŬəɞɑ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɑ ɐ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɑ ůɖɛŮɑɞɡ. 

2.4 ȹɡɜŬɛɘəɎ ˊɞɡ ŮɝŬɟŰɩɜŰŬɘ Ŭˊɧ Űɘɠ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ 

ȷɠ ɡˊɞɗɏůɞɡɛŮ ɧŰɘ ɏɢɞɡɛŮ ŭɡɜŬɛɘəɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ (ŭɡɜŬɛɘəɧ) ˊɞɡ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ Ŭˊɧ Űɘɠ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ (ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜɞ 

ŭɡɜŬɛɘəɧ). ɆŮ ŬɡŰɐ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɞɘ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ ɞɘ ɞˊɞɑŮɠ ˊɟɞɏɟɢɞɜŰŬɘ Ŭˊɧ ŬɡŰɧ ɡˊɞɚɞɔɑɕɞɜŰŬɘ ɤɠ 

Ůɝɐɠ 

 

  (2.55) 

 

ȼ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ɡˊɞɚɞɔɑɕŮŰŬɘ Ŭˊɧ Űɖ ɔɜɤůŰɐ ůɢɏůɖ əŬɘ ŮɨəɞɚŬ ŬˊɞŭŮɘəɜɨŮŰŬɘ ɧŰɘ ɘůɢɨɞɡɜ ɞɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ 

Űɞɡ Lagrange, ŭɖɚŬŭɐ ɏɢɞɡɛŮ Űɖɜ ŬɜŰɑůŰɞɘɢɖ Űɖɠ Ⱥɝ. (2.51), ɧˊɞɡ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɡˊɎɟɢɞɡɜ əŬɘ ŭɡɜɎɛŮɘɠ, Q¡, ɞɘ 

ɞˊɞɑŮɠ ŭŮɜ ˊɟɞɏɟɢɞɜŰŬɘ Ŭˊɧ Űɖɜ Ůɜ ɚɧɔɤ ŭɡɜŬɛɘəɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ. 

 

  (2.56) 
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Ƀɘ ŭɡɜɎɛŮɘɠ ˊɞɡ ɔŮɜɘəɩɠ ˊɟɞɏɟɢɞɜŰŬɘ Ŭˊɧ ŭɡɜŬɛɘəɧ Űɞ ɞˊɞɑɞ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ əŬɘ Ŭˊɧ Űɘɠ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ, 

ɚɏɔɞɜŰŬɘ ɛɞɜɞɔŮɜŮɑɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ, ɧɚŮɠ ɞɘ ɎɚɚŮɠ ɚɏɔɞɜŰŬɘ ˊɞɚɡɔŮɜŮɑɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ. ɀŮ ŭŮŭɞɛɏɜɞ ɧŰɘ ɞɘ ŭɡɜɎɛŮɘɠ ŭŮ 

ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŮɝŬɟŰɩɜŰŬɘ Ŭˊɧ Űɘɠ ŮˊɘŰŬɢɨɜůŮɘɠ, ˊɟɞəɨˊŰŮɘ ˊɤɠ ɖ ŮɝɎɟŰɖůɖ Űɖɠ U  Ŭˊɧ Űɘɠ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ 

ŮɑɜŬɘ ɛɧɜɞ ɔɟŬɛɛɘəɐ, ŭɖɚŬŭɐ ɏɢɞɡɛŮ Űɖ ůɢɏůɖ 
0
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( , ) ( , )
n

i i

i

U a q t q a q t
=

= +ä . 

ȷɜŰɑůŰɟɞűŬ, Ŭɠ ɡˊɞɗɏůɞɡɛŮ ɧŰɘ ɔɘŬ ɏɜŬ ůɨůŰɖɛŬ ɡˊɎɟɢŮɘ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ ( , , )L T U q q t= -

, ŰɧŰŮ ɞɘ ˊɟɞəɨˊŰɞɡůŮɠ Ŭˊɧ ŬɡŰɐɜ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Lagrange ŮɑɜŬɘ: 
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ȷˊɧ ŬɡŰɏɠ ˊɟɞəɨˊŰɞɡɜ ɞɘ Ůˊɘɛɏɟɞɡɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ. ȺɑɜŬɘ ůŬűɏɠ ɧŰɘ ɏɢɞɡɛŮ: 
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ɧˊɞɡ ɞɘ ŭɡɜɎɛŮɘɠ iQ  ˊɟɞəɨˊŰɞɡɜ Ŭˊɧ Űɖɜ ( , , )U q q t . 

ȰŰůɘ űŬɑɜŮŰŬɘ ɧŰɘ ůŮ ŬɡŰɐ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ, ˊɟɎɔɛŬŰɘ, ɞɘ ŭɡɜɎɛŮɘɠ ɡˊɞɚɞɔɑɕɞɜŰŬɘ Ŭˊɧ Űɘɠ ůɢɏůŮɘɠ 
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. 

2.5 ȼɚŮəŰɟɞɛŬɔɜɖŰɘəɐ ŭɨɜŬɛɖ - ȷŭɟŬɜŮɘŬəɏɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ 

ɉŬɟŬəŰɖɟɘůŰɘəɐ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɛɞɜɞɔŮɜɞɨɠ ŭɨɜŬɛɖɠ ˊɞɡ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ Ŭˊɧ Űɖɜ ŰŬɢɨŰɖŰŬ ŮɑɜŬɘ ɖ ŭɨɜŬɛɖ Lorentz ůŮ 

űɞɟŰɘůɛɏɜɞ ůɤɛŬŰɑŭɘɞ ˊɞɡ əɘɜŮɑŰŬɘ ɛɏůŬ ůŮ ŮɝɤŰŮɟɘəɧ ɖɚŮəŰɟɞɛŬɔɜɖŰɘəɧ ˊŮŭɑɞ.  

ɈˊɞɗɏŰɞɡɛŮ ɧŰɘ ŭŮɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ Ɏɚɚɞɡ Ůɑŭɞɡɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ. ȷɡŰɐ ɖ ŭɨɜŬɛɖ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ˊɟɞɏɚɗŮɘ Ŭˊɧ Űɖɜ 

ˊŬɟŬəɎŰɤ ŭɡɜŬɛɘəɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ ( , , )U U q q t= əŬɘ Űɖɜ ŬɜŰɑůŰɞɘɢɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ 
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ɧˊɞɡ  ŮɑɜŬɘ Űɞ űɞɟŰɑɞ Űɞɡ ůɤɛŬŰɘŭɑɞɡ, u ɖ ŰŬɢɨŰɖŰɎ Űɞɡ, F ŮɑɜŬɘ Űɞ ɓŬɗɛɤŰɧ ŭɡɜŬɛɘəɧ əŬɘ A  Űɞ 

ŭɘŬɜɡůɛŬŰɘəɧ ŭɡɜŬɛɘəɧ Űɞɡ ɖɚŮəŰɟɞɛŬɔɜɖŰɘəɞɨ ˊŮŭɑɞɡ. 

ɄŬɑɟɜɞɜŰŬɠ ɤɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɘɠ əŬɟŰŮůɘŬɜɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɞɡ ůɤɛŬŰɑɞɡ ůŮ ŬŭɟŬɜŮɘŬəɧ ůɨůŰɖɛŬ 

ŬɜŬűɞɟɎɠ əŬɘ ɔɟɎűɞɜŰŬɠ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɞɡ Lagrange, əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŮ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ ɧˊɞɡ ŮɛűŬɜɑɕŮŰŬɘ ɖ 

ɔɜɤůŰɐ ŭɨɜŬɛɖ Lorentz 

 

. 

 

ȹɖɚŬŭɐ, Ŭűɞɨ ɚɎɓɞɡɛŮ ɡˊɧɣɖ ɧŰɘ 
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 . (2.58) 

 

ɆɖɛŮɘɩɜɞɡɛŮ ˊɤɠ ŬɜɎɚɞɔŬ ɘůɢɨɞɡɜ ɔɘŬ Űɘɠ ŬŭɟŬɜŮɘŬəɏɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ. ɆɡɔəŮəɟɘɛɏɜŬ, Ŭɜ ɏɢɞɡɛŮ ɏɜŬ ůɤɛɎŰɘɞ 

Űɞɡ ɞˊɞɑɞɡ ɖ əɑɜɖůɖ ˊŮɟɘɔɟɎűŮŰŬɘ ɛŮ Űɘɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ɤɠ ˊɟɞɠ ˊŮɟɘůŰɟŮűɧɛŮɜɞ ůɨůŰɖɛŬ Ŭɝɧɜɤɜ (Űɞ ɞˊɞɑɞ 

ŮɑɜŬɘ ɛɖ ŬŭɟŬɜŮɘŬəɧ ůɨůŰɖɛŬ), ŰɧŰŮ ɏɢɞɡɛŮ Űɖɜ ˊŬɟŬəɎŰɤ ŭɡɜŬɛɘəɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ əŬɘ ŬɜŰɑůŰɞɘɢɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ. 
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 (2.59) 

 

ȸɚɏˊɞɡɛŮ əŬɘ Ůŭɩ ɔɟŬɛɛɘəɐ ŮɝɎɟŰɖůɖ Ŭˊɧ Űɘɠ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ, ɧˊɤɠ əŬɘ ůŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ Űɞɡ 

ɖɚŮəŰɟɞɛŬɔɜɖŰɘəɞɨ ˊŮŭɑɞɡ. ɈˊɞɗɏůŬɛŮ ɧŰɘ ŭŮɜ ŬůəɞɨɜŰŬɘ ůɡɜɐɗŮɘɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ ůŰɞ ůɤɛɎŰɘɞ, Ŭɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ əŬɘ 

ˊɟɞɏɟɢɞɜŰŬɘ Ŭˊɧ ŭɡɜŬɛɘəɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ ŬɡŰɐ ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ɚɖűɗŮɑ ɡˊɧɣɖ ůŰɘɠ ŬɜɤŰɏɟɤ ůɢɏůŮɘɠ. ȼ ŰŬɢɨŰɖŰŬ u 

ŮɑɜŬɘ ɖ ŰŬɢɨŰɖŰŬ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɞ ˊŮɟɘůŰɟŮűɧɛŮɜɞ ůɨůŰɖɛŬ, w ŮɑɜŬɘ ɖ ɔɤɜɘŬəɐ ŰŬɢɨŰɖŰŬ Űɞɡ ůŰɟŮűɧɛŮɜɞɡ 

ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɞ (ŬəɑɜɖŰɞ) ŬŭɟŬɜŮɘŬəɧ ůɨůŰɖɛŬ əŬɘ r  Űɞ ŭɘɎɜɡůɛŬ ɗɏůɖɠ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɞ ˊŮɟɘůŰɟŮűɧɛŮɜɞ 

ůɨůŰɖɛŬ. ȷɡŰɎ ɞŭɖɔɞɨɜ ůŰɘɠ ɔɜɤůŰɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ, ɧˊɞɡ ŮɛűŬɜɑɕɞɜŰŬɘ Űɞ űŬɘɜɧɛŮɜɞ Coriolis 

(ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘŮɑŰŬɘ əŬɘ ɞ ɧɟɞɠ ŭɨɜŬɛɖ Coriolis), ɖ űɡɔɧəŮɜŰɟɞɠ ŭɨɜŬɛɖ əŬɘ Ŭɜ ɖ ɔɤɜɘŬəɐ ŰŬɢɨŰɖŰŬ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ 

Ŭˊɧ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ, ɖ ŭɨɜŬɛɖ (Űɞɡ) Euler. 

2.6 ȽůɞŭɨɜŬɛŮɠ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɏɠ 

ȼ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ əŬɗɞɟɑɕŮɘ əŬŰɎ ɛɞɜŬŭɘəɧ Űɟɧˊɞ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ ɛɖɢŬɜɘəɞɨ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ŬɚɚɎ Űɞ 

ŬɜŰɑůŰɟɞűɞ ŭŮɜ ɘůɢɨŮɘ. ȹɖɚŬŭɐ, ɡˊɎɟɢɞɡɜ ˊɞɚɚɏɠ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɏɠ ˊɞɡ ɞŭɖɔɞɨɜ ůŰɘɠ ɑŭɘŮɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ, 

ŬɡŰɏɠ ŮɑɜŬɘ ɘůɞŭɨɜŬɛŮɠ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɏɠ. ȷɡŰɧ ŮɑɜŬɘ ŬɜŰɘəŮɑɛŮɜɞ ɛŬɗɖɛŬŰɘəɐɠ ɛŮɚɏŰɖɠ ɛɏɢɟɘ əŬɘ Űɘɠ ɛɏɟŮɠ ɛŬɠ. 

Ⱥŭɩ ɗŬ ˊŮɟɘɞɟɘůŰɞɨɛŮ ůŮ ɛɘŬ Ŭˊɚɐ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ. ŪŬ ŭŮɑɝɞɡɛŮ ɧŰɘ Ŭɜ ůŮ əɎˊɞɘŬ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ˊɟɞůɗɏůɞɡɛŮ ɛɘŬ 

ůɡɜɎɟŰɖůɖ ɖ ɞˊɞɑŬ ŮɑɜŬɘ ɞɚɘəɐ ˊŬɟɎɔɤɔɞɠ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ əɎˊɞɘŬɠ ůɡɜɎɟŰɖůɖɠ (ɛɧɜɞ) Űɤɜ  ŰɧŰŮ ɞɘ 

ŰŮɚɘəɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ ˊŬɟŬɛɏɜɞɡɜ ɞɘ ɑŭɘŮɠ. ɆɖɛŮɘɩɜɞɡɛŮ ɧɛɤɠ ɧŰɘ Ŭɜ ŭɡɞ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɏɠ ŭɑɜɞɡɜ Űɘɠ ɑŭɘŮɠ 

ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ ŬɡŰɧ ŭŮɜ ůɖɛŬɑɜŮɘ əŬŰô ŬɜɎɔəɖ ɧŰɘ ŭɘŬűɏɟɞɡɜ əŬŰɎ Űɖ ůɡɜɎɟŰɖůɖ ˊɞɡ ŬɜŬűɏɟŬɛŮ 

ˊŬɟŬˊɎɜɤ. ɇɏŰɞɘɞ ˊŬɟɎŭŮɘɔɛŬ ŬˊɞŰŮɚŮɑ Űɞ ɕŮɡɔɎɟɘ (ɘůɞŭɨɜŬɛɤɜ) ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɩɜ  

 

. 

ȼ 2L  ŮɑɜŬɘ űŬɜŮɟɧ ɧŰɘ ˊŮɟɘɔɟɎűŮɘ ŭɡɞ ɛɖ ŬɚɚɖɚŮˊɘŭɟɩɜŰŮɠ Ŭɟɛɞɜɘəɞɨɠ ŰŬɚŬɜŰɤŰɏɠ ɛɏůŬ ůŮ ɑŭɘɞ 

ŭɡɜŬɛɘəɧ. ɄŬɟɧɚɞ ˊɞɡ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ˊɟɞűŬɜɏɠ əŬɘ ɖ 1L  ˊŮɟɘɔɟɎűŮɘ Űɖɜ ɑŭɘŬ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ. ȰɜŬ Ɏɚɚɞ ɕŮɡɔɎɟɘ 

ɘůɞŭɨɜŬɛɤɜ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɩɜ ŮɑɜŬɘ Űɞ ɕŮɡɔɎɟɘ  

 

. 

 

ȺɨəɞɚŬ ŭɘŬˊɘůŰɩɜŮŰŬɘ ɧŰɘ Űɞ əɎɗŮ ɏɜŬ Ŭˊɧ ŰŬ ŭɡɞ ˊŬɟŬˊɎɜɤ ɕŮɡɔɎɟɘŬ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɩɜ, ɞŭɖɔŮɑ ůŮ ɑŭɘŮɠ 

ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ ɢɤɟɑɠ ɜŬ ŭɘŬűɏɟɞɡɜ əŬŰɎ ɛɘŬ ɞɚɘəɐ ˊŬɟɎɔɤɔɞ əɎˊɞɘŬɠ ůɡɜɎɟŰɖůɖɠ Űɤɜ . 

ȰůŰɤ ŰɩɟŬ ɧŰɘ ɏɢɞɡɛŮ Űɘɠ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɏɠ 

 

  (2.60) 

 

ŪŬ ŭŮɑɝɞɡɛŮ ɧŰɘ ɞɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɞɡ Lagrange əŬɘ əŬŰɎ ůɡɜɏˊŮɘŬ əŬɘ ɞɘ ŰŮɚɘəɏɠ (ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ) ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ 

ŮɑɜŬɘ ɑŭɘŮɠ ɔɘŬ Űɘɠ ŭɡɞ ŬɡŰɏɠ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɏɠ. ȰɢɞɡɛŮ ɔɘŬ Űɖɜ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ( , , )L L q q t= Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ 

Lagrange:  
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ɇŬ Q  ŬɜŰɘˊɟɞůɤˊŮɨɞɡɜ ŭɡɜɎɛŮɘɠ ˊɞɡ ŭŮɜ ŮəűɟɎůŰɖəŬɜ ɛŮ Űɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ. ɀˊɞɟŮɑ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ɛɖ 

ɛɞɜɞɔŮɜŮɑɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ. ȷɜŬˊŰɨůůɞɡɛŮ Űɖɜ ɏəűɟŬůɖ Űɞɡ ˊɟɩŰɞɡ ɛɏɚɞɡɠ əŬɘ ɓɟɑůəɞɡɛŮ ɔɘŬ Űɘɠ ŰŮɚɘəɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ 

əɑɜɖůɖɠ: 

 
2 2 2

1 1

,   1,2,...,

j

n n

i i j

i ii i j j j

L L L L
q q Q j n

q q q q t q q= =

µ µ µ µ
+ + - = =

µ µ µ µ µµ µ
ä ä . 

Ƀɘ ŮəűɟɎůŮɘɠ ˊɞɡ ˊŬɟɘůŰɎɜɞɜŰŬɘ ɛŮ Űɞ iE , ɔɘŬ Űɘɠ ɞˊɞɑŮɠ ɘůɢɨɞɡɜ 
d

d
i

i i

L L
E

t q q

µ µ
- = -

µ µ
, ŮɑɜŬɘ ɏɜŬ Ůɑŭɞɠ 

ŬɡŰɩɜ ˊɞɡ ɚɏɔɞɜŰŬɘ ŮəűɟɎůŮɘɠ Űɞɡ Euler. ȷɡŰɧ ŮɑɜŬɘ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰɞ Ŭˊɧ Űɞ Ŭɜ ɘůɢɨɞɡɜ ɞɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Lagrange ɐ 

ɧɢɘ. ȷɠ ɗŮɤɟɐůɞɡɛŮ ůŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ Űɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ Űɖɠ Ⱥɝ. (2.60), ŭɖɚŬŭɐ Űɖɜ 

1 1( , , ) ( , , ) ( , , )L L q q t L q q t g q q t= = + , ɧˊɞɡ  

 

. 

  

ȰɢɞɡɛŮ Űɖɜ ŬɜŰɑůŰɞɘɢɖ ɏəűɟŬůɖ Űɞɡ Euler,  
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d

d
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Ⱥ́ ɞɛɏɜɤɠ, 
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ũɘŬ Űɖɜ ( , , )g q q t , ɓɟɑůəɞɡɛŮ ɧŰɘ 

 

 

2 2

1

,   
n

k

ki i i i k i

g G g G G
q

q q q q q q t=

µ µ µ µ µ
= = +

µ µ µ µ µ µ µ
ä . (2.63) 

 

 

Ⱥˊɑůɖɠ ɘůɢɨɞɡɜ 
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ȰŰůɘ əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɘɠ ůɢɏůŮɘɠ: 
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ɇŮɚɘəɩɠ, ɓɟɑůəɞɡɛŮ 
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Ƀɘ ŮəűɟɎůŮɘɠ Euler, ŮɑɜŬɘ ɑŭɘŮɠ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŬ Ŭˊɧ Űɞ Ŭɜ ɘůɢɨɞɡɜ ɞɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Lagrange ɐ ɧɢɘ, ŭɖɚŬŭɐ ɔɘŬ 

ɞˊɞɘŮůŭɐˊɞŰŮ ŮɝŬɟŰɐůŮɘɠ ( )i iq q t=  əŬɘ ɧɢɘ ɛɧɜɞ ɔɘŬ Űɖɜ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐ əɑɜɖůɖ. ȳɛɤɠ ɘůɢɨɞɡɜ ɞɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ 

Lagrange Ⱥɝ. (2.61), Ůˊɞɛɏɜɤɠ Ŭˊɧ Űɘɠ ŰŮɚŮɡŰŬɑŮɠ ˊɟɞəɨˊŰŮɘ ɧŰɘ əŬɘ ɔɘŬ Űɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ 1L  ɗŬ ɘůɢɨɞɡɜ 

Ŭəɟɘɓɩɠ ɞɘ ɑŭɘŮɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Lagrange. ȹɖɚŬŭɐ ɞɘ ˊŬɟŬəɎŰɤ ŮɝɘůɩůŮɘɠ ŮɑɜŬɘ ɑŭɘŮɠ 

 

 
1 1d d

,  ,   1,2,...,
d d

i i

i i i i

L LL L
Q Q i n

t q q t q q

µ µµ µ
- = - = =

µ µ µ µ
. (2.65) 

 

ɄɟɞűŬɜɩɠ əŬɘ ɞɘ ŰŮɚɘəɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ ɗŬ ŮɑɜŬɘ ɑŭɘŮɠ. ȷɡŰɐ ɖ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ŮɑɜŬɘ ɏɜŬ Ůɑŭɞɠ 

ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨ ɓŬɗɛɑŭŬɠ (gauge transformation). ɆŮ ŬɡŰɐ Űɖɜ əŬŰɖɔɞɟɑŬ ɡˊɎɔŮŰŬɘ ɖ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ Űɞɡ 

ɖɚŮəŰɟɞɛŬɔɜɖŰɘůɛɞɨ, ɧˊɞɡ ɞ əŬŰɤŰɏɟɤ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ Űɞɡ ŭɘŬɜɡůɛŬŰɘəɞɨ əŬɘ Űɞɡ ɓŬɗɛɤŰɞɨ ŭɡɜŬɛɘəɞɨ 
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(ɛŮ y ŬɡɗŬɑɟŮŰɖ, ŭɘŬűɞɟɑůɘɛɖ, ůɡɜɎɟŰɖůɖ), ŭŮɜ ŮˊɖɟŮɎɕŮɘ Űɖ ŭɨɜŬɛɖ Lorentz əŬɘ Ůˊɞɛɏɜɤɠ Űɘɠ 

ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ Űɞɡ űɞɟŰɘůɛɏɜɞɡ ůɤɛŬŰɘŭɑɞɡ. 

2.7 ȺɝɘůɩůŮɘɠ Lagrange ɛŮ ŭŮůɛɞɨɠ. Ɉˊɞɚɞɔɘůɛɧɠ ŭɡɜɎɛŮɤɜ ŭŮůɛɩɜ 

ɆŰŬ ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜŬ ŭɩůŬɛŮ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Lagrange ɛŮ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ŬɚɚɎ ɢɤɟɑɠ ŭŮůɛɞɨɠ. 

ȺɘůɎɔŬɛŮ Űɘɠ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Ůɜɩ ɡˊɞɗɏůŬɛŮ ˊɤɠ ɡˊɐɟɢŬɜ ɛɧɜɞ ɞɚɧɜɞɛɞɘ ŭŮůɛɞɑ, ɏŰůɘ ɛŮɘɩůŬɛŮ 

Űɞ ˊɚɐɗɞɠ Űɤɜ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ Űɞɡ ŭɡɜŬɛɘəɞɨ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ˊɞɡ ŮɝŮŰɎɕɞɡɛŮ, Ŭűɞɨ əɎɜŬɛŮ ŮɜůɤɛɎŰɤůɖ ɧɚɤɜ 

Űɤɜ (ɞɚɧɜɞɛɤɜ) ŭŮůɛɩɜ əŬɘ əŬŰŬɚɐɝŬɛŮ ůŰɘɠ ɔɜɐůɘŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ, ɞˊɧŰŮ ɞɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Lagrange 

ŬɜŬűɏɟɞɜŰŬɜ ůŮ ůɨůŰɖɛŬ ɢɤɟɑɠ ŭŮůɛɞɨɠ. 

ɇɩɟŬ ɗŬ ŭɞɨɛŮ ˊɤɠ ŮɟɔŬɕɧɛŬůŰŮ ɧŰŬɜ ɗɏɚɞɡɛŮ ɜŬ ɚɨůɞɡɛŮ Űɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ ŬɚɚɎ ɛŬɠ ŮɜŭɘŬűɏɟŮɘ ɜŬ 

ɡˊɞɚɞɔɑůɞɡɛŮ əŬɘ Űɘɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ Űɤɜ ŭŮůɛɩɜ, ɞɚɧɜɞɛɤɜ ɐ ɛɖ ɞɚɧɜɞɛɤɜ. Ʉɞɚɚɏɠ űɞɟɏɠ, Ůɜɩ ɝɏɟɞɡɛŮ ɧŰɘ əɎˊɞɘɞɘ 

ŭŮůɛɞɑ ŮɑɜŬɘ ɞɚɧɜɞɛɞɘ, ŭŮɜ Űɞɡɠ ŮɜůɤɛŬŰɩɜɞɡɛŮ ɩůŰŮ ɜŬ ŭɘɩɝɞɡɛŮ Űɘɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ Űɤɜ ŭŮůɛɩɜ ŬɡŰɩɜ əŬɘ ɜŬ 

ɛŮɘɩůɞɡɛŮ Űɞ ˊɚɐɗɞɠ Űɤɜ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ. Ɇɡɜɐɗɤɠ ŭŮɜ əɎɜɞɡɛŮ ŬɡŰɐ Űɖɜ ŮɜůɤɛɎŰɤůɖ ŭŮůɛɩɜ ɧŰŬɜ ɗɏɚɞɡɛŮ 

ɜŬ ˊɟɞůŭɘɞɟɑůɞɡɛŮ Űɘɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ ŬɡŰɩɜ Űɤɜ ɞɚɧɜɞɛɤɜ ŭŮůɛɩɜ ɛŮ Űɖ ɛɏɗɞŭɞ ˊɞɡ ɗŬ ŬɜŬˊŰɨɝɞɡɛŮ ˊŬɟŬəɎŰɤ. 

ũɘŬ Űɞɡɠ ɛɖ ɞɚɧɜɞɛɞɡɠ ŭŮůɛɞɨɠ ŬəɞɚɞɡɗɞɨɛŮ ŬɡŰɐ Űɖ ɛɏɗɞŭɞ Ŭəɧɛɖ əŬɘ Ŭɜ ŭŮɜ ɛŬɠ ŮɜŭɘŬűɏɟɞɡɜ ɞɘ ŭɡɜɎɛŮɘɠ 

Űɞɡɠ. ȳɚɞɘ ɞɘ ŮɜŬˊɞɛɏɜɞɜŰŮɠ ŭŮůɛɞɑ ɗŬ ŮɑɜŬɘ ůŰɖ ɛɞɟűɐ Pfaff. ŪŬ ɏɢɞyɛŮ Ůˊɞɛɏɜɤɠ Űɖ ůɢɏůɖ Űɖɠ Ŭɟɢɐɠ Űɞɡ dô 

Alembert, Ⱥɝ. (2.49), ɛŬɕɑ ɛŮ ŭŮůɛŮɡŰɘəɏɠ ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ ɛŮŰŬɝɨ Űɤɜ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜɤɜ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ əŬɘ 

Űɞɡ ɢɟɧɜɞɡ, 

 

  (2.67) 

 

ɄɟɏˊŮɘ ɜŬ ŰɞɜɑůɞɡɛŮ ɧŰɘ Ůŭɩ ɞɘ  Űɞ ˊɚɐɗɞɠ ŭn q, ɞɘ ŭɡɜŬŰɏɠ ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɘɠ, ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ ɛŮŰŬɝɨ 

Űɞɡɠ, ɎɟŬ ŭŮɜ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ əŬŰŬɚɐɝɞɡɛŮ ůŰɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ, Ⱥɝ. (2.51). ɄɟɏˊŮɘ ɛŮ ɢɟɐůɖ Űɤɜ ŭŮůɛŮɡŰɘəɩɜ 

ůɢɏůŮɤɜ ɜŬ ˊɟɞůŭɘɞɟɑůɞɡɛŮ Űɘɠ ŭŮůɛŮɡŰɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ ɛŮŰŬɝɨ Űɤɜ . ȺɑɜŬɘ ŬɡŰɏɠ ˊɞɡ ɞɜɞɛɎůŬɛŮ ůŰŬ 

ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜŬ, ˊɟɧůɗŮŰŮɠ ůɢɏůŮɘɠ (ůɡɜɗɐəŮɠ) ɐ ɓɞɖɗɖŰɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ (ůɡɜɗɐəŮɠ) (side conditions, auxiliary 
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conditions ). ȳˊɤɠ ɏɢɞɡɛŮ ɝŬɜŬˊŮɑ, ŬɡŰɏɠ ɞɘ ŭŮůɛŮɡŰɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ ɛŮŰŬɝɨ Űɤɜ ŭɡɜŬŰɩɜ ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɤɜ 

ůɢŮŰɑɕɞɜŰŬɘ ɛŮ Űɞ ɔŮɔɞɜɧɠ ɧŰɘ əŬŰɎ Űɘɠ ŭɡɜŬŰɏɠ ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɘɠ Űɞ ɏɟɔɞ Űɤɜ ŭɡɜɎɛŮɤɜ Űɞɡ əɎɗŮ ŭŮůɛɞɨ ŮɑɜŬɘ 

ɛɖŭɏɜ. ɆŰɖ ɀɖɢŬɜɘəɐ ɞɘ ůɢɏůŮɘɠ ˊɞɡ ˊɟɞəɨˊŰɞɡɜ ɛŮŰŬɝɨ Űɤɜ  (ŭɡɜŬŰɏɠ ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɘɠ) Ŭˊɧ Űɘɠ ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ 

ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɤɜ ŭŮůɛɩɜ Űɤɜ Ⱥɝ. (2.67) ɛɞɟűɐɠ Pfaff, ɓɟɑůəɞɜŰŬɘ ɗɏŰɞɜŰŬɠ ůŰɘɠ ŬɜɤŰɏɟɤ ŭŮůɛŮɡŰɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ 

: 

 

 . (2.68) 

 

ɀˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ˊɟɞɢɤɟɐůɞɡɛŮ ŭɘŬɚɏɔɞɜŰŬɠ əɎˊɞɘŮɠ ŭɡɜŬŰɏɠ ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɘɠ , Űɞ ˊɚɐɗɞɠ, ɤɠ 

ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ, ůŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ ɜŬ ŮəűɟɎůɞɡɛŮ Űɘɠ ɡˊɧɚɞɘˊŮɠ ɤɠ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ ŬɡŰɩɜ, ɏŰůɘ ŰŮɚɘəɩɠ əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŮ 

ŮəűɟɎůŮɘɠ ɛŮ ɛɧɜɞ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ ŭɡɜŬŰɏɠ ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɘɠ, ɞˊɧŰŮ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ɓɟɞɨɛŮ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Ůɝɏɚɘɝɖɠ ɛŮ 

Űɞɜ ɢɟɧɜɞ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ. ȷɡŰɧ ŮɑɜŬɘ ɏɜŬ Ɏɚɚɞ Ůɑŭɞɠ ŮɜůɤɛɎŰɤůɖɠ, ŮɑɜŬɘ ŮɜůɤɛɎŰɤůɖ Űɤɜ ŭɡɜŬŰɩɜ 

ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɤɜ. 

ȹŮɜ ɗŬ ˊɟɞɢɤɟɐůɞɡɛŮ ɏŰůɘ ŬɚɚɎ ɗŬ ŬəɞɚɞɡɗɐůɞɡɛŮ Űɖ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ Űɤɜ ˊɞɚɚŬˊɚŬůɘŬůŰɩɜ Űɞɡ Lagrange. 

ɄɞɚɚŬˊɚŬůɘɎɕɞɡɛŮ Űɘɠ Ⱥɝ. (2.68) Ůˊɑ Űɞɡɠ ˊɞɚɚŬˊɚŬůɘŬůŰɏɠ 1,2,...,l M= , ɞɘ ɞˊɞɑɞɘ ŮɑɜŬɘ ɔŮɜɘəɩɠ ɀ 

ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ Űɞɡ ɢɟɧɜɞɡ ˊɞɡ ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ˊɟɞůŭɘɞɟɘůŰɞɨɜ əŬɘ Ŭűɞɨ ŬɗɟɞɑůɞɡɛŮ ůŰŬ l ɓɟɑůəɞɡɛŮ 

 

  (2.69) 

 

ɆŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ ŬűŬɘɟɞɨɛŮ əŬŰɎ ɛɏɚɖ Űɖɜ Ⱥɝ. (2.69) Ŭˊɧ Űɖɜ ˊɟɩŰɖ Ŭˊɧ Űɘɠ Ⱥɝ. (2.67) əŬɘ ɓɟɑůəɞɡɛŮ 

ŰŮɚɘəɩɠ 

 

  (2.70) 

 

ȷűɞɨ ɏɢɞɡɛŮ əɟŬŰɐůŮɘ  ŭŮůɛŮɡŰɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ, ůɡɛˊŮɟŬɑɜɞɡɛŮ ɧŰɘ ɛŮŰŬɝɨ Űɤɜ n ŭɡɜŬŰɩɜ 

ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɤɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ɛɧɜɞ  ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ. ɆŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ ŬəɞɚɞɡɗɞɨɛŮ Űɖ ɔɜɤůŰɐ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ, 

ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ŭɘŬɚɏɝɞɡɛŮ Űɘɠ ˊɟɩŰŮɠ ůŰɖ ůŮɘɟɎ ŭɡɜŬŰɏɠ ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɘɠ, ˊɚɐɗɞɡɠ , ɤɠ ŬɡɗŬɑɟŮŰŮɠ (ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ) 

əŬɘ Űɘɠ ŮˊɧɛŮɜŮɠ  ɤɠ ŮɝŬɟŰɖɛɏɜŮɠ. ɆŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ ŭɘŬɚɏɔɞɡɛŮ Űɞɡɠ ɀ ́ɞɚɚŬˊɚŬůɘŬůŰɏɠɜŬ ˊɚɖɟɞɨɜ Űɘɠ 

ɀ Űɞ ˊɚɐɗɞɠ ůɢɏůŮɘɠ 

 

 . (2.71) 

 

Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ ɖ Ⱥɝ. (2.70) ŬɜɎɔŮŰŬɘ ůŰɖɜ Ⱥɝ. (2.72) ɔɘŬ Űɘɠ  ˊɟɩŰŮɠ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ ŭɡɜŬŰɏɠ ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɘɠ 

 

 .  (2.72) 

 

ȷűɞɨ ŬɡŰɏɠ ɞɘ ŭɡɜŬŰɏɠ ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɘɠ ŮɑɜŬɘ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ, ɞ əɎɗŮ ɧɟɞɠ Űɞɡ ŬɗɟɞɑůɛŬŰɞɠ ˊɎɜɤ ůŰŬ 

=1,2,..,  ɗŬ ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ, ŭɖɚŬŭɐ 

 

 .  (2.73) 
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ɇŮɚɘəɩɠ ɞɘ Ⱥɝ. (2.71) əŬɘ Ⱥɝ. (2.73) ɞŭɖɔɞɨɜ ůŰɘɠ Ⱥɝ. (2.74) 

 

 .  (2.74) 

 

ȷɡŰɏɠ ɛŬɕɑ ɛŮ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɤɜ ŭŮůɛɩɜ Űɖɠ Ⱥɝ. (2.67), ůŰɖ ɛɞɟűɐ 

 

  (2.75) 

 

ɛŬɠ ɚɨɜɞɡɜ Űɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ. ȼ ˊŬɟŬˊɎɜɤ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ, ɛŮ Űɞɡɠ ˊɞɚɚŬˊɚŬůɘŬůŰɏɠ Lagrange, ɞŭɖɔŮɑ ůŰɖɜ 

ɚŮɔɧɛŮɜɖ ˊŬɟɎɗŮůɖ (adjoining) Űɤɜ ůɢɏůŮɤɜ Űɤɜ ŭɡɜŬŰɩɜ ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɤɜ Ⱥɝ. (2.68) ˊɞɡ ůɢŮŰɑɕɞɜŰŬɘ ɛŮ Űɞɡɠ 

ŭŮůɛɞɨɠ, ɚɏɛŮ ɧŰɘ ɏɢɞɡɛŮ ˊŬɟɎɗŮůɖ Űɤɜ ŭŮůɛɩɜ.  

ɆɖɛŮɘɩɜɞɡɛŮ Ůŭɩ ɧŰɘ, ɞɘ Ⱥɝ. (2.68), ɞɘ ˊɟɧůɗŮŰŮɠ ůɡɜɗɐəŮɠ (side conditions), ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ŬˊŬɟŬɑŰɖŰɞ ɜŬ 

ɞŭɖɔɞɨɜ Ŭˊɧ ˊɘɗŬɜɏɠ ůŮ ˊɘɗŬɜɏɠ əŬŰŬůŰɎůŮɘɠ. ȹɖɚŬŭɐ ɞɘ ɛŮŰŬŰɞˊɘůɛɏɜŮɠ ŭŮɜ ɘəŬɜɞˊɞɘɞɨɜ əŬŰô ŬɜɎɔəɖ Űɘɠ Ⱥɝ. 

(2.75) Űɤɜ ŭŮůɛɩɜ. ɆɖɛŮɘɩɜɞɡɛŮ ɧŰɘ Űɞ ŬˊɞŰɏɚŮůɛŬ ˊɞɡ ɓɟɐəŬɛŮ ɔɘŬ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ŭŮůɛɩɜ Pfaff, ŮɑɜŬɘ ůŮ 

ůɡɛűɤɜɑŬ ɛŮ ɧůŬ ŮɑˊŬɛŮ ůŰŬ ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜŬ ɔɘŬ Űɘɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ Űɤɜ ŭŮůɛɩɜ. ȺɑɜŬɘ ɛɎɚɚɞɜ Ůɨɚɞɔɞ Ŭˊɧ Űɖɜ Ⱥɝ. 

(2.74) ɧŰɘ Ŭűɞɨ ɞ ɧɟɞɠ 
1
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ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ, ˊŬɟɘůŰɎɜŮɘ Űɘɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ Űɤɜ ŭŮůɛɩɜ. 

ȷɜ ɏɢɞɡɛŮ ɞɚɧɜɞɛɞɡɠ ŭŮůɛɞɨɠ, ŰɧŰŮ Ŭˊɧ Űɘɠ ůɢɏůŮɘɠ, 

 

( , ) 0    1,2,...,lf q t l M= =  

 

əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɘɠ ɘůɞŭɨɜŬɛŮɠ ůɢɏůŮɘɠ  
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ȷɡŰɧ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ ɔɘŬ Űɖ ɚɨůɖ Űɞɡ ˊɟɞɓɚɐɛŬŰɞɠ ɏɢɞɡɛŮ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ 

 

 
 

(2.77) 

 

ŪŬ ŬəɞɚɞɡɗɐůɞɡɛŮ əŬŰɎ əɎˊɞɘɞɜ Űɟɧˊɞ Űɖɜ ŬɜŰɑůŰɟɞűɖ ˊɞɟŮɑŬ ɔɘŬ ɜŬ ŮˊɘɓŮɓŬɘɩůɞɡɛŮ əŬɘ Ŭɚɚɘɩɠ Űɘɠ 

ůɢɏůŮɘɠ ɔɘŬ Űɘɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ Űɤɜ ŭŮůɛɩɜ ˊɞɡ ɐŭɖ ɝɏɟɞɡɛŮ. ȳŰŬɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ŭŮůɛɞɑ, ɡˊŮɘůɏɟɢɞɜŰŬɘ ůŰɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ 

Lagrange ɞɘ ŭɡɜɎɛŮɘɠ Űɤɜ ŭŮůɛɩɜ ɧŰŬɜ ɞɘ ŭŮůɛɞɑ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ɞɚɧɜɞɛɞɘ. Ⱥˊɑůɖɠ ɡˊŮɘůɏɟɢɞɜŰŬɘ, ɧŰŬɜ ɞɘ ŭŮůɛɞɑ 

ŮɑɜŬɘ ɞɚɧɜɞɛɞɘ, ŭŮɜ ɏɢɞɡɜ ŮɜůɤɛŬŰɤɗŮɑ əŬɘ ŮɑɜŬɘ ůŰɖ ɛɞɟűɐ Pfaff. ȷɡŰɧ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ ɞɘ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ 

ůɡɜɘůŰɩůŮɠ (ɞɚɘəɐɠ) ŭɨɜŬɛɖɠ ůŰɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Lagrange ɗŬ ŮɑɜŬɘ Űɞ ɎɗɟɞɘůɛŬ Űɤɜ ŬůəɞɨɛŮɜɤɜ ŭɡɜɎɛŮɤɜ, Q¡, 

əŬɘ Űɤɜ ŭɡɜɎɛŮɤɜ Űɤɜ ŭŮůɛɩɜ, cQ . Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ɔɟɎɣɞɡɛŮ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Lagrange ůŰɖ ɛɞɟűɐ 
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 . (2.78) 

 

ȷɜ ɛŮ əɎˊɞɘɞ Űɟɧˊɞ ɏɢɞɡɛŮ ɓɟŮɘ Űɘɠ ɚɨůŮɘɠ ( )q q t= ɔɘŬ Űɞ ůɨůŰɖɛŬ, ŰɧŰŮ ɛŮ ɢɟɐůɖ Űɤɜ (2.78) ɛˊɞɟɞɨɛŮ 

ɜŬ ɓɟɞɨɛŮ Űɘɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ Űɤɜ ŭŮůɛɩɜ, ɢɤɟɑɠ Űɞɡɠ ˊɞɚɚŬˊɚŬůɘŬůŰɏɠ Lagrange. ȷɡŰɧ ɏɢŮɘ ɢɟɖůɘɛɧŰɖŰŬ ůŰɖɜ 

ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɞɚɧɜɞɛɤɜ ŭŮůɛɩɜ, ɧˊɞɡ ˊɟɞűŬɜɩɠ ŭŮɜ ɏɢŮɘ ɔɑɜŮɘ ŮɜůɤɛɎŰɤůɐ Űɞɡɠ ůŰɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ Űɖɠ Ůɝɑůɤůɖɠ 

(2.78). ȳɛɤɠ ɏɢɞɡɛŮ ŭŮɑɝŮɘ ůŰɖɜ ˊŬɟɎɔɟŬűɞ ˊŮɟɑ ŭɡɜɎɛŮɤɜ ŭŮůɛɩɜ, ɧŰɘ ɞɘ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ ůɡɜɘůŰɩůŮɠ ŭɡɜɎɛŮɤɜ 

ɔɘŬ Űɞɡɠ ŭŮůɛɞɨɠ ŭɑɜɞɜŰŬɘ Ŭˊɧ Űɘɠ ůɢɏůŮɘɠ  

 

 c

1

( ) ( , )
M

j l lj

l

Q t A q tl
=

=ä . (2.79) 

 

ɃˊɧŰŮ Ŭˊɧ Űɘɠ Ⱥɝ. (2.78) əŬɘ (2.79) əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ɝŬɜɎ ůŰɘɠ (2.74) . 

ȷɜ ɏɢɞɡɛŮ ɛɖ ŮɜůɤɛŬŰɤɛɏɜɞɡɠ ɞɚɧɜɞɛɞɡɠ ŭŮůɛɞɨɠ ůŮ ɞɚɞəɚɖɟɤɛɏɜɖ ɛɞɟűɐ,  

 

  (2.80) 

 

ɗŬ ŭɞɨɛŮ ɧŰɘ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ŰɟɞˊɞˊɞɘɐůɞɡɛŮ Űɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ , ɏŰůɘ ɩůŰŮ ŬɜŰɑ Űɖɠ Ŭɟɢɘəɐɠ 

ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐɠ  

 

  (2.81) 

 

ɜŬ ɏɢɞɡɛŮ ɛɘŬ ɜɏŬ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ  ɔɘŬ Űɖɜ ɞˊɞɑŬ ɜŬ ɘůɢɨŮɘ 

 

 .  (2.82) 

 

ȷɡŰɧ ŬɜŬűɏɟŮŰŬɘ ɤɠ əŬɜɧɜŬɠ Űɞɡ ˊɞɚɚŬˊɚŬůɘŬůɛɞɨ. ȷˊɧ ŬɡŰɐ Űɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ɓɟɞɨɛŮ 

Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Lagrange ɢɤɟɑɠ ɜŬ ɚɎɓɞɡɛŮ ɡˊɧɣɖ Űɞɡɠ ŭŮůɛɞɨɠ ůŮ ŬɡŰɐ Űɖ űɎůɖ, ŭɖɚŬŭɐ ɗŮɤɟɞɨɛŮ Űɘɠ 

ɛŮŰŬɓɞɚɏɠ  ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ. ȰɢɞɡɛŮ ɧɛɤɠ ŮɘůŬɔɎɔŮɘ  ˊɟɧůɗŮŰŮɠ ɎɔɜɤůŰŮɠ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ Űɘɠ  ˊɞɡ 

ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ˊɟɞůŭɘɞɟɘůŰɞɨɜ ɞˊɧŰŮ ɢɟŮɘɎɕɞɜŰŬɘ əŬɘ ɞɘ  Űɞ ˊɚɐɗɞɠ ůɢɏůŮɘɠ Űɤɜ ɞɚɧɜɞɛɤɜ ŭŮůɛɩɜ. 

ɇŮɚɘəɩɠ, əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɖ ɚɨůɖ Űɞɡ ɑŭɘɞɡ ˊɟɞɓɚɐɛŬŰɞɠ ɛŮ Űɘɠ ɑŭɘŮɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ ɧˊɤɠ ˊɟɘɜ. ɂŮəɘɜɞɨɛŮ Ŭˊɧ 

Űɖɜ Ŭɟɢɐ dôAlembert, Űɘɠ ŭŮɨŰŮɟŮɠ Ŭˊɧ Űɘɠ Ⱥɝ. (2.49), ɛŬɕɑ ɛŮ Űɖɜ Ⱥɝ. (2.80), ɏɢɞɡɛŮ 

 

  (2.83) 

 

ȾŬŰɎ Űɖ ŭɡɜŬŰɐ ɛŮŰŬɓɞɚɐ (variation) Űɖɠ  ɏɢɞɡɛŮ, 

 

  (2.84) 

 

ȼ ŰŮɚŮɡŰŬɑŬ ˊɟɞəɨˊŰŮɘ ŭɘɧŰɘ, ɔɘŬ Űɘɠ ŭɡɜŬŰɏɠ ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɘɠ ɘůɢɨŮɘ ɖ ɔɜɤůŰɐ ůɢɏůɖ (ɏɜŬ Ůɑŭɞɠ 
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ɞɟɗɞɔɤɜɘɧŰɖŰŬɠ): 

 

  (2.85) 

 

ȷɡŰɧ ɛŬɠ ɚɏŮɘ ɧŰɘ ɖ ůɢɏůɖ Űɞɡ ŭŮůɛɞɨ, ŭɖɚŬŭɐ ɖ ŭŮɨŰŮɟɖ ůɢɏůɖ ůŰɖɜ Ⱥɝ. (2.83), ɘəŬɜɞˊɞɘŮɑŰŬɘ əŬɘ ůŰŬ 

ŬˊŮɘɟɞůŰɎ ɔŮɘŰɞɜɘəɎ ůɖɛŮɑŬ ˊɞɡ ˊɟɞəɨˊŰɞɡɜ əŬŰɎ Űɖ ŭɡɜŬŰɐ ɛŮŰŬŰɧˊɘůɖ, . ȹɖɚŬŭɐ ɏɢɞɡɛŮ ɛŮŰɎɓŬůɖ Ŭˊɧ 

ˊɘɗŬɜɐ ůŮ ˊɘɗŬɜɐ əŬŰɎůŰŬůɖ. ȷəɞɚɞɡɗɞɨɛŮ əŬɘ ˊɎɚɘ Űɖ ɛɏɗɞŭɞ Űɤɜ ˊɞɚɚŬˊɚŬůɘŬůŰɩɜ Lagrange. ȼ ɛŮŰɎɓŬůɖ 

ŬɡŰɐ Ŭˊɧ ˊɘɗŬɜɐ ůŮ ˊɘɗŬɜɐ əŬŰɎůŰŬůɖ ɛŬɠ ɞŭɖɔŮɑ ůŰɞ ɧŰɘ Űɞ ˊŬɟŬəɎŰɤ ɎɗɟɞɘůɛŬ ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ 

 

 .  (2.86) 
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ä  ŮɑɜŬɘ ɖ i  ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜɖ ůɡɜɘůŰɩůŬ ŭɨɜŬɛɖɠ Űɞɡ ŭŮůɛɞɨ. 

 

ɄɟɞůɗɏŰɞɡɛŮ Űɞ ɛɖŭŮɜɘəɧ ɎɗɟɞɘůɛŬ Űɖɠ Ⱥɝ. (2.86), ůŰɘɠ ˊɟɩŰŮɠ Ŭˊɧ Űɘɠ Ⱥɝ. (2.83). ɇɩɟŬ ɗŮɤɟɞɨɛŮ ŰŬ 

 ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŬ ɞˊɧŰŮ əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ŰŮɚɘəɩɠ ůŰɘɠ ůɢɏůŮɘɠ 

 

 
 

(2.87) 

 

ɄɖɔŬɑɜɞɜŰŬɠ ŬɜŰɑůŰɟɞűŬ, ŮɨəɞɚŬ ɓɟɑůəɞɡɛŮ Ŭˊɧ ŬɡŰɏɠ Űɘɠ Ⱥɝ. (2.77). 

ȺˊŮɘŭɐ ŰŬ ŮɑɜŬɘ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ ɛɧɜɞ Űɞɡ ɢɟɧɜɞɡ ɧˊɤɠ ŮɑɜŬɘ əŬɘ ŰŬ ( )iq t , ŮɑɜŬɘ ŭɡɜŬŰɧɜ ɜŬ 

ŭɘŮɡɟɨɜɞɡɛŮ Űɘɠ ŮɝŬɟŰɖɛɏɜŮɠ Ŭˊɧ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ (ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ) ɩůŰŮ ɜŬ 

ůɡɛˊŮɟɘɚɖűɗɞɨɜ ůŮ ŬɡŰɏɠ əŬɘ ɞɘ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ , ɏŰůɘ Űɞ ůɨɜɞɚɞ Űɤɜ ɜɏɤɜ ɛŮŰŬɓɚɖŰɩɜ (ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ) 

ɔɑɜŮŰŬɘ 

 

 .  (2.88) 

 

ȰɢɞɡɛŮ Ůˊɞɛɏɜɤɠ ɧŰɘ ɖ ɜɏŬ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ŮɑɜŬɘ ůɡɜɎɟŰɖůɖ Űɤɜ  əŬɘ ɛˊɞɟŮɑ əŬɘ Űɞɡ ɢɟɧɜɞɡ, 

 

 .  (2.89) 

 

Ƀɘ ŭɡɜŬŰɏɠ ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɘɠ ŮɑɜŬɘ 
 
əŬɘ ɗŮɤɟɞɨɜŰŬɘ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ. Ƀɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Lagrange ɗŬ 

ŮɑɜŬɘ  

 

 .  (2.90) 

 

ȹɖɚŬŭɐ ɏɢɞɡɛŮ  ŮɝɘůɩůŮɘɠ əŬɘ  ŬɔɜɩůŰɞɡɠ əŬɘ ŭŮɜ ɏɢɞɡɛŮ ůɢɏůŮɘɠ ŭŮůɛɩɜ. Ƀɘ ůɢɏůŮɘɠ 

ŭŮůɛɩɜ ɞɡůɘŬůŰɘəɎ ŮɛˊŮɟɘɏɢɞɜŰŬɘ ůŰɘɠ Ⱥɝ. (2.90). ɀŮ Űɖ ɢɟɐůɖ əŬɘ Űɖɠ Ⱥɝ. (2.82) ɓɟɑůəɞɡɛŮ Ŭˊɧ Űɘɠ Ⱥɝ. (2.90) 
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Űɘɠ ɔɜɤůŰɏɠ ůɢɏůŮɘɠ Ⱥɝ. (2.77) ɛŮ Űɘɠ ɞˊɞɑŮɠ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ˊɟɞůŭɘɞɟɑůɞɡɛŮ əŬɘ Űɘɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ Űɤɜ ŭŮůɛɩɜ. 

2.8 ɆɢɏůŮɘɠ ŭŮůɛɩɜ ɛŮ ɔɟŬɛɛɘəɐ ŮɝɎɟŰɖůɖ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɘɠ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ 

ŪŬ ŬůɢɞɚɖɗɞɨɛŮ ɛŮ ŭŮůɛɞɨɠ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ ŭɘŬűɞɟɘəɩɜ ŮɝɘůɩůŮɤɜ ɧˊɞɡ ɏɢɞɡɛŮ ɔɟŬɛɛɘəɐ ŮɝɎɟŰɖůɖ Ŭˊɧ Űɘɠ 

ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ, ůɡɔəŮəɟɘɛɏɜŬ: 

 

 .  (2.91) 

 

ȷɡŰɏɠ ɞɘ ůɢɏůŮɘɠ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ˊŮɟɘɔɟɎűɞɡɜ ɞɚɧɜɞɛɞɡɠ ŭŮůɛɞɨɠ ɐ ɛɖ ɞɚɧɜɞɛɞɡɠ ŭŮůɛɞɨɠ. Ƀɘ ŭɡɜŬŰɏɠ 

ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɘɠ  ɘəŬɜɞˊɞɘɞɨɜ Űɘɠ ůɢɏůŮɘɠ 

 

 . (2.92) 

 

Ƚůɢɨɞɡɜ l
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q
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µ
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ɀŮ Űɞɜ ɔɜɤůŰɧ Űɟɧˊɞ ɓɟɑůəɞɡɛŮ Űɘɠ ɔɜɤůŰɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Lagrange ˊɞɡ ɛŬɕɑ ɛŮ Űɘɠ Ⱥɝ. (2.91) ŭɑɜɞɡɜ Űɖ 

ɚɨůɖ Űɞɡ ŭɡɜŬɛɘəɞɨ ˊɟɞɓɚɐɛŬŰɞɠ, ŭɖɚŬŭɐ ɏɢɞɡɛŮ  

 

  (2.93) 

 

ŪŬ ŮɝŮŰɎůɞɡɛŮ ˊɧŰŮ ɎɚɚɞŰŮ, ŮəŰɧɠ Űɖɠ ˊŮɟɑˊŰɤůɖɠ Űɞɡ ȺŭŬűɑɞɡ 2.7, ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ŰɟɞˊɞˊɞɘɐůɞɡɛŮ Űɖ 

ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ɩůŰŮ ɜŬ ɏɢŮɘ Űɖ ɛɞɟűɐ (əŬɜɧɜŬɠ Űɞɡ ˊɞɚɚŬˊɚŬůɘŬůɛɞɨ) 

 

  (2.94) 

 

Ŭˊɧ Űɖɜ ɞˊɞɑŬ ɗŬ ɓɟɞɨɛŮ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Lagrange ɔɘŬ Űɖɜ . ŪŬ ŭɞɨɛŮ ɧŰɘ ŬɡŰɧ ɔɑɜŮŰŬɘ ɛɧɜɞ Ŭɜ ɞɘ 

ɘůɞŭɨɜŬɛŮɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Pfaff ŮɑɜŬɘ ɞɚɘəɎ ŭɘŬűɞɟɘəɎ. ɇɏŰɞɘɞɘ ŭŮůɛɞɑ ŮɑɜŬɘ ɞɚɧɜɞɛɞɘ. 

ȺɑŭŬɛŮ ůŰŬ ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜŬ ɧŰɘ ɧŰŬɜ ŮűŬɟɛɧɕŮŰŬɘ ɞ əŬɜɧɜŬɠ Űɞɡ ˊɞɚɚŬˊɚŬůɘŬůɛɞɨ ɔɘŬ Űɖɜ Űɟɞˊɞˊɞɑɖůɖ 

Űɖɠ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐɠ, ŰɧŰŮ ɞɘ ŭɡɜŬŰɏɠ ɛŮŰŬɓɞɚɏɠ (variations) ɔɘŬ Űɘɠ ŭŮůɛŮɡŰɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ, Ⱥɝ. (2.84). 

ȷɡŰɧ ŭŮɜ ɘůɢɨŮɘ ɔŮɜɘəɩɠ ɔɘŬ ŬɡŰɐɜ Ůŭɩ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ. ɄɟɎɔɛŬŰɘ, ɏɢɞɡɛŮ 

 

  (2.95) 

 

Ƀɘ ŭɡɜɎɛŮɘɠ Űɤɜ ŭŮůɛɩɜ əŬŰɎ Űɖ ŭɡɜŬŰɐ ɛŮŰŬŰɧˊɘůɖ ˊŬɟɎɔɞɡɜ ɏɟɔɞ ɑůɞ ɛŮ ɛɖŭɏɜ. ũɘŬ Űɞɡɠ ŭŮůɛɞɨɠ Űɖɠ 

Ⱥɝ. (2.93) Űɞ ɏɟɔɞ Űɤɜ ŭɡɜɎɛŮɤɜ Űɤɜ ŭŮůɛɩɜ ůɢŮŰɑɕŮŰŬɘ ɛŮ Űɘɠ ŮəűɟɎůŮɘɠ 

 

 .  (2.96) 
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ȷɡŰɏɠ əŬɗɞɟɑɕɞɡɜ Űɘɠ ŭŮůɛŮɨůŮɘɠ ɛŮŰŬɝɨ Űɤɜ . Ƀ ůɡɜŭɡŬůɛɧɠ Űɤɜ Ⱥɝ. (2.95) əŬɘ (2.96), ɔŮɜɘəɩɠ, ŭŮɜ 

ɞŭɖɔŮɑ ůŰɞɜ ɛɖŭŮɜɘůɛɧ Űɤɜ ŭɡɜŬŰɩɜ ɛŮŰŬɓɞɚɩɜ ɔɘŬ Űɘɠ , ŭɖɚŬŭɐ ɘůɢɨŮɘ ɔŮɜɘəɩɠ  

 

. 

 

ŪŬ ŭɞɨɛŮ ůŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ Űɘ ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ɘůɢɨŮɘ ɩůŰŮ ɜŬ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɐůɞɡɛŮ Űɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ 

ˊɞɡ űŬɑɜŮŰŬɘ ůŰɖ ůɢɏůɖ (2.94). Ⱥˊɑůɖɠ ɗŬ ŭɞɨɛŮ ɧŰɘ ŰɧŰŮ ɘůɢɨŮɘ ɖ ůɢɏůɖ ŭ ( , , ) 0g q q t = .  

ȺɘůɎɔɞɡɛŮ ŰŬ  ɛŮ Űɘɠ ůɢɏůŮɘɠ  

 

  (2.97) 

 

ȼ ůɢɏůɖ dôAlembert ɔɘŬ Űɖɜ  ɗŬ ŮɑɜŬɘ ɖ (2.98) əŬɘ ŭŮɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ŭŮůɛŮɡŰɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ, 

 

  (2.98) 

 

ɀŮ ɢɟɐůɖ Űɖɠ Ⱥɝ. (2.94) əŬɘ (2.97) ɓɟɑůəɞɡɛŮ 

 

 .  (2.99) 

 

ɇŬ  ŮɑɜŬɘ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŬ, Ůˊɞɛɏɜɤɠ əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɘɠ ůɢɏůŮɘɠ 

 

  (2.100) 

 

ɇŬ ŮɑɜŬɘ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ ɛɧɜɞ Űɞɡ ɢɟɧɜɞɡ ɞˊɧŰŮ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ɔɟɎɣɞɡɛŮ , ŭɖɚŬŭɐ 

ɏɢɞɡɛŮ ŰŬ ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ Űɤɜ . ɈˊŮɘůɏɟɢɞɜŰŬɘ ˊɎɚɘ ɞɘ ůɡɜŰŮɚŮůŰɏɠ  əŬɘ ɡˊɞɚɞɔɑɕɞɜŰŬɘ Ŭˊɧ Űɘɠ ůɢɏůŮɘɠ 

Űɤɜ ŭŮůɛɩɜ, ɞɘ ɞˊɞɑŮɠ ˊŮɟɘɏɢɞɡɜ Űɘɠ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ ůŰɖɜ ˊɟɩŰɖ ŭɨɜŬɛɖ.  

ɂɏɟɞɡɛŮ ɧŰɘ ɞɘ ůɤůŰɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ ŮɑɜŬɘ ɞɘ Ⱥɝ. (2.93), Ůˊɞɛɏɜɤɠ ɔɘŬ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ɞɘ Ⱥɝ. (2.100) ɑŭɘŮɠ 

ɛŮ Űɘɠ ůɤůŰɏɠ ˊɟɏˊŮɘ 

 

  (2.101) 

 

ȼ ůɢɏůɖ ŬɡŰɐ ɘəŬɜɞˊɞɘŮɑŰŬɘ Ŭɜ ɔɘŬ əɎɗŮ  ɘůɢɨɞɡɜ ɞɘ ůɢɏůŮɘɠ 

 

 .  (2.102) 

 

ȷɡŰɏɠ ɞɘ ůɢɏůŮɘɠ ŮɑɜŬɘ ɞɘ ůɢɏůŮɘɠ ˊɞɡ ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ɘůɢɨɞɡɜ ɩůŰŮ ɖ ŭɘŬűɞɟɘəɐ ɏəűɟŬůɖ, Pfaff, ɖ ɞˊɞɑŬ ŮɑɜŬɘ 
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ɘůɞŭɨɜŬɛɖ ɛŮ Űɖɜ ŭŮůɛŮɡŰɘəɐ ůɢɏůɖ ůŰɖɜ Ⱥɝ. (2.93), ɜŬ ŮɑɜŬɘ ɞɚɘəɧ ŭɘŬűɞɟɘəɧ (ɓɚ. Ⱥɝ. (1.20)). ȰŰůɘ ɓɟɑůəɞɡɛŮ 

ɧŰɘ ɞɘ Ⱥɝ. (2.100) ɔɑɜɞɜŰŬɘ 
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ȹɖɚŬŭɐ ɓɟɑůəɞɡɛŮ Űɘɠ ůɤůŰɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ, Űɘɠ (2.93). ȷɡŰɧ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ ɞɘ Ⱥɝ. (2.98) Ŭˊɧ Űɘɠ ɞˊɞɑŮɠ 

ɝŮəɘɜɐůŬɛŮ əŬɘ ŮɑɜŬɘ ɘůɞŭɨɜŬɛŮɠ ɛŮ Űɘɠ ŰŮɚŮɡŰŬɑŮɠ ŮɑɜŬɘ ůɤůŰɏɠ. 

Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ ɧŰŬɜ ɞɘ ŭŮůɛɞɑ ɛŮ Űɘɠ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ ŮɑɜŬɘ ŰɏŰɞɘɞɘ ˊɞɡ ɞɘ ŬɜŰɑůŰɞɘɢɞɑ Űɞɡɠ ůŰɖ ɛɞɟűɐ Pfaff ŮɑɜŬɘ 

ɞɚɘəɎ ŭɘŬűɞɟɘəɎ ŰɧŰŮ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ŰɟɞˊɞˊɞɘɐůɞɡɛŮ Űɖɜ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ɛŮ Űɞɜ əŬɜɧɜŬ Űɞɡ ˊɞɚɚŬˊɚŬůɘŬůɛɞɨ.  

ȷɜ ɞɘ ŭŮůɛŮɡŰɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ ˊŮɟɘɏɢɞɡɜ Űɘɠ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ ůŰɖɜ ˊɟɩŰɖ ŭɨɜŬɛɖ ŬɚɚɎ ŰŬ ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ ŭɘŬűɞɟɘəɎ 

ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ɞɚɘəɎ ŭɘŬűɞɟɘəɎ ŬɚɚɎ ɛˊɞɟɞɨɜ ɜŬ ɛŮŰŬŰɟŬˊɞɨɜ ůŮ ɞɚɘəɎ ŭɘŬűɞɟɘəɎ ˊɞɚɚŬˊɚŬůɘɎɕɞɜŰŬɠ ŰŬ ɛŮ 

əŬŰɎɚɚɖɚɞɡɠ ɞɚɞəɚɖɟɤŰɘəɞɨɠ ˊŬɟɎɔɞɜŰŮɠ, ŰɧŰŮ ɘůɢɨɞɡɜ ŰŬ ŬɜɤŰɏɟɤ ɔɘŬ Űɘɠ ˊɟɞəɨˊŰɞɡůŮɠ, ɛŮŰɎ Űɞɜ 

ˊɞɚɚŬˊɚŬůɘŬůɛɧ, ŭŮůɛŮɡŰɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ ɞɘ ɞˊɞɑŮɠ ŮɑɜŬɘ ɞɚɘəɎ ŭɘŬűɞɟɘəɎ. ɀŮ ŬɡŰɐ Űɖɜ ɏɜɜɞɘŬ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ 

ˊɞɨɛŮ ɧŰɘ ɛŮ əŬŰɎɚɚɖɚɖ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ, ɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŰɟɞˊɞˊɞɘɖɗŮɑ ɛŮ Űɞɜ əŬɜɧɜŬ Űɞɡ 

ˊɞɚɚŬˊɚŬůɘŬůɛɞɨ Ŭɜ ɞɘ ŬɜɤŰɏɟɤ ŭŮůɛɞɑ ŮɑɜŬɘ (əɟɡɛɛɏɜɞɘ) ɞɚɧɜɞɛɞɘ ŭŮůɛɞɑ. 

ɆŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ ɗŬ ŭɞɨɛŮ ɧŰɘ ɞɘ ŭɡɜŬŰɏɠ ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɘɠ, Ⱥɝ. (2.92), ˊɞɡ ŰɩɟŬ ɔɟɎűɞɜŰŬɘ ɧˊɤɠ ůŰɖɜ Ⱥɝ. (2.96), 

ŭŮɜ ˊŬɟŬɓɘɎɕɞɡɜ Űɞɡɠ ŭŮůɛɞɨɠ, ŭɖɚŬŭɐ Űɘɠ Ⱥɝ. (2.91). 

ȰɢɞɡɛŮ 

 

 . (2.104) 

 

Ƚůɢɨɞɡɜ ɞɘ ůɢɏůŮɘɠ 

 

  (2.105) 

 

ũɘŬ Űɞɡɠ ŬɜɤŰɏɟɤ ŭŮůɛɞɨɠ ɏɢɞɡɛŮ Űɖɜ Ⱥɝ. (2.101), ŭɖɚŬŭɐ , Ůˊɑůɖɠ ɞɘ ŭɡɜŬŰɏɠ ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɘɠ 

ɞŭɖɔɞɨɜ ůŰɘɠ ůɢɏůŮɘɠ Űɖɠ Ⱥɝ. (2.96), Ůˊɞɛɏɜɤɠ . ȯɟŬ Ŭˊɧ Űɖɜ Ⱥɝ. (2.105), Ůűɧůɞɜ ɖ Ŭɟɢɘəɐ əŬŰɎůŰŬůɖ 

ŮɑɜŬɘ ˊɘɗŬɜɐ əŬɘ ɘůɢɨŮɘ ɖ Ⱥɝ. (2.91), ůɡɛˊŮɟŬɑɜɞɡɛŮ ɧŰɘ əŬɘ ɖ ɛŮŰŬŰɞˊɘůɛɏɜɖ ŮɑɜŬɘ ˊɘɗŬɜɐ Ŭűɞɨ ɘůɢɨŮɘ 

 

=0+0=0. 

 

Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ, ɞɘ ŭɡɜŬŰɏɠ ŬɡŰɏɠ ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɘɠ ɞŭɖɔɞɨɜ Ŭˊɧ ˊɘɗŬɜɐ ůŮ ˊɘɗŬɜɐ əŬŰɎůŰŬůɖ. 

ȷɝɑɕŮɘ ɜŬ ŰɞɜɑůɞɡɛŮ ŰŬ ˊŬɟŬəɎŰɤ. ȳŰŬɜ ɏɢɞɡɛŮ ɞɚɧɜɞɛŮɠ ůɢɏůŮɘɠ ɞɘ ůɤůŰɏɠ, ɔɘŬ Űɖ ɛɖɢŬɜɘəɐ ŭɡɜŬŰɏɠ 

ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɘɠ, ɞŭɖɔɞɨɜ Ŭˊɧ ˊɘɗŬɜɐ ůŮ ˊɘɗŬɜɐ əŬŰɎůŰŬůɖ, ŭɖɚŬŭɐ ɞɘ ŭŮůɛŮɡŰɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ ɘůɢɨɞɡɜ əŬɘ ůŰɘɠ 

ɛŮŰŬŰɞˊɘůɛɏɜŮɠ ɗɏůŮɘɠ. ȷɡŰɧ ŮɑɜŬɘ ˊɟɞűŬɜɏɠ ɔɘŬ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ Űɖɠ Űɟɞˊɞˊɞɘɖɛɏɜɖɠ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐɠ ɛŮ Űɞɜ 

əŬɜɧɜŬ Űɞɡ ˊɞɚɚŬˊɚŬůɘŬůɛɞɨ, ŭɘɧŰɘ ɧˊɤɠ ŮɑŭŬɛŮ ɖ ˊɟɞůŰɘɗɏɛŮɜɖ ˊɞůɧŰɖŰŬ ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ əŬɘ ɔɘŬ Űɘɠ ɔŮɘŰɞɜɘəɏɠ 

ɗɏůŮɘɠ, Űɘɠ ɛŮŰŬŰɞˊɘůɛɏɜŮɠ. ɇɞ ɑŭɘɞ ɧɛɤɠ ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ɘůɢɨŮɘ əŬɘ ɧŰŬɜ ɞɘ ŭŮůɛɞɑ ŮɜůɤɛŬŰɩɜɞɜŰŬɘ. ȹŮ ɛˊɞɟɞɨɜ ɜŬ 

ŮɜůɤɛŬŰɤɗɞɨɜ ŭŮůɛɞɑ ˊɞɡ ŭŮɜ ɞŭɖɔɞɨɜ Ŭˊɧ ˊɘɗŬɜɏɠ ůŮ ˊɘɗŬɜɏɠ əŬŰŬůŰɎůŮɘɠ, ŭɖɚŬŭɐ ɛɖ ɞɚɧɜɞɛɞɘ ŭŮůɛɞɑ.  

Ƀ ůɤůŰɧɠ Űɟɧˊɞɠ ŬɜŰɘɛŮŰɩˊɘůɖɠ Űɤɜ ɛɖ ɞɚɧɜɞɛɤɜ ŭŮůɛɩɜ ŮɑɜŬɘ ɖ ɛɏɗɞŭɞɠ ˊŬɟɎɗŮůɖɠ ŭŮůɛɩɜ. 

ȷɜŬűɏɟŬɛŮ, ɢɤɟɑɠ ɜŬ ŬɜŬˊŰɨɝɞɡɛŮ Űɞ ɗɏɛŬ, ɧŰɘ ɛˊɞɟŮɑ əɎˊɞɘɞɠ ɜŬ əɎɜŮɘ, əŬɘ ɔɘŬ ɞɚɧɜɞɛɞɡɠ əŬɘ ɔɘŬ ɛɖ 

ɞɚɧɜɞɛɞɡɠ ŭŮůɛɞɨɠ, ŮɜůɤɛɎŰɤůɖ Űɤɜ ŭɡɜŬŰɩɜ ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɤɜ, ůŰɘɠ ůɢɏůŮɘɠ Űɖɠ ȷɟɢɐɠ dô Alembert əŬɘ ɜŬ 

ɚɨůŮɘ Űɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ. ɆɡɔəŮəɟɘɛɏɜŬ, ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŮəűɟɎůŮɘ ɛŮ ɢɟɐůɖ Űɤɜ M  ŭŮůɛŮɡŰɘəɩɜ ůɢɏůŮɤɜ ɛŮŰŬɝɨ Űɤɜ 

ŭɡɜŬŰɩɜ ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɤɜ, M  ŭɡɜŬŰɏɠ ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɘɠ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘ Űɤɜ ɡˊɧɚɞɘˊɤɜ n M- . ȷɜŰɘəŬɗɘůŰɎ ŬɡŰɏɠ ůŰɘɠ 
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ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɖɠ ȷɟɢɐɠ dô Alembert, ɞˊɧŰŮ ɞɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ ˊɞɡ ˊɟɞəɨˊŰɞɡɜ ŬˊɞŰŮɚɞɨɜŰŬɘ Ŭˊɧ ˊɟɞůɗŮŰɏɞɡɠ ˊɞɡ ɞ 

əɎɗŮ ɏɜŬɠ ŮɑɜŬɘ ɔɘɜɧɛŮɜɞ Ůˊɑ ɛɘŬ ŭɡɜŬŰɐ ɛŮŰŬŰɧˊɘůɖ ůŰɖɜ ˊɟɩŰɖ ŭɨɜŬɛɖ. ȷɡŰɏɠ ŮɑɜŬɘ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ ɞˊɧŰŮ ɞ 

əɎɗŮ ɧɟɞɠ ɛɖŭŮɜɑɕŮŰŬɘ. ȰŰůɘ ɓɟɑůəɞɡɛŮ Űɘɠ ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ ˊɞɡ ɚɨɜɞɡɜ Űɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ.  

2.9 ȺɝɘůɩůŮɘɠ Lagrange ɛŮ ɔŮɜɘəɞɨɠ ŭŮůɛɞɨɠ 

ɀɏɢɟɘ ŰɩɟŬ ɗŮɤɟɐůŬɛŮ ŮɝɘůɩůŮɘɠ ŭŮůɛɩɜ ɞɘ ɞˊɞɑŮɠ, Ŭɜ ˊŮɟɘɚŬɛɓɎɜɞɡɜ əŬɘ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ, ŬɡŰɏɠ ŮɑɜŬɘ ůŰɖɜ ˊɟɩŰɖ 

ŭɨɜŬɛɖ. ɇɩɟŬ ɗŬ ŮɝŮŰɎůɞɡɛŮ Űɖ ɔŮɜɘəɐ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ˊɞɡ ɞɘ ŭŮůɛɞɑ ŭŮɜ ɏɢɞɡɜ Űɞɜ ŬɜɤŰɏɟɤ ˊŮɟɘɞɟɘůɛɧ ŬɚɚɎ 

ŮɑɜŬɘ Űɖɠ ɔŮɜɘəɐɠ ɛɞɟűɐɠ, əŬɘ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ɞɚɧɜɞɛɞɘ ɐ ɛɖ ɞɚɧɜɞɛɞɘ: 

 

  (2.106) 

 

ɆŮ ŬɡŰɐ Űɖ ɔŮɜɘəɐ ɛŮɗɞŭɞɚɞɔɑŬ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɡˊŬɢɗɞɨɜ ɞɘ ɛɏɢɟɘ ŰɩɟŬ ˊŮɟɘˊŰɩůŮɘɠ ˊɞɡ ŮɝŮŰɎůŬɛŮ. 

ɃɡůɘŬůŰɘəɎ Űɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ ˊɞɡ ŰɑɗŮŰŬɘ ŮɑɜŬɘ, ůŰɖ ɔŮɜɘəɐ ŬɡŰɐ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɜŬ ɓɟɞɨɛŮ Űɖ ůɢɏůɖ ˊɞɡ ůɡɜŭɏŮɘ Űɘɠ 

ŭɡɜŬŰɏɠ ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɘɠ. ɇɞɜɑɕɞɡɛŮ ɝŬɜɎ ɧŰɘ ˊɟɏˊŮɘ əŬŰɎ Űɘɠ ŭɡɜŬŰɏɠ ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɘɠ ɜŬ ɏɢɞɡɛŮ ŭɡɜŬŰɧ ɏɟɔɞ Űɤɜ 

ŭɡɜɎɛŮɤɜ Űɞɡ əɎɗŮ ŭŮůɛɞɨ ɑůɞ ɛŮ ɛɖŭɏɜ. ɇɞ ŭɡɜŬŰɧ ɏɟɔɞ ŭɡɜɎɛŮɤɜ ŮɑɜŬɘ ˊɎɜŰŬ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ Űɖɠ Ⱥɝ. (1.39), 

ɞˊɧŰŮ ɔɘŬ Űɞ ɏɟɔɞ Űɤɜ ŭɡɜɎɛŮɤɜ Űɞɡ əɎɗŮ ŭŮůɛɞɨ l, ɏɢɞɡɛŮ 
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ȳˊɤɠ ɝɏɟɞɡɛŮ ɞɘ ŭɡɜɎɛŮɘɠ ŭŮůɛɩɜ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ˊɚɐɟɤɠ əŬɗɞɟɘůɛɏɜŮɠ ˊɟɘɜ ɚɡɗŮɑ Űɞ ůɡɔəŮəɟɘɛɏɜɞ 

ˊɟɧɓɚɖɛŬ, ŭɖɚŬŭɐ Ŭˊɧ Űɖɜ Ŭɟɢɐ. ŪŬ ˊɟɞůˊŬɗɐůɞɡɛŮ Ŭˊɧ Űɘɠ ɔŮɜɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ Űɤɜ ŭŮůɛɩɜ (2.106) ɜŬ ɓɟɞɨɛŮ 

ůɢɏůŮɘɠ ɞɘ ɞˊɞɑŮɠ ɜŬ ůɡɜŭɏɞɜŰŬɘ ɛŮ Űɘɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ Űɤɜ ŭŮůɛɩɜ, ŭɖɚŬŭɐ Űɘɠ (2.107). ȷɡŰɧ ɏɔɘɜŮ əŬɘ ůŰŬ 

ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜŬ ɛŮ Űɖ ɢɟɐůɖ ˊɞɚɚŬˊɚŬůɘŬůŰɩɜ (Lagrange) ˊɞɡ ɔŮɜɘəɩɠ ŮɑɜŬɘ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ Űɞɡ ɢɟɧɜɞɡ. ȰŰůɘ, əŬɘ 

ůŮ ŬɡŰɐɜ Űɖ ɔŮɜɘəɐ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ, Ŭˊɧ Űɘɠ ŭŮŭɞɛɏɜŮɠ ɔɜɤůŰɏɠ ůɢɏůŮɘɠ Űɤɜ ŭŮůɛɩɜ, Ⱥɝ. (2.106), ɗŬ ɞŭɖɔɖɗɞɨɛŮ 

ůŰɘɠ ŭŮůɛŮɡŰɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ ɛŮŰŬɝɨ Űɤɜ ŭɡɜŬŰɩɜ ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɤɜ, ɓɞɖɗɖŰɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ, ɞɘ ɞˊɞɑŮɠ ɛŬɕɑ ɛŮ Űɘɠ 

ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɖɠ ȷɟɢɐɠ dô Alembert ɗŬ ɛŬɠ ɞŭɖɔɐůɞɡɜ ɛŮ Űɖ ɔɜɤůŰɐ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ ůŰɖɜ ŮɨɟŮůɖ Űɤɜ ŮɝɘůɩůŮɤɜ 

Lagrange əŬɘ ůŰɖ ɚɨůɖ Űɞɡ ˊɟɞɓɚɐɛŬŰɞɠ. ɂɏɟɞɡɛŮ ɧŰɘ, ɔŮɜɘəɩɠ, ɞɘ ŭɡɜŬŰɏɠ ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɘɠ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɛɖɜ 

ɘəŬɜɞˊɞɘɞɨɜ Űɘɠ Ⱥɝ. (2.106), Űɘɠ ɘəŬɜɞˊɞɘɞɨɜ ɛɧɜɞɜ Ŭɜ ɞɘ ŭŮůɛɞɑ ŮɑɜŬɘ ɞɚɧɜɞɛɞɘ. ȷɠ ˊɎɟɞɡɛŮ Űɖɜ ɞɚɘəɐ 

ˊŬɟɎɔɤɔɞ Űɖɠ Ⱥɝ. (2.106), ɞˊɧŰŮ ɓɟɑůəɞɡɛŮ  

 

 .  (2.108) 

 

ɆŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ ɗŬ əɎɜɞɡɛŮ ɛɘŬ çŮɚɎɢɘůŰɖ ɡˊɧɗŮůɖè, ɖ ɞˊɞɑŬ ɚɏŮɘ ɧŰɘ ɞɘ ŭɡɜɎɛŮɘɠ Űɤɜ ŭŮůɛɩɜ ŮˊɖɟŮɎɕɞɡɜ 

Űɘɠ ŮˊɘŰŬɢɨɜůŮɘɠ  ɛɧɜɞ ɧˊɤɠ əŬɗɞɟɑɕɞɡɜ ɞɘ Ⱥɝ. (2.108). Ƀɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ ŬɡŰɏɠ ˊŮɟɘɏɢɞɡɜ Űɘɠ (ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ) 

ůɡɜɘůŰɩůŮɠ Űɖɠ ŮˊɘŰɎɢɡɜůɖɠ  

 

  (2.109) 

 

ůŮ ɧɟɞɡɠ ˊɞɡ ˊŮɟɘɏɢɞɡɜ Űɘɠ ŬɜŰɑůŰɞɘɢŮɠ (ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ) ůɡɜɘůŰɩůŮɠ Űɞɡ , Ůɜɧɠ ŭɘŬɜɨůɛŬŰɞɠ 

ˊŬɟŬɔɩɔɤɜ ˊɞɚɚɩɜ ŭɘŬůŰɎůŮɤɜ, ŭɖɚŬŭɐ Űɞɡ 

 

 .  (2.110) 

 

ȳˊɤɠ ůŮ ˊŬɟɧɛɞɘŮɠ ˊŮɟɘˊŰɩůŮɘɠ, ŭŮɜ ˊɟɏˊŮɘ ɧɚŮɠ ŬɡŰɏɠ ɞɘ ůɡɜɘůŰɩůŮɠ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ. ȷɡŰɧ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ 

ɛɘŬ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜɖ ůɡɜɘůŰɩůŬ Űɖɠ ŮˊɘŰɎɢɡɜůɖɠ ŮˊɖɟŮɎɕŮŰŬɘ ɛɧɜɞ Ŭˊɧ Űɖɜ ŬɜŰɑůŰɞɘɢɖ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜɖ ůɡɜɘůŰɩůŬ 
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ˊɞɡ ɞɟɑɕɞɡɜ ɞɘ Ⱥɝ. (2.110). ȰŰůɘ ɞŭɖɔɞɨɛŬůŰŮ ůŰɞ ɧŰɘ ɞɘ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ ůɡɜɘůŰɩůŮɠ Űɤɜ ŭɡɜɎɛŮɤɜ Űɞɡ əɎɗŮ 

Ůɜɧɠ ŭŮůɛɞɨ ŮɑɜŬɘ ŬɜɎɚɞɔŮɠ Űɤɜ ůɡɜɘůŰɤůɩɜ ˊɞɡ ɞɟɑɕɞɡɜ ɞɘ Ⱥɝ. (2.110), ɛŮ əɎˊɞɘɞɜ ˊɞɚɚŬˊɚŬůɘŬůŰɘəɧ 

ˊŬɟɎɔɞɜŰŬ ˊɞɡ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ Ŭˊɧ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ. ȰŰůɘ, əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɞ ɧŰɘ ɔɘŬ ɜŬ ɘůɢɨŮɘ ɖ Ŭɟɢɐ Űɞɡ 

ɛɖŭŮɜɘůɛɞɨ Űɤɜ ŭɡɜŬŰɩɜ ɏɟɔɤɜ Űɤɜ ŭɡɜɎɛŮɤɜ Űɤɜ ŭŮůɛɩɜ, ˊɟɏˊŮɘ ɔɘŬ Űɘɠ ŭɡɜŬŰɏɠ ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɘɠ ɜŬ ɘůɢɨɞɡɜ 

ɞɘ ŬəɧɚɞɡɗŮɠ ˊɟɧůɗŮŰŮɠ (ɐ ɓɞɖɗɖŰɘəɏɠ) ůɢɏůŮɘɠ: 

 

 .  (2.111) 

 

ȷɡŰɏɠ ɗŬ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɖɗɞɨɜ ɛŮ Űɞɡɠ ˊɞɚɚŬˊɚŬůɘŬůŰɏɠ Lagrange əŬɘ ˊɟɞűŬɜɩɠ ɗŬ əŬŰŬɚɐɝɞɡɛŮ ůŮ 

ŬɜŰɑůŰɞɘɢŮɠ ůɢɏůŮɘɠ ɛŮ ŬɡŰɏɠ Űɤɜ Ⱥɝ. (2.74) əŬɘ Ⱥɝ. (2.75), ŭɖɚŬŭɐ ůŰɘɠ 

 

  (2.112) 

 

ȺɨəɞɚŬ űŬɑɜŮŰŬɘ ɧŰɘ ɞɘ ůɢɏůŮɘɠ ŬɡŰɏɠ ˊɟɎɔɛŬŰɘ ɘůɢɨɞɡɜ əŬɘ ɔɘŬ Űɖɜ Ůɘŭɘəɐ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ˊɞɡ ɏɢɞɡɛŮ 

ŭŮůɛŮɡŰɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ ɔɟŬɛɛɘəɏɠ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɘɠ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ. ɆŰɖɜ ɞɡůɑŬ ŰɏŰɞɘŮɠ ɐŰŬɜ ɞɘ ˊŮɟɘˊŰɩůŮɘɠ ˊɞɡ ŮɝŮŰɎůŬɛŮ 

ůŰŬ ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜŬ.  

2.10 ɇŬɚŬɜŰɩůŮɘɠ 

2.10.1 ȺɚŮɨɗŮɟŮɠ ŰŬɚŬɜŰɩůŮɘɠ 

ŪŮɤɟɞɨɛŮ ɏɜŬ ůɡɜŰɖɟɖŰɘəɧ ɛɖɢŬɜɘəɧ ůɨůŰɖɛŬ ɛŮ n  ɔɜɐůɘŮɠ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ, ŭŮɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ 

ŭŮůɛɞɑ əŬɘ ŭŮɜ ɡˊɎɟɢŮɘ ɎɛŮůɖ ŮɝɎɟŰɖůɖ Ŭˊɧ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ. Ⱥˊɑůɖɠ ŭŮɜ ɡˊɎɟɢŮɘ ŬˊɧůɓŮůɖ. ɇɞ ůɨůŰɖɛŬ 

ˊŮɟɘɔɟɎűŮŰŬɘ ɤɠ ˊɟɞɠ ŬŭɟŬɜŮɘŬəɧ ůɨůŰɖɛŬ ŬɜŬűɞɟɎɠ əŬɘ ɓɟɑůəŮŰŬɘ ůŮ ɘůɞɟɟɞˊɑŬ ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ 

0 01 02 0( , ,..., )nx x x x= . ɆŮ ŬɡŰɧ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɞɘ ŭɡɜɎɛŮɘɠ ˊɎɜɤ ůŰɞ ůɨůŰɖɛŬ ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ. ȷɡŰɧ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ ůŰɞ 

ůɡɔəŮəɟɘɛɏɜɞ ůɖɛŮɑɞ ɘůɢɨŮɘ 
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ɃɟɑɕɞɡɛŮ ŰŬ iq  ɛŮ Űɘɠ ůɢɏůŮɘɠ 0i i iq x x= - . ɀŮ ŬɡŰɏɠ Űɘɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɘůɞɟɟɞˊɑŬɠ ŮɑɜŬɘ ůŰɖ 

ɗɏůɖ 0 (0,0,...,0)iq = , ŭɖɚŬŭɐ ɞɘ n  ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ɗɏůɖɠ ŮɑɜŬɘ ɑůŮɠ ɛŮ ɛɖŭɏɜ. ȼ ŬɜɤŰɏɟɤ ůɢɏůɖ ɘůɞɟɟɞˊɑŬɠ 

ɔɑɜŮŰŬɘ  
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ȼ ɘůɞɟɟɞˊɑŬ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ŮɡůŰŬɗɐɠ, ŬůŰŬɗɐɠ ɐ ŬŭɘɎűɞɟɖ ŬɚɚɎ əŬɘ əɎˊɞɘɞɠ ůɡɜŭɡŬůɛɧɠ ŬɡŰɩɜ. ɇɞ 

ŰŮɚŮɡŰŬɑɞ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ůɡɛɓŮɑ Ŭɜ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɘɠ ŭɘɎűɞɟŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ɡˊɎɟɢŮɘ ŭɘɎűɞɟɞ Ůɑŭɞɠ ɘůɞɟɟɞˊɑŬɠ. ȹŮɜ ɗŬ 

əŬŰŬˊɘŬůŰɞɨɛŮ ɛŮ ŬɡŰɏɠ Űɘɠ ɚŮˊŰɞɛɏɟŮɘŮɠ ŬɚɚɎ, ɔɘŬ ŬˊɚɞɨůŰŮɡůɖ, ɗŬ ɗŮɤɟɞɨɛŮ ůɘɤˊɖɚɎ ɧŰɘ ɖ ɘůɞɟɟɞˊɑŬ ŮɑɜŬɘ 

ŮɡůŰŬɗɐɠ. ɆŮ ŬɡŰɐ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɖ ŭɡɜŬɛɘəɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ (ŮɜɏɟɔŮɘŬ) ɏɢŮɘ ŮɚɎɢɘůŰɞ ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ ɘůɞɟɟɞˊɑŬɠ. 

ɆɖɛŮɘɩɜɞɡɛŮ ɧŰɘ ůŰɞ ůɡɜŰɖɟɖŰɘəɧ ůɨůŰɖɛŬ ŭŮɜ ɏɢɞɡɛŮ ŮɝɎɟŰɖůɖ Ŭˊɧ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ. ɆɢɖɛŬŰɑɕɞɡɛŮ Űɞ ŬɜɎˊŰɡɔɛŬ 

Taylor ɔɘŬ Űɖ ŭɡɜŬɛɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ ˊŮɟɑ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɘůɞɟɟɞˊɑŬɠ. ȰɢɞɡɛŮ 
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Ƀ ˊɟɩŰɞɠ, ɞ ůŰŬɗŮɟɧɠ ɧɟɞɠ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ˊŬɟŬɚɖűɗŮɑ əŬɘ ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ ɘůɞɟɟɞˊɑŬɠ ɞ ŭŮɨŰŮɟɞɠ ɧɟɞɠ ŮɑɜŬɘ 

ɛɖŭɏɜ. ũɘŬ ɛɘəɟɏɠ ˊɞəɚɑůŮɘɠ Ŭˊɧ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɘůɞɟɟɞˊɑŬɠ ˊŬɟŬɚŮɑˊɞɡɛŮ Űɞɡɠ ŬɜɩŰŮɟɞɡɠ ɧɟɞɡɠ əŬɘ əɟŬŰɞɨɛŮ 

ɛɧɜɞ Űɞɜ ŰɟɑŰɞ. ŪɏŰɞɡɛŮ 

2 (0)
ij ji

i j

V
V V

q q

µ
= =

µ µ
. ȷɡŰɏɠ ŮɑɜŬɘ ůŰŬɗŮɟɏɠ. ȸɟɑůəɞɡɛŮ, əŬŰɎ ˊɟɞůɏɔɔɘůɖ, 
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ũɘŬ Űɖɜ əɘɜɖŰɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ (Ŭűɞɨ ŭŮɜ ɡˊŮɘůɏɟɢŮŰŬɘ ɞ ɢɟɧɜɞɠ) ɏɢɞɡɛŮ 
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T M q q q= ä . (ɓɚɏˊŮ ɄŬɟɎɟŰɖɛŬ Ʉ3) 

 

ȷɜŬˊŰɨůůɞɡɛŮ ůŮ ůŮɘɟɎ Taylor ŰŬ ( )ijM q  ˊŮɟɑ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɘůɞɟɟɞˊɑŬɠ əŬɘ ɏɢɞɡɛŮ 
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ɆŰɖ ŭɡɜŬɛɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ əɟŬŰɐůŬɛŮ ɧɟɞɡɠ ɛɏɢɟɘ ŰŮŰɟŬɔɤɜɘəɐɠ ɛɞɟűɐɠ ɤɠ ˊɟɞɠ ŰŬ iq . ȼ ɏəűɟŬůɖ ɔɘŬ 

Űɖɜ əɘɜɖŰɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ ŮɑɜŬɘ ɐŭɖ ŰŮŰɟŬɔɤɜɘəɐɠ ɛɞɟűɐɠ ɢɤɟɑɠ ˊɟɞůŮɔɔɑůŮɘɠ, Ůˊɞɛɏɜɤɠ ɔɘŬ ɜŬ ɏɢɞɡɛŮ Űɖɜ ɑŭɘŬ 

ˊɟɞůɏɔɔɘůɖ ůŰɖɜ əɘɜɖŰɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ, əɟŬŰɞɨɛŮ ůŰɞ ŬɜɎˊŰɡɔɛŬ Taylor ɛɧɜɞ Űɞɜ ˊɟɩŰɞ, Űɞɜ ůŰŬɗŮɟɧ ɧɟɞ 

(0)ijM . ɇŮɚɘəɩɠ ɗɏŰɞɡɛŮ (0)ij ji ijT T M= =  əŬɘ əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɘɠ ůɢɏůŮɘɠ: 
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ȼ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ, ɞɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Lagrange əŬɘ ɞɘ ŰŮɚɘəɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ ŮɑɜŬɘ 
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ȷɜŬɕɖŰɞɨɛŮ ɔɘŬ Űɘɠ ŰŮɚŮɡŰŬɑŮɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɖɠ Ⱥɝ. (2.115)  ɚɨůŮɘɠ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ . ŪŬ 

ɛˊɞɟɞɨůŬɛŮ, əŬŰɎ ŰŬ ɔɜɤůŰɎ, ɜŬ ŬɜŬɕɖŰɐůɞɡɛŮ ɚɨůŮɘɠ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ ie   ɧˊɞɡ t

i iCa Caw-  ɛɘɔŬŭɘəɧ, ŬɚɚɎ ŭŮɜ 

ɗŬ Űɞ əɎɜɞɡɛŮ. ŪɏɚɞɡɛŮ ɜŬ ˊɟɞůŭɘɞɟɑůɞɡɛŮ ŰŬ . ȾŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɞ Ŭəɧɚɞɡɗɞ ůɨůŰɖɛŬ  ůɡɕŮɡɔɛɏɜɤɜ 

n cos( )j jq a tw j= +

ja n
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ɔɟŬɛɛɘəɩɜ ŬɚɔŮɓɟɘəɩɜ ŮɝɘůɩůŮɤɜ,  

 

 .  (2.116) 

 

ȷɡŰɧ ŮɑɜŬɘ ɏɜŬ Ůɑŭɞɠ ˊɟɞɓɚɐɛŬŰɞɠ ɘŭɘɞŰɘɛɩɜ əŬɘ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɔɟŬűŰŮɑ ɛŮ ɛɞɟűɐ ɛɖŰɟɩɜ ɤɠ Ůɝɐɠ 

 

 .  (2.117) 

 

ȺɑɜŬɘ ŮɡɜɧɖŰɞ ˊɞɘŮɠ ŮɑɜŬɘ ɞɘ ůɡɜɘůŰɩůŮɠ Űɤɜ ɛɖŰɟɩɜ əŬɘ Űɞɡ ŭɘŬɜɨůɛŬŰɞɠ  (ŭɘɎɜɡůɛŬ ůŰɐɚɖɠ). 

ȺˊŮɘŭɐ Űɞ ůɨůŰɖɛŬ Űɤɜ ŮɝɘůɩůŮɤɜ ŮɑɜŬɘ ɞɛɞɔŮɜɏɠ, ɏɢŮɘ ɛɖ ŰŮŰɟɘɛɛɏɜɖ ɚɨůɖ ɔɘŬ ŰŬ  ŰɧŰŮ əŬɘ ɛɧɜɞɜ ŰɧŰŮ, 

ɧŰŬɜ ɖ ɞɟɑɕɞɡůŬ Űɤɜ ůɡɜŰŮɚŮůŰɩɜ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ, ŭɖɚŬŭɐ ˊɟɏˊŮɘ 

 

  (2.118) 

 

ȷɡŰɐ ɖ Ůɝɑůɤůɖ ŮɑɜŬɘ ɖ ɢŬɟŬəŰɖɟɘůŰɘəɐ Ůɝɑůɤůɖ ɖ ɞˊɞɑŬ ɏɢŮɘ  ɚɨůŮɘɠ, Űɘɠ . ɇŬ 

 ŮɑɜŬɘ ɞɘ (əɡəɚɘəɏɠ) ɘŭɘɞůɡɢɜɧŰɖŰŮɠ ɐ ɢŬɟŬəŰɖɟɘůŰɘəɏɠ ůɡɢɜɧŰɖŰŮɠ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ. ȸɎɕɞɡɛŮ əɎɗŮ ɛɘŬ 

ɢɤɟɘůŰɎ ŬɡŰɏɠ Űɘɠ ɘŭɘɞůɡɢɜɧŰɖŰŮɠ ůŰɘɠ Ⱥɝ. (2.116), ɞˊɧŰŮ ˊɟɞəɨˊŰɞɡɜ ɞɘ ˊŬɟŬəɎŰɤ ůɢɏůŮɘɠ ɔɘŬ Űɞɜ 

ˊɟɞůŭɘɞɟɘůɛɧ Űɤɜ .  

 

  (2.119) 

 

ũɘŬ əɎɗŮ ɛɘŬ ɘŭɘɞůɡɢɜɧŰɖŰŬ  ɏɢɞɡɛŮ ɏɜŬ ɘŭɘɞŭɘɎɜɡůɛŬ  (ŭɘɎɜɡůɛŬ ůŰɐɚɖɠ) ɛŮ  ůɡɜɘůŰɩůŮɠ, Űɘɠ 

, Űɞ ɞˊɞɑɞ ˊɟɞůŭɘɞɟɑɕŮŰŬɘ Ŭˊɧ Űɖ ɚɨůɖ Űɞɡ ŬɜŰɑůŰɞɘɢɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ɔɟŬɛɛɘəɩɜ ŮɝɘůɩůŮɤɜ, 

ŭɖɚŬŭɐ ɔɘŬ əɎɗŮ  ɏɢɞɡɛŮ Űɞ ŬɜŰɑůŰɞɘɢɞ ɘŭɘɞŭɘɎɜɡůɛŬ, ɎɟŬ ɡˊɎɟɢɞɡɜ  ɘŭɘɞŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ. ɆɖɛŮɘɩůŰŮ ɧŰɘ ŰŬ 

ůɡůŰɐɛŬŰŬ ŮɑɜŬɘ ɞɛɞɔŮɜɐ ɞˊɧŰŮ ɔɘŬ əɎɗŮ ɏɜŬ ůɨůŰɖɛŬ ɖ ɚɨůɖ Űɞɡ ŮɑɜŬɘ ɛɞɜɞůɐɛŬɜŰɖ ŬɚɚɎ ɛŮ ɛɘŬ ŬɡɗŬɑɟŮŰɖ 

ˊɞɚɚŬˊɚŬůɘŬůŰɘəɐ ůŰŬɗŮɟɎ. ɀˊɞɟŮɑ əɎˊɞɘɞɠ ɜŬ ɗŮɤɟɐůŮɘ əɎˊɞɘŬ ůɡɜɘůŰɩůŬ Ŭˊɧ Űɘɠ , ɔɘŬ ŭŮŭɞɛɏɜɞ , 

ɔɜɤůŰɐ əŬɘ ɜŬ ɡˊɞɚɞɔɑůŮɘ Űɘɠ ɎɚɚŮɠ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘ ŬɡŰɐɠ. ȷɡŰɎ ůɖɛŬɑɜɞɡɜ ɧŰɘ ŰŬ ɘŭɘɞŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ ɏɢɞɡɜ 

əŬɗɞɟɘůɛɏɜɖ ŭɘŮɨɗɡɜůɖ ŬɚɚɎ ŭŮɜ ɏɢɞɡɜ əŬɗɞɟɘůɛɏɜɞ çɛɐəɞɠè. ɀˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ŮˊɘɓɎɚɚɞɡɛŮ ůŰɞ əŬɗɏɜŬ əɎˊɞɘɞ 

çɛɐəɞɠè, ɜŬ Űɞ əŬɜɞɜɘəɞˊɞɘɐůɞɡɛŮ.  

ȷɠ ŮɝŮŰɎůɞɡɛŮ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ˊɞɡ ɧɚŮɠ ɞɘ ɘŭɘɞŰɘɛɏɠ (ůɡɢɜɧŰɖŰŮɠ) ŮɑɜŬɘ ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɏɠ (ɛɖ ŮəűɡɚɘůɛɏɜŮɠ). 

ũɘŬ ŭɡɞ ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɏɠ ůɡɢɜɧŰɖŰŮɠ ɏɢɞɡɛŮ 

 

  (2.120) 

 

ɄɞɚɚŬˊɚŬůɘɎɕɞɡɛŮ Űɘɠ ˊɟɩŰŮɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Ůˊɑ  əŬɘ ŬɗɟɞɑɕɞɡɛŮ ůŰŬ , ˊɞɚɚŬˊɚŬůɘɎɕɞɡɛŮ Űɘɠ ŭŮɨŰŮɟŮɠ 

Ůˊɑ  əŬɘ ŬɗɟɞɑɕɞɡɛŮ ůŰŬ , ůŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ ůɢɖɛŬŰɑɕɞɡɛŮ Űɖ ŭɘŬűɞɟɎ Űɞɡɠ əŬɘ ɓɟɑůəɞɡɛŮ 
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  (2.121) 

 

ɃɟɑɕɞɡɛŮ Űɖ ɛɐŰɟŬ  ɛŮ ůɡɜɘůŰɩůŮɠ ŰŬ . ȷűɞɨ ɞɘ ůɡɢɜɧŰɖŰŮɠ ɔɘŬ ŮɑɜŬɘ ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɏɠ, ɔɘŬ 

 ɏɢɞɡɛŮ 

 

  (2.122) 

 

ŪɏŰɞɡɛŮ  əŬɘ əŬɜɞɜɘəɞˊɞɘɞɨɛŮ ŰŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ ɧˊɤɠ ˊŬɟŬəɎŰɤ, ŭɖɚŬŭɐ ɏŰůɘ ɩůŰŮ Űɞ ŭɘˊɚɧ 

ɎɗɟɞɘůɛŬ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ɑůɞ ɛŮ 1. ȷˊɧ ŰŬ ˊŬɟŬˊɎɜɤ əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɘɠ ůɢɏůŮɘɠ 

 

  (2.123) 

 

 ŮɑɜŬɘ ɖ ɛɞɜŬŭɘŬɑŬ ɛɐŰɟŬ. 

ȷˊɧ Űɘɠ ˊɟɩŰŮɠ ůɢɏůŮɘɠ Űɖɠ Ⱥɝ. (2.120) əŬɘ Űɖɜ Ⱥɝ. (2.123) əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɘɠ ůɢɏůŮɘɠ 

 

  (2.124) 

 

 ŮɑɜŬɘ ɖ ŭɘŬɔɩɜɘŬ ɛɐŰɟŬ ɛŮ ŭɘŬɔɩɜɘŬ ůŰɞɘɢŮɑŬ ŰŬ . 

ȼ ŰŮɚŮɡŰŬɑŬ ůɢɏůɖ ŭŮɑɢɜŮɘ ɧŰɘ ɖ ɛɐŰɟŬ  ŭɘŬɔɤɜɞˊɞɘŮɑ Űɘɠ ɛɐŰɟŮɠ ɛŮ ůŰɞɘɢŮɑŬ  ŬɜŰɘůŰɞɑɢɤɠ.  

ȼ ɔŮɜɘəɐ ɚɨůɖ Űɤɜ ŮɝɘůɩůŮɤɜ əɑɜɖůɖɠ ˊɞɡ űŬɑɜɞɜŰŬɘ ůŰɖɜ Ⱥɝ. (2.115) ŮɑɜŬɘ ŮˊŬɚɚɖɚɑŬ Űɤɜ ɚɨůŮɤɜ ɛŮ 

ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɏɠ ɘŭɘɞůɡɢɜɧŰɖŰŮɠ. ȹɖɚŬŭɐ ɏɢɞɡɛŮ ɔɘŬ əɎɗŮ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜɖ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɖ 

 

  (2.125) 

 

ɇŬ  ˊɟɞůŭɘɞɟɑɕɞɜŰŬɘ Ŭˊɧ Űɘɠ Ŭɟɢɘəɏɠ ůɡɜɗɐəŮɠ, ˊ.ɢ. Ŭˊɧ Űɞ ɔŮɔɞɜɧɠ ɧŰɘ Űɖ ůŰɘɔɛɐ  ŰŬ 

 ŮɑɜŬɘ ɔɜɤůŰɎ.  

ɃɟɑɕɞɡɛŮ Űɘɠ ɚŮɔɧɛŮɜŮɠ əŬɜɞɜɘəɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ əŬɘ əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɘɠ ůɢɏůŮɘɠ 

 

  (2.126) 

 

ȾɎɜŬɛŮ ɢɟɐůɖ Űɖɠ ŰŮɚŮɡŰŬɑŬɠ ůɢɏůɖɠ Űɖɠ Ⱥɝ. (2.123). ɇɞ ŭɘɎɜɡůɛŬ ůŰɐɚɖɠ, , ɏɢŮɘ ůɡɜɘůŰɩůŮɠ ŰŬ 
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ɀˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ůəŮűŰɞɨɛŮ əŬɘ ɤɠ Ůɝɐɠ, ɗŮɤɟɞɨɛŮ Űɞɜ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ 

 

  (2.127) 

 

ȷɜŰɘəŬɗɘůŰɞɨɛŮ ŰŬ  ůŰɘɠ ůɢɏůŮɘɠ ɔɘŬ Űɖɜ əɘɜɖŰɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ əŬɘ Űɖ ŭɡɜŬɛɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ, Ⱥɝ. (2.114) əŬɘ 

ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɞɨɛŮ Űɖ ůɢɏůɖ ɔɘŬ Űɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ Űɖɠ Ⱥɝ. (2.115), ɞˊɧŰŮ əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɘɠ ůɢɏůŮɘɠ 

 

  (2.128) 

 

Ƀɘ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ, , ˊɞɡ ˊɟɞɏəɡɣŬɜ Ŭˊɧ Űɞɜ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ Űɤɜ Ⱥɝ. (2.127) ɞŭɖɔɞɨɜ 

ůŮ ŬˊɞůɨɕŮɡɝɖ Űɤɜ ŮɝɘůɩůŮɤɜ əɑɜɖůɖɠ.  

ɄɟɎɔɛŬŰɘ, ɛŮ ɢɟɐůɖ Űɤɜ ŮɝɘůɩůŮɤɜ Lagrange, əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɘɠ ŬəɧɚɞɡɗŮɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ ɔɘŬ ŰŬ 

 əŬɘ Űɘɠ ɚɨůŮɘɠ Űɞɡɠ 

 

  (2.129) 

 

ɇŬ  ŮɝŬɟŰɩɜŰŬɘ Ŭˊɧ Űɘɠ Ŭɟɢɘəɏɠ ůɡɜɗɐəŮɠ. ȺˊŬɜŬɚŬɛɓɎɜɞɡɛŮ ɧŰɘ ůŰɖ ɔŮɜɘəɐ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ Űɞ 

ůɨůŰɖɛŬ ŰŬɚŬɜŰŮɨŮŰŬɘ ůɡɔɢɟɧɜɤɠ ɛŮ ˊɞɚɚɏɠ ůɡɢɜɧŰɖŰŮɠ, ɖ ɔŮɜɘəɐ əɑɜɖůɖ ŮɑɜŬɘ ɔɟŬɛɛɘəɧɠ ůɡɜŭɡŬůɛɧɠ ɧɚɤɜ 

Űɤɜ əŬɜɞɜɘəɩɜ Űɟɧˊɤɜ ŰŬɚɎɜŰɤůɖɠ.  

ȺɑɜŬɘ ŮɜŭɘŬűɏɟɞɜ ɜŬ ŭŮɘ əɎˊɞɘɞɠ ɡˊɧ ˊɞɘŮɠ Ŭɟɢɘəɏɠ ůɡɜɗɐəŮɠ ɧɚŬ ŰŬ ɛɏɟɖ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ŰŬɚŬɜŰŮɨɞɜŰŬɘ 

ɛŮ Űɖɜ ɑŭɘŬ ůɡɢɜɧŰɖŰŬ ˊɞɡ ŭŮɑɢɜɞɡɜ ɞɘ ůɢɏůŮɘɠ (2.129). ȷɡŰɞɑ ŮɑɜŬɘ ɞɘ əŬɜɞɜɘəɞɑ Űɟɧˊɞɘ ŰŬɚɎɜŰɤůɖɠ. ȷˊɧ Űɘɠ 

ŭŮɨŰŮɟŮɠ ůɢɏůŮɘɠ Űɖɠ Ⱥɝ. (2.126) űŬɑɜŮŰŬɘ ɧŰɘ ɔɘŬ ɛɘŬ ůɡɢɜɧŰɖŰŬ (ɏɜŬɜ əŬɜɞɜɘəɧ Űɟɧˊɞ ŰŬɚɎɜŰɤůɖɠ) ɧɚŮɠ ɞɘ 

ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ  əɘɜɞɨɜŰŬɘ ůŮ űɎůɖ ɐ ůŮ ŬɜŰɑɗŮůɖ űɎůɖɠ.  

ɄɟɎɔɛŬŰɘ, ɔɘŬ ɛɘŬ ɛɧɜɞ ůɡɢɜɧŰɖŰŬ, , ɗŬ ɏɢɞɡɛŮ 

 

  (2.130) 

 

ɆɖɛŮɘɩůŰŮ ɧŰɘ ŰŬ  ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ɗŮŰɘəɎ, ŬɟɜɖŰɘəɎ ɐ ɛɖŭɏɜ. 

ȷɠ ɡˊɞɗɏůɞɡɛŮ ɧŰɘ ɏɢɞɡɛŮ Űɘɠ ŮəűɡɚɘůɛɏɜŮɠ ůɡɢɜɧŰɖŰŮɠ (ɟɑɕŮɠ Űɖɠ ɢŬɟŬəŰɖɟɘůŰɘəɐɠ Ůɝɑůɤůɖɠ), 

, ŭɖɚŬŭɐ ɡˊɎɟɢŮɘ ɓŬɗɛɧɠ Ůəűɡɚɘůɛɞɨ . ɆŮ ŬɡŰɐ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ŰŬ ɘŭɘɞŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ ŭŮɜ 

ɛˊɞɟɞɨɜ ɜŬ ˊɟɞůŭɘɞɟɘůŰɞɨɜ ɛɞɜɞůɐɛŬɜŰŬ ɧˊɤɠ ɔɑɜŮŰŬɘ ůŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɛɖ Ůəűɡɚɘůɛɞɨ.  

ȺűŬɟɛɧɕɞɡɛŮ Űɖ ɔɜɤůŰɐ ɛɏɗɞŭɞ Ŭˊɧ Űɖ ɔɟŬɛɛɘəɐ ɎɚɔŮɓɟŬ əŬɘ ůɢɖɛŬŰɑɕɞɡɛŮ  Űɞ ˊɚɐɗɞɠ 

ɞɟɗɞəŬɜɞɜɘəɎ ɘŭɘɞŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ . ɂŮəɘɜɞɨɛŮ Ŭˊɧ Űɘɠ Ⱥɝ. (2.119), ɔɘŬ Űɖ ůɡɢɜɧŰɖŰŬ Ůəűɡɚɘůɛɞɨ. ȷˊɧ Űɘɠ 
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ŮɝɘůɩůŮɘɠ ˊɞɡ ˊɟɞəɨˊŰɞɡɜ ɔɘŬ Űɘɠ ůɡɜɘůŰɩůŮɠ ŭɘŬɚɏɔɞɡɛŮ ŬɡɗŬɑɟŮŰŬ  ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ ɛŮŰŬɝɨ Űɞɡɠ. ɆŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ 

əɎɜɞɡɛŮ ɢɟɐůɖ Űɤɜ ůɢɏůŮɤɜ ɞɟɗɞɔɤɜɘɧŰɖŰŬɠ Űɤɜ ɚɨůŮɤɜ, Ⱥɝ. (2.122), (2.123).  

ɇɏɚɞɠ, ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɞɨɛŮ Űɖɜ əŬɜɞɜɘəɞˊɞɑɖůɖ ˊɞɡ ŬɜŬűɏɟŬɛŮ, ŭɖɚŬŭɐ ˊɎɚɘ Űɖɜ Ⱥɝ. (2.123). Ƀɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ 

ˊɞɡ əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ŮɑɜŬɘ ɚɘɔɧŰŮɟŮɠ Ŭˊɧ Űɘɠ ůɡɜɘůŰɩůŮɠ ˊɞɡ ɢɟŮɘɎɕŮŰŬɘ ɜŬ ˊɟɞůŭɘɞɟɑůɞɡɛŮ. ȰŰůɘ ŭɘŬɚɏɔɞɡɛŮ 

ŬɡɗŬɑɟŮŰŬ əɎˊɞɘŮɠ Ŭˊɧ ŬɡŰɏɠ əŬɘ ɏŰůɘ əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŮ ɑůɞ ˊɚɐɗɞɠ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰɤɜ ŮɝɘůɩůŮɤɜ əŬɘ ůɡɜɘůŰɤůɩɜ 

ˊɞɡ ɗŬ ˊɟɞůŭɘɞɟɑůɞɡɛŮ.  

2.10.2 ȺɝŬɜŬɔəŬůɛɏɜŮɠ ŰŬɚŬɜŰɩůŮɘɠ 

ȷɠ ɡˊɞɗɏůɞɡɛŮ ɧŰɘ ŬůəɞɨɜŰŬɘ ůŰɞ ůɨůŰɖɛŬ əŬɘ çŮɝɤŰŮɟɘəɏɠè ŭɡɜɎɛŮɘɠ, ŭɡɜɎɛŮɘɠ ŮɝŬɜŬɔəŬůɛɞɨ ɐ 

ŭɘŮɔŮɑɟɞɡůŮɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ ɐ ŭɡɜɎɛŮɘɠ ŭɘɏɔŮɟůɖɠ. ɈˊɞɗɏŰɞɡɛŮ ɧŰɘ ŮɜŭɘŬűŮɟɧɛŬůŰŮ ɔɘŬ Űɞ ɛɧɜɘɛɞ űŬɘɜɧɛŮɜɞ, ɢɤɟɑɠ 

ɜŬ ŮɝŮŰɎɕɞɡɛŮ Űɞ ɛŮŰŬɓŬŰɘəɧ űŬɘɜɧɛŮɜɞ. ɇɞ ɛɧɜɘɛɞ űŬɘɜɧɛŮɜɞ ůŰŬ ůɡůŰɐɛŬŰŬ ɛŮ ŭɘɏɔŮɟůɖ ŮɛűŬɜɑɕŮŰŬɘ Ŭűɞɨ 

ɛɖŭŮɜɘůŰŮɑ Űɞ ɛŮŰŬɓŬŰɘəɧ. ȷɡŰɧ ɡˊɞɗɏŰŮɘ Űɖɜ ɨˊŬɟɝɖ çŰɟɘɓɩɜè ˊɞɡ Ůŭɩ ŬɔɜɞɞɨɛŮ əŬɘ ɡˊɞɗɏŰɞɡɛŮ ɧŰɘ ɏɢŮɘ 

ŬˊɞəŬŰŬůŰŬɗŮɑ Űɞ ɛɧɜɘɛɞ űŬɘɜɧɛŮɜɞ. ɀŮ ɎɚɚŬ ɚɧɔɘŬ ɗŮɤɟɞɨɛŮ ˊɤɠ ɞɘ Űɟɘɓɏɠ ŮɑɜŬɘ ˊɞɚɨ ɛɘəɟɏɠ ɩůŰŮ ɜŬ ɛɖɜ 

ŮˊɖɟŮɎɕɞɡɜ ŰŬ ɛŮɔɏɗɖ Űɞɡ ɛɧɜɘɛɞɡ űŬɘɜɧɛŮɜɞɡ.  

ũɘŬ Űɖ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜɖ ůɡɜɘůŰɩůŬ 
kq ˊŬɟɘůŰɎɜɞɡɛŮ Űɖɜ ŬɜŰɑůŰɞɘɢɖ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜɖ ůɡɜɘůŰɩůŬ ŭɨɜŬɛɖɠ ɛŮ 

( )kg t , ɖ ɞˊɞɑŬ ɡˊɞɗɏŰɞɡɛŮ ɧŰɘ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ ɛɧɜɞ Ŭˊɧ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ. Ƀɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ ɢɤɟɑɠ ŭɘŮɔŮɑɟɞɡůŮɠ 

ŭɡɜɎɛŮɘɠ, ŭɖɚŬŭɐ ɞɘ Ⱥɝ. (2.115), ɛŮ ŭɘŮɔŮɑɟɞɡůŮɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ, ( )kg t , ɗŬ ˊɎɟɞɡɜ Űɖ ɛɞɟűɐ 
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ŪɏɚɞɡɛŮ ɜŬ ɔɟɎɣɞɡɛŮ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ ɔɘŬ Űɘɠ əŬɜɞɜɘəɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ, kQ . ɉɟŮɘɎɕŮŰŬɘ ɜŬ 

ɏɢɞɡɛŮ Űɘɠ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ ůɡɜɘůŰɩůŮɠ ŭɨɜŬɛɖɠ,
 

( )kG t , ɔɘŬ ŬɡŰɏɠ Űɘɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ, ȷˊɧ ɧůŬ ɝɏɟɞɡɛŮ ɔɘŬ 

ŬɚɚŬɔɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ ŬˊɞŭŮɘəɜɨŮŰŬɘ ɧŰɘ ɘůɢɨŮɘ ɖ ůɢɏůɖ 

i
j i

i j

q
G g

Q
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.
 ɀŮ ɢɟɐůɖ Űɖɠ Ⱥɝ. (2.127) 

ɓɟɑůəɞɡɛŮ 
( ) ( )k lk l

l

G t a g t=ä
.
 
ɆŰɘɠ əŬɜɞɜɘəɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɞ ˊɟɩŰɞ ɛɏɚɞɠ Űɤɜ ŰŮɚŮɡŰŬɑɤɜ ŮɝɘůɩůŮɤɜ 

(əɑɜɖůɖɠ) ůŰɘɠ (2.131), ůɨɛűɤɜŬ ɛŮ ŰŬ ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜŬ ŮɑɜŬɘ 
2

k k kQ Qw+
, ɖ ŭɨɜŬɛɖ Űɞɡ ŭŮɡŰɏɟɞɡ ɛɏɚɞɡɠ ŮɑɜŬɘ ɖ 

kG . Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ ɛŮ ŭɘɏɔŮɟůɖ ɏɢɞɡɛŮ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ 

 

 
2 ( ),    1,2,...,k k k kQ Q G t k nw+ = =  (2.132) 

 

2.11 ɇɞ ŬɜŰɑůŰɟɞűɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ Űɖɠ ɀɖɢŬɜɘəɐɠ - ɀɖ ɛɞɜŬŭɘəɧŰɖŰŬ Űɖɠ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐɠ 

ɇŬ ůɡůŰɐɛŬŰŬ ůŰŬ ɞˊɞɑŬ ŬɜŬűŮɟɗɐəŬɛŮ ɛɏɢɟɘ ŰɩɟŬ, ŮɑɜŬɘ ůɡůŰɐɛŬŰŬ Űɤɜ ɞˊɞɑɤɜ ɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ŮɑɜŬɘ ɖ 

űɡůɘɞɚɞɔɘəɐ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ, ,  L T V L T U= - = - ɐ ˊɟɞəɨˊŰŮɘ Ŭˊɧ Űɖɜ űɡůɘɞɚɞɔɘəɐ ɛŮ ˊɟɞůɗɐəɖ ɛɘŬɠ 

ɞɚɘəɐɠ ˊŬɟŬɔɩɔɞɡ, ɤɠ ˊɟɞɠ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ, əɎˊɞɘŬɠ ůɡɜɎɟŰɖůɖɠ Űɖɠ ɗɏůɖɠ əŬɘ Űɞɡ ɢɟɧɜɞɡ, 
d ( , )

d

G q t
L L

t
¡= + . ȼ 

űɡůɘɞɚɞɔɘəɐ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ɡˊɎɟɢŮɘ ůŰɘɠ ˊŮɟɘˊŰɩůŮɘɠ ˊɞɡ ɞɘ ŭɡɜɎɛŮɘɠ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ˊɟɞəɨɣɞɡɜ Ŭˊɧ ŭɡɜŬɛɘəɐ 

s
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ůɡɜɎɟŰɖůɖ ,V U  əŬŰɎ ŰŬ ɔɜɤůŰɎ. ɀŮ ɢɟɐůɖ Űɖɠ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐɠ əŬɘ Űɤɜ ŮɝɘůɩůŮɤɜ Euler-Lagrange ɓɟɑůəɞɡɛŮ 

Űɘɠ (ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ) ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ. ɈˊɎɟɢɞɡɜ ŭɡɜŬɛɘəɎ ůɡůŰɐɛŬŰŬ Űɤɜ ɞˊɞɑɤɜ ɞɘ 

(ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ) ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ ŮɑɜŬɘ ɔɜɤůŰɏɠ ŬɚɚɎ ŭŮɜ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ˊɟɞəɨɣɞɡɜ Ŭˊɧ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɏɠ ˊɞɡ 

ůɢɖɛŬŰɑɕɞɜŰŬɘ ɛŮ Űɞɜ ŬɜɤŰɏɟɤ Űɟɧˊɞ. ɆɖɛŮɘɩɜɞɡɛŮ ɧŰɘ ŰŬ ˊŮɟɘůůɧŰŮɟŬ ůɡɔɔɟɎɛɛŬŰŬ ɀɖɢŬɜɘəɐɠ ŬůɢɞɚɞɨɜŰŬɘ 

ɛɧɜɞ ɛŮ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɩɜ ɧˊɤɠ ɞɘ ˊŬɟŬˊɎɜɤ. ɆŮ ŬɡŰɧ Űɞ ůɨɔɔɟŬɛɛŬ ŬəɞɚɞɡɗɞɨɛŮ, ɔŮɜɘəɩɠ, ŬɡŰɐ 

Űɖɜ ˊɟŬəŰɘəɐ ŮəŰɧɠ Ŭˊɧ ŬɡŰɐ Űɖɜ ˊŬɟɎɔɟŬűɞ.  

ɇɞ ȷɜŰɑůŰɟɞűɞ ɄɟɧɓɚɖɛŬ Űɖɠ ɀɖɢŬɜɘəɐɠ, ɐ Ŭɚɚɘɩɠ ȷɜŰɑůŰɟɞűɞ ɄɟɧɓɚɖɛŬ Űɖɠ ŪŮɤɟɑŬɠ ɀŮŰŬɓɞɚɩɜ, 

ůɡɜɑůŰŬŰŬɘ ůŰɞ Ůɝɐɠ: ŭɑɜɞɜŰŬɘ ɞɘ (ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ) ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ əŬɘ ŮɝŮŰɎɕŮŰŬɘ Ŭɜ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɓɟŮɗŮɑ əɎˊɞɘŬ 

ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ɖ ɞˊɞɑŬ ɛŮ ɢɟɐůɖ Űɤɜ ŮɝɘůɩůŮɤɜ Euler-Lagrange ɜŬ ɞŭɖɔŮɑ ůŰɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ. ȼ ɘŭɏŬ ŮɑɜŬɘ 

ˊŬɚɘɎ, ɞ H. Helmholtz ɏɢŮɘ ŬůɢɞɚɖɗŮɑ ɛŮ Űɞ ɗɏɛŬ Ŭˊɧ Űɞ 1887, ɞ Darboux Ŭˊɧ Űɞ 1894. ȷɡŰɧ ŮɑɜŬɘ ɏɜŬ ŬɜɞɘɢŰɧ 

ŬɜŰɘəŮɑɛŮɜɞ ɛŮɚɏŰɖɠ ɛɏɢɟɘ ůɐɛŮɟŬ. ŪŬ ŭɞɨɛŮ ɧŰɘ ɡˊɧ ɞɟɘůɛɏɜŮɠ ˊɟɞɦˊɞɗɏůŮɘɠ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɓɟŮɗɞɨɜ 

ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɏɠ ˊɞɡ ɞŭɖɔɞɨɜ ůŰɘɠ ŭŮŭɞɛɏɜŮɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ. ȷɡŰɏɠ ɞɘ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɏɠ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɛɖɜ 

ůɢŮŰɑɕɞɜŰŬɘ ɛŮ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɏɠ ˊɞɡ ˊɟɞəɨˊŰɞɡɜ ɐ ŰŬɡŰɑɕɞɜŰŬɘ ɛŮ űɡůɘɞɚɞɔɘəɏɠ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɏɠ, ŭɖɚŬŭɐ ɛŮ Űɖ 

ůɡɜɐɗɖ ɛɏɗɞŭɞ Űɖɠ űɡůɘɞɚɞɔɘəɐɠ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐɠ. ɀˊɞɟŮɑ Űɞ ůɨůŰɖɛŬ ɜŬ ɛɖ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŬˊɞəŰɐůŮɘ 

ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ɛŮ ŬɡŰɧ Űɞɜ Űɟɧˊɞ. ȼ ɨˊŬɟɝɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐɠ ŮɑɜŬɘ əɎŰɘ ůɖɛŬɜŰɘəɧ ŭɘɧŰɘ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ 

ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘŮɑŰŬɘ ůŮ ɗŮɤɟɐɛŬŰŬ ŭɘŬŰɐɟɖůɖɠ, Ůˊɑůɖɠ ɔɘŬ Űɞɜ ˊɟɞůŭɘɞɟɘůɛɧ Űɖɠ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐɠ əŬɘ Űɤɜ əŬɜɞɜɘəɩɜ 

ŮɝɘůɩůŮɤɜ əɑɜɖůɖɠ, Űɖ ɗŮɛŮɚɑɤůɖ Űɖɠ ɗŮɤɟɑŬɠ Hamilton-Jacobi, Űɖ ɆŰŬŰɘůŰɘəɐ ɀɖɢŬɜɘəɐ ə.ɚˊ. ȷɡŰɐ ɖ 

ɛŮɗɞŭɞɚɞɔɑŬ ɞŭɖɔŮɑ ůŮ Ůˊɘˊɚɏɞɜ ɛɖ ɛɞɜŬŭɘəɧŰɖŰŬ Űɖɠ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐɠ.  

ȼ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐɠ Űɖɠ ȾɚŬůɘəɐɠ űɡůɘəɐɠ ɏɢŮɘ ůɢɏůɖ ɛŮ Űɖɜ əɓɎɜŰɤůɖ Űɞɡ ůɡɔəŮəɟɘɛɏɜɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ. 

ȼ ɛɖ ɛɞɜŬŭɘəɧŰɖŰŬ Űɖɠ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐɠ əŬɘ Űɖɠ ŬɜŰɑůŰɞɘɢɖɠ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐɠ ŭɖɛɘɞɡɟɔŮɑ ˊɟɞɓɚɖɛŬŰɘůɛɞɨɠ ůŰɞ 

ɞ́ɘŬ ŮɑɜŬɘ ɖ əŬŰɎɚɚɖɚɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ˊɞɡ ɞŭɖɔŮɑ ůŰɞ ůɤůŰɧ əɓŬɜŰɘəɧ ůɨůŰɖɛŬ. ȼ ůɡɜɐɗɖɠ ˊɟŬəŰɘəɐ ˊɞɡ 

ŭɘŭŬůəɧɛŬůŰŮ ŮɑɜŬɘ ɜŬ ɝŮəɘɜɞɨɛŮ Ŭˊɧ Űɖ űɡůɘɞɚɞɔɘəɐ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ.  

ɆŰɖɜ Ŭɟɢɐ ɗŬ ŬɜŬűɏɟɞɡɛŮ ɚɑɔŬ ˊɟɎɔɛŬŰŬ ɔɘŬ Űɞ ȷɜŰɑůŰɟɞűɞ ɄɟɧɓɚɖɛŬ. ȰůŰɤ ɧŰɘ ɏɢɞɡɛŮ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ 

əɑɜɖůɖɠ ůŰɖɜ ˊŬɟŬəɎŰɤ ɛɞɟűɐ Űɞɡɠ, 
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ɇɞ ŬɜŰɑůŰɟɞűɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ ůɡɜɑůŰŬŰŬɘ ůŰɞ ɜŬ ɓɟŮɗŮɑ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ, ɩůŰŮ ŬɡŰɏɠ ɞɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ ɜŬ 

ˊɟɞůŭɘɞɟɘůŰɞɨɜ Ŭˊɧ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Euler-Lagrange, ŭɖɚŬŭɐ Ŭˊɧ Űɘɠ 
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ɀɘŬ ˊɟɩŰɖ ɘŭɏŬ ŮɑɜŬɘ ɜŬ ŬˊŬɘŰɐůɞɡɛŮ ɜŬ ɘůɢɨŮɘ 
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ɄɟɏˊŮɘ ɜŬ ůɖɛŮɘɩůɞɡɛŮ ɧŰɘ ŬɡŰɧ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɔɑɜŮɘ əŬŰɎ ˊɞɚɚɞɨɠ Űɟɧˊɞɡɠ, ŭɘɧŰɘ ɏɢɞɡɛŮ n  ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɖɠ 

ɛɞɟűɐɠ (2.133) əŬɘ n  ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɨˊɞɡ (2.134) əŬɘ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ůɡɜŭɡŬůŰŮɑ ɞˊɞɘŬŭɐˊɞŰŮ Ŭˊɧ Űɘɠ ˊɟɩŰŮɠ ɛŮ 

ɞˊɞɘŬŭɐˊɞŰŮ Ŭˊɧ Űɘɠ ŭŮɨŰŮɟŮɠ. ũɘŬ ɜŬ ɘůɢɨŮɘ ɖ (2.135) ˊɟɏˊŮɘ ɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ɚɨůɖ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ 

Űɤɜ ɛŮɟɘəɩɜ ŭɘŬűɞɟɘəɩɜ ŮɝɘůɩůŮɤɜ ˊɞɡ ŬəɞɚɞɡɗŮɑ 
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ɆŰɖɜ Ŭˊɚɐ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɧˊɞɡ 1n=  (ɛɞɜɞŭɘɎůŰŬŰɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ ȹɡɜŬɛɘəɐɠ), ɛɘŬ Ůɝɑůɤůɖ əŬɘ ɛɘŬ ɎɔɜɤůŰɖ 

ůɡɜɎɟŰɖůɖ, ɡˊɎɟɢŮɘ ˊɎɜŰɞŰŮ ɚɨůɖ, ŬɟəŮɑ ɜŬ ɘůɢɨɞɡɜ əɎˊɞɘɞɘ ůɢŮŰɘəɎ Ŭˊɚɞɑ əŬɜɧɜŮɠ əŬɜɞɜɘəɧŰɖŰŬɠ əŬɘ 

ůɡɜɏɢŮɘŬɠ. ȳɛɤɠ ɧŰŬɜ 1n>  ɏɢɞɡɛŮ ˊɞɚɚɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əŬɘ ɛɘŬ ɎɔɜɤůŰɖ ůɡɜɎɟŰɖůɖ, ɞɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɛɖɜ 

ŮɑɜŬɘ ůɡɛɓŬŰɏɠ ɛŮŰŬɝɨ Űɞɡɠ əŬɘ ɏŰůɘ Űɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ ɜŬ ɛɖɜ ɏɢŮɘ ɚɨůɖ. ɀˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ŬˊŬɘŰɐůɞɡɛŮ ɜŬ ɘůɢɨŮɘ ɖ 
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ˊŬɟŬəɎŰɤ ůɡɜɗɐəɖ (2.137) ŬɜŰɑ Űɖɠ ˊɟɩŰɖɠ Ŭˊɧ Űɘɠ (2.135), 
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(2.137) 

ȷɡŰɧ ˊɞɡ ŮɜɜɞɞɨɛŮ ŮɑɜŬɘ ɧŰɘ ɞɘ ˊɟɩŰŮɠ əŬɘ ɞɘ ŭŮɨŰŮɟŮɠ Ŭˊɧ Űɘɠ Ⱥɝ. (2.137) ŮɑɜŬɘ ɘůɞŭɨɜŬɛŮɠ (ɏɢɞɡɜ ɑŭɘŮɠ 

ɚɨůŮɘɠ), ɢɤɟɑɠ ɜŬ ɘůɢɨŮɘ ɖ ɘůɧŰɖŰŬ (2.135). ũɘŬ ɧˊɞɘɞɜ ŮɜŭɘŬűɏɟŮŰŬɘ, ɡˊɎɟɢŮɘ ůɢŮŰɘəɐ ɓɘɓɚɘɞɔɟŬűɑŬ ˊɞɡ ɏɢɞɡɛŮ 

ˊŬɟŬɗɏůŮɘ ůŰɞ Űɏɚɞɠ ŬɡŰɞɨ Űɞɡ ɓɘɓɚɑɞɡ. 

Ⱥŭɩ ɗŬ ˊŮɟɘɞɟɘůŰɞɨɛŮ ůŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɛɞɜɞŭɘɎůŰŬŰɞɡ ˊɟɞɓɚɐɛŬŰɞɠ (1n=), ɛŮ çəŬŰɎɚɚɖɚɖ 
ɛŬɗɖɛŬŰɘəɐ ůɡɛˊŮɟɘűɞɟɎè. ɇɧŰŮ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŭŮɘɢŰŮɑ ɧŰɘ ɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɡˊɞɚɞɔɘůŰŮɑ ɛŮ Űɖ 

ɛŮɗɞŭɞɚɞɔɑŬ ˊɞɡ űŬɑɜŮŰŬɘ ˊŬɟŬəɎŰɤ.  

ɂŮəɘɜɞɨɛŮ Ŭˊɧ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ əɑɜɖůɖɠ ůŰɖ ɛɞɟűɐ 

 

 .  (2.138) 

 

ȼ Ůɝɑůɤůɖ Lagrange ŮɑɜŬɘ 
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ȷɜŬˊŰɨůůɞɡɛŮ Űɖɜ ɞɚɘəɐ ˊŬɟɎɔɤɔɞ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ əŬɘ ɛŮ ɢɟɐůɖ Űɖɠ (2.138) ɖ (2.139) ŭɑɜŮɘ 
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ɄŬɟŬɔɤɔɑɕɞɡɛŮ Űɖɜ (2.140) ɤɠ ˊɟɞɠ q , əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɖɜ 
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ŪɏŰɞɡɛŮ 
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ɞˊɧŰŮ Ŭˊɧ Űɖɜ (2.141) əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɖɜ  
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ɇɞ ˊɟɩŰɞ ɛɏɚɞɠ Űɖɠ (2.143) ŮɑɜŬɘ ɖ ɞɚɘəɐ ˊŬɟɎɔɤɔɞɠ 
d

dt

L
 ɞˊɧŰŮ ɖ (2.143) ɔɟɎűŮŰŬɘ 
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ɃɚɞəɚɖɟɩɜɞɡɛŮ Űɖɜ (2.142) ŭɡɞ űɞɟɏɠ ɤɠ ˊɟɞɠ q  əŬɘ ɏɢɞɡɛŮ ɔɘŬ Űɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ Űɖɜ ˊɘɞ ɔŮɜɘəɐ 

( , , )q G q q t=
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ɏəűɟŬůɖ 
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ɇɞ b ŮɑɜŬɘ ŬɡɗŬɑɟŮŰɖ ůŰŬɗŮɟɎ. Ƀɘ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ ,f g  ŮɑɜŬɘ ŭɡɜŬŰɧ ɜŬ ˊɟɞůŭɘɞɟɘůŰɞɨɜ Ŭˊɧ Űɖ (2.140) 

əŬɘ Űɖ (2.143). ɀˊɞɟŮɑŰŮ ɜŬ ɓŮɓŬɘɤɗŮɑŰŮ ɧŰɘ ŬɡŰɐ ŮɑɜŬɘ ɖ ɚɨůɖ ŬɜŰɘəŬɗɘůŰɩɜŰŬɠ Űɖɜ (2.145) ůŰɖɜ (2.142).  

ɆŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ ŬɜŰɘəŬɗɘůŰɞɨɛŮ Űɖɜ (2.145) ůŰɖɜ (2.140) əŬɘ ɓɟɑůəɞɡɛŮ  
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ȽůɢɨŮɘ  
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Ƀ ůɡɜŭɡŬůɛɧɠ Űɤɜ (2.146), (2.147) əŬɘ (2.143) ŭɑɜŮɘ 
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ɃɟɑɕɞɡɛŮ Űɖ ůɡɜɎɟŰɖůɖ ( , )h q t  ɏŰůɘ ɩůŰŮ 
( , )

( , )
h q t

f q t
q

µ
=
µ

 ɞˊɧŰŮ ɖ (2.148) ɔɑɜŮŰŬɘ 

 

 
( , ) ( , , ) d ( )

( , ) ( , , )d
d

q
h q t G z t c t

g q t z t z
t m t

a

b
L b

µ
= + +
µ ñ .  (2.149) 

 

ȼ ( )c t  ŬɡɗŬɑɟŮŰɖ ůɡɜɎɟŰɖůɖ Űɞɡ ɢɟɧɜɞɡ əŬɘ Űɞ aŮɑɜŬɘ ŬɡɗŬɑɟŮŰɖ ůŰŬɗŮɟɎ. 

ȷɜŰɘəŬɗɘůŰɞɨɛŮ Űɖɜ (2.148) ůŰɖɜ (2.145) əŬɘ ɓɟɑůəɞɡɛŮ Űɖ ɔŮɜɘəɐ ɚɨůɖ ɔɘŬ Űɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ, Űɖɜ Ⱥɝ. 

(2.150). 
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Ƀɘ ŬɡɗŬɑɟŮŰŮɠ ůŰŬɗŮɟɏɠ ,a bŮˊɖɟŮɎɕɞɡɜ ɛɧɜɞ Űɖ ůɡɜɎɟŰɖůɖ . ȳɛɤɠ, ŮˊŮɘŭɐ ɡˊŮɘůɏɟɢŮŰŬɘ ɛɧɜɞ 

Űɞ ɞɚɘəɧ ŭɘŬűɞɟɘəɧ Űɖɠ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ, ɖ  ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɚɖűɗŮɑ ŬɡɗŬɑɟŮŰŬ. ȼ ɚɨůɖ Űɖɠ ŭŮɨŰŮɟɖɠ 

ŭɘŬűɞɟɘəɐɠ Ůɝɑůɤůɖɠ ůŰɖɜ Ⱥɝ. (2.150) ŮɑɜŬɘ ůɢŮŰɘəɎ ˊɞɚɨˊɚɞəɖ əŬɘ ɢɟŮɘɎɕŮŰŬɘ Űɖ ɔŮɜɘəɐ ɚɨůɖ ( , , )q q ta b=
 

Űɖɠ ŭŮŭɞɛɏɜɖɠ Ůɝɑůɤůɖɠ əɑɜɖůɖɠ . 

ɆŮ Ůɘŭɘəɏɠ ˊŮɟɘˊŰɩůŮɘɠ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɓɟŮɗŮɑ ɚɨůɖ ɛŮ Ŭˊɚɧ Űɟɧˊɞ, ɢɤɟɑɠ Űɖ ɢɟɐůɖ Űɖɠ ɔŮɜɘəɐɠ ɚɨůɖɠ Űɖɠ 

, ɗŬ ˊŮɟɘɞɟɘůŰɞɨɛŮ ůŮ ŰɏŰɞɘŬ ˊŬɟŬŭŮɑɔɛŬŰŬ.  

ɆŮ ŬɡŰɧ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɗŬ əɎɜɞɡɛŮ ɛɘŬ ˊŬɟɏɜɗŮůɖ əŬɘ ɗŬ ˊɞɨɛŮ ŭɡɞ ɚɧɔɘŬ ɔɘŬ Űɖ ɔɜɤůŰɐ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ Űɤɜ ŭɡɞ 

( , )q tW

( , )q tW

( , , )q G q q t=

( , , )q G q q t=
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ɘůɞŭɨɜŬɛɤɜ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɩɜ ˊɞɡ ŬɜŬűɏɟŬɛŮ ůŰŬ ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜŬ. Ƀɘ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɏɠ ŮɑɜŬɘ ɞɘ ˊŬɟŬəɎŰɤ, ɞɘ 

ɞˊɞɑŮɠ ɧˊɤɠ ŮɑˊŬɛŮ, ˊŮɟɘɔɟɎűɞɡɜ ŭɡɞ ŬůɨɕŮɡəŰɞɡɠ ɑŭɘɞɡɠ Ŭɟɛɞɜɘəɞɨɠ ŰŬɚŬɜŰɤŰɏɠ (ŭɡɞ ůɤɛɎŰɘŬ). 

 ( )2 2 2 2

1 1 2 1 2 2 1 2 1 2

1
,   

2
L q q q q L q q q q= - = + - -.  (2.151) 

 

ɉɟɖůɘɛɞˊɞɘɞɨɛŮ Űɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ 1L  əŬɘ ɓɟɑůəɞɡɛŮ ɔɘŬ Űɖ ůɡɕɡɔɐ ɞɟɛɐ Űɞɡ ůɤɛŬŰɑɞɡ 1 Űɖ ůɢɏůɖ  
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L
p q
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µ
= =
µ

.  (2.152) 

 

ɆŰɖɜ ȾɓŬɜŰɞɛɖɢŬɜɘəɐ ɝɏɟɞɡɛŮ ɧŰɘ ŰŬ 1p  əŬɘ 1q  (ɤɠ ŰŮɚŮůŰɏɠ) ŭŮɜ ɛŮŰŬŰɑɗŮɜŰŬɘ, ŭɖɚŬŭɐ ŭŮɜ ɛˊɞɟɞɨɜ 

ɜŬ ɛŮŰɟɖɗɞɨɜ ŰŬɡŰɧɢɟɞɜŬ, Ůˊɞɛɏɜɤɠ ɞɨŰŮ ŰŬ 2 1,q q  ɛˊɞɟɞɨɜ ɜŬ ɛŮŰɟɖɗɞɨɜ ŰŬɡŰɧɢɟɞɜŬ, ˊŬɟɧɚɞ ˊɞɡ Űɞ əɎɗŮ 

ɏɜŬ ŬɜɐəŮɘ ůŮ Ɏɚɚɞɜ Ŭˊɧ ŭɡɞ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰɞɡɠ ŰŬɚŬɜŰɤŰɏɠ. ȷɜ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɐůɞɡɛŮ Űɖɜ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ 2L  ŬɡŰɧ ŭŮɜ 

ɘůɢɨŮɘ, ˊɟɎɔɛŬ ˊɞɡ ŭŮɑɢɜŮɘ ɧŰɘ ŭɡɞ ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɏɠ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɏɠ ˊɞɡ ɞŭɖɔɞɨɜ ůŰɘɠ ɑŭɘŮɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ ůŰɖɜ 

ȾɚŬůɘəɐ ūɡůɘəɐ, ŭɑɜɞɡɜ ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɎ ŬˊɞŰŮɚɏůɛŬŰŬ ůŰɖɜ ȾɓŬɜŰɞɛɖɢŬɜɘəɐ. 

ŪŬ ɛˊɞɟɞɨůŮ ɜŬ ˊŮɘ əɎˊɞɘɞɠ ɧŰɘ ɝŮəɘɜɩɜŰŬɠ Ŭˊɧ Űɖɜ əɚŬůɘəɐ ɗŮɩɟɖůɖ ɖ Ůˊɘɚɞɔɐ Űɖɠ əŬŰɎɚɚɖɚɖɠ ɔɘŬ 

Űɞ əɓŬɜŰɘəɧ ŮˊɑˊŮŭɞ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐɠ, ŮɑɜŬɘ ɗɏɛŬ əŬɘ Űɞɡ ˊŮɘɟɎɛŬŰɞɠ. ȷɡŰɧ, əŬŰɎ əɎˊɞɘɞ Űɟɧˊɞ, ɔɑɜŮŰŬɘ ůŰɖɜ 

ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ˊɞɡ ŭŮɜ ɡˊɎɟɢŮɘ əɚŬůɘəɧ ŬɜɎɚɞɔɞ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ, ˊ.ɢ. ůˊɘɜ ůɤɛŬŰɘŭɑɞɡ ə.ɚˊ. 
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ɄŬɟŬŭŮɑɔɛŬŰŬ ï EɘŭɘəɎ ŪɏɛŬŰŬ 

1. ȹɡɜɎɛŮɘɠ ŬˊɤɚŮɘɩɜ 

Ƀɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Lagrange, ůŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ɛŮ  (ɔɜɐůɘŮɠ) ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ, ɧˊɞɡ 

ůɡɜɡˊɎɟɢɞɡɜ ŭɡɜɎɛŮɘɠ ˊɞɡ Ŭˊɞɟɟɏɞɡɜ Ŭˊɧ ŭɡɜŬɛɘəɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ əŬɘ ŭɡɜɎɛŮɘɠ ˊɞɡ ŭŮɜ Ŭˊɞɟɟɏɞɡɜ Ŭˊɧ 

ŭɡɜŬɛɘəɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ, ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ˊɎɟɞɡɜ Űɖ ɛɞɟűɐ 

 

. 

 

ȽůɢɨŮɘ ɔŮɜɘəɩɠ . Ƀɘ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ ůɡɜɘůŰɩůŮɠ ŭɨɜŬɛɖɠ, , ŮɑɜŬɘ ŬɡŰɏɠ ˊɞɡ ŭŮɜ Ŭˊɞɟɟɏɞɡɜ 

Ŭˊɧ ŭɡɜŬɛɘəɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ. ȷɡŰɏɠ ˊɞɡ Ŭˊɞɟɟɏɞɡɜ ŮɑɜŬɘ çɛɏůŬè ůŰɞ . ɆŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ŬɡŰɩɜ Űɤɜ ŭɡɜɎɛŮɤɜ 

, Ŭɜɐəɞɡɜ əɎˊɞɘŮɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ ŬˊɤɚŮɘɩɜ (ŭɡɜɎɛŮɘɠ Űɟɘɓɐɠ). ɈˊɞɗɏŰɞɡɛŮ ɧŰɘ ɏɢɞɡɛŮ ůɨůŰɖɛŬ ˊɞɡ ŬˊɞŰŮɚŮɑŰŬɘ 

Ŭˊɧ  ůɤɛɎŰɘŬ ˊɞɡ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɡˊɧəŮɘɜŰŬɘ əŬɘ ůŮ ŭŮůɛɞɨɠ, Ůˊɞɛɏɜɤɠ . ŪŬ ɡˊɞɗɏůɞɡɛŮ ɧŰɘ ɞɘ 

əŬɟŰŮůɘŬɜɏɠ ůɡɜɘůŰɩůŮɠ Űɤɜ ŭɡɜɎɛŮɤɜ Űɟɘɓɐɠ əŬŰɎ ɛɐəɞɠ Űɤɜ Űɟɘɩɜ əŬɟŰŮůɘŬɜɩɜ Ŭɝɧɜɤɜ, ɔɘŬ əɎɗŮ ɏɜŬ 

ůɤɛɎŰɘɞ, ŮɑɜŬɘ ŬɜɎɚɞɔŮɠ Űɖɠ ŬɜŰɑůŰɞɘɢɖɠ ůɡɜɘůŰɩůŬɠ Űɖɠ ŰŬɢɨŰɖŰŬɠ Űɞɡ əɎɗŮ ůɤɛŬŰɑɞɡ Űɞɡ əŬɘ ɏɢɞɡɜ ŬɜŰɑɗŮŰɖ 

ˊɟɞɠ ŬɡŰɐɜ əŬŰŮɨɗɡɜůɖ. ɇɧŰŮ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ɔɟɎɣɞɡɛŮ ɔɘŬ Űɘɠ ŰɟŮɘɠ əŬɟŰŮůɘŬɜɏɠ ůɡɜɘůŰɩůŮɠ Űɖɠ əɎɗŮ ɛɘŬɠ 

ŭɨɜŬɛɖɠ Űɟɘɓɐɠ, , ɧŰɘ ɘůɢɨɞɡɜ ɞɘ ůɢɏůŮɘɠ 

. Ƀɘ ůɡɜŰŮɚŮůŰɏɠ  ŮɝŬɟŰɩɜŰŬɘ 

ɔŮɜɘəɩɠ Ŭˊɧ Űɖ ɗɏůɖ Űɞɡ əɎɗŮ ůɤɛŬŰɑɞɡ əŬɘ ŮɑɜŬɘ ɗŮŰɘəɏɠ ˊɞůɧŰɖŰŮɠ. ɇɏŰɞɘŮɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ Űɟɘɓɐɠ, ɛˊɞɟɞɨɜ ɜŬ 

ɓɟŮɗɞɨɜ ɛŮ ɢɟɐůɖ ɛɘŬɠ ůɡɜɎɟŰɖůɖɠ ˊɞɡ ɚɏɔŮŰŬɘ ůɡɜɎɟŰɖůɖ (Űɞɡ) Rayleigh, Űɖɜ 

( )2 2 2

1

1
( , , , , , )

2

N

jx j jy j jz j

j

x y z x y z k x k y k z
=

= = + +äR R . ȹɖɚŬŭɐ ɖ ůɡɜɎɟŰɖůɖ ŬɡŰɐ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ Ŭˊɧ ɧɚŮɠ Űɘɠ 

əŬɟŰŮůɘŬɜɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɤɜ ůɤɛŬŰɑɤɜ əŬɘ ɔɟŬɛɛɘəɎ Ŭˊɧ ŰŬ ŰŮŰɟɎɔɤɜŬ Űɤɜ ůɡɜɘůŰɤůɩɜ Űɤɜ ŰŬɢɡŰɐŰɤɜ 

Űɞɡɠ. ɄɟɞűŬɜɩɠ ɏɢɞɡɛŮ  ɐ . ɇɞ ɏɟɔɞ ˊɞɡ ˊŬɟɎɔŮɘ Űɞ 

ůɨůŰɖɛŬ ɔɘŬ ɜŬ ɡˊŮɟɜɘəɐůŮɘ Űɖɜ Űɟɘɓɐ ŮɑɜŬɘ 

. ȹɖɚŬŭɐ ɔɘŬ Űɖɜ ɘůɢɨ ˊɞɡ 

ˊŬɟɎɔŮŰŬɘ Ŭˊɧ Űɘɠ ɎɚɚŮɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ, əŬŰɎ Űɖɜ əɑɜɖůɖ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ, ɔɘŬ ɜŬ ɡˊŮɟɜɘəɖɗɞɨɜ ɞɘ ŭɡɜɎɛŮɘɠ Űɟɘɓɐɠ 

ɘůɢɨŮɘ , ɔɘô ŬɡŰɧ ɖ  ɚɏɔŮŰŬɘ əŬɘ ůɡɜɎɟŰɖůɖ ɘůɢɨɞɠ. ȷˊɧ Űɘɠ ůɢɏůŮɘɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨ

, , ɞɘ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ ůɡɜɘůŰɩůŮɠ ŭɨɜŬɛɖɠ Űɟɘɓɐɠ ŮɑɜŬɘ əŬŰɎ ŰŬ 

ɔɜɤůŰɎ .  

ȯɟŬ . ȼ  ɏɢŮɘ ŮəűɟŬůŰŮɑ ɤɠ ˊɟɞɠ  əŬɘ ɑůɤɠ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ. Ƀɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Lagrange, ůŰɖ 

ɔŮɜɘəɐ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ, ɔɑɜɞɜŰŬɘ .  

ɄŬɟɎŭŮɘɔɛŬ ŰɏŰɞɘŬɠ ŭɨɜŬɛɖɠ Űɟɘɓɐɠ ŮɑɜŬɘ ɖ ŭɨɜŬɛɖ Stokes,  ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ɖ ŭɨɜŬɛɖ ˊɞɡ ŬůəŮɑŰŬɘ ůŮ 

ůűŬɑɟŬ, ŬəŰɑɜŬɠ  ˊɞɡ əɘɜŮɑŰŬɘ ɛɏůŬ ůŮ ɟŮɡůŰɧ ˊɞɡ ɏɢŮɘ ɘɝɩŭŮɠ , ɛŮ ůɢŮŰɘəɎ ɛɘəɟɐ ŰŬɢɨŰɖŰŬ, ɖ ŭɨɜŬɛɖ 

Űɟɘɓɐɠ ŮɑɜŬɘ . ȺɨəɞɚŬ ɛˊɞɟŮɑŰŮ ɜŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖ ůɡɜɎɟŰɖůɖ Rayleigh ɔɘŬ ŬɡŰɐ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ.  
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ũŮɜɘəɧŰŮɟŬ, ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ɔɟɎɣɞɡɛŮ ɔɘŬ Űɘɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ Űɟɘɓɐɠ ůŮ əŬɟŰŮůɘŬɜɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ

. ɄŬɜŰɞɨ ɗŬ ɘůɢɨŮɘ ɧŰɘ , ŭɖɚŬŭɐ ˊɟɧəŮɘŰŬɘ ɔɘŬ Űɖɜ ŬˊɧɚɡŰɖ 

Űɘɛɐ Űɖɠ ŰŬɢɨŰɖŰŬɠ. ɃɟɑɕɞɡɛŮ ɤɠ ůɡɜɎɟŰɖůɖ ŬˊɤɚŮɘɩɜ Űɖɜ 

 

. 

 

Ƀ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ ůŮ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ŭɑɜŮɘ 

 

 

Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ, . 

 

ȺɜɜɞŮɑŰŬɘ ɧŰɘ ɏɢɞɡɛŮ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɐůŮɘ Űɞɜ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ ɞˊɧŰŮ ŰŮɚɘəɩɠ ɧɚŬ ɏɢɞɡɜ 

ŮəűɟŬůŰŮɑ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘ Űɤɜ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜɤɜ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ əŬɘ ŬɜŰɑůŰɞɘɢɤɜ ŰŬɢɡŰɐŰɤɜ əŬɘ ŰŬ 

. 

Ƀɘ ůɡɜɐɗŮɘɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ Űɟɘɓɐɠ (ŬˊɤɚŮɘɩɜ) ŮɑɜŬɘ: 

ȼ əɘɜɖŰɘəɐ Űɟɘɓɐ   ɖ ɔɜɤůŰɐ əɎɗŮŰɖ ŭɨɜŬɛɖ. 

 

ȼ ŭɨɜŬɛɖ Űɟɘɓɐɠ ˊɞɡ ɘůɢɨŮɘ ɔɘŬ ůɢŮŰɘəɎ ɛɘəɟɏɠ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ ɛɏůŬ ůŮ ɟŮɡůŰɎ (ɜɧɛɞɠ Űɞɡ Stokes) 

. 

ȼ ŭɨɜŬɛɖ Űɟɘɓɐɠ ɔɘŬ ůɢŮŰɘəɎ ɛŮɔɎɚŮɠ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ ɛɏůŬ ůŮ ɟŮɡůŰɎ, . 

2. ȺˊŮɝɖɔɐůŮɘɠ ůɢŮŰɘəɎ ɛŮ Űɖ ŭɡɜŬŰɧŰɖŰŬ ŮɜůɤɛɎŰɤůɖɠ ɐ ɧɢɘ ŭŮůɛŮɡŰɘəɩɜ ůɢɏůŮɤɜ 

Ƀɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ ɔɘŬ Űɖ ɚɨůɖ ˊɟɞɓɚɖɛɎŰɤɜ ɛŮ ŭŮůɛɞɨɠ ůŰɖ ɛɞɟűɐ Pfaff ŮɑɜŬɘ ɞɘ: 

 

 
 

Ƀɘ ŭŮɨŰŮɟŮɠ M Űɞ ˊɚɐɗɞɠ ŭŮůɛŮɡŰɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŬɜŰɘˊɟɞůɤˊŮɨɞɡɜ ɞɚɧɜɞɛɞɡɠ ɐ ɛɖ ɞɚɧɜɞɛɞɡɠ. 

ɇɖ ůɤůŰɐ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ ɔɘŬ Űɖ ɚɨůɖ ˊɟɞɓɚɖɛɎŰɤɜ Űɖɠ ˊŬɟŬˊɎɜɤ ɛɞɟűɐɠ Űɖɜ ɏɢɞɡɛŮ ŬɜŬɚɨůŮɘ ůŰŬ 

ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜŬ. ȹŮ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ŬˊɚɞˊɞɘɐůɞɡɛŮ ˊɟɩŰŬ Űɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ɛŮ ɢɟɐůɖ Űɤɜ ŭŮůɛŮɡŰɘəɩɜ ŭɘŬűɞɟɘəɩɜ 

ŮɝɘůɩůŮɤɜ Pfaff . ŪŬ ɜɧɛɘɕŮ əɎˊɞɘɞɠ ɧŰɘ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ŮəűɟɎůɞɡɛŮ M  Ŭˊɧ Űɘɠ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ ɛŮ ɢɟɐůɖ Űɤɜ 

ˊŬɟŬˊɎɜɤ ŭŮůɛŮɡŰɘəɩɜ ůɢɏůŮɤɜ, ůɡɜŬɟŰɐůŮɘ Űɤɜ ɡˊɧɚɞɘˊɤɜ n M- əŬɘ Űɤɜ ,q t, ɜŬ Űɘɠ ŬɜŰɘəŬŰŬůŰɐůɞɡɛŮ 

ůŰɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ɩůŰŮ ɜŬ çŬˊɚɞɡůŰŮɡŰŮɑè əŬɘ ɛŮŰɎ ɜŬ ɔɟɎɣɞɡɛŮ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Lagrange ə.ɞ.ə. ȷɜ ɛɎɚɘůŰŬ 
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ɞɘ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ 
jq  ˊɞɡ ŬɜŰɘůŰɞɘɢɞɨɜ ůŮ ŬɡŰɏɠ Űɘɠ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ ŭŮɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ůŰɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ, ɜɞɛɑɕŮɘ əɎˊɞɘɞɠ 

ɧŰɘ ɏŰůɘ əŬŰŬűɏɟɜŮɘ ɜŬ ɛŮɘɩůŮɘ Űɖ ŭɘɎůŰŬůɖ Űɞɡ ɗŮůɘəɞɨ ɢɩɟɞɡ, ŭɖɚŬŭɐ ɜŬ əɎɜŮɘ ŮɜůɤɛɎŰɤůɖ ŭŮůɛɩɜ. ȷɡŰɎ 

ɞŭɖɔɞɨɜ ůŮ ɚɎɗɞɠ ɚɨůɖ ɐ ůŮ əɎŰɘ ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ɎŰɞˊɞ. Ƀɘ ŭŮůɛɞɑ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŮɜůɤɛŬŰɤɗɞɨɜ ɛŮ Űɖ ɔɜɤůŰɐ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ 

ɛɧɜɞ Ŭɜ ŮɑɜŬɘ ůŰɖ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɐ Űɞɡɠ ɛɞɟűɐ, ˊɟɎɔɛŬ ˊɞɡ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ ŮɑɜŬɘ ɞɚɧɜɞɛɞɘ. ɆɖɛŮɘɩɜɞɡɛŮ ɝŬɜɎ ɧŰɘ ɖ 

ɛŮɑɤůɖ Űɖɠ ŭɘɎůŰŬůɖɠ Űɞɡ ɗŮůɘəɞɨ ɢɩɟɞɡ ŮɑɜŬɘ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰɖ Ŭˊɧ Űɖ ůɡɔəŮəɟɘɛɏɜɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ, ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ 

ɛɧɜɞ Ŭˊɧ Űɘɠ ŭŮůɛŮɡŰɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ. 

ũɘŬ ɜŬ ɔɑɜŮɘ ˊŮɟɘůůɧŰŮɟɞ əŬŰŬɜɞɖŰɧ Űɞ ɗɏɛŬ əŬɘ ɜŬ ŬˊɞűŮɨɔɞɜŰŬɘ ɚɎɗɖ ɗŬ ŮɝŮŰɎůɞɡɛŮ ŰŬ ˊŬɟŬəɎŰɤ 

ˊŬɟŬŭŮɑɔɛŬŰŬ. 

 

ȷ) ȰůŰɤ ɡɚɘəɧ ůɖɛŮɑɞ ˊɞɡ əɘɜŮɑŰŬɘ ůŮ ŮˊɑˊŮŭɞ ɢɤɟɑɠ ɜŬ ŬůəɞɨɜŰŬɘ ˊɎɜɤ Űɞɡ ŮɜŮɟɔɖŰɘəɏɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ. 

ɈˊɎɟɢŮɘ ɧɛɤɠ ɖ ŭŮůɛŮɡŰɘəɐ ůɢɏůɖ 0y tx- =. ŪŮɤɟɐůŰŮ ɧŰɘ ɖ əɘɜɖŰɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ ŭɑɜŮŰŬɘ Ŭˊɧ Űɖ ůɢɏůɖ 

( )2 21

2
T x y= + . ɁŬ ɓɟŮɗɞɨɜ ɞɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ ɛŮ Űɖ ɔɜɤůŰɐ ůɤůŰɐ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ. ȼ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ 

ŮɑɜŬɘ ɖ əɘɜɖŰɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ. 

 

ȿɨůɖ 

Ŭ) ɀˊɞɟŮɑ ɜŬ ŮˊɘɓŮɓŬɘɤɗŮɑ ɧŰɘ ɞ ŭŮůɛɧɠ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ɞɚɧɜɞɛɞɠ, ɎɟŬ ŭŮ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɔɑɜŮɘ ɛŮɑɤůɖ Űɖɠ ŭɘɎůŰŬůɖɠ Űɞɡ 

ɗŮůɘəɞɨ ɢɩɟɞɡ, ŭŮ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɔɑɜŮɘ ŮɜůɤɛɎŰɤůɖ Űɖɠ Ůɝɑůɤůɖɠ Űɞɡ ŭŮůɛɞɨ ůŰɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ. ȼ ůɤůŰɐ 

ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ ŮɑɜŬɘ ɖ Ůɝɐɠ: 

ȼ ŭŮůɛŮɡŰɘəɐ ůɢɏůɖ, ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ɔɟŬɛɛɘəɐ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɘɠ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ, ɞŭɖɔŮɑ ůŰɖ ŭŮůɛŮɡŰɘəɐ ůɢɏůɖ ɛŮŰŬɝɨ 

Űɤɜ ŭɡɜŬŰɩɜ ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɤɜ, 1ŭ ŭ 0y t x- =, ɓɞɖɗɖŰɘəɐ ůɢɏůɖ.11 121,  A A t= =- . Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ ɞɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ 

ȿŬɔəɟŬɜɕ ŮɑɜŬɘ 11 12

d d
( ) ,   ( )

d d

T T T T
t A t A

t y y t x x
l l

µ µ µ µ
- = - =

µ µ µ µ
. ɃˊɧŰŮ ɏɢɞɡɛŮ ɜŬ ɚɨůɞɡɛŮ Űɞ ůɨůŰɖɛŬ 

ŭɘŬűɞɟɘəɩɜ ŮɝɘůɩůŮɤɜ 

 

,   ,   0.y x t y txl l= =- - = 

 

ȷˊŬɚŮɑűɞɡɛŮ Űɞ ( )tl  əŬɘ ɓɟɑůəɞɡɛŮ ɧŰɘ ɞɘ ŰŮɚɘəɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ Űɞɡ ůɤɛŬŰɑɞɡ ŮɑɜŬɘ 

2(1 ) 0,  0x t xt y tx+ + = - =. 

 

ɓ) ɆŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ Ŭɠ ŬɔɜɞɐůɞɡɛŮ Űɖɜ ˊŬɟŬˊɎɜɤ ůɤůŰɐ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ əŬɘ Ŭɠ ˊɟɞɢɤɟɐůɞɡɛŮ ɛŮ Űɞ (ɚɎɗɞɠ) 

Űɟɧˊɞ ˊɞɡ ŬɜŬűɏɟŬɛŮ ˊɟɞɖɔɞɡɛɏɜɤɠ. ɆŰɖɜ əɘɜɖŰɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ ŭŮɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ɞɘ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ŬɚɚɎ ɛɧɜɞ ɞɘ 

ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ. ɉɟɖůɘɛɞˊɞɘɞɨɛŮ Űɖ ŭŮŭɞɛɏɜɖ ŭŮůɛŮɡŰɘəɐ ůɢɏůɖ ůŰɖ ɛɞɟűɐ y tx=  ɔɘŬ ɜŬ ŬˊŬɚŮɑɣɞɡɛŮ Űɞ y  Ŭˊɧ 

Űɖ ůɢɏůɖ ɔɘŬ Űɖɜ əɘɜɖŰɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ, Űɞ y  ŭŮɜ ɡˊɎɟɢŮɘ ɞˊɧŰŮ ɜɞɛɑɕɞɡɛŮ ɧŰɘ ɏŰůɘ ɛŮɘɩɜɞɡɛŮ Űɖ ŭɘɎůŰŬůɖ Űɞɡ 

ɗŮůɘəɞɨ ɢɩɟɞɡ əŬŰɎ ɏɜŬ. ȸɟɑůəɞɡɛŮ ɔɘŬ Űɖ çɜɏŬè əɘɜɖŰɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ 
*T , ( ) ( )* 2 2 2 2 21 1

1
2 2

T x t x x t= + = +. 

ȰɢɞɡɛŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Lagrange 

 
*

0
d T

dt x

µ
=

µ
 

 

ɎɟŬ əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɖ ůɢɏůɖ 
2(1 ) 2 0x t x t+ + =. ȷɡŰɐ ɛŮ Űɖɜ ŭŮŭɞɛɏɜɖ ŭŮůɛŮɡŰɘəɐ ůɢɏůɖ 0y tx- =, 

ɡˊɞŰɑɗŮŰŬɘ ɧŰɘ ɚɨɜɞɡɜ Űɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ. ȸɚɏˊɞɡɛŮ ɧŰɘ ɖ ˊŬɟŬɓɑŬůɖ Űɖɠ ɗŮɤɟɑŬɠ ɞŭɖɔŮɑ ůŮ ɚɎɗɞɠ ůɨůŰɖɛŬ 

ŮɝɘůɩůŮɤɜ. Ƀɘ ůɤůŰɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ ŮɑɜŬɘ ɞɘ ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜŮɠ ɞɘ ɞˊɞɑŮɠ ɓɟɏɗɖəŬɜ ɛŮ Űɖ ůɤůŰɐ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ. ȹŮ ɛˊɞɟŮɑ 

ɜŬ ɔɑɜŮɘ ɛŮɑɤůɖ Űɖɠ ŭɘɎůŰŬůɖɠ Űɞɡ ɗŮůɘəɞɨ ɢɩɟɞɡ ŮˊŮɘŭɐ ɏŰɡɢŮ ɖ ɚŬɔəŰɟŬɜɕɘŬɐ ɜŬ ɏɢŮɘ əɎˊɞɘŬ Ůɘŭɘəɐ ɛɞɟűɐ. 

 

ȸ) ŪŮɤɟɞɨɛŮ əŬɘ ˊɎɚɘ Űɞ ˊŬɟŬˊɎɜɤ ůɤɛɎŰɘɞ ɛŮ ŭŮůɛŮɡŰɘəɐ ůɢɏůɖ Űɖɜ 0y kx- =
 
ɧˊɞɡ k  

ŮɑɜŬɘ ɛɘŬ 

ůŰŬɗŮɟɎ. 

 



ȷɜŬɚɡŰɘəɐ ȹɡɜŬɛɘəɐ      72 

ȿɨůɖ 

Ŭ) Ƀ ŭŮůɛɧɠ ŮɑɜŬɘ ɞɚɧɜɞɛɞɠ. ȷəɞɚɞɡɗɞɨɛŮ ůŰɖɜ Ŭɟɢɐ Űɖɜ ɑŭɘŬ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ ˊɞɡ ŬəɞɚɞɡɗɐůŬɛŮ əŬɘ 

ˊɟɞɖɔɞɡɛɏɜɤɠ ůŰɞ ȷŬ). 

ȰɢɞɡɛŮ 1ŭ ŭ 0y k x- =. Ƀɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Lagrange ŮɑɜŬɘ 

 

d d
( ),   ( )

d d

T T T T
k t t

t x x t y y
l l

µ µ µ µ
- =- - =

µ µ µ µ
. 

 

Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ ,   x k yl l=- =. ȷɡŰɏɠ ɛŬɕɑ ɛŮ Űɖ ŭŮůɛŮɡŰɘəɐ ůɢɏůɖ 0y kx- = ɚɨɜɞɡɜ Űɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ. 

ȷˊŬɚŮɑűɞɡɛŮ Űɞ l əŬɘ ŰŮɚɘəɩɠ ɓɟɑůəɞɡɛŮ Űɘɠ (ůɤůŰɏɠ) ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ 0,   0x y= =.ɓ). ȾŬŰɧˊɘɜ, 

ŬəɞɚɞɡɗɞɨɛŮ Űɖɜ ŬɜŰɑůŰɞɘɢɖ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ ˊɞɡ ŬəɞɚɞɡɗɐůŬɛŮ ůŰɞ ɓ) ůŰɖɜ ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜɖ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ.  

ɀŮ ɢɟɐůɖ Űɖɠ ŭŮůɛŮɡŰɘəɐɠ ůɢɏůɖɠ ŬɜŰɘəŬɗɘůŰɞɨɛŮ Űɞ yɛŮ Űɞ ɑůɞ Űɞɡ kx  ůŰɖɜ ɏəűɟŬůɖ Űɖɠ əɘɜɖŰɘəɐɠ 

ŮɜɏɟɔŮɘŬɠ. ȰŰůɘ ɏɢɞɡɛŮ Űɖɜ Űɟɞˊɞˊɞɘɖɛɏɜɖ ɏəűɟŬůɖ 
2 21

( 1)
2

T k x*= + . ȼ Ůɝɑůɤůɖ Lagrange ŭɑɜŮɘ 0x= . 

ȷɡŰɐ ůŮ ůɡɜŭɡŬůɛɧ ɛŮ Űɖ ŭŮůɛŮɡŰɘəɐ ůɢɏůɖ ɚɨɜɞɡɜ Űɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ. ȺɑɜŬɘ ŮɡɜɧɖŰɞ ɧŰɘ ɘůɢɨŮɘ əŬɘ ˊɎɚɘ ɖ ŭŮɨŰŮɟɖ 

Ůɝɑůɤůɖ əɑɜɖůɖɠ 0y= .  

ȸɚɏˊɞɡɛŮ ůŮ ŬɡŰɐ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ Űɞɡ ɞɚɧɜɞɛɞɡ ŭŮůɛɞɨ ɞɘ ŭɡɞ ɛɏɗɞŭɞɘ ŭɑɜɞɡɜ Űɞ ɑŭɘɞ, ůɤůŰɧ, 

ŬˊɞŰɏɚŮůɛŬ. ȷɡŰɧ ŬɜŬɛɏɜŮŰŬɘ ŭɘɧŰɘ ɔɘŬ Űɞɜ ɞɚɧɜɞɛɞ ŭŮůɛɧ ɡˊɎɟɢŮɘ ɖ ɞɚɞəɚɖɟɤɛɏɜɖ (ɔŮɤɛŮŰɟɘəɐ) ůɢɏůɖ 

ůŰŬɗ.y kx c- = = ȰŰůɘ, ůŮ ŬɡŰɐ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɛŮɘɤɗŮɑ ɖ ŭɘɎůŰŬůɖ Űɞɡ ɗŮůɘəɞɨ ɢɩɟɞɡ Ŭűɞɨ ŰŬ 

,x y  ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŬ əŬɘ ŬɡŰɧ ŭŮɜ ůɢŮŰɑɕŮŰŬɘ ɛŮ Űɖɜ Ůɘŭɘəɐ ɛɞɟűɐ əɘɜɖŰɘəɐɠ ŮɜɏɟɔŮɘŬɠ (ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐɠ). 

ȹɖɚŬŭɐ, Űɞ y  əŬɘ Űɞ ɡˊɞɚɞɔɘɕɧɛŮɜɞ y  Ŭˊɧ Űɖ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɐ ůɢɏůɖ ɛˊɞɟɞɨɜ ɜŬ ŬɜŰɘəŬŰŬůŰŬɗɞɨɜ ůŰɖɜ əɘɜɖŰɘəɐ 

ŮɜɏɟɔŮɘŬ ɛŮ ŰŬ ɑůŬ Űɞɡɠ, ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ ŰŬ kx c+  əŬɘ kx. ɆŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɐ ɛŬɠ ŭŮɜ ɡˊɎɟɢŮɘ ŮɝɎɟŰɖůɖ Ŭˊɧ Űɞ y  

ŬɚɚɎ ɛɧɜɞ Ŭˊɧ Űɞ y  əŬɘ ɔɘô ŬɡŰɧ ŬɜŰɘəŬɗɑůŰŬŰŬɘ ɛɧɜɞ Űɞ y, əŬɗɧɚŬ ůɤůŰɧ. 

3. ɆɡɕŮɡɔɛɏɜŬ ŮəəɟŮɛɐ 

ɆŰɞ ɆɢɐɛŬ 2,2, ɗŮɤɟɞɨɛŮ ŰɟɑŬ ɑŭɘŬ ŮəəɟŮɛɐ ɛɏůŬ ůŮ əŬŰŬəɧɟɡűɞ ˊŮŭɑɞ ɓŬɟɨŰɖŰŬɠ, , ůɡɕŮɡɔɛɏɜŬ ɛŮŰŬɝɨ 

Űɞɡɠ. ȺɝŮŰɎɕɞɡɛŮ ɛɘəɟɞɨ ˊɚɎŰɞɡɠ ŬɘɤɟɐůŮɘɠ ɞˊɧŰŮ ɞɘ ɔɤɜɑŮɠ ŮəŰɟɞˊɐɠ  ŮɑɜŬɘ ŬɟəɞɨɜŰɤɠ ɛɘəɟɏɠ. ȺɑɜŬɘ 

ŭŮŭɞɛɏɜɞ ɧŰɘ (ɔɘŬ Űɘɠ ůɖɛŮɘŬəɏɠ ɛɎɕŮɠ) ɘůɢɨɞɡɜ  əŬɘ Ůˊɑůɖɠ ŭɑɜŮŰŬɘ ɧŰɘ . Ƀɘ 

ɛɎɕŮɠ Űɤɜ ɟɎɓŭɤɜ Űɤɜ ŮəəɟŮɛɩɜ ŮɑɜŬɘ ŬɛŮɚɖŰɏŮɠ. ɈˊɞɗɏŰɞɡɛŮ ɧŰɘ ɡˊɎɟɢŮɘ ůɨɕŮɡɝɖ ɛŮŰŬɝɨ ɧɚɤɜ Űɤɜ 

ŮəəɟŮɛɩɜ əŬɘ ɧɢɘ ɛɧɜɞ ɛŮŰŬɝɨ Űɤɜ ɔŮɘŰɞɜɘəɩɜ. ȷɡŰɧ Űɞ ŭɖɚɩɜɞɡɛŮ ɛŮ Űɞ ɔɟŬɛɛɞůəɘŬůɛɏɜɞ 

ˊŬɟŬɚɚɖɚɧɔɟŬɛɛɞ, ɢɤɟɑɠ ɜŬ ŮɝŮŰɎɕɞɡɛŮ ˊɤɠ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŮˊɘŰŮɡɢɗŮɑ əɎŰɘ ŰɏŰɞɘɞ. ŪŮɤɟɐůŰŮ ɧŰɘ, ɔɘŬ ɛɘəɟɞɨ 

ˊɚɎŰɞɡɠ ŬɘɤɟɐůŮɘɠ, ɞ ɧɟɞɠ ůŰɖ ŭɡɜŬɛɘəɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ ˊɞɡ ɢŬɟŬəŰɖɟɑɕŮɘ Űɖ ůɨɕŮɡɝɖ ɛŮŰŬɝɨ Űɤɜ ŮəəɟŮɛɩɜ  

əŬɘ  ŮɑɜŬɘ 
i jmgle qq-  , ɧˊɞɡ 1e<<. ŪŬ ɛŮɚŮŰɐůɞɡɛŮ Űɖɜ əɑɜɖůɖ ŬɡŰɞɨ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ Űɞ 

ɞˊɞɑɞ ɏɢŮɘ ŰɟŮɘɠ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ. 

 

 

ɆɢɐɛŬ 2.2 ɇɟɑŬ ůɡɕŮɡɔɛɏɜŬ ŮəəɟŮɛɐ. 

g

1 2 3, ,q q q

1 2 3m m m m= = = 1 2 3l l l l= = =

i

j i jmgleqq-
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ȼ əɘɜɖŰɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ŮɑɜŬɘ . ȼ ŭɡɜŬɛɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ ɔɘŬ ɛɘəɟɞɨ 

ˊɚɎŰɞɡɠ ŰŬɚŬɜŰɩůŮɘɠ ŮɑɜŬɘ . 

ȼ ɛɐŰɟŬ Űɖɠ əɘɜɖŰɘəɐɠ ŮɜɏɟɔŮɘŬɠ, , ŮɑɜŬɘ ŭɘŬɔɩɜɘŬ ɛŮ ůŰɞɘɢŮɑŬ ŰŬ , ɧɚŬ ŰŬ ɎɚɚŬ 

ůŰɞɘɢŮɑŬ ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ. ȼ ɛɐŰɟŬ Űɖɠ ŭɡɜŬɛɘəɐɠ ŮɜɏɟɔŮɘŬɠ, , ŮɑɜŬɘ ůɡɛɛŮŰɟɘəɐ ɛŮ ŰŬ Ůɝɐɠ ůŰɞɘɢŮɑŬ, 

11 22 33 12 13 21 23 31 32,  V V V mgl V V V V V V mgle= = = = = = = = =-. 

ȼ ɢŬɟŬəŰɖɟɘůŰɘəɐ Ůɝɑůɤůɖ ŮɑɜŬɘ . ȷɡŰɐ ɞŭɖɔŮɑ ůŰɖ ůɢɏůɖ 

 

 

 

ɀŮŰɎ Ŭˊɧ ˊɟɎɝŮɘɠ əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɖ ůɢɏůɖ  Ƀɘ ŰɟŮɘɠ ɟɑɕŮɠ ɔɘŬ Űɞ 

 ɞŭɖɔɞɨɜ ůŰɘɠ ŰɟŮɘɠ (ɗŮŰɘəɏɠ) ɟɑɕŮɠ ɔɘŬ Űɞ Ůə Űɤɜ ɞˊɞɑɤɜ ɞɘ ŭɡɞ ŮɑɜŬɘ ɑŭɘŮɠ (Ůəűɡɚɘůɛɧɠ). ȰɢɞɡɛŮ ɔɘŬ Űɘɠ 

ɟɑɕŮɠ,   

ɆŰɖɜ Ŭɟɢɐ ɗŬ ˊɟɞůŭɘɞɟɑůɞɡɛŮ Űɞ ɘŭɘɞŭɘɎɜɡůɛŬ  ɔɘŬ Űɖɜ ɘŭɘɞůɡɢɜɧŰɖŰŬ . ȷˊɧ Űɖɜ Ⱥɝ. (2.119) 

ɏɢɞɡɛŮ  

 

 

 

Ⱥűɧůɞɜ Űɞ ůɨůŰɖɛŬ ɏɢŮɘ ŰɟŮɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əŬɘ ŮɑɜŬɘ ɞɛɞɔŮɜɏɠ ɛɧɜɞ ɞɘ ŭɡɞ Ŭˊɧ ŬɡŰɏɠ ŮɑɜŬɘ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ, 

ɞˊɧŰŮ ɏɢɞɡɛŮ 

 

 

 

ȰɢɞɡɛŮ ŰɟŮɘɠ ɎɔɜɤůŰŮɠ ˊɞůɧŰɖŰŮɠ ɜŬ ˊɟɞůŭɘɞɟɑůɞɡɛŮ ɞˊɧŰŮ ɗŬ əɎɜɞɡɛŮ ɢɟɐůɖ əŬɘ Űɖɠ ŰɟɑŰɖɠ Ůɝɑůɤůɖɠ 

ˊɞɡ ˊɟɞəɨˊŰŮɘ Ŭˊɧ Űɖɜ əŬɜɞɜɘəɞˊɞɑɖůɖ Űɞɡ ŭɘŬɜɨůɛŬŰɞɠ ůɨɛűɤɜŬ ɛŮ Űɖɜ Ⱥɝ. (2.123), ɖ ɞˊɞɑŬ ŭɑɜŮɘ 
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. 

 

Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ ɔɘŬ Űɖ ůɡɢɜɧŰɖŰŬ  ɖ əɑɜɖůɖ əŬɗɞɟɑɕŮŰŬɘ Ŭˊɧ Űɘɠ ůɢɏůŮɘɠ 

 

 

ȹɖɚŬŭɐ əŬɘ ŰŬ ŰɟɑŬ ŮəəɟŮɛɐ əɘɜɞɨɜŰŬɘ ůŮ űɎůɖ əŬɘ ɛŮ ŰŬ ɑŭɘŬ ˊɚɎŰɖ. 

ȷɠ ŮɝŮŰɎůɞɡɛŮ Űɖɜ Ůəűɡɚɘůɛɏɜɖ əŬŰɎůŰŬůɖ Űɤɜ ůɡɢɜɞŰɐŰɤɜ . 

 

ȺűŬɟɛɧɕɞɡɛŮ Űɖɜ Ⱥɝ. (2.119) ɔɘŬ Űɖɜ ŭɘˊɚɎ Ůəűɡɚɘůɛɏɜɖ ůɡɢɜɧŰɖŰŬ ɞˊɧŰŮ ɏɢɞɡɛŮ 

 

 ȷˊɧ Űɞ ˊɚɐɗɞɠ Űɤɜ 6 ŮɝɘůɩůŮɤɜ, 3+3, ŭɘŬɚɏɔɞɡɛŮ ɛɘŬ Ŭˊɧ Űɘɠ 

3 ˊɟɩŰŮɠ əŬɘ ɛɘŬ (ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɐ) Ŭˊɧ Űɘɠ ŭŮɨŰŮɟŮɠ, ŰŮɚɘəɩɠ əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɘɠ 

. ȹɖɚŬŭɐ ɏɢɞɡɛŮ ŰŬ ŭɡɞ ɘŭɘɞŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ  əŬɘ  ˊɞɡ ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ŮɑɜŬɘ 

ɞɟɗɞəŬɜɞɜɘəɞˊɞɘɖɛɏɜŬ, Ⱥɝ. (2.123). ȷɡŰɧ ɛŬɠ ɞŭɖɔŮɑ ůŰɖ ůɢɏůɖ ɞɟɗɞɔɤɜɘɧŰɖŰŬɠ  

əŬɘ ůŰɘɠ ůɢɏůŮɘɠ əŬɜɞɜɘəɞˊɞɑɖůɖɠ . ȹɖɚŬŭɐ ɏɢɞɡɛŮ Űɞ ˊŬɟŬəɎŰɤ 

ůɨůŰɖɛŬ ɛŮ 5 ŮɝɘůɩůŮɘɠ əŬɘ 6 ŬɔɜɩůŰɞɡɠ. 

 

 

 

 

ũɘŬ ɜŬ ɓɟɞɨɛŮ Űɘɠ ůɡɜɘůŰɩůŮɠ Űɤɜ ŭɡɞ ɞɟɗɞəŬɜɞɜɘəɩɜ ɘŭɘɞŭɘŬɜɡůɛɎŰɤɜ  ŭɘŬɚɏɔɞɡɛŮ ɛɘŬ Ŭˊɧ Űɘɠ 

ůɡɜɘůŰɩůŮɠ ŬɡɗŬɑɟŮŰŬ əŬɘ ɏŰůɘ ˊɟɞůŭɘɞɟɑɕɞɡɛŮ Űɘɠ ɎɚɚŮɠ 5. ȰɜŮəŬ Űɞɡ Ůəűɡɚɘůɛɞɨ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ɎˊŮɘɟŮɠ Ůˊɘɚɞɔɏɠ. 

ȰůŰɤ , ɞˊɧŰŮ ɏɢɞɡɛŮ 
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ɇɞ ɘŭɘɞŭɘɎɜɡůɛŬ  ɏɢŮɘ ůɡɜɘůŰɩůŮɠ, .  

 

ɇɞ  ɏɢŮɘ ůɡɜɘůŰɩůŮɠ, . 

ũɘŬ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ Űɞɡ  ɖ əɑɜɖůɖ Űɤɜ Űɟɘɩɜ ŮəəɟŮɛɩɜ ŮɑɜŬɘ  

 

 

 

ɇŬ ŭɡɞ ˊɟɩŰŬ əɘɜɞɨɜŰŬɘ ɛŮ Űɞ ɑŭɘɞ ˊɚɎŰɞɠ əŬɘ ŬɜŰɑɗŮŰŮɠ űɎůŮɘɠ Ůɜɩ Űɞ ŰɟɑŰɞ ŮɑɜŬɘ ŬəɑɜɖŰɞ. ȺɑɜŬɘ ŮɡɜɧɖŰɞ 

ɧŰɘ ɖ ŬɡɗŬɘɟŮůɑŬ ůŰɖɜ Ůˊɘɚɞɔɐ ɚɨůŮɤɜ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɛŬɠ ɞŭɖɔɐůŮɘ ůŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ˊɞɡ Űɞ ˊɟɩŰɞ ŮɑɜŬɘ ŬəɑɜɖŰɞ 

əŬɘ ŰŬ ɎɚɚŬ ŭɡɞ əɘɜɞɨɜŰŬɘ ɛŮ ŬɜŰɑɗŮŰŮɠ űɎůŮɘɠ, Ŭəɧɛɖ ɛˊɞɟŮɑ Űɞ ŭŮɨŰŮɟɞ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ŬəɑɜɖŰɞ əŬɘ ŰŬ ŭɡɞ ɎɚɚŬ ɜŬ 

ɏɢɞɡɜ ŬɜŰɑɗŮŰŮɠ űɎůŮɘɠ. ȷɡŰɎ ŮɑɜŬɘ ŬˊɞŰɏɚŮůɛŬ Űɞɡ Ůəűɡɚɘůɛɞɨ. 

ũɘŬ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ Űɞɡ ɏɢɞɡɛŮ Űɖɜ əɑɜɖůɖ  

 

 

 

ɇŬ ŭɡɞ ˊɟɩŰŬ ŮəəɟŮɛɐ əɘɜɞɨɜŰŬɘ ůŮ űɎůɖ ɛŮ ɑŭɘŬ ˊɚɎŰɖ, Űɞ ŰɟɑŰɞ ɛŮ ŭɘˊɚɎůɘɞ ˊɚɎŰɞɠ əŬɘ ŬɜŰɑɗŮŰɖ űɎůɖ. 

ȺɑɜŬɘ ŮɡɜɧɖŰɞ ɧŰɘ əŬɘ Ůŭɩ ɘůɢɨɞɡɜ ŰŬ ŬɜɎɚɞɔŬ ɛŮ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ Űɞɡ . 

ɆɨɛűɤɜŬ ɛŮ ɧůŬ ɏɢɞɡɛŮ ˊŮɘ, ɞɘ əŬɜɞɜɘəɞɑ Űɟɧˊɞɘ ŰŬɚɎɜŰɤůɖɠ ŮɑɜŬɘ, ůɨɛűɤɜŬ ɛŮ Űɖɜ ˊɟɩŰɖ Ŭˊɧ Űɘɠ Ⱥɝ. 

(2.126), ɞɘ 

 

 

 

ȹɑɜɞɡɛŮ Űɘɠ ůɢɏůŮɘɠ ɔɘŬ Űɞɜ ɡˊɞɚɞɔɘůɛɧ Űɤɜ  Ŭˊɧ Űɘɠ ɔŮɜɘəɏɠ ɚɨůŮɘɠ  ɧˊɞɡ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ůɡɜɡˊɎɟɢɞɡɜ 

ˊɞɚɚɏɠ ůɡɢɜɧŰɖŰŮɠ. ȷɡŰɧ ɔɑɜŮŰŬɘ ɛŮ ɢɟɐůɖ Űɤɜ ŰŮɚŮɡŰŬɑɤɜ ŮɝɘůɩůŮɤɜ ůŰɖɜ Ⱥɝ. (2.126). ȰɢɞɡɛŮ ŰŮɚɘəɩɠ 
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4. ȺűŬɟɛɞɔɐ Űɖɠ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐɠ ɛŮɗɧŭɞɡ ůŰɖɜ ɖɚŮəŰɟɞŰŮɢɜɑŬ  

ȷɡŰɐ ŮɑɜŬɘ ɛɘŬ ŮɜŭɘŬűɏɟɞɡůŬ ɢɟɐůɖ Űɖɠ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐɠ ɛŮɗɧŭɞɡ ˊɞɡ ŭŮɜ ŬűɞɟɎ ůŰɖ ɀɖɢŬɜɘəɐ ŬɚɚɎ ůŰɖɜ 

ȼɚŮəŰɟɞŰŮɢɜɑŬ. ɆɡɔəŮəɟɘɛɏɜŬ ɛˊɞɟŮɑ əɎˊɞɘɞɠ ɜŬ ŬɜŰɘůŰɞɘɢɑůŮɘ ůŰɘɠ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ ɗɏůŮɘɠ ɛɖɢŬɜɘəɞɨ 

ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ, ŰŬ ɖɚŮəŰɟɘəɎ űɞɟŰɑŬ ˊɞɡ ɟɏɞɡɜ ůŰɞɡɠ ŭɘɎűɞɟɞɡɠ ɓɟɧɢɞɡɠ əɡəɚɩɛŬŰɞɠ ɐ ˊɞɡ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ůŮ 

ˊɡəɜɤŰɏɠ Űɞɡ əɡəɚɩɛŬŰɞɠ, ŭɖɚŬŭɐ (ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɖ) (ɖɚŮəŰɟɘəɧ űɞɟŰɑɞ)qq e­ . Ⱥˊɑůɖɠ ůŰɖ ɗɏůɖ Űɤɜ 

ŬɜŰɑůŰɞɘɢɤɜ ŰŬɢɡŰɐŰɤɜ Űɘɠ ˊŬɟŬɔɩɔɞɡɠ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ Űɤɜ ˊŬɟŬˊɎɜɤ űɞɟŰɑɤɜ, ŭɖɚŬŭɐ ŰŬ ɟŮɨɛŬŰŬ ˊɞɡ 

əɡəɚɞűɞɟɞɨɜ ůŰɞ əɨəɚɤɛŬ,(ŰŬɢɨŰɖŰŬ) (ɖɚŮəŰɟɘəɧ ɟŮɨɛŬ)qq e i­ = . Ƀɘ ɧɟɞɘ Űɖɠ əɘɜɖŰɘəɐɠ ŮɜɏɟɔŮɘŬɠ, 

ůŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ əɡəɚɩɛŬŰɞɠ ŮɑɜŬɘ ɞɘ ɧɟɞɘ ˊɞɡ ŬɜŰɘůŰɞɘɢɞɨɜ ůŰɖɜ ŮɜɏɟɔŮɘŬ ŬɡŰŮˊŬɔɤɔɩɜ əŬɘ ŬɛɞɘɓŬɑɤɜ 

ŮˊŬɔɤɔɩɜ, 
2 2 21 1 1

2 2 2
qmq Le LiT= ­ =  əŬɘ 

2 2 2 21 1 1

2 2 2
kl k l kl qk ql kl k lm q q M e e M i i­ = . Ƀɘ ɧɟɞɘ Űɖɠ ŭɡɜŬɛɘəɐɠ 

ŮɜɏɟɔŮɘŬɠ ŬɜŰɘůŰɞɘɢɞɨɜ ůŰɘɠ ŮɜɏɟɔŮɘŮɠ ˊɡəɜɤŰɩɜ, 

2

21 1

2 2

qe
V kq

C
= ­ . Ƀɘ ŮɜŮɟɔŮɘŬəɞɑ ɧɟɞɘ ˊɞɡ ŬɜŰɘůŰɞɘɢɞɨɜ 

ůŰɘɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ ŬˊɤɚŮɘɩɜ ŬɜŰɘůŰɞɘɢɞɨɜ ůŰɘɠ ŬˊɩɚŮɘŮɠ ɏɜŮəŬ ɤɛɘəɩɜ ŬɜŰɘůŰɎůŮɤɜ, . ȷɡŰɧ 

ŭɘəŬɘɞɚɞɔŮɑŰŬɘ ŮˊŮɘŭɐ  ɞˊɧŰŮ ɖ ɘůɢɨɠ ˊɞɡ əŬŰŬɜŬɚɑůəŮŰŬɘ ůŰɞɜ ŬɜŰɘůŰɎŰɖ , ɘůɞɨŰŬɘ 

ˊɟɎɔɛŬŰɘ ɛŮ = , ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ Űɞ ŬɜɎɚɞɔɞ Űɖɠ ɀɖɢŬɜɘəɐɠ ˊɞɡ ŮɑŭŬɛŮ ůŰŬ ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜŬ. ɇɏɚɞɠ, Ŭɜ ɡˊɎɟɢŮɘ 

ˊɖɔɐ ŰɎůɖɠ ˊɞɡ ŰɟɞűɞŭɞŰŮɑ Űɞ əɨəɚɤɛŬ, ŬɡŰɐ ŮɑɜŬɘ Űɞ ŬɜŰɑůŰɞɘɢɞ Űɖɠ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜɖɠ ůɡɜɘůŰɩůŬɠ 

ŭɨɜŬɛɖɠ Űɖɠ ɀɖɢŬɜɘəɐɠ, ŭɘɧŰɘ Űɞ ɔɘɜɧɛŮɜɞ, d (ŰɎůɖ Ůˊɑ űɞɟŰɑɞ ŭɘŬ ɛɏůɞɡ Űɖɠ  ˊɖɔɐɠ),qeu  ŮɑɜŬɘ Űɞ 

ɖɚŮəŰɟɘəɧ ɏɟɔɞ ˊɞɡ ˊŬɟɏɢŮɘ ɖ ˊɖɔɐ Űɞ ɞˊɞɑɞ ŮɑɜŬɘ Űɞ ŬɜŰɑůŰɞɘɢɞ Űɞɡ ɔɘɜɧɛŮɜɞɡ ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ Űɞ ɏɟɔɞ Űɖɠ 

ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜɖɠ ŭɨɜŬɛɖɠ.  

ɁŬ ɓɟŮɗŮɑ ɖ (ŭɘŬűɞɟɘəɐ) Ůɝɑůɤůɖ ɔɘŬ əɨəɚɤɛŬ ɛŮ  ůŮ ůŮɘɟɎ ˊɞɡ ŰɟɞűɞŭɞŰŮɑŰŬɘ Ŭˊɧ ˊɖɔɐ, 

. ɀŮ ŬɡŰɏɠ Űɘɠ ŬɜŰɘůŰɞɘɢɑŮɠ ɛˊɞɟŮɑ əɎˊɞɘɞɠ ɜŬ ˊɟɞɢɤɟɐůŮɘ əŬɘ ɜŬ ɔɟɎɣŮɘ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɞɡ Lagrange 

əŬɘ ůŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ ɜŬ ɓɟŮɘ Űɖ ŭɘŬűɞɟɘəɐ Ůɝɑůɤůɖ ɔɘŬ Űɞ əɨəɚɤɛŬ. 

 

ȿɨůɖ 

ɄɟɞűŬɜɩɠ Űɞ əɨəɚɤɛŬ ɢŬɟŬəŰɖɟɑɕŮŰŬɘ Ŭˊɧ ɛɘŬ ɛŮŰŬɓɚɖŰɐ, Űɞ űɞɟŰɑɞ Űɞɡ ˊɡəɜɤŰɐ,
qe , əŬɘ Űɖɜ ˊŬɟɎɔɤɔɧ Űɞɡ 

ɤɠ ˊɟɞɠ Űɞ ɢɟɧɜɞ,
qe i= . ŪŬ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɐůɞɡɛŮ Űɖɜ çűɡůɘɞɚɞɔɘəɐè ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ. ɆɨɛűɤɜŬ ɛŮ Űɘɠ ˊŬɟŬˊɎɜɤ 

ŬɜŰɘůŰɞɘɢɑŮɠ ɏɢɞɡɛŮ 
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. ȷɡŰɐ ŮɑɜŬɘ ɖ ɔɜɤůŰɐ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ɖɚŮəŰɟɞŰŮɢɜɑŬɠ ɔɘŬ Űɞ ˊŬɟŬˊɎɜɤ əɨəɚɤɛŬ ɛŮ ŰŬ 

ŭɘɎűɞɟŬ ůŰɞɘɢŮɑŬ ůŮ ůŮɘɟɎ. 
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5. ɀɖɢŬɜɘəɐ ɞɛɞɘɧŰɖŰŬ 

ȷɠ ɡˊɞɗɏůɞɡɛŮ ɧŰɘ ɏɢɞɡɛŮ ɛɖɢŬɜɘəɧ ůɨůŰɖɛŬ ɛŮ əɘɜɖŰɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ 

 

, 

 

ŭɖɚŬŭɐ ɖ əɘɜɖŰɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ ŮɑɜŬɘ ɞɛɞɔŮɜɐɠ ůɡɜɎɟŰɖůɖ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɘɠ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ, ɓŬɗɛɞɨ ɞɛɞɔɏɜŮɘŬɠ 2, əŬɘ 

ɛŮ ŭɡɜŬɛɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ , ɖ űɡůɘɞɚɞɔɘəɐ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ŮɑɜŬɘ, L T V= -

. ȰůŰɤ ɧŰɘ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɘɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ɗɏůɖɠ, ɖ ŭɡɜŬɛɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ ŮɑɜŬɘ ɞɛɞɔŮɜɐɠ ůɡɜɎɟŰɖůɖ ɓŬɗɛɞɨ 

(ɞɛɞɔɏɜŮɘŬɠ) . ȷɡŰɧ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ Ŭɜ əɎɜɞɡɛŮ Űɞɜ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ əɚɑɛŬəŬɠ (ɓŬɗɛɑŭŬɠ)  ɗŬ ɓɟɞɨɛŮ  

 

. 

 

ɈˊɞɗɏŰɞɡɛŮ ɧŰɘ əŬɘ ɞ ɢɟɧɜɞɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɑɕŮŰŬɘ ůɨɛűɤɜŬ ɛŮ Űɖ ůɢɏůɖ . ȺɑɜŬɘ ŮɡɜɧɖŰɞ ɧŰɘ Ŭɜ 

ŮűŬɟɛɧůɞɡɛŮ əŬɘ Űɞɡɠ ŭɡɞ ŬɡŰɞɨɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨɠ əɚɑɛŬəŬɠ ůɡɔɢɟɧɜɤɠ ɔɘŬ Űɘɠ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ ɗŬ ɏɢɞɡɛŮ 

 

. 

 

ȿɏɛŮ ɧŰɘ ŰŬ ŭɡɞ ůɡůŰɐɛŬŰŬ ŮɑɜŬɘ ɛɖɢŬɜɘəɎ ɧɛɞɘŬ. ɇɞ ɏɜŬ ˊɟɞɐɚɗŮ Ŭˊɧ Űɞ Ɏɚɚɞ ɛŮ ɢɟɐůɖ Űɞɡ ˊŬɟŬˊɎɜɤ 

ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨ əɚɑɛŬəŬɠ (ɓŬɗɛɑŭŬɠ).  

ȼ əɘɜɖŰɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ ɗŬ ɔɑɜŮɘ 

 

. 

 

Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ, ɖ ɜɏŬ (űɡůɘɞɚɞɔɘəɐ) ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ůɡɜŭɏŮŰŬɘ ɛŮ Űɖɜ Ŭɟɢɘəɐ ůɨɛűɤɜŬ ɛŮ Űɖ ůɢɏůɖ 

 

. 

 

ȺɑɜŬɘ Ůɨəɞɚɞ ɜŬ ŭɘŬˊɘůŰɤɗŮɑ ɧŰɘ ɞɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ ŮɑɜŬɘ ɞɘ ɑŭɘŮɠ əŬɘ ɔɘŬ Űɘɠ ŭɡɞ ˊŮɟɘˊŰɩůŮɘɠ 

ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ Ŭűɞɨ ɖ ɛɘŬ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ŭɘŬűɏɟŮɘ Ŭˊɧ Űɖɜ Ɏɚɚɖ ůŰɖ ɛɞɟűɐ əŬŰɎ ɛɘŬ ˊɞɚɚŬˊɚŬůɘŬůŰɘəɐ 

ůŰŬɗŮɟɎ. ȷɡŰɧ ůɡɜŮˊɎɔŮŰŬɘ ɧŰɘ ɞɘ ɚɨůŮɘɠ, əŬɘ , əŬɘ ɔɘŬ Űɘɠ ŭɡɞ ˊŮɟɘˊŰɩůŮɘɠ ɏɢɞɡɜ Űɖɜ ɑŭɘŬ 

ůɡɜŬɟŰɖůɘŬəɐ ɛɞɟűɐ, . 

ɇɞ ůɡɛˊɏɟŬůɛŬ ŮɑɜŬɘ ɧŰɘ ɞɘ Űɟɞɢɘɏɠ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ůŰɞɡɠ ɢɩɟɞɡɠ  əŬɘ  ɏɢɞɡɜ Ŭəɟɘɓɩɠ Űɖɜ ɑŭɘŬ 

ɛɞɟűɐ (ŮɑɜŬɘ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɎ ɧɛɞɘŮɠ), ˊɞɡ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ Ŭˊɚɩɠ ŬɚɚɎɕɞɡɜ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɏɠ ŭɘŬůŰɎůŮɘɠ. ɀˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ 

ɔɟɎɣɞɡɛŮ ɧŰɘ ɞˊɞɘŬŭɐˊɞŰŮ çɛɐəɖè (Ůűɧůɞɜ ɛˊɞɟɞɨɜ ɜŬ ɞɟɘůŰɞɨɜ çɛɐəɖè) ůŰɞɡɠ ɢɩɟɞɡɠ Űɤɜ ɗɏůŮɤɜ, 

 Űɤɜ Űɟɞɢɘɩɜ ɘəŬɜɞˊɞɘɞɨɜ Űɖ ůɢɏůɖ  ɧˊɤɠ ɘůɢɨŮɘ ɔɘŬ Űɘɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ, ŭɖɚŬŭɐ .  

ȷɡŰɧɠ ŮɑɜŬɘ ɞ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɧɠ ɚɧɔɞɠ.  

ũɘŬ Űɞɡɠ ɢɟɧɜɞɡɠ Űɤɜ ŬɜŰɑůŰɞɘɢɤɜ ůɖɛŮɑɤɜ Űɤɜ Űɟɞɢɘɩɜ ůŰɞɡɠ ŭɡɞ ɢɩɟɞɡɠ ɘůɢɨŮɘ 

 

 

 

ȷɡŰɐ ɖ ůɢɏůɖ ɘůɢɨŮɘ əŬɘ ɔɘŬ ɞˊɞɘŬŭɐˊɞŰŮ ɢɟɞɜɘəɎ ŭɘŬůŰɐɛŬŰŬ Űɤɜ ŬɜŰɑůŰɞɘɢɤɜ ůɖɛŮɑɤɜ ɔɘŬ Űɘɠ əɘɜɐůŮɘɠ 
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 əŬɘ . ȹɖɚŬŭɐ  

 

. 

 

ũŮɜɘəɩɠ, ɞɘ ɚɧɔɞɘ ŭɘŬűɧɟɤɜ ŬɜŰɑůŰɞɘɢɤɜ űɡůɘəɩɜ ɛŮɔŮɗɩɜ, ɛˊɞɟɞɨɜ ɜŬ ŮəűɟŬůŰɞɨɜ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘ Űɞɡ 

ɔŮɤɛŮŰɟɘəɞɨ ɚɧɔɞɡ. ɄŬɟŬŭŮɑɔɛŬŰŬ ɛŮɟɘəɩɜ űɡůɘəɩɜ ɛŮɔŮɗɩɜ ŮɑɜŬɘ ŰŬ Ůɝɐɠ, 

 

, . 

6. ɀɞɜɞŭɘɎůŰŬŰɖ əɑɜɖůɖ ůɤɛŬŰɑɞɡ ɛɏůŬ ůŮ ŭɡɜŬɛɘəɧ ( )V q   

ȽůɢɨŮɘ ɖ ůɢɏůɖ (Ůɝɑůɤůɖ əɑɜɖůɖɠ),
1 d ( )

( )
d

V q
q G q

m q
=- = . Ⱥűɧůɞɜ ( )G G q= , Ŭˊɧ Űɖ ɗŮɤɟɑŬ əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ 

ůŰɖ ůɢɏůɖ, 
d

0
dt

L
= , ŭɖɚŬŭɐ ɖ L ŮɑɜŬɘ ŬɡɗŬɑɟŮŰɖ ůŰŬɗŮɟɎ, ˊɞɡ Ůŭɩ Ŭˊɚɩɠ ˊɞɚɚŬˊɚŬůɘɎɕŮɘ Űɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ, 

Ůˊɞɛɏɜɤɠ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ɗŮɤɟɐůɞɡɛŮ ɧŰɘ 1L=. ɇŬ ŬɡɗŬɑɟŮŰŬ ,a b ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ŰŬ ɗŮɤɟɐůɞɡɛŮ ɛɖŭɏɜ, 

0, 0a b= =.  

ȰɢɞɡɛŮ ɔɘŬ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɐ ɛŬɠ 

 

( )
0 0

1 d ( ) d ( , )
d d

d d

q q
V z q t

L q y y z
m z t

W
= - - +ñ ñ . 

 

ɄŬɟŬɚŮɑˊɞɡɛŮ Űɞɜ ŰŮɚŮɡŰŬɑɞ ɧɟɞ Ŭűɞɨ ŮɑɜŬɘ ɞɚɘəɧ ŭɘŬűɞɟɘəɧ ůɡɜɎɟŰɖůɖɠ ɗɏůɖɠ əŬɘ ɢɟɧɜɞɡ, ɞˊɧŰŮ 

ɓɟɑůəɞɡɛŮ Űɖɜ [ ]21 1
( ) (0)

2
L q V q V

m
= - - . ɄŬɟŬɚŮɑˊɞɡɛŮ Űɞɜ ůŰŬɗŮɟɧ ɧɟɞ əŬɘ Ŭűɞɨ ˊɞɚɚŬˊɚŬůɘɎůɞɡɛŮ Ůˊɑ 

Űɖ ůŰŬɗŮɟɎ m, əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɖ ɔɜɤůŰɐ ɛŬɠ ɔɘŬ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ, 
21

( )
2

L mq V q= - . ɄɟɎɔɛŬŰɘ, 

ɛŮ ɢɟɐůɖ Űɖɠ Ůɝɑůɤůɖɠ Lagrange, ŬɡŰɐ ɞŭɖɔŮɑ ůŰɖ ŭŮŭɞɛɏɜɖ Ůɝɑůɤůɖ əɑɜɖůɖɠ Ŭˊɧ Űɖɜ ɞˊɞɑŬ ɝŮəɘɜɐůŬɛŮ. 

7. ȷɟɛɞɜɘəɧɠ ŰŬɚŬɜŰɤŰɐɠ ɛŮ ŬˊɧůɓŮůɖ  

ȹɑɜŮŰŬɘ ɖ ŭɘŬűɞɟɘəɐ Ůɝɑůɤůɖ əɑɜɖůɐɠ Űɞɡ  

 

b k
q q q

m m
=- - . 

 

ɆɨɛűɤɜŬ ɛŮ Űɖ ɗŮɤɟɑŬ ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ɓɟɞɨɛŮ ɚɨůɖ Űɖɠ ŭɘŬűɞɟɘəɐɠ Ůɝɑůɤůɖɠ 
d

d

b

t m

L
L= . 

ɄŬɑɟɜɞɡɛŮ Űɖɜ ɚɨůɖ 0 0exp[( / ) ],   ůŰŬɗ.b m tL L L= =  ɉɟɖůɘɛɞˊɞɘɞɨɛŮ Űɖ ůɢɏůɖ ɡˊɞɚɞɔɘůɛɞɨ Űɖɠ 

ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐɠ Ŭˊɧ Űɖ ɗŮɤɟɑŬ, ɧˊɞɡ ɗɏŰɞɡɛŮ 0,  0a b= =, ( , ) 0q tW = . 

ɇŮɚɘəɩɠ ɓɟɑůəɞɡɛŮ 

2 2

exp
2 2

b q k q
L t
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å õå õ
= -æ öæ ö
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. ȺɨəɞɚŬ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŭŮɘɢŰŮɑ ɧŰɘ ŬɡŰɐ ˊɟɎɔɛŬŰɘ, ɛŮ 

ɢɟɐůɖ Űɖɠ Ůɝɑůɤůɖɠ ȿŬɔəɟŬɜɕ ɞŭɖɔŮɑ ůŰɖ ŭŮŭɞɛɏɜɖ, Ŭɟɢɘəɐ, Ůɝɑůɤůɖ əɑɜɖůɖɠ. 
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ɄɟɞɓɚɐɛŬŰŬ 

1. ȹŮɑɝŰŮ ɧŰɘ ɘůɢɨɞɡɜ ɞɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Lagrange ɔɘŬ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɛɖɢŬɜɘəɞɨ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ůɤɛŬŰɑɤɜ, ɧŰŬɜ ŭŮɜ 

ɡˊɎɟɢɞɡɜ ŭŮůɛɞɑ. ɂŮəɘɜɐůŰŮ Ŭˊɧ Űɞɜ ŭŮɨŰŮɟɞ ɜɧɛɞ əɑɜɖůɖɠ Űɞɡ ɁŮɨŰɤɜŬ ůŮ əŬɟŰŮůɘŬɜɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ əŬɘ 

ɔɘŬ əɎɗŮ ůɤɛɎŰɘɞ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɐůŰŮ Űɘɠ ůɖɛŮɘŬəɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨ Ŭˊɧ əŬɟŰŮůɘŬɜɏɠ ůŮ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ 

ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ, ɧˊɞɡ ɡˊŮɘůɏɟɢŮŰŬɘ əŬɘ ɞ ɢɟɧɜɞɠ. ɁŬ ɛɖ ɔɑɜŮɘ ɢɟɐůɖ Űɖɠ ȷɟɢɐɠ Alembert. 

 

2. ȸɟŮɑŰŮ ɛɘŬ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ɔɘŬ Űɞ Ŭˊɚɧ ŮəəɟŮɛɏɠ əŬɘ ůŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ ɛŮ ɢɟɐůɖ Űɖɠ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ (ŭɘŬűɞɟɘəɐ) 

Ůɝɑůɤůɖ əɑɜɖůɖɠ ɔɘŬ Űɞ Ŭˊɚɧ ŮəəɟŮɛɏɠ. ŪŮɤɟɐůŰŮ ɤɠ ɔɜɐůɘŬ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜɖ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɖ Űɖ ɔɤɜɑŬ ɛŮ Űɖɜ 

əŬŰŬəɧɟɡűɞ, ŭɖɚŬŭɐ Űɖɜ ɔɤɜɑŬ ŮəŰɟɞˊɐɠ Ŭˊɧ Űɖɜ əŬŰŬəɧɟɡűɞ. ȼ űɞɟɎ Űɖɠ əŬŰŬəɧɟɡűɞɡ ɜŬ ɗŮɤɟɖɗŮɑ ɗŮŰɘəɐ 

ˊɟɞɠ ŰŬ əɎŰɤ. ũɘŬ ɛɘəɟɏɠ ɔɤɜɑŮɠ ŮəŰɟɞˊɐɠ, ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ ˊŮɟɑɞŭɞ Űɞɡ ŮəəɟŮɛɞɨɠ. 

 

3. ŪŮɤɟɐůŰŮ ɧŰɘ ɖ əɘɜɖŰɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ŮɑɜŬɘ ɞɛɞɔŮɜɐɠ ŰŮŰɟŬɔɤɜɘəɐ ɛɞɟűɐ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɘɠ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ, 

ŭɖɚŬŭɐ , əŬɘ ŭŮɜ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ ɎɛŮůŬ Ŭˊɧ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ. ɆŰɞ ůɨůŰɖɛŬ ŭɟɞɡɜ ɞɘ 

ŮɜŮɟɔɖŰɘəɏɠ (ŬůəɞɨɛŮɜŮɠ) ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ . ȹŮɑɝŰŮ ɧŰɘ ɞɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ 

əɑɜɖůɖɠ ɔɑɜɞɜŰŬɘ  

 

 
 

ɧˊɞɡ  ŮɑɜŬɘ ŰŬ ůɨɛɓɞɚŬ Űɞɡ Cristoffel ˊɟɩŰɞɡ Ůɑŭɞɡɠ. 

 

4. ȰůŰɤ ɛɖɢŬɜɘəɧ ůɨůŰɖɛŬ ˊɞɡ ŬˊɞŰŮɚŮɑŰŬɘ Ŭˊɧ ůɤɛɎŰɘɞ-ɢɎɜŭɟŬ ɖ ɞˊɞɑŬ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɞɚɘůɗŬɑɜŮɘ ɢɤɟɑɠ Űɟɘɓɐ ůŮ 

ůŰŮɟŮɎ ŮɡɗɨɔɟŬɛɛɖ ɚŮˊŰɐ ɟɎɓŭɞ. ȼ ɟɎɓŭɞɠ ˊŮɟɘůŰɟɏűŮŰŬɘ ůŮ ŮˊɑˊŮŭɞ ˊŮɟɑ Űɞ ɏɜŬ Ɏəɟɞ Űɖɠ ɛŮ ůŰŬɗŮɟɐ 

ɔɤɜɘŬəɐ ŰŬɢɨŰɖŰŬ, . ɇɞ ůɨůŰɖɛŬ ŮɑɜŬɘ ŮəŰɧɠ ˊŮŭɑɞɡ ɓŬɟɨŰɖŰŬɠ. ŪŮɤɟɐůŰŮ ˊɞɚɘəɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ, . 

ɈˊɞɗɏůŰŮ ɧŰɘ ɞɘ Ŭɟɢɘəɏɠ ůɡɜɗɐəŮɠ ŮɑɜŬɘ . ŪŮɤɟɐůŰŮ ɤɠ ɔɜɐůɘŬ 

ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɖ Űɖ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɖ , ŬɡŰɧ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ ɏɢŮŰŮ ŮɛűɡŰɏɣŮɘ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɞɡ ŭŮůɛɞɨ. ũɟɎɣŰŮ Űɖ 

(ŭɘŬűɞɟɘəɐ) Ůɝɑůɤůɖ əɑɜɖůɖɠ ˊɞɡ ɖ ɚɨůɖ Űɖɠ ˊɟɞůŭɘɞɟɑɕŮɘ Űɖɜ əɑɜɖůɖ Űɖɠ ɢɎɜŭɟŬɠ əŬɘ ɓɟŮɑŰŮ Űɖ ɚɨůɖ ɛŮ Űɘɠ 

ˊŬɟŬˊɎɜɤ Ŭɟɢɘəɏɠ ůɡɜɗɐəŮɠ.  

 

5. ȰůŰɤ ɛɖɢŬɜɘəɧ ůɨůŰɖɛŬ ˊɞɡ ŬˊɞŰŮɚŮɑŰŬɘ Ŭˊɧ ůɤɛɎŰɘɞ-ɢɎɜŭɟŬ ɖ ɞˊɞɑŬ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɞɚɘůɗŬɑɜŮɘ ɢɤɟɑɠ Űɟɘɓɐ ůŮ 

ůŰŮɟŮɎ ŮɡɗɨɔɟŬɛɛɖ ɚŮˊŰɐ ɟɎɓŭɞ. ȼ ɟɎɓŭɞɠ ˊŮɟɘůŰɟɏűŮŰŬɘ ůŮ ŮˊɑˊŮŭɞ ˊŮɟɑ Űɞ ɏɜŬ Ɏəɟɞ Űɖɠ ɛŮ ůŰŬɗŮɟɐ 

ɔɤɜɘŬəɐ ŰŬɢɨŰɖŰŬ. ɇɞ ůɨůŰɖɛŬ ŮɑɜŬɘ ŮəŰɧɠ ˊŮŭɑɞɡ ɓŬɟɨŰɖŰŬɠ. ɈˊɞɗɏůŰŮ ɧŰɘ ɞɘ Ŭɟɢɘəɏɠ ůɡɜɗɐəŮɠ ŮɑɜŬɘ 

. ŪŮɤɟɐůŰŮ ɤɠ ɔɜɐůɘŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɘɠ ˊɞɚɘəɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ , 

ŭɖɚŬŭɐ ɛɖɜ ŮɛűɡŰɏɣŮŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɞɡ ŭŮůɛɞɨ. ɄɟɞůŭɘɞɟɑůŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɞɡ ŭŮůɛɞɨ ůŮ ŭɘŬűɞɟɘəɐ ɛɞɟűɐ. 

ȸɟŮɑŰŮ Űɘɠ (ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ) ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ ˊɞɡ ɖ ɚɨůɖ Űɞɡɠ ˊɟɞůŭɘɞɟɑɕŮɘ Űɖɜ əɑɜɖůɖ Űɖɠ ɢɎɜŭɟŬɠ əŬɘ ɓɟŮɑŰŮ Űɖ 

ɚɨůɖ ɛŮ Űɘɠ ˊŬɟŬˊɎɜɤ Ŭɟɢɘəɏɠ ůɡɜɗɐəŮɠ. ɄɟɞűŬɜɩɠ ŰŬ  ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ŰŬ ɑŭɘŬ ɛŮ ŬɡŰɎ ˊɞɡ 

ɘůɢɨɞɡɜ ɔɘŬ Űɞ ɑŭɘɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ ɧŰŬɜ ɏɢŮɘ ŮɛűɡŰŮɡŰŮɑ ɖ Ůɝɑůɤůɖ Űɞɡ ŭŮůɛɞɨ. ȸɟŮɑŰŮ Űɖ ŭɨɜŬɛɖ ˊɞɡ ŬůəŮɑ ɖ 

ˊŮɟɘůŰɟŮűɧɛŮɜɖ ɟɎɓŭɞɠ ůŰɞ ůɤɛɎŰɘɞ, ˊɟɧəŮɘŰŬɘ ɔɘŬ ŭɨɜŬɛɖ ŭŮůɛɞɨ. 

 

6. ɀŮ ȷɜŬɚɡŰɘəɐ ɀɖɢŬɜɘəɐ ɓɟŮɑŰŮ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ ɔɘŬ ŮɚŮɨɗŮɟɞ ůɤɛɎŰɘɞ, ( , )L T q q= , ůŮ ůűŬɘɟɘəɏɠ 

ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ. ɆŰɞ ůɤɛɎŰɘɞ ŬůəŮɑŰŬɘ ɛɘŬ əŬɟŰŮůɘŬɜɐ ŭɨɜŬɛɖ, F, ɛŮ ŭŮŭɞɛɏɜŮɠ űɡůɘəɏɠ ůɡɜɘůŰɩůŮɠ əŬŰɎ 

ɛɐəɞɠ Űɤɜ ɛɞɜŬŭɘŬɑɤɜ ŭɘŬɜɡůɛɎŰɤɜ, .  

 

7. ȹɑůəɞɠ ŬəŰɑɜŬɠ  əŬɘ ɛɎɕŬɠ , ɞɛɞɘɧɛɞɟűŬ əŬŰŬɜŮɛɖɛɏɜɖɠ, ŮɑɜŬɘ ŭɏůɛɘɞɠ ɜŬ əɡɚɑŮŰŬɘ ɢɤɟɑɠ ɞɚɑůɗɖůɖ ůŮ 

ɞɟɘɕɧɜŰɘɞ ŮˊɑˊŮŭɞ. ɇɞ ŮˊɑˊŮŭɞ Űɞɡ ŭɑůəɞɡ ɜŬ ɗŮɤɟɖɗŮɑ əŬŰŬəɧɟɡűɞ. ɆŰɞ əɏɜŰɟɞ Űɞɡ ŭɑůəɞɡ ŬůəŮɑŰŬɘ ɔɜɤůŰɐ 

ŭɨɜŬɛɖ , ˊɞɡ ɓɟɑůəŮŰŬɘ ůŰɞ ŮˊɑˊŮŭɞ Űɞɡ ŭɑůəɞɡ. ȸɟŮɑŰŮ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ Űɞɡ ŭɑůəɞɡ. ȹŮɜ ɡˊɎɟɢŮɘ ˊŮŭɑɞ 

ɓŬɟɨŰɖŰŬɠ, L T= . 
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8. ŪŮɤɟɐůŰŮ Ŭˊɚɧ ŮəəɟŮɛɏɠ Űɞɡ ɞˊɞɑɞɡ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ůŰɐɟɘɝɖɠ əɘɜŮɑŰŬɘ ůŰɞ ŮˊɑˊŮŭɞ Űɞɡ ŮəəɟŮɛɞɨɠ əŬŰɎ ɔɜɤůŰɧ 

Űɟɧˊɞ, .  

ũɟɎɣŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ əɑɜɖůɖɠ Űɖɠ ŬɜŬɚɡŰɘəɐɠ ŭɡɜŬɛɘəɐɠ ɛŮ ɛɧɜɖ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜɖ (ɔɜɐůɘŬ) ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɖ Űɖ 

ɔɤɜɑŬ Ŭˊɧəɚɘůɖɠ 
 
Űɞɡ ŮəəɟŮɛɞɨɠ Ŭˊɧ Űɖɜ əŬŰŬəɧɟɡűɞ. 

 

9. ŪŮɤɟɐůŰŮ ůɤɛɎŰɘɞ ŭŮɛɏɜɞ ůŰɞ Ɏəɟɞ ɎɛŬɕɖɠ ůŰŮɟŮɎɠ ɟɎɓŭɞɡ ɖ ɞˊɞɑŬ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ˊŮɟɘůŰɟɏűŮŰŬɘ ˊŮɟɑ Űɞ Ɏɚɚɞ 

Ɏəɟɞ Űɖɠ ůŮ əŬŰŬəɧɟɡűɞ ŮˊɑˊŮŭɞ ɛɏůŬ ůŰɞ ˊŮŭɑɞ ɓŬɟɨŰɖŰŬɠ. ȷɡŰɧ Űɞ Ɏɚɚɞ Ɏəɟɞ Űɖɠ ŮəŰŮɚŮɑ ɔɜɤůŰɐ 

əŬŰŬəɧɟɡűɖ əɑɜɖůɖ. ũɟɎɣŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ əɑɜɖůɖɠ Űɖɠ ŬɜŬɚɡŰɘəɐɠ ŭɡɜŬɛɘəɐɠ. ȹŮɑɝŰŮ ɧŰɘ ɖ əɑɜɖůɖ ɗŬ ɐŰŬɜ ɑŭɘŬ 

Ŭɜ Űɞ Ɏəɟɞ Űɖɠ ɟɎɓŭɞɡ ɐŰŬɜ ŬəɑɜɖŰɞ əŬɘ Űɞ ˊŮŭɑɞ ɓŬɟɨŰɖŰŬɠ ɛŮŰŬɓɎɚɚɞɜŰŬɜ ɛŮ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ.  

 

10. ɆɤɛɎŰɘɞ ŰɞˊɞɗŮŰŮɑŰŬɘ (ŬəɑɜɖŰɞ) ůŰɞ ŬɜɩŰŬŰɞ ůɖɛŮɑɞ ŬəɑɜɖŰɞɡ əŬŰŬəɧɟɡűɞɡ əɡəɚɘəɞɨ ɓɟɧɢɞɡ əŬɘ Ŭˊɧ ŮəŮɑ 

ɛŮ ɛɘəɟɐ ŭɘŬŰŬɟŬɢɐ ɝŮəɘɜɎ ɜŬ əɘɜŮɑŰŬɘ. ɈˊɞɗɏůŰŮ ɧŰɘ Űɞ ůɤɛɎŰɘɞ ŮɑɜŬɘ ɢɎɜŭɟŬ ˊɞɡ ɞ ɓɟɧɢɞɠ ŭɘŬˊŮɟɜɎ əŬɘ ɧŰɘ 

Űɞ ůɨůŰɖɛŬ ŮɑɜŬɘ ɛɏůŬ ůŰɞ ˊŮŭɑɞ ɓŬɟɨŰɖŰŬɠ. ũɟɎɣŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ əɑɜɖůɖɠ Űɖɠ ŬɜŬɚɡŰɘəɐɠ ŭɡɜŬɛɘəɐɠ, 

ɡˊɞɚɞɔɑůŰŮ Űɖ ŭɨɜŬɛɖ Űɞɡ ŭŮůɛɞɨ ɤɠ ůɡɜɎɟŰɖůɖ Űɖɠ ŰŬɢɨŰɖŰŬɠ əŬɘ Űɖɠ ɗɏůɖɠ Űɞɡ əɘɜɖŰɞɨ ˊɎɜɤ ůŰɞɜ ɓɟɧɢɞ 

(ɧɢɘ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘ Űɞɡ ɢɟɧɜɞɡ. ȷɜ ɡˊɞɗɏůŮŰŮ ɧŰɘ Űɞ ůɤɛɎŰɘɞ ŰɞˊɞɗŮŰŮɑŰŬɘ ůŰɞ ŮɝɤŰŮɟɘəɧ Űɞɡ ɓɟɧɢɞɡ, ɓɟŮɑŰŮ ˊɧŰŮ 

ɗŬ ɝŮűɨɔŮɘ Ŭˊɧ Űɞɜ ɓɟɧɢɞ. 

 

11. ŪŮɤɟɐůŰŮ ůɨůŰɖɛŬ ˊɚŬɔɘɞɔɩɜɘɤɜ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ , ˊɞɡ ɖ ɔɤɜɑŬ ɛŮŰŬɝɨ Űɤɜ Ŭɝɧɜɤɜ ŮɑɜŬɘ  

(ůŰŬɗŮɟɐ). ɄɎɜɤ ůŮ ůɤɛɎŰɘɞ ŬůəŮɑŰŬɘ ůŰŬɗŮɟɐ ŭɨɜŬɛɖ  ɖ ɞˊɞɑŬ ŬɜŬɚɨŮŰŬɘ ɛŮ Űɞɜ əŬɜɧɜŬ Űɞɡ 

ˊŬɟŬɚɚɖɚɧɔɟŬɛɛɞɡ ůŮ ůɡɜɘůŰɩůŮɠ  əŬŰɎ ɛɐəɞɠ Űɤɜ ŬɜɤŰɏɟɤ ŭɡɞ Ŭɝɧɜɤɜ ɔɘŬ Űɞɡɠ ɞˊɞɑɞɡɠ ŰŬ 

ɛɞɜŬŭɘŬɑŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ ŮɑɜŬɘ . ŪŮɤɟɐůŰŮ ɤɠ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɞɡ ůɤɛŬŰɑɞɡ Űɘɠ ˊɚŬɔɘɞɔɩɜɘŮɠ 

ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ . ɄɟɞůŭɘɞɟɑůŰŮ Űɘɠ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ ůɡɜɘůŰɩůŮɠ ŭɨɜŬɛɖɠ . ɈˊŮɜɗɡɛɑɕŮŰŬɘ ɧŰɘ 

 
əŬɘ ŭ ( ) (ŭ ŭ )x x y y x yW F e F e xe ye= + Ö + . ȸɟŮɑŰŮ Űɘɠ ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ 

əɑɜɖůɖɠ. 

 

12. Ŭ) ɈˊɞɗɏůŰŮ ɧŰɘ ɞɘ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ ůɡɜɘůŰɩůŮɠ ŭɨɜŬɛɖɠ ŭŮɜ ŮɝŬɟŰɩɜŰŬɘ Ŭˊɧ Űɘɠ ŮˊɘŰŬɢɨɜůŮɘɠ əŬɘ ŭŮɑɝŰŮ ɧŰɘ 

ɞɘ ŭɡɜŬɛɘəɏɠ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ ˊɞɡ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŮɝŬɟŰɩɜŰŬɘ Ŭˊɧ Űɘɠ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ ŮɑɜŬɘ Űɖɠ ɔŮɜɘəɐɠ ɛɞɟűɐɠ 

 

. 

 

ɓ) ȸɟŮɑŰŮ Űɖ ŭɨɜŬɛɖ Lorentz ˊɞɡ ŬůəŮɑŰŬɘ ůŮ ůɤɛŬŰɑŭɘɞ ɛɎɕŬɠ  ˊɞɡ əɘɜŮɑŰŬɘ ɛɏůŬ ůŮ ɔɜɤůŰɧ (ŮɝɤŰŮɟɘəɧ) 

ɖɚŮəŰɟɞɛŬɔɜɖŰɘəɧ ˊŮŭɑɞ. ȹɑɜŮŰŬɘ ɧŰɘ ɖ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜɖ ŭɡɜŬɛɘəɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ ŮɑɜŬɘ .  

ɔ) ȸɟŮɑŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ əɑɜɖůɖɠ ɔɘŬ Űɞ ůɤɛŬŰɑŭɘɞ. ŪɡɛɑɕɞɡɛŮ ɧŰɘ ɘůɢɨɞɡɜ . 

ŭ) ɋɠ ˊɟɞɠ ˊŮɟɘůŰɟŮűɧɛŮɜɞ ůɨůŰɖɛŬ ŬɜŬűɞɟɎɠ ɛŮ ɔɤɜɘŬəɐ ŰŬɢɨŰɖŰŬ ( )tw w= , ɖ ŭɡɜŬɛɘəɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ 

ůɤɛŬŰɑɞɡ ŮɑɜŬɘ 

 

21
( ) ( )

2
U m r m r V ru w w=- Ö ³ - ³ + 

 

ɁŬ ˊɟɞůŭɘɞɟɘůŰɞɨɜ ɞɘ çŭɡɜɎɛŮɘɠè ˊɞɡ ŬůəɞɨɜŰŬɘ ůŰɞ ůɤɛɎŰɘɞ. ɁŬ ɔɟŬűŰɞɨɜ ɞɘ (ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ) ŮɝɘůɩůŮɘɠ 

əɑɜɖůɖɠ. 

 

13. ŪŮɤɟɐůŰŮ ůŰŮɟŮɧ əŬŰŬəɧɟɡűɞ ŭɑůəɞ ɞ ɞˊɞɑɞɠ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ əɘɜŮɑŰŬɘ ůŰɞ ŮˊɑˊŮŭɞ. Ƀ ŭɑůəɞɠ ɢɤɟɑɕŮŰŬɘ Ŭˊɧ ɛɘŬ 

ŭɘɎɛŮŰɟɧ Űɞɡ ůŮ ŭɡɞ ŰɛɐɛŬŰŬ. ɇɞ ɏɜŬ ɏɢŮɘ ɞɛɞɘɧɛɞɟűɖ ɛɖ ɛɖŭŮɜɘəɐ ˊɡəɜɧŰɖŰŬ əŬɘ Űɞ Ɏɚɚɞ ɏɢŮɘ ˊɡəɜɧŰɖŰŬ 

ɛɖŭɏɜ. Ƀ ŭɑůəɞɠ ŮɑɜŬɘ ŭɡɜŬŰɧ ɜŬ əɡɚɑŮŰŬɘ ɢɤɟɑɠ ɜŬ ɞɚɘůɗŬɑɜŮɘ ůŮ ɞɟɘɕɧɜŰɘɞ ŮˊɑˊŮŭɞ əŬɘ ɓɟɑůəŮŰŬɘ ɛɏůŬ ůŰɞ 

ˊŮŭɑɞ ɓŬɟɨŰɖŰŬɠ. Ŭ) ɀŮ Űɘɠ ɛŮɗɧŭɞɡɠ Űɖɠ ȷɜŬɚɡŰɘəɐɠ ȹɡɜŬɛɘəɐɠ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ əɑɜɖůɖɠ, ɛŮ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜɖ 
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ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɖ əŬŰɎɚɚɖɚɖ ɔɤɜɑŬ ɛŮ Űɖɜ əŬŰŬəɧɟɡűɞ ɖ ɞˊɞɑŬ ɧŰŬɜ ɞ ŭɑůəɞɠ ɓɟɑůəŮŰŬɘ ůŮ ŮɡůŰŬɗɐ ɘůɞɟɟɞˊɑŬ 

ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ. ȸɟŮɑŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ əɑɜɖůɖɠ ɔɘŬ ɛɘəɟɏɠ Űɘɛɏɠ Űɖɠ ŬɜɤŰɏɟɤ ɔɤɜɑŬɠ əŬɘ Űɖ ɚɨůɖ Űɖɠ. ɓ) ɀŮ ɢɟɐůɖ 

Űɖɠ ɜŮɡŰɩɜŮɘŬɠ ɗŮɩɟɖůɖɠ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ əɑɜɖůɖɠ.  

 

14. ŪŮɤɟɐůŰŮ ůɤɛɎŰɘɞ ɛɎɕŬɠ  ˊɞɡ əɘɜŮɑŰŬɘ ůŮ əɡəɚɘəɐ ŰɟɞɢɘɎ ˊŮɟɑ ůŰŬɗŮɟɧ ůɖɛŮɑɞ ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ɖ Ŭɟɢɐ Űɤɜ 

ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ. ȼ ŮɚəŰɘəɐ ŭɨɜŬɛɖ ˊɞɡ ŬůəŮɑŰŬɘ ůŰɞ ůɤɛɎŰɘɞ ɛŮ əŬŰŮɨɗɡɜůɖ ˊɟɞɠ Űɞ ůŰŬɗŮɟɧ ůɖɛŮɑɞ ŮɑɜŬɘ Űɖɠ 

ɛɞɟűɐɠ . 

ȸɟŮɑŰŮ Űɖ ůɡɜɗɐəɖ ɔɘŬ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ɖ əɡəɚɘəɐ ŰɟɞɢɘɎ ŮɡůŰŬɗɐɠ. ɁŬ ɗŮɤɟɐůŮŰŮ ɧŰɘ ɔɘŬ ɛɘəɟɏɠ ɛŮŰŬɓɞɚɏɠ Űɞɡ 
r  Ŭˊɧ Űɖɜ Űɘɛɐ ˊɞɡ ɏɢŮɘ ůŰɖɜ əɡəɚɘəɐ ŰɟɞɢɘɎ ˊɟɏˊŮɘ ɞɘ ɛɘəɟɏɠ ɛŮŰŬɓɞɚɏɠ ɜŬ ɛŮŰŬɓɎɚɚɞɜŰŬɘ ŬɟɛɞɜɘəɎ ɛŮ Űɞɜ 

ɢɟɧɜɞ (ɏɜŬ Ůɑŭɞɠ Ŭɟɛɞɜɘəɐɠ ŰŬɚɎɜŰɤůɖɠ).  

ȷɡŰɧ ůɖɛŬɑɜŮɘ ˊɤɠ ɞɘ Űɘɛɏɠ Űɞɡ r  ŭŮɜ ŬˊɞɛŬəɟɨɜɞɜŰŬɘ ˊɞɚɨ Ŭˊɧ Űɖɜ Űɘɛɐ Űɖɠ əɡəɚɘəɐɠ ŰɟɞɢɘɎɠ. 

ɈˊɞɗɏůŰŮ ɧŰɘ . ũɘŬ ˊɞɘŮɠ Űɘɛɏɠ Űɞɡ  ŮɑɜŬɘ ɖ əɡəɚɘəɐ ŰɟɞɢɘɎ ŮɡůŰŬɗɐɠ;  

ɇɘ ůɡɛˊŮɟŬɑɜŮŰŮ ɔɘŬ Űɘɠ əɡəɚɘəɏɠ Űɟɞɢɘɏɠ ůŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ˊɞɡ ɘůɢɨŮɘ ɞ ɜɧɛɞɠ Űɖɠ ˊŬɔəɧůɛɘŬɠ ɏɚɝɖɠ; 

ȺɟɔŬůŰŮɑŰŮ ɛŮ ŬɜŬɚɡŰɘəɐ ŭɡɜŬɛɘəɐ. 

 

15. ȺűŬɟɛɧůŰŮ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Euler-Lagrange ɔɘŬ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ˊɞɡ əɎˊɞɘŮɠ Ŭˊɧ Űɘɠ ŬůəɞɨɛŮɜŮɠ (ŮɜŮɟɔɖŰɘəɏɠ) 

ŭɡɜɎɛŮɘɠ Űɞɡ ŭɡɜŬɛɘəɞɨ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ŮɑɜŬɘ əɟɞɡůŰɘəɏɠ, ŭɖɚŬŭɐ ŬůəɞɨɜŰŬɘ Ůˊɑ ˊɞɚɨ ɛɘəɟɧ ɢɟɞɜɘəɧ ŭɘɎůŰɖɛŬ 

ŬɚɚɎ ŮɑɜŬɘ ˊɞɚɨ ɛŮɔɎɚŮɠ ɩůŰŮ ůŰɞɜ ˊɞɚɨ ɛɘəɟɧ ɢɟɧɜɞ ˊɞɡ ŬůəɞɨɜŰŬɘ Űɞ ɞɚɞəɚɐɟɤɛɎ Űɞɡɠ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ, 

ŭɖɚŬŭɐ ɖ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜɖ ɩɗɖůɐ Űɞɡɠ, ɜŬ ŮɑɜŬɘ ˊŮˊŮɟŬůɛɏɜɖ. ŪŬ ɓɟŮɑŰŮ ɛɘŬ ůɢɏůɖ ɛŮ ɛŮɔɏɗɖ ɚɑɔɞ ˊɟɘɜ Űɞ 

əɟɞɡůŰɘəɧ űŬɘɜɧɛŮɜɞ əŬɘ ɚɑɔɞ ɛŮŰɎ. 

 

16. ȰůŰɤ ɧŰɘ ɏɢŮŰŮ Űɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ . ũɟɎɣŰŮ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ 

əŬɘ ˊɟɞůŭɘɞɟɑůŰŮ Űɖ ɚɨůɖ . ŪŮɤɟɐůŰŮ ɧŰɘ .  

ȰůŰɤ, ůŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ, ɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ . ũɘŬ Űɘɠ ɑŭɘŮɠ Ŭɟɢɘəɏɠ ůɡɜɗɐəŮɠ ɖ ɚɨůɖ ŮɑɜŬɘ ɖ 

ɑŭɘŬ. ũɘŬŰɑ;  

ɈˊɞɗɏůŰŮ ɧŰɘ ŰŬ  ŮɑɜŬɘ ɗŮŰɘəɏɠ ůŰŬɗŮɟɏɠ. 

 

17. ɈˊɞɗɏůŰŮ ɧŰɘ ɏɢŮŰŮ ůɨůŰɖɛŬ ŭɡɞ ůɤɛŬŰɑɤɜ ɛŮ ɛɎɕŮɠ  ˊɞɡ ɛˊɞɟɞɨɜ ɜŬ əɘɜɞɨɜŰŬɘ ůŰɞ ŮˊɑˊŮŭɞ ɛɏůŬ 

ůŮ əŬŰŬəɧɟɡűɞ, ˊɟɞɠ ŰŬ əɎŰɤ ɞɛɞɔŮɜɏɠ ůŰŬɗŮɟɧ ˊŮŭɑɞ ɓŬɟɨŰɖŰŬɠ . ɇŬ ůɤɛɎŰɘŬ ŭŮɜ ŬɚɚɖɚŮˊɘŭɟɞɨɜ Űɞ ɏɜŬ 

ɛŮ Űɞ Ɏɚɚɞ. ɋɠ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ɜŬ ɚɖűɗɞɨɜ ɞɘ əŬɟŰŮůɘŬɜɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ,  Űɤɜ ŭɡɞ 

ůɤɛŬŰɑɤɜ ŬɜŰɘůŰɞɑɢɤɠ, ɤɠ ˊɟɞɠ ɎɝɞɜŮɠ ˊɞɡ ɞ  ŮɑɜŬɘ ɞɟɘɕɧɜŰɘɞɠ əŬɘ ɞ  əŬŰŬəɧɟɡűɞɠ ˊɟɞɠ ŰŬ əɎŰɤ. 

ȷəɞɚɞɡɗɐůŰŮ Űɖ ɛɏɗɞŭɞ Űɤɜ ŮɝɘůɩůŮɤɜ Űɞɡ Lagrange əŬɘ ɓɟŮɑŰŮ Űɘɠ (ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ) ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ. 

ɆɢɖɛŬŰɑůŰŮ Űɖɜ ɞɚɘəɐ ɛɖɢŬɜɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ Űɞɡ əɎɗŮ Ůɜɧɠ ůɤɛŬŰɑɞɡ əŬɘ ɛŮ ɢɟɐůɖ Űɤɜ ŬɜɤŰɏɟɤ (ŭɘŬűɞɟɘəɩɜ) 

ŮɝɘůɩůŮɤɜ əɑɜɖůɖɠ ŭŮɑɝŰŮ ɧŰɘ ɖ əɎɗŮ ɛɘŬ ŭɘŬŰɖɟŮɑŰŬɘ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŬ Ŭˊɧ Űɖɜ Ɏɚɚɖ.  

 

18. ȹɡɞ ɡɚɘəɎ ůɖɛŮɑŬ ɛŮ ɛɎɕŮɠ  ŮɑɜŬɘ ɛŮŰŬɝɨ Űɞɡɠ ŭŮɛɏɜŬ ůŰŬ ɎəɟŬ ɎɛŬɕɞɡ ŮɚŬŰɖɟɑɞɡ. ȼ ɛɎɕŬ (1) 

ŮɑɜŬɘ ůŰŮɟŮɤɛɏɜɖ ůŰɞ ŰŬɓɎɜɘ, ɖ (2) əɟɏɛŮŰŬɘ (əŬŰŬəɧɟɡűŬ) ŭŮɛɏɜɖ ůŰɖɜ Ɏɚɚɖ Ɏəɟɖ Űɞɡ ŮɚŬŰɖɟɑɞɡ əŬɘ Űɞ 

ůɨůŰɖɛŬ ŮɑɜŬɘ ŬəɑɜɖŰɞ ɛɏůŬ ůŰɞ ˊŮŭɑɞ ɓŬɟɨŰɖŰŬɠ. ȾɎˊɞɘŬ ůŰɘɔɛɐ ɖ ɛɎɕŬ (1) ŬˊŬɔəɘůŰɟɩɜŮŰŬɘ Ŭˊɧ Űɞ ŰŬɓɎɜɘ 

əŬɘ Űɞ ɧɚɞ ůɨůŰɖɛŬ əɘɜŮɑŰŬɘ ůŮ əŬŰŬəɧɟɡűɖ ŮɡɗŮɑŬ. Ŭ) ȸɟŮɑŰŮ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Lagrange ɛŮ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɘɠ 

əŬŰŬəɧɟɡűŮɠ əŬɟŰŮůɘŬɜɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ůŰŮɟɏɤůɖɠ Űɖɠ ɛɎɕŬɠ (1). ɓ) ȿɨůŰŮ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ 

əɑɜɖůɖɠ əŬɘ ˊɟɞůŭɘɞɟɑůŰŮ Űɘɠ əɘɜɐůŮɘɠ Űɤɜ ŭɡɞ ɛŬɕɩɜ. ɆŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ, ɛŮ ɢɟɐůɖ Űɤɜ əɘɜɐůŮɤɜ Űɤɜ ŭɡɞ ɛŬɕɩɜ, 

ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ Ůˊɘɛɐəɡɜůɖ Űɞɡ ŮɚŬŰɖɟɑɞɡ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘ Űɞɡ ɢɟɧɜɞɡ əŬɘ Űɖɜ əɑɜɖůɖ Űɞɡ əɏɜŰɟɞɡ ɛɎɕŬɠ. 

 

19. ɈˊɞɗɏŰɞɡɛŮ ɧŰɘ ɏɢɞɡɛŮ ɎɛŬɕɖ ůŰŮɟŮɎ ɟɎɓŭɞ ɖ ɞˊɞɑŬ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ əɘɜŮɑŰŬɘ ůŮ ŮˊɑˊŮŭɞ əŬɘ Űɖɠ ɞˊɞɑŬɠ ŰŬ ɎəɟŬ 

ŮɑɜŬɘ ŭɏůɛɘŬ ɜŬ əɘɜɞɨɜŰŬɘ Ůɜɩ ɓɟɑůəɞɜŰŬɘ ůɡɜŮɢɩɠ ˊɎɜɤ ůŮ ŭɡɞ ŭŮŭɞɛɏɜŮɠ ůŰŬɗŮɟɏɠ ɔɜɤůŰɏɠ əŬɛˊɨɚŮɠ Űɞɡ 

Ůˊɘˊɏŭɞɡ. ɆŰŬ ɎəɟŬ Űɖɠ ɟɎɓŭɞɡ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ůɤɛɎŰɘŬ ɛŮ ŭŮŭɞɛɏɜŮɠ ɛɎɕŮɠ. ȾɎˊɞɘŬ ɢɟɞɜɘəɐ ůŰɘɔɛɐ ŬůəŮɑŰŬɘ ůŮ 

ɏɜŬ ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ əɘɜɞɨɛŮɜɖɠ ɡˊɧ Űɖɜ ŮˊɑŭɟŬůɖ ŬůəɞɨɛŮɜɤɜ ŭɡɜɎɛŮɤɜ ɟɎɓŭɞɡ, əɎɗŮŰŬ ůŮ ŬɡŰɐɜ, ˊɟɧůɗŮŰɖ 

əɟɞɡůŰɘəɐ ŭɨɜŬɛɖ ɔɜɤůŰɐɠ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜɖɠ ɩɗɖůɖɠ. ȸɟŮɑŰŮ Űɘɠ ɛŮŰŬɓɞɚɏɠ Űɤɜ ŰŬɢɡŰɐŰɤɜ Űɤɜ ŭɡɞ ůɤɛŬŰɑɤɜ 
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ɛŮŰŬɝɨ Űɤɜ ɢɟɞɜɘəɩɜ ůŰɘɔɛɩɜ ɚɑɔɞ ɛŮŰɎ əŬɘ ɚɑɔɞ ˊɟɘɜ Űɞ əɟɞɡůŰɘəɧ űŬɘɜɧɛŮɜɞ. ȼ əɟɞɡůŰɘəɐ ŭɨɜŬɛɖ ŬůəŮɑŰŬɘ 

Ůˊɑ ˊɞɚɨ ɛɘəɟɧ ɢɟɞɜɘəɧ ŭɘɎůŰɖɛŬ ŬɚɚɎ ŮɑɜŬɘ Űɧůɞ ɛŮɔɎɚɖ ˊɞɡ ɖ ɩɗɖůɐ Űɖɠ ŮɑɜŬɘ ˊŮˊŮɟŬůɛɏɜɖ. 

 

20. Ŭ) ȷɜ ɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ɔɘŬ ůɨůŰɖɛŬ ɛŮ  ɓŬɗɛɞɨɠ ŮɚŮɡɗŮɟɑŬɠ ˊŮɟɘɏɢŮɘ Űɘɠ ŭɡɞ ˊɟɩŰŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ɛɧɜɞ 

ɤɠ ůɡɜŭɡŬůɛɧ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ , ɧˊɞɡ ůŰŬɗŮɟɏɠ, ŭŮɑɝŰŮ ɧŰɘ ɡˊɎɟɢŮɘ ɛɘŬ ůŰŬɗŮɟɎ əɑɜɖůɖɠ əŬɘ ɓɟŮɑŰŮ 

Űɖɜ. 

ɓ) ɆɤɛɎŰɘɞ əɘɜŮɑŰŬɘ ůŰɞ ŮˊɑˊŮŭɞ ɡˊɧ Űɖɜ ŮˊɑŭɟŬůɖ əŮɜŰɟɘəɐɠ ŭɨɜŬɛɖɠ ɛŮ Űɘɛɐ 

 

. 

 

ȸɟŮɑŰŮ ɛɘŬ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜɖ ŭɡɜŬɛɘəɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ ˊɞɡ ɞŭɖɔŮɑ ůŮ ŬɡŰɐ Űɖ ŭɨɜŬɛɖ. ȷɡŰɐ ŮɑɜŬɘ ɖ ŭɨɜŬɛɖ ɛŮŰŬɝɨ 

ŭɡɞ əɘɜɞɨɛŮɜɤɜ űɞɟŰɘůɛɏɜɤɜ ůɤɛŬŰɑɤɜ ůŰɖɜ ɖɚŮəŰɟɞŭɡɜŬɛɘəɐ Űɞɡ Weber.  

 

21. ɃˊɞɘɞŭɐˊɞŰŮ ůɨůŰɖɛŬ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜɤɜ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ ŮɑɜŬɘ Ůɝɑůɞɡ əŬɚɧ ɛŮ ɞˊɞɘɞŭɐˊɞŰŮ Ɏɚɚɞ ɔɘŬ Űɖɜ 

ˊŮɟɘɔɟŬűɐ Űɖɠ əɑɜɖůɖɠ Ůɜɧɠ ɛɖɢŬɜɘəɞɨ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ. ȼ ɛŮŰɎɓŬůɖ Ŭˊɧ ɏɜŬ ůɨůŰɖɛŬ ůŮ Ɏɚɚɞ ɔɑɜŮŰŬɘ ɛŮ 

ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ ůɖɛŮɑɞɡ, ŭɖɚŬŭɐ, ( , ),  1,2,...,i iq q q t i n¡ ¡= = . ȼ Ŭɟɢɘəɐ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ 

ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ Ŭˊɧ Űɘɠ Ŭɟɢɘəɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ, ( , , )L L q q t= . ȼ ɜɏŬ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ɡˊɞɚɞɔɑɕŮŰŬɘ ůŰɘɠ ɜɏŮɠ 

ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ, ɛŮ Ŭˊɚɐ ŬɜŰɘəŬŰɎůŰŬůɖ Űɤɜ ŮɝɘůɩůŮɤɜ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨ, ŭɖɚŬŭɐ 
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d

( , , ) ( , , ) ( , ), ( , ,
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L q q t L q q t L q q t q q t t
t

å õ
¡ ¡ ¡ ¡ ¡= =æ ö

ç ÷
. ȷɡŰɧ ůɡɛɓŬɑɜŮɘ ŭɘɧŰɘ ɞɘ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ,q q¡ 

ˊŮɟɘɔɟɎűɞɡɜ Űɞ ɑŭɘɞ çűɡůɘəɧè ůɖɛŮɑɞ ůŰɞɜ ɢɩɟɞ Űɤɜ ɗɏůŮɤɜ, ɞˊɧŰŮ ɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ, ůŰɞ ɑŭɘɞ ůɖɛŮɑɞ, ɏɢŮɘ Űɖɜ 

ɑŭɘŬ Űɘɛɐ əŬɘ ɔɘŬ ŰŬ ŭɡɞ Ůɑŭɖ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ. ȼ ɛɞɟűɐ Űɖɠ ŮɑɜŬɘ, ɔŮɜɘəɩɠ, ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɐ. ȺɑɜŬɘ ŮɡɜɧɖŰɞ ɧŰɘ 
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ä . ȹŮɑɝŰŮ ɧŰɘ Ŭɜ ɖ ( , )L q t  ɘəŬɜɞˊɞɘŮɑ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Euler-Lagrange ɔɘŬ Űɘɠ ɚɨůŮɘɠ 

( )i iq q t= , ŰɧŰŮ əŬɘ ɖ ( , , )L q q t¡ ¡ ¡ ɘəŬɜɞˊɞɘŮɑ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Euler-Lagrange ɔɘŬ Űɘɠ ɚɨůŮɘɠ ( )q q t¡ ¡= . Ƀɘ 

ŰŮɚŮɡŰŬɑŮɠ ŮɑɜŬɘ ɘůɞŭɨɜŬɛŮɠ ɛŮ Űɘɠ ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜŮɠ ɛŮ Űɖɜ ɏɜɜɞɘŬ ɧŰɘ ŮɑɜŬɘ ɞɘ ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜŮɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɏɜŮɠ 

ɛŮ Űɞɜ ůɖɛŮɘŬəɧ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ, ŭɖɚŬŭɐ ŮɑɜŬɘ ŮəűɟŬůɛɏɜŮɠ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɘɠ ɜɏŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ. 

 

22. ŪŮɤɟɐůŰŮ Űɖ ɔɜɤůŰɐ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ Űɞɡ ŭɑůəɞɡ ˊɞɡ əɡɚɑŮŰŬɘ ɢɤɟɑɠ ɞɚɑůɗɖůɖ ůŮ ɞɟɘɕɧɜŰɘɞ ŮˊɑˊŮŭɞ əŬɘ Űɞ 

ŮˊɑˊŮŭɧ Űɞɡ ŮɑɜŬɘ əŬŰŬəɧɟɡűɞ. ȾɎɜŰŮ ɢɟɐůɖ Űɤɜ ŭŮůɛɩɜ ŬɡŰɐɠ Űɖɠ ˊŮɟɑˊŰɤůɖɠ ůŮ ɛɞɟűɐ ŭɘŬűɞɟɘəɩɜ 

ŮɝɘůɩůŮɤɜ Űɞɡ Pfaff əŬɘ ɓɟŮɑŰŮ Űɘɠ (ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ) ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ ɄɟɞůŭɘɞɟɑůŰŮ Űɖ ɚɨůɖ, ŭɖɚŬŭɐ ŰŬ 

ɡˊɞɗɏŰɞɜŰŬɠ ɧŰɘ ɖ Ŭɟɢɘəɏɠ Űɞɡɠ Űɘɛɏɠ ŮɑɜŬɘ 

ɋ. ɄɟɞůŭɘɞɟɑůŰŮ Űɘɠ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ ůɡɜɘůŰɩůŮɠ ŭɨɜŬɛɖɠ Űɤɜ ŭŮůɛɩɜ. ɆŰɖ 

ůɡɜɏɢŮɘŬ ˊɟɞůŭɘɞɟɑůŰŮ Űɘɠ əŬɟŰŮůɘŬɜɏɠ (űɡůɘəɏɠ) ŭɡɜɎɛŮɘɠ ŭŮůɛɩɜ. 

 

23. ŪŮɤɟɐůŰŮ Űɖ ɔɜɤůŰɐ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ Űɞɡ ŭɑůəɞɡ ˊɞɡ əɡɚɑŮŰŬɘ ɢɤɟɑɠ ɞɚɑůɗɖůɖ ůŮ ɞɟɘɕɧɜŰɘɞ ŮˊɑˊŮŭɞ əŬɘ Űɞ 

ŮˊɑˊŮŭɧ Űɞɡ ŮɑɜŬɘ əŬŰŬəɧɟɡűɞ. ȾɎɜŰŮ ɢɟɐůɖ Űɤɜ ŭŮůɛɩɜ ŬɡŰɐɠ Űɖɠ ˊŮɟɑˊŰɤůɖɠ ůŮ ɛɖ ɔɟŬɛɛɘəɐ ɛɞɟűɐ əŬɘ 

ɓɟŮɑŰŮ Űɘɠ (ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ) ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ ɄɟɞůŭɘɞɟɑůŰŮ Űɖ ɚɨůɖ, ŭɖɚŬŭɐ ŰŬ 

, ɡˊɞɗɏŰɞɜŰŬɠ ɧŰɘ ɖ Ŭɟɢɘəɏɠ Űɞɡɠ Űɘɛɏɠ ŮɑɜŬɘ 

ɋ. 

 

24. ɈˊɞɗɏůŰŮ ɧŰɘ ůɤɛɎŰɘɞ ɛɎɕŬɠ  ŮəŰŮɚŮɑ ɛɞɜɞŭɘɎůŰŬŰɖ əɑɜɖůɖ. ȼ ɗɏůɖ Űɞɡ ˊɟɞůŭɘɞɟɑɕŮŰŬɘ Ŭˊɧ Űɖ 

ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɖ . ɇɞ ůɤɛɎŰɘɞ əɘɜŮɑŰŬɘ ˊɟɞɠ ŰŬ əɎŰɤ ɛɏůŬ ůŮ ɞɛɞɔŮɜɏɠ ˊŮŭɑɞ ɓŬɟɨŰɖŰŬɠ əŬɘ ŬůəŮɑŰŬɘ ˊɎɜɤ Űɞɡ 

ŭɨɜŬɛɖ Űɟɘɓɐɠ, 
2b

q
m
- . ȼ Ůɝɑůɤůɖ əɑɜɖůɖɠ ŮɑɜŬɘ ɖ ɔɜɤůŰɐ, 

2b
q g q

m
=- - , ɧˊɞɡ ɞ ɎɝɞɜŬɠ Űɖɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɖɠ 
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( ), ( ), ( ), ( )x x t y y t t tj j q q= = = =
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q, ŮɑɜŬɘ ɗŮŰɘəɧɠ ˊɟɞɠ ŰŬ ˊɎɜɤ. ɁŬ ŭŮɘɢɗŮɑ ɧŰɘ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ŮɑɜŬɘ ɖ 

22
exp

2 2

b q mg
L q

m b

å õå õ
= -æ öæ ö

ç ÷ç ÷
.  

 

25. ũɘŬ ˊɨɟŬɡɚɞ ˊɞɡ əɘɜŮɑŰŬɘ əŬŰŬəɧɟɡűŬ ˊɟɞɠ ŰŬ ˊɎɜɤ ɛɏůŬ ůŮ ɞɛɞɔŮɜɏɠ ˊŮŭɑɞ ɓŬɟɨŰɖŰŬɠ Ůɜɩ ŭɏɢŮŰŬɘ 

ŭɨɜŬɛɖ Űɟɘɓɐɠ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ bq- , ɖ Ůɝɑůɤůɖ əɑɜɖůɖɠ ŮɑɜŬɘ 

 

0 0 r( ) ( ) ( )m t q m t g bq tm m mu- =- - - +. 

 

Ƀ ɎɝɞɜŬɠ ɔɘŬ Űɞ q  ŮɑɜŬɘ ɗŮŰɘəɧɠ ˊɟɞɠ ŰŬ ˊɎɜɤ. ȰůŰɤ ( )m m t=  ŮɑɜŬɘ ɖ ɛɎɕŬ Űɞɡ ˊɡɟŬɨɚɞɡ Űɖ ůŰɘɔɛɐ t

, əŬɘ 0m  ŮɑɜŬɘ ɖ Ŭɟɢɘəɐ ɛɎɕŬ Űɞɡ ˊɡɟŬɨɚɞɡ. 0m m=- < ŮɑɜŬɘ ɞ ůŰŬɗŮɟɧɠ ɟɡɗɛɧɠ ɛŮŰŬɓɞɚɐɠ ŬɡŰɐɠ Űɖɠ ɛɎɕŬɠ, 

r ( )tu  ŮɑɜŬɘ ɖ ŰŬɢɨŰɖŰŬ Ůəɟɞɐɠ Űɤɜ ŬŮɟɑɤɜ Űɖɠ əŬɨůɖɠ ůɢŮŰɘəɎ ɛŮ Űɞɜ ˊɨɟŬɡɚɞ. ɁŬ ŭŮɘɢŰŮɑ ɧŰɘ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ 

Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ŮɑɜŬɘ ɖ  
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26. ȸɟŮɑŰŮ Űɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ɔɘŬ ůɤɛɎŰɘɞ ˊɞɡ əɘɜŮɑŰŬɘ ŮɡɗɨɔɟŬɛɛŬ ɡˊɧ Űɖɜ ŮˊɑŭɟŬůɖ ɛɘŬɠ ɛɞɜŬŭɘəɐɠ ŭɨɜŬɛɖɠ 

ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ɖ ŭɨɜŬɛɖ Űɟɘɓɐɠ, qg- , ɖ ɞˊɞɑŬ ŮɑɜŬɘ ŬɜŰɑɗŮŰɖ Űɖɠ əɑɜɖůɖɠ. ȼ Ůɝɑůɤůɖ əɑɜɖůɖɠ ŮɑɜŬɘ ɖ 0q qg+ =.  

 

27. ɀŮɚŮŰɐůŰŮ Űɘɠ ŰŬɚŬɜŰɩůŮɘɠ ˊɞɡ ŮəŰŮɚɞɨɜ ɞɘ ůɖɛŮɘŬəɏɠ ɛɎɕŮɠ , Űɞɡ ɆɢɐɛŬŰɞɠ Ʉɟ. 2.27 . ȼ 

əɑɜɖůɖ ɔɑɜŮŰŬɘ ˊɎɜɤ ůŰɖɜ ŮɡɗŮɑŬ Űɤɜ ŮɚŬŰɖɟɑɤɜ ɞɘ əŬŰŮɡɗɨɜɞɡůŮɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ (ůŰŬɗŮɟɏɠ) Űɤɜ ŮɚŬŰɖɟɑɤɜ ŮɑɜŬɘ 

. ɇɞ ɛŮůŬɑɞ ŮɚŬŰɐɟɘɞ ŮɑɜŬɘ ɖ ŬɘŰɑŬ ˊɞɡ ɡˊɎɟɢŮɘ ůɨɕŮɡɝɖ. ɇɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ ŬɡŰɧ ŮɑɜŬɘ Űɞ 

ˊɟɧɓɚɖɛŬ ŭɡɞ ůɡɕŮɡɔɛɏɜɤɜ Ŭɟɛɞɜɘəɩɜ ŰŬɚŬɜŰɤŰɩɜ. Ƀɘ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ , ŮɑɜŬɘ ɞɘ 

ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɘɠ Űɤɜ ɛŬɕɩɜ 1,2 Ŭˊɧ Űɖ ɗɏůɖ ɘůɞɟɟɞˊɑŬɠ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ. ɄɟɞůŭɘɞɟɑůŰŮ Űɖɜ əɑɜɖůɖ 

, ɧŰŬɜ . ɄɟɞůŭɘɞɟɑůŰŮ Űɘɠ əŬɜɞɜɘəɏɠ 

ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ. ȹŮɜ ɡˊɎɟɢŮɘ ɓŬɟɨŰɖŰŬ. 

 

 

ɆɢɐɛŬ Ʉɟ. 2.27. 

28. ɀŮɚŮŰɐůŰŮ Űɞ ɔɜɤůŰɧ ŭɘˊɚɧ ŮəəɟŮɛɏɠ ɧˊɞɡ ŰŬ ŭɡɞ ɛɐəɖ ŮɑɜŬɘ ɑůŬ, , əŬɘ ɞɘ ŭɡɞ ůɖɛŮɘŬəɏɠ ɛɎɕŮɠ ŮɑɜŬɘ ɑůŮɠ, 

. ȼ ɛŮɚɏŰɖ ɜŬ ɔɑɜŮɘ ɔɘŬ ɛɘəɟɞɨ ˊɚɎŰɞɡɠ ŬɘɤɟɐůŮɘɠ. ȸɟŮɑŰŮ Űɘɠ ɘŭɘɞůɡɢɜɧŰɖŰŮɠ ŰŬɚɎɜŰɤůɖɠ əŬɘ Űɘɠ əŬɜɞɜɘəɏɠ 

ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘ Űɤɜ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜɤɜ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ. 

 

29. ɇɞ ˊɎɜɤ Ɏəɟɞ Ůɜɧɠ ɎɛŬɕɞɡ ŮɚŬŰɖɟɑɞɡ ɛŮ ůŰŬɗŮɟɎ  ŮɑɜŬɘ ŬəɚɧɜɖŰŬ ůŰŮɟŮɤɛɏɜɞ. ɆŰɞ əɎŰɤ Ɏəɟɞ Űɞɡ ŮɑɜŬɘ 

ŭŮɛɏɜɖ ůɖɛŮɘŬəɐ ɛɎɕŬ  əŬɘ Ůˊɑůɖɠ ɏɜŬ Ɏɚɚɞ ɑŭɘɞ ŮɚŬŰɐɟɘɞ ˊɞɡ ůŰɞ Ɏɚɚɞ Ɏəɟɞ Űɞɡ ŮɑɜŬɘ ŭŮɛɏɜɖ ůɖɛŮɘŬəɐ 

ɛɎɕŬ . ȷɟɢɘəɎ ŰŬ ŮɚŬŰɐɟɘŬ ɘůɞɟɟɞˊɞɨɜ ůŰɖɜ əŬŰŬəɧɟɡűɖ ɗɏůɖ ɛɏůŬ ůŰɞ ˊŮŭɑɞ ɓŬɟɨŰɖŰŬɠ, . ȸɟŮɑŰŮ Űɘɠ 

əŬɜɞɜɘəɏɠ ůɡɢɜɧŰɖŰŮɠ əŬɘ Űɘɠ əŬɜɞɜɘəɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘ Űɤɜ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜɤɜ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ. ɇɞ 

ůɨůŰɖɛŬ ŮəŰŮɚŮɑ əɑɜɖůɖ ůŰɖɜ əŬŰŬəɧɟɡűɖ ŭɘŮɨɗɡɜůɖ.  

 

30. ɀŮɚŮŰɐůŰŮ Űɖɜ əɑɜɖůɖ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ˊɞɡ űŬɑɜŮŰŬɘ ůŰɞ ɆɢɐɛŬ Ʉɟ. 2.30. ȷɡŰɧ ŮɑɜŬɘ ɛɞɜŰɏɚɞ ɔɘŬ əɚŬůɘəɐ 

ˊŮɟɘɔɟŬűɐ ŰɟɘŬŰɞɛɘəɞɨ ůɡɛɛŮŰɟɘəɞɨ ɛɞɟɑɞɡ. ɈˊɞɗɏůŰŮ ɧŰɘ Űɞ ůɨůŰɖɛŬ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ əɘɜŮɑŰŬɘ ɛɧɜɞ əŬŰɎ ɛɐəɞɠ 

1 2m m m= =

1 12 2,  ,   k k k k k= =

1 2,x x

1 1 2 2( ), ( )x x t x x t= = 1 10 2 20 1 2(0) , (0) , (0) (0) 0x x x x x x= = = =

l
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k
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Űɖɠ ŮɡɗŮɑŬɠ ˊɎɜɤ ůŰɖɜ ɞˊɞɑŬ ɓɟɑůəɞɜŰŬɘ ɞɘ ůɖɛŮɘŬəɏɠ ɛɎɕŮɠ. ɄɟɞůŭɘɞɟɑůŰŮ Űɘɠ ɘŭɘɞůɡɢɜɧŰɖŰŮɠ əŬɘ ɓɟŮɑŰŮ Űɘɠ 

əŬɜɞɜɘəɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘ Űɤɜ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜɤɜ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ. ŪŮɤɟɐůŰŮ ɤɠ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ 

ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɘɠ ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɘɠ Űɤɜ ɛŬɕɩɜ Ŭˊɧ Űɖ ɗɏůɖ ɘůɞɟɟɞˊɑŬɠ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ. ɇŬ ŭɡɞ ŮɚŬŰɐɟɘŬ ŮɑɜŬɘ 

ɑŭɘŬ. 

 

 

ɆɢɐɛŬ Ʉɟ. 2.30. 

31. ɇɞ ɄɟɧɓɚɖɛŬ 30, Űɞ ɞˊɞɑɞ ŬɜŰɘˊɟɞůɤˊŮɨŮɘ ɛɞɜŰɏɚɞ əɚŬůɘəɐɠ űɡůɘəɐɠ ɔɘŬ ŰɟɘŬŰɞɛɘəɧ ɛɧɟɘɞ, ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ 

ɛŮŰŬŰɟŬˊŮɑ ůŮ ˊɟɧɓɚɖɛŬ ɛŮ ŭɡɞ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ, Ŭɜ ɡˊɞɗɏůɞɡɛŮ ɧŰɘ əŬŰɎ Űɖɜ əɑɜɖůɖ Űɞɡ 

ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ Űɞ əɏɜŰɟɞ ɛɎɕŬɠ Űɞɡ ŮɑɜŬɘ ŬəɑɜɖŰɞ. ŪŮɤɟɐůŰŮ ɤɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɘɠ  ɧˊɞɡ Űɞ 

 .  ŮɑɜŬɘ ɞɘ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɤɜ ɛŬɕɩɜ 1,2,3 ŬɜŰɘůŰɞɑɢɤɠ. ɀŮ ɢɟɐůɖ Űɖɠ 

ŬəɘɜɖůɑŬɠ Űɞɡ əɏɜŰɟɞɡ ɛɎɕŬɠ əɎɜŰŮ ŬˊŬɚɞɘűɐ Űɞɡ . 

 

32. ũɘŬ Űɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ Űɞɡ Ŭˊɚɞɨ ŮəəɟŮɛɞɨɠ ˊɟɞůŭɘɞɟɑůŰŮ Űɖɜ (ŭɘŬűɞɟɘəɐ) Ůɝɑůɤůɖ əɑɜɖůɖɠ ɔɘŬ Űɖ ɔɤɜɑŬ 

Ŭˊɧəɚɘůɖɠ Ŭˊɧ Űɖɜ əŬŰŬəɧɟɡűɞ, ɧŰŬɜ ɡˊɎɟɢŮɘ ŭɨɜŬɛɖ Űɟɘɓɐɠ ˊɞɡ ŬůəŮɑŰŬɘ ůŰɞ ůɤɛɎŰɘɞ Űɞɡ ŮəəɟŮɛɞɨɠ ɖ ɞˊɞɑŬ 

ŮɑɜŬɘ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ (ɜɧɛɞɠ Űɞɡ Stokes) . ɁŬ ɚɡɗŮɑ ɛŮ Űɖ ɛŮɗɞŭɞɚɞɔɑŬ ˊŮɟɑ 

ŭɡɜɎɛŮɤɜ ŬˊɤɚŮɘɩɜ. ȸɟŮɑŰŮ Űɖ űɡůɘɞɚɞɔɘəɐ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ əŬɘ Űɖ ůɡɜɎɟŰɖůɖ Rayleigh əŬɘ ůŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ əɎɜŰŮ 

ɢɟɐůɖ Űɖɠ Ůɝɑůɤůɖɠ Euler-Lagrange ɔɘŬ Űɞɜ ˊɟɞůŭɘɞɟɘůɛɧ Űɖɠ (ŭɘŬűɞɟɘəɐɠ) Ůɝɑůɤůɖɠ əɑɜɖůɖɠ. 

 

33. ɈˊɞɗɏůŰŮ ɧŰɘ ɏɢŮŰŮ ŭɡɞ (ɎɛŬɕŬ) ŮɚŬŰɐɟɘŬ ɛŮ ůŰŬɗŮɟɏɠ  əŬɘ űɡůɘəɎ ɛɐəɖ  ŬɜŰɘůŰɞɑɢɤɠ. ɇɞ 

ŮɚŬŰɐɟɘɞ 1 ɏɢŮɘ Űɞ ɏɜŬ Ɏəɟɞ Űɞɡ ŬəɚɧɜɖŰŬ ŭŮɛɏɜɞ ůŮ ɏɜŬ ůɖɛŮɑɞ. ɆŰɞ Ɏɚɚɞ Ɏəɟɞ Űɞɡ ŮɑɜŬɘ ŭŮɛɏɜɞ ɡɚɘəɧ ůɖɛŮɑɞ 

ɛɎɕŬɠ . ɆŮ ŬɡŰɧ Űɞ Ɏəɟɞ ŮɑɜŬɘ ŭŮɛɏɜɞ Űɞ ŮɚŬŰɐɟɘɞ 2 əŬɘ ůŰɞ ŮɚŮɨɗŮɟɞ Ɏəɟɞ Űɞɡ ŮɚŬŰɖɟɑɞɡ 2 ŮɑɜŬɘ ŭŮɛɏɜɞ 

ɡɚɘəɧ ůɖɛŮɑɞ ɛɎɕŬɠ . ɇɞ ůɨůŰɖɛŬ ŮɑɜŬɘ ŮəŰɧɠ ˊŮŭɑɞɡ ɓŬɟɨŰɖŰŬɠ əŬɘ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ əɘɜŮɑŰŬɘ ˊɎɜɤ ůŮ ŮɡɗŮɑŬ ůŰɖɜ 

ɞˊɞɑŬ ɓɟɑůəɞɜŰŬɘ əŬɘ ŰŬ ŭɡɞ ŮɚŬŰɐɟɘŬ. ɈˊɞɗɏůŰŮ ɧŰɘ ůŰɞ əɎɗŮ ŮɚŬŰɐɟɘɞ ŬůəŮɑŰŬɘ ŭɨɜŬɛɖ Űɟɘɓɐɠ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ 

 (Stokes),  əŬɘ  ɞɘ ŬɜŰɑůŰɞɘɢŮɠ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ Űɤɜ ůɤɛŬŰɑɤɜ. 

ɉɟɖůɘɛɞˊɞɘɐůŰŮ Űɖ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ ɛŮ ŭɡɜɎɛŮɘɠ ŬˊɤɚŮɘɩɜ, ɓɟŮɑŰŮ Űɖ űɡůɘɞɚɞɔɘəɐ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ 

əŬɘ Űɖ ůɡɜɎɟŰɖůɖ ŬˊɤɚŮɘɩɜ Rayleigh əŬɘ ůŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ Ŭˊɧ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Lagrange ɓɟŮɑŰŮ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ 

əɑɜɖůɖɠ. ɆŰɞ Űɏɚɞɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɑůŰŮ ůŮ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ  ɞɘ ɞˊɞɑŮɠ ŮɑɜŬɘ ɞɘ ŬˊɞɛŬəɟɨɜůŮɘɠ Űɤɜ ŭɡɞ ɛŬɕɩɜ 

ŬɜŰɘůŰɞɑɢɤɠ Ŭˊɧ Űɘɠ ɗɏůŮɘɠ ɘůɞɟɟɞˊɑŬɠ Űɞɡɠ. 

 

34. ȹŮɑɝŰŮ ɧŰɘ ɔɘŬ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ Űɞɡ ɛɞɜɞŭɘɎůŰŬŰɞɡ Ŭɟɛɞɜɘəɞɨ ŰŬɚŬɜŰɤŰɐ, Ŭɜ Űɞ ůɨůŰɖɛŬ ɡˊɞůŰŮɑ 

ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ əɚɑɛŬəŬɠ ɧˊɞɡ əŬɘ ɞ ɢɟɧɜɞɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɑɕŮŰŬɘ əŬŰɎɚɚɖɚŬ əŬŰɎ ŰŬ ɔɜɤůŰɎ, ŰɧŰŮ ɖ ˊŮɟɑɞŭɞɠ 

Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ɛɏɜŮɘ ɖ ɑŭɘŬ, ɢɤɟɑɠ ɜŬ ɚɨůŮŰŮ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ ŬɚɚɎ ɛŮ ɢɟɐůɖ Űɖɠ ɗŮɤɟɑŬɠ ˊŮɟɑ ɛɖɢŬɜɘəɐɠ 

ɞɛɞɘɧŰɖŰŬɠ. 

 

35. ɀŮ Űɖ ɛɏɗɞŭɞ Űɖɠ ɛɖɢŬɜɘəɐɠ ɞɛɞɘɧŰɖŰŬɠ ŭŮɑɝŰŮ ɧŰɘ ůŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ əŮɜŰɟɘəɐɠ əɑɜɖůɖɠ Űɨˊɞɡ Kepler, ɘůɢɨŮɘ 

ɞ ůɢŮŰɘəɧɠ ɜɧɛɞɠ ɔɘŬ Űɘɠ ˊŮɟɘɧŭɞɡɠ Űɤɜ Űɟɞɢɘɩɜ əŬɘ ŬɜŰɑůŰɞɘɢɤɜ ŭɘŬůŰɎůŮɤɜ Űɤɜ Űɟɞɢɘɩɜ Űɤɜ ˊɚŬɜɖŰɩɜ. 

ɈˊŮɜɗɡɛɑɕɞɡɛŮ ɧŰɘ 

. 

1 2,y y

1 2 1 2 3 2,y yx x x x= - = - 1 2 3, ,x x x

2x

,  0,  ůŰŬɗŮɟɎF kr k k=- > =

1 2,k k 1 2,l l

1m

2m

1 1 2 2,C x C x- - 1 2 1 20, 0,   ,  ůŰŬɗŮɟɏɠC C C C> > 1 2,x x

1 2,q q

2 3

1 1

2 2

T R

T R

å õ å õ
=æ ö æ ö

ç ÷ ç ÷



Ⱥ. ȷ. ȹɟɖɠ, Ū. ȼ. ȷɚŮɝɧˊɞɡɚɞɠ      85 

36. ɀŮ Űɖ ɛɏɗɞŭɞ Űɖɠ ɗŮɤɟɑŬɠ Űɖɠ ɛɖɢŬɜɘəɐɠ ɞɛɞɘɧŰɖŰŬɠ ŭŮɑɝŰŮ ɧŰɘ ɔɘŬ Űɖɜ ŮɚŮɨɗŮɟɖ ˊŰɩůɖ ɡɚɘəɞɨ ůɖɛŮɑɞɡ 

ɛɏůŬ ůŮ ůŰŬɗŮɟɧ əŬɘ ɞɛɞɘɧɛɞɟűɞ ˊŮŭɑɞ ɓŬɟɨŰɖŰŬɠ ɞ ɢɟɧɜɞɠ ˊŰɩůɖɠ ŮɑɜŬɘ ŬɜɎɚɞɔɞɠ Űɖɠ ŰŮŰɟŬɔɤɜɘəɐɠ ɟɑɕŬɠ 

Űɞɡ Ŭɟɢɘəɞɨ ɨɣɞɡɠ. ɈˊɞŰɑɗŮŰŬɘ ɧŰɘ ɖ Ŭɟɢɘəɐ ŰŬɢɨŰɖŰŬ ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ. 

 

37. ɀŮ Űɖ ɛɏɗɞŭɞ Űɖɠ ɗŮɤɟɑŬɠ Űɖɠ ɛɖɢŬɜɘəɐɠ ɞɛɞɘɧŰɖŰŬɠ ŭŮɑɝŰŮ ɧŰɘ ɞ ɚɧɔɞɠ Űɤɜ ɢɟɞɜɘəɩɜ ŭɘŬůŰɖɛɎŰɤɜ, ɔɘŬ 

Űɖɜ ɑŭɘŬ ŭɘŬŭɟɞɛɐ, ɔɘŬ ůɤɛɎŰɘŬ ˊɞɡ ɏɢɞɡɜ ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɏɠ ɛɎɕŮɠ ŬɚɚɎ Űɖɜ ɑŭɘŬ ŭɡɜŬɛɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ, ŮɑɜŬɘ  

 

. 

 

38. ɀŮ Űɖ ɛɏɗɞŭɞ Űɖɠ ɗŮɤɟɑŬɠ Űɖɠ ɛɖɢŬɜɘəɐɠ ɞɛɞɘɧŰɖŰŬɠ ŭŮɑɝŰŮ ɧŰɘ ɞ ɚɧɔɞɠ Űɤɜ ɢɟɞɜɘəɩɜ ŭɘŬůŰɖɛɎŰɤɜ ɔɘŬ 

Űɖɜ ɑŭɘŬ ŭɘŬŭɟɞɛɐ ůɤɛŬŰɘŭɑɤɜ ˊɞɡ ɏɢɞɡɜ Űɖɜ ɑŭɘŬ ɛɎɕŬ ŬɚɚɎ ŭɡɜŬɛɘəɏɠ ŮɜɏɟɔŮɘŮɠ ˊɞɡ ŭɘŬűɏɟɞɡɜ əŬŰɎ ůŰŬɗŮɟɧ 

ůɡɜŰŮɚŮůŰɐ, ŮɑɜŬɘ . 

 

39. ŪŮɤɟɐůŰŮ ůɤɛɎŰɘɞ ˊɞɡ əɘɜŮɑŰŬɘ ůŮ əŬŰŬəɧɟɡűɞ ŮˊɑˊŮŭɞ ɛɏůŬ ůŮ ˊŮŭɑɞ ɓŬɟɨŰɖŰŬɠ, ɞˊɧŰŮ ɏɢŮɘ ŭɡɜŬɛɘəɐ 

ŮɜɏɟɔŮɘŬ V gy= . ȼ əɘɜɖŰɘəɐ Űɞɡ ŮɜɏɟɔŮɘŬ ŮɑɜŬɘ ( )2 21

2
T x y= + . 

ɈˊɎɟɢŮɘ ɖ ŭŮůɛŮɡŰɘəɐ ůɢɏůɖ 0y tx- =. ɁŬ ɓɟŮɗɞɨɜ ɞɘ ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ.  

 

40. ɈˊɞɗɏůŰŮ ɧŰɘ ɏɢɞɡɛŮ ɏɜŬ əɡəɚɘəɧ ŭŬəŰɡɚɑŭɘ ˊɞɡ Űɞ ŮˊɑˊŮŭɧ Űɞɡ ŮɑɜŬɘ əŬŰŬəɧɟɡűɞ ɛɏůŬ ůŰɞ ˊŮŭɑɞ 

ɓŬɟɨŰɖŰŬɠ. ɀɘŬ ɛɘəɟɐ ɢɎɜŭɟŬ ɞɟɘůɛɏɜɖɠ ɛɎɕŬɠ ŮɑɜŬɘ ŭɏůɛɘŬ ɜŬ əɘɜŮɑŰŬɘ ɢɤɟɑɠ Űɟɘɓɐ əŬŰɎ ɛɐəɞɠ Űɞɡ 

ŭŬəŰɡɚɘŭɘɞɨ. ɇɞ ŭŬəŰɡɚɑŭɘ ˊŮɟɘůŰɟɏűŮŰŬɘ ˊŮɟɑ Űɖɜ əŬŰŬəɧɟɡűɖ ŭɘɎɛŮŰɟɧ Űɞɡ ɛŮ ůŰŬɗŮɟɐ ɔɤɜɘŬəɐ ŰŬɢɨŰɖŰŬ. 

ŪŮɤɟɐůŰŮ ɤɠ (ɛɞɜŬŭɘəɐ, ɔɜɐůɘŬ) ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɖ Űɖ ɔɤɜɑŬ ˊɞɡ ůɢɖɛŬŰɑɕŮɘ ɖ ŮɡɗŮɑŬ ˊɞɡ ŮɜɩɜŮɘ Űɞ əɏɜŰɟɞ Űɞɡ 

əɨəɚɞɡ ɛŮ Űɖ ɢɎɜŭɟŬ ɛŮ Űɖɜ əŬŰŬəɧɟɡűɞ. ȷɡŰɐ ɖ ɔɤɜɑŬ ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ ɧŰŬɜ ɖ ɢɎɜŭɟŬ ŮɑɜŬɘ ůŰɞ əŬŰɩŰŮɟɞ ůɖɛŮɑɞ 

Űɞɡ ŭŬəŰɡɚɘŭɘɞɨ əŬɘ ˊŬɑɟɜŮɘ ɗŮŰɘəɏɠ əŬɘ ŬɟɜɖŰɘəɏɠ Űɘɛɏɠ. ɄɟɞůŭɘɞɟɑůŰŮ Űɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ɔɘŬ Űɞ ůɨůŰɖɛŬ əŬɘ 

ɓɟŮɑŰŮ Űɖ (ŭɘŬűɞɟɘəɐ) Ůɝɑůɤůɖ əɑɜɖůɖɠ. 

 

41. ȹŮɑɝŰŮ ɧŰɘ ɞ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ ɓŬɗɛɑŭŬɠ (gauge transformation)  
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ŭŮɜ ŮˊɖɟŮɎɕŮɘ Űɘɠ (ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ) ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ ůɤɛŬŰɘŭɑɞɡ ˊɞɡ əɘɜŮɑŰŬɘ ɛɏůŬ ůŮ ŮɝɤŰŮɟɘəɧ 

ɖɚŮəŰɟɞɛŬɔɜɖŰɘəɧ ˊŮŭɑɞ, ŬɡŰɏɠ ɛɏɜɞɡɜ ŬɜŬɚɚɞɑɤŰŮɠ. ȼ ɓŬɗɛɤŰɐ ŬɡɗŬɑɟŮŰɖ ůɡɜɎɟŰɖůɖ ( , )r ty  ɛŮɟɘəɏɠ űɞɟɏɠ 

ɚɏɔŮŰŬɘ ůɡɜɎɟŰɖůɖ ɓŬɗɛɑŭŬɠ. 

ɆɖɛŮɑɤůɖ: ȹŮ ɢɟŮɘɎɕŮŰŬɘ ɜŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ.  

 

42. ɇɞ ɖɚŮəŰɟɘəɧ ˊŮŭɑɞ ˊɞɡ ŭɖɛɘɞɡɟɔŮɑ ŬəɑɜɖŰɞ űɞɟŰɘůɛɏɜɞ ůɤɛɎŰɘɞ ŰɞˊɞɗŮŰɖɛɏɜɞ ůŰɖɜ Ŭɟɢɐ Űɤɜ 

ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ ŮɑɜŬɘ Űɞɜ ɔɜɤůŰɧ Űɞɡ ɜɧɛɞɡ Űɞɡ Coulomb. ɇɞ ɛŬɔɜɖŰɘəɧ Űɞɡ ˊŮŭɑɞ ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ. ȸŮɓŬɘɤɗŮɑŰŮ 

ɧŰɘ ŬɡŰɎ ɛˊɞɟɞɨɜ ɜŬ ɡˊɞɚɞɔɘůŰɞɨɜ Ŭɜ ɡˊɞɗɏůɞɡɛŮ ɧŰɘ Űɞ ŭɘŬɜɡůɛŬŰɘəɧ ŭɡɜŬɛɘəɧ əŬɘ Űɞ ɓŬɗɛɤŰɧ ŭɡɜŬɛɘəɧ 

Űɞɡ űɞɟŰɑɞɡ ŮɑɜŬɘ ŬɜŰɘůŰɞɑɢɤɠ  
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ɉɟɖůɘɛɞˊɞɘɐůŰŮ Űɞɜ ɔɜɤůŰɧ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ ɓŬɗɛɑŭŬɠ ɛŮ ɓŬɗɛɤŰɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ (ɓŬɗɛɑŭŬɠ) Űɖɜ 
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=- . ɄɟɏˊŮɘ ɜŬ ɓɟŮɑŰŮ ŰŬ ˊɘɞ ůɡɜɐɗɖ ɔɘŬ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ŭɘŬɜɡůɛŬŰɘəɧ əŬɘ ɓŬɗɛɤŰɧ ŭɡɜŬɛɘəɧ. 
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43. ɁŬ ɚɡɗŮɑ Űɞ ɄɟɧɓɚɖɛŬ 42 ɛŮ Űɖ ɛɏɗɞŭɞ ŮɜůɤɛɎŰɤůɖɠ Űɤɜ ŭɡɜŬŰɩɜ ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɤɜ Űɤɜ ŭŮůɛɩɜ. ɈˊɧŭŮɘɝɖ: 

ȸɟŮɑŰŮ Űɖ ůɢɏůɖ Űɖɠ ȷɟɢɐɠ dô Alembert əŬɘ Űɖ ŭŮůɛŮɡŰɘəɐ ůɢɏůɖ ɛŮŰŬɝɨ Űɤɜ ŭɡɜŬŰɩɜ ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɤɜ. ȷˊɧ Űɘɠ 

ŰŮɚŮɡŰŬɑŮɠ ɜŬ ŮəűɟɎůŮŰŮ Űɖ ɛɘŬ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘ Űɖɠ Ɏɚɚɖɠ əŬɘ ɜŬ ŬɜŰɘəŬŰŬůŰɐůŮŰŮ ůŰɖɜ Ůɝɑůɤůɖ dô Alembert. 

ɆɡɜŮɢɑůŰŮ Ŭˊɧ ŮəŮɑ əŬɘ ˊɏɟŬ.  

 

44. ȹɑɜŮŰŬɘ ɖ ŭɘɎŰŬɝɖ Űɞɡ ɆɢɐɛŬŰɞɠ Ʉɟ. 2.44. ɄɟɧəŮɘŰŬɘ ɔɘŬ ůɤɚɐɜŬ ɛɘəɟɐɠ ŭɘŬŰɞɛɐɠ S  ɞ ɞˊɞɑɞɠ ˊŮɟɘɏɢŮɘ 

ŬůɡɛˊɑŮůŰɞ ɡɔɟɧ ˊɡəɜɧŰɖŰŬɠ r çɛɐəɞɡɠè l  əŬɘ Űɞ ŮˊɑˊŮŭɧ Űɞɡ ŮɑɜŬɘ əŬŰŬəɧɟɡűɞ. 

ɆŰɞ ˊɎɜɤ Ɏəɟɞ Űɞɡ ɡɔɟɞɨ ůŰɞ ůəɏɚɞɠ 1 Űɞɡ ůɤɚɐɜŬ ŰɞˊɞɗŮŰŮɑŰŬɘ ůɩɛŬ ɛɎɕŬɠ M Űɞ ɞˊɞɑɞ ɜŬ ɗŮɤɟɖɗŮɑ 

ɤɠ ɏɛɓɞɚɞ Űɞ ɞˊɞɑɞ ůɡɜŮɢɩɠ ɗŬ ŮɑɜŬɘ ůŮ ŮˊŬűɐ ɛŮ Űɞ ɡɔɟɧ ůŰɖɜ ŮˊɘűɎɜŮɘŬ Űɞɡ ɡɔɟɞɨ Ŭəɧɛɖ əŬɘ ɧŰŬɜ Űɞ ɡɔɟɧ 

əɘɜŮɑŰŬɘ, ɡˊɎɟɢŮɘ ůŰŮɔŬɜɧŰɖŰŬ. ȼ əŬŰŬəɧɟɡűɖ ŭɘɎůŰŬůɖ Űɞɡ Ůɛɓɧɚɞɡ (Űɞ ɨɣɞɠ Űɞɡ) ŮɑɜŬɘ a. ȼ ɓŬɟɨŰɖŰŬ ŮɑɜŬɘ 

g, ŭŮɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ əŬɜŮɜɧɠ Ůɑŭɞɡɠ Űɟɘɓɏɠ. ŪŮɤɟɐůŰŮ ɧŰɘ ɖ (ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜɖ) ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɖ ɔɘŬ Űɖɜ ˊŮɟɘɔɟŬűɐ Űɖɠ 

əɑɜɖůɖɠ ŮɑɜŬɘ ɖ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɖ Űɖɠ ŮˊɘűɎɜŮɘŬɠ Űɞɡ ɡɔɟɞɨ ůŰɞ ůəɏɚɞɠ 2 Űɞɡ ůɤɚɐɜŬ, z. ȸɟŮɑŰŮ Űɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ 
Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ɡɔɟɞɨ - ɛɎɕŬɠ M . ŪŮɤɟɐůŰŮ ɤɠ ůŰɎɗɛɖ ɛɖŭŮɜɘəɐɠ ŭɡɜŬɛɘəɐɠ ŮɜɏɟɔŮɘŬɠ Űɖ ůŰɎɗɛɖ ɛŮ 0z=  

əŬɘ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ z  ɗŮŰɘəɧ ˊɟɞɠ ŰŬ ˊɎɜɤ (ɓɚɏˊŮ ůɢɐɛŬ). ȷɜ Űɞ ůɨůŰɖɛŬ ɡɔɟɞɨ-ůɩɛŬŰɞɠ ɛɎɕŬɠ M  ŬˊɞɛŬəɟɡɜɗŮɑ 

Ŭˊɧ Űɖɜ ɘůɞɟɟɞˊɑŬ əŬɘ ůŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ ŬűŮɗŮɑ ŮɚŮɨɗŮɟɞ ɗŬ əɘɜŮɑŰŬɘ. ȷˊɧ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Lagrange ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ 

(ŭɘŬűɞɟɘəɐ) Ůɝɑůɤůɖ əɑɜɖůɖɠ əŬɘ Űɖ ɚɨůɖ Űɖɠ. ŪŮɤɟɐůŰŮ ɧŰɘ ɖ ŬˊɞɛɎəɟɡɜůɖ Űɞ 0z z=  Űɖ ůŰɘɔɛɐ 0t=  əŬɘ 

ɧŰɘ ŬɡŰɐ Űɖ ůŰɘɔɛɐ ɖ ŰŬɢɨŰɖŰŬ, z  Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ. ȸɟŮɑŰŮ Űɖɜ ˊɑŮůɖ ˊɞɡ ŬůəŮɑŰŬɘ ůŰɞ ůɩɛŬ M  

Ŭˊɧ Űɞ ɡɔɟɧ əŬŰɎ Űɖɜ ŰŬɚɎɜŰɤůɖ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ. ũɘŬŰɑ ŭŮɜ ɛˊɞɟŮɑŰŮ ɜŬ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɐůŮŰŮ ɔɘŬ ŬɡŰɧɜ Űɞɜ 

ɡˊɞɚɞɔɘůɛɧ Űɖɜ ȷɟɢɐ Űɞɡ ɄŬůəɎɚ; 

 

 

ɆɢɐɛŬ Ʉɟ. 2.44. 

45. ŪŮɤɟɐůŰŮ Ŭˊɚɧ ŮəəɟŮɛɏɠ Űɞ ɞˊɞɑɞ əɘɜŮɑŰŬɘ ůŮ ŭŮŭɞɛɏɜɞ əŬŰŬəɧɟɡűɞ ŮˊɑˊŮŭɞ. ȼ ɛɎɕŬ Űɞɡ ůɤɛŬŰɑɞɡ ˊɞɡ 

əɟɏɛŮŰŬɘ, ůŰɞ ŮɚŮɨɗŮɟɞ Ɏəɟɞ Űɞɡ ŮɑɜŬɘ 2m . ɆŰɞ Ɏɚɚɞ Ɏəɟɞ Űɞɡ ɡˊɎɟɢŮɘ ůɤɛɎŰɘɞ ɛŮ ɛɎɕŬ 1m . ɇɞ Ɏɜɤ Ɏəɟɞ 

ŮɑɜŬɘ ŭɏůɛɘɞ ɏŰůɘ ˊɞɡ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ əɘɜŮɑŰŬɘ ɞɟɘɕɧɜŰɘŬ, əŬŰɎ ɛɐəɞɠ Űɞɡ ɎɝɞɜŬ y, ɢɤɟɑɠ Űɟɘɓɐ. Ƀ əŬŰŬəɧɟɡűɞɠ 

ɎɝɞɜŬɠ ŮɑɜŬɘ ɞ z, ɗŮŰɘəɧɠ ˊɟɞɠ ŰŬ əɎŰɤ. ɇɞ ɛɐəɞɠ Űɞɡ ŮəəɟŮɛɞɨɠ ŮɑɜŬɘ l  əŬɘ ɖ ɓŬɟɨŰɖŰŬ g. ŪŮɤɟɐůŰŮ ɤɠ 

ɔɜɐůɘŮɠ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ, Űɖ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɖ y  Űɞɡ Ɏɜɤ Ɏəɟɞɡ əŬɘ Űɖ ɔɜɤůŰɐ Ŭˊɧəɚɘůɖ Űɞɡ 

ŮəəɟŮɛɞɨɠ Ŭˊɧ Űɖɜ əŬŰŬəɧɟɡűɞ, j. ɄɟɞůŭɘɞɟɑůŰŮ Űɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ.  

 

46. ɀŮɚŮŰɐůŰŮ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɞɛɞɔŮɜɞɨɠ ŭɑůəɞɡ (əɡɚɑɜŭɟɞɡ) ŬəŰɑɜŬɠ Rˊɞɡ əɡɚɑŮŰŬɘ ůŮ əŮəɚɘɛɏɜɞ ŮˊɑˊŮŭɞ 

ɢɤɟɑɠ ɜŬ ɞɚɘůɗŬɑɜŮɘ. ȼ ɛɎɕŬ Űɞɡ ŮɑɜŬɘ m əŬɘ ɖ ɏɜŰŬůɖ Űɖɠ ɓŬɟɨŰɖŰŬɠ g. ɇɞ əŮəɚɘɛɏɜɞ ŮˊɑˊŮŭɞ ůɢɖɛŬŰɑɕŮɘ 

ɔɤɜɑŬ a ɛŮ Űɞ ɞɟɘɕɧɜŰɘɞ ŮˊɑˊŮŭɞ. ŪŮɤɟɐůŰŮ ɤɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɖ ɗɏůɖ, x, ˊɎɜɤ ůŰɞ əŮəɚɘɛɏɜɞ ŮˊɑˊŮŭɞ əŬɘ 
Űɖ ɔɤɜɑŬ, j, ˊŮɟɘůŰɟɞűɐɠ Űɞɡ ŭɑůəɞɡ ˊŮɟɑ ɎɝɞɜŬ əɎɗŮŰɞ ůŰɞ ŮˊɑˊŮŭɧ Űɞɡ. Ŭ) ȿɨůŰŮ Űɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ Ŭűɞɨ 

ŮɜůɤɛŬŰɩůŮŰŮ Űɞɜ ŭŮůɛɧ ˊɞɡ ŭŮɜ ŮˊɘŰɟɏˊŮɘ Űɖɜ ɞɚɑůɗɖůɖ. ɓ) ɆŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖ ɚɨůɖ ɛŮ Űɖ ɛɏɗɞŭɞ Űɖɠ 

Űɟɞˊɞˊɞɑɖůɖɠ Űɖɠ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐɠ Ŭűɞɨ ɞ ŭŮůɛɧɠ ŮɑɜŬɘ ɞɚɧɜɞɛɞɠ, ɔɜɤůŰɧɠ ůŰɖɜ ɞɚɞəɚɖɟɤɛɏɜɖ ɛɞɟűɐ Űɞɡ. ɔ) 
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ȺəűɟɎůŰŮ Űɞɜ ŭŮůɛɧ ůŮ ɛɞɟűɐ ɔɟŬɛɛɘəɐ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɘɠ ˊɟɩŰŮɠ ˊŬɟŬɔɩɔɞɡɠ (ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ) əŬɘ ŮűŬɟɛɧůŰŮ əŬɘ ˊɎɚɘ 

Űɖ ɛɏɗɞŭɞ ɛŮŰŬŰɟɞˊɐɠ Űɖɠ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐɠ ɛŮ Űɖ ɛɏɗɞŭɞ Űɞɡ ˊɞɚɚŬˊɚŬůɘŬůɛɞɨ. ɄɧŰŮ ɛˊɞɟŮɑŰŮ əŬɘ Űɞ əɎɜŮŰŮ 

ŬɡŰɧ; ɆŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ, ɛŮ ɢɟɐůɖ Űɤɜ ɚɨůŮɤɜ (ŮɑɜŬɘ ɑŭɘŮɠ ɔɘŬ ɧɚŮɠ Űɘɠ ˊŮɟɘˊŰɩůŮɘɠ), ɓɟŮɑŰŮ Űɘɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ Űɤɜ 

ŭŮůɛɩɜ. ȹŮɜ ŮɑɜŬɘ ŬɜɎɔəɖ ɜŬ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɐůŮŰŮ Űɖ ɛɏɗɞŭɞ ɛŮ ˊɞɚɚŬˊɚŬůɘŬůŰɏɠ Lagrange. 

 

47. ɀŮ Űɖ ɛɏɗɞŭɞ Űɖɠ ȷɜŬɚɡŰɘəɐɠ ɀɖɢŬɜɘəɐɠ ɓɟŮɑŰŮ Űɖ ŭɨɜŬɛɖ (ŭŮůɛɞɨ) ˊɞɡ ŬůəŮɑŰŬɘ ůŮ ɎɛŬɕɞ ŮɚŬŰɐɟɘɞ ůŰɞ 

ŬəɚɧɜɖŰɞ Ɏəɟɞ Űɞɡ. ɆŰɞ Ɏɚɚɞ Ɏəɟɞ Űɞɡ ŮɑɜŬɘ ůŰŮɟŮɤɛɏɜɖ ůɖɛŮɘŬəɐ ɛɎɕŬ m. ȼ ůŰŬɗŮɟɎ Űɞɡ ŮɚŬŰɖɟɑɞɡ ŮɑɜŬɘ 

k  əŬɘ Űɞ űɡůɘəɧ Űɞɡ ɛɐəɞɠ l . ɇɞ ŮɚŬŰɐɟɘɞ ŮəŰŮɚŮɑ ŮɚŮɨɗŮɟɖ ŰŬɚɎɜŰɤůɖ ůŰɖ ŭɘŮɨɗɡɜůɖ Űɞɡ. ȹŮɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ 

ɎɚɚŮɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ. ɈˊɞɚɞɔɑůŰŮ Űɖɜ ɑŭɘŬ ŭɨɜŬɛɖ ɛŮ Űɖ ɛɏɗɞŭɞ Űɖɠ ɜŮɡŰɩɜŮɘŬɠ ɗŮɩɟɖůɖɠ. 

 

48. ȹŮɑɝŰŮ ɧŰɘ ɞɘ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɏɠ 
2 2 2

1 2 2 2L x y z xx yy zz= + + - - - əŬɘ 

2 2 2

2L x y z xy xy xz xz yz yz= + + + + + + + + ɞŭɖɔɞɨɜ ůŰɘɠ ɑŭɘŮɠ (ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ) ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ.  

ȹɘəŬɘɞɚɞɔɐůŰŮ ɔɘŬŰɑ ɘůɢɨŮɘ ŬɡŰɧ. 

 

49. ŪŮɤɟɐůŰŮ Űɖ ŭɘɎŰŬɝɖ Űɞɡ ɆɢɐɛŬŰɞɠ Ʉɟ. 2.49. ȹŮɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ Űɟɘɓɏɠ, Űɞ ɜɐɛŬ ŮɑɜŬɘ ɎɛŬɕɞ əŬɘ ŮɨəŬɛˊŰɞ əŬɘ 

ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ ɛɏůŬ Ŭˊɧ ˊɞɚɨ ɛɘəɟɐ ŰɟɞɢŬɚɑŬ ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ Ƀ Űɞɡ ɞɟɘɕɧɜŰɘɞɡ Ůˊɘˊɏŭɞɡ. ɇɞ ɛɐəɞɠ Űɞɡ ŮɑɜŬɘ l. ɆŰŬ 
ɎəɟŬ Űɞɡ ɜɐɛŬŰɞɠ ŮɑɜŬɘ ŭŮɛɏɜŬ ŭɡɞ ɡɚɘəɎ ůɖɛŮɑŬ ɑŭɘŬɠ ɛɎɕŬɠ m. ɇɞ ɏɜŬ ɡɚɘəɧ ůɖɛŮɑɞ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ əɘɜŮɑŰŬɘ ˊɎɜɤ 

ůŰɞ ɞɟɘɕɧɜŰɘɞ ŮˊɑˊŮŭɞ, Űɞ Ɏɚɚɞ ˊɎɜɤ ůŰɖɜ əŬŰŬəɧɟɡűɞ. ɇɞ ɏɜŬ ɡɚɘəɧ ůɖɛŮɑɞ ɏɢŮɘ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɘɠ ( , )r qəŬɘ 

Űɞ Ɏɚɚɞ Űɖɜ z  . ȺˊŮɘŭɐ ɞ ɎɝɞɜŬɠ z  ŮɑɜŬɘ ɗŮŰɘəɧɠ ˊɟɞɠ ŰŬ ˊɎɜɤ, Űɞ 0z< . ũɘŬ Űɞɜ ˊɟɞůŭɘɞɟɘůɛɧ Űɖɠ ɗɏůɖɠ 

Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ŮɑɜŬɘ ŬɟəŮŰɏɠ ŭɡɞ (ɔɜɐůɘŮɠ) ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ, ŭɘŬɚɏɝŰŮ ɤɠ ŰɏŰɞɘŮɠ Űɘɠ ,r q. ȷˊɧ ŬɡŰɏɠ ɛˊɞɟŮɑŰŮ 

ɜŬ ɓɟŮɑŰŮ əɎɗŮ ůŰɘɔɛɐ Űɖɜ z. Ʉɤɠ ɗŬ Űɖɜ ɓɟŮɑŰŮ; ȸɟŮɑŰŮ Űɖɜ əɘɜɖŰɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ əŬɘ Űɖɜ ŭɡɜŬɛɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ Űɞɡ 

ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ. ɁŬ ɓɟŮɗɞɨɜ ɞɘ (ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ) ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ɛŮ ɢɟɐůɖ Űɖɠ ɛŮɗɧŭɞɡ Lagrange. 

ȹŮɑɝŰŮ ɧŰɘ ɖ ůŰɟɞűɞɟɛɐ ˊŮɟɑ Űɞ Ƀ ŭɘŬŰɖɟŮɑŰŬɘ. ȸɟŮɑŰŮ Űɖɜ əɡəɚɘəɐ ůɡɢɜɧŰɖŰŬ 1w  ɧŰŬɜ Űɞ ůɤɛɎŰɘɞ ůŰɞ ŮˊɑˊŮŭɞ 

ŮəŰŮɚŮɑ əɡəɚɘəɐ əɑɜɖůɖ ˊŮɟɑ Űɞ Ƀ.  

 

 

ɆɢɐɛŬ Ʉɟ. 2.49. 
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ȾŮűɎɚŬɘɞ 3: ȷɟɢɐ Űɞɡ Hamilton. ɆŰɞɘɢŮɑŬ ɗŮɤɟɑŬɠ ɛŮŰŬɓɞɚɩɜ 

ȼ ɗŮɤɟɑŬ ɛŮŰŬɓɞɚɩɜ ŮɑɜŬɘ ɛɘŬ ɛŬɗɖɛŬŰɘəɐ ɗŮɤɟɑŬ ˊɞɡ ɚɏɔŮŰŬɘ əŬɘ ȿɞɔɘůɛɧɠ Űɤɜ ɀŮŰŬɓɞɚɩɜ ɐ ůɤůŰɧŰŮɟŬ, 

ȿɞɔɘůɛɧɠ ɄŬɟŬɚɚŬɔɩɜ ( Calculus of Variations). ɆɢŮŰɑɕŮŰŬɘ ɛŮ Űɖ ɗŮɤɟɑŬ Űɤɜ ŭɘŬűɞɟɘəɩɜ ŮɝɘůɩůŮɤɜ. 

ɄɟɞɓɚɐɛŬŰŬ ˊɞɡ ɛˊɞɟɞɨɜ ɜŬ ɚɡɗɞɨɜ ɛŮ ɗŮɤɟɑŬ ɛŮŰŬɓɞɚɩɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ůŰɘɠ ŮɟɔŬůɑŮɠ Űɤɜ ȷɟɢŬɑɤɜ Ⱥɚɚɐɜɤɜ, 

ˊ.ɢ. ɖ ȷɟɢɐ Űɞɡ ȱɟɤɜɞɠ ɔɘŬ Űɞ űɤɠ, Űɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ Űɖɠ ȹɘŭɩɠ (ȹɘŭɞɨɠ) ə.Ŭ. ȼ ɗŮɤɟɑŬ ɛŮŰŬɓɞɚɩɜ, ůŰɖ ɛɞɟűɐ 

ˊɞɡ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘŮɑŰŬɘ ůŰɖ ɀɖɢŬɜɘəɐ, ůɢŮŰɑɕŮŰŬɘ ɛŮ Űɖɜ ŮɨɟŮůɖ Űɖɠ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐɠ ŭɘŬŭɟɞɛɐɠ ɖ ɞˊɞɑŬ 

ɢŬɟŬəŰɖɟɑɕŮŰŬɘ Ŭˊɧ Űɞ ɧŰɘ əŬŰɎ ɛɐəɞɠ Űɖɠ, əɎˊɞɘɞ ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ ɏɢŮɘ ůŰɎůɘɛɖ Űɘɛɐ. ȼ ůɨɔəɟɘůɖ ɔɑɜŮŰŬɘ ɛŮ ˊɞɚɨ 

ɔŮɘŰɞɜɘəɏɠ ŭɘŬŭɟɞɛɏɠ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɖɜ ɕɖŰɞɨɛŮɜɖ, ŭɖɚŬŭɐ Űɖɜ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐ. Ƀɘ ɛŮŰŬɓɞɚɏɠ Űɞɡ ɞɚɞəɚɖɟɩɛŬŰɞɠ ŮɑɜŬɘ 

ɛɖŭɏɜ ůŮ ˊɟɞůɏɔɔɘůɖ ŭɘŬűɞɟɘəɩɜ ˊɟɩŰɖɠ ŰɎɝɖɠ. ɆɖɛŮɘɩɜɞɡɛŮ ɧŰɘ ɔɘŬ ɜŬ ɚɨɜŮŰŬɘ Űɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ 

ɡˊɎɟɢŮɘ ɞɘəɞɔɏɜŮɘŬ ŬˊɞŭŮəŰɩɜ Űɟɞɢɘɩɜ ˊɞɡ ɜŬ ŭɘŬűɏɟɞɡɜ ɚɑɔɞ ɛŮŰŬɝɨ Űɞɡɠ əŬɘ ůŮ ŬɡŰɏɠ ɜŬ ˊŮɟɘɚŬɛɓɎɜŮŰŬɘ ɖ 

ɕɖŰɞɨɛŮɜɖ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐ ŰɟɞɢɘɎ. Ƀɘ ŬˊɞŭŮəŰɏɠ Űɟɞɢɘɏɠ ůɡɜɐɗɤɠ ɢŬɟŬəŰɖɟɑɕɞɜŰŬɘ Ŭˊɧ ůɡɜɏɢŮɘŬ, Ŭˊɧ əŬŰɎ 

ŭɘŬůŰɐɛŬŰŬ ˊŬɟŬɔɤɔɘůɘɛɧŰɖŰŬ əŬɘ ůɡɜŮɢŮɑɠ ˊŬɟŬɔɩɔɞɡɠ ɛɏɢɟɘ Űɖɜ ŰɎɝɖ ˊɞɡ ɢɟŮɘɎɕŮŰŬɘ Űɞ ůɡɔəŮəɟɘɛɏɜɞ 

ˊɟɧɓɚɖɛŬ. ŪŬ ɗŮɤɟɞɨɛŮ, ɢɤɟɑɠ ɜŬ Űɞ ŬɜŬűɏɟɞɡɛŮ əɎɗŮ űɞɟɎ, ɧŰɘ ɘůɢɨɞɡɜ ɞɘ ŬˊŬɟŬɑŰɖŰŮɠ ɛŬɗɖɛŬŰɘəɏɠ 

ˊɟɞɦˊɞɗɏůŮɘɠ. ȷɡŰɧ ůɡɜɐɗɤɠ əŬɚɨˊŰŮŰŬɘ ɛŮ Űɖɜ ɏəűɟŬůɖ: Ƀɘ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ ŮɑɜŬɘ çəŬɚɎè ůɡɛˊŮɟɘűŮɟɧɛŮɜŮɠ. 

ɀˊɞɟŮɑ ɜŬ ɡˊɎɟɢɞɡɜ əŬɘ ŭŮůɛŮɡŰɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ ˊɞɡ ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ɚɖűɗɞɨɜ ɡˊɧɣɖ. ȼ ůɡɜɗɐəɖ Űɖɠ ůŰŬůɘɛɧŰɖŰŬɠ 

Űɞɡ ɞɚɞəɚɖɟɩɛŬŰɞɠ ŭŮɜ ɛŬɠ ɚɏŮɘ Ŭɜ Űɞ ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ ɗŬ ɏɢŮɘ ɛɏɔɘůŰɖ Űɘɛɐ ɐ ŮɚɎɢɘůŰɖ ɐ ˊɟɧəŮɘŰŬɘ ɔɘŬ ůɖɛŮɑɞ 

əŬɛˊɐɠ. ȼ ůŰŬůɘɛɧŰɖŰŬ ŮɑɜŬɘ Űɞ ŬɜɎɚɞɔɞ ˊɞɡ ůɡɛɓŬɑɜŮɘ ůŰɖ ůɡɜɐɗɖ ɗŮɤɟɑŬ ɛŮ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ, Ŭˊɚɩɠ Ůŭɩ Űɞ 

ˊɟɧɓɚɖɛŬ ŮɑɜŬɘ ˊɘɞ ˊɞɚɨˊɚɞəɞ. ȹŮɜ ɗŬ ŬůɢɞɚɖɗɞɨɛŮ ůɡůŰɖɛŬŰɘəɎ ɛŮ Űɞ ɗɏɛŬ Űɞɡ Ůɑŭɞɡɠ Űɖɠ ůŰŬůɘɛɧŰɖŰŬɠ. 

ȷɡŰɧ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɛŮɚŮŰɖɗŮɑ ɚŬɛɓɎɜɞɜŰŬɠ Űɖ ŭŮɨŰŮɟɖ ɛŮŰŬɓɞɚɐ (second variation), ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ əɎŰɘ ŬɜɎɚɞɔɞ ɛŮ 

Űɞɜ ŬɜŰɑůŰɞɘɢɞ ɏɚŮɔɢɞ ůŰɖ ůɡɜɐɗɖ ɗŮɤɟɑŬ ɛŮ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ, ɧˊɞɡ ɚŬɛɓɎɜɞɜŰŬɘ ɡˊɧɣɖ ɞɘ ŭŮɨŰŮɟŮɠ ˊŬɟɎɔɤɔɞɘ. 

ȳˊɤɠ ɗŬ ŭɞɨɛŮ, ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ŬɜŬűŮɟɧɛŬůŰŮ əŬɘ ůŮ ˊɟɞɓɚɐɛŬŰŬ ɀɖɢŬɜɘəɐɠ ˊɞɡ ůɢŮŰɑɕɞɜŰŬɘ ɛŮ 

ɞɚɞəɚɖɟɩɛŬŰŬ, ɢɤɟɑɠ ɜŬ ŮɛˊɑˊŰɞɡɜ ůŰɖɜ ɗŮɤɟɑŬ ɛŮŰŬɓɞɚɩɜ. ȼ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɑɖůɖ ůŰɖɜ ȾɚŬůɘəɐ ȹɡɜŬɛɘəɐ 

Ŭɟɢɩɜ ˊɞɡ ůɢŮŰɑɕɞɜŰŬɘ ɛŮ ɞɚɞəɚɖɟɤ(ɛŬ)Űɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ, ůɡɜɐɗɤɠ ɞŭɖɔɞɨɜ ůŰɘɠ (ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ) ŮɝɘůɩůŮɘɠ Euler-

Lagrange. ȼ ɚɨůɖ ɧɛɤɠ ŰɏŰɞɘɤɜ ˊɟɞɓɚɖɛɎŰɤɜ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɔɑɜŮɘ ɛŮ ŭɘɎűɞɟɞɡɠ Űɟɧˊɞɡɠ, ɢɤɟɑɠ əŬŰô ŬɜɎɔəɖ Űɖ 

ɢɟɐůɖ Űɤɜ ŮɝɘůɩůŮɤɜ Euler-Langrange. ɈˊɎɟɢɞɡɜ ŭɘɎűɞɟɞɘ ŰɏŰɞɘɞɘ Űɟɧˊɞɘ ˊɞɡ ŬɜŬűɏɟɞɜŰŬɘ ɤɠ ŬˊŮɡɗŮɑŬɠ 

(direct) ɛɏɗɞŭɞɘ. ȹɖɚŬŭɐ, ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɔɑɜŮɘ ɢɟɐůɖ Ŭəɧɛɖ əŬɘ ŬɟɘɗɛɖŰɘəɩɜ ɛŮɗɧŭɤɜ ɔɘŬ ɜŬ ɓɟŮɗɞɨɜ ɞɘ ɚɨůŮɘɠ 

(çŰɟɞɢɘɏɠè) ˊɞɡ ŭɑɜɞɡɜ Űɖɜ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐ ɢɟɞɜɘəɐ Ůɝɏɚɘɝɖ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ, ɔɘŬ Űɘɠ ɞˊɞɑŮɠ ɚɨůŮɘɠ, ŰŬ 

ɞɚɞəɚɖɟɩɛŬŰŬ ɔɑɜɞɜŰŬɘ ůŰɎůɘɛŬ. ũŮɜɘəɩɠ, ůŰɖ ɗŮɤɟɑŬ ɛŮŰŬɓɞɚɩɜ, Ŭɜ ŭŮɜ ɘůɢɨɞɡɜ ˊŬɜŰɞɨ əŬŰɎɚɚɖɚŮɠ 

ůɡɜɗɐəŮɠ ůɡɜɏɢŮɘŬɠ, ˊŬɟŬɔɤɔɘůɘɛɧŰɖŰŬɠ ə.ɚˊ., ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ŭɡɜŬŰɧɜ ɜŬ ɓɟŮɗɞɨɜ ɔɘŬ ɧɚɞ Űɞ ŭɘɎůŰɖɛŬ ɞɟɘůɛɞɨ Űɞɡ 

ˊɟɞɓɚɐɛŬŰɞɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Euler-Lagrange, ɛˊɞɟŮɑ ɧɛɤɠ ŰɏŰɞɘŮɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ ɜŬ ɘůɢɨɞɡɜ əŬŰɎ ŭɘŬůŰɐɛŬŰŬ. ɆŮ 

ŭɘɎűɞɟŬ ˊɟɞɓɚɐɛŬŰŬ ɧˊɤɠ ŰŬ ˊŬɟŬˊɎɜɤ ɛŮ ɞɚɞəɚɖɟɩɛŬŰŬ, ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɡˊɎɟɢɞɡɜ əŬɘ ŭɘɎűɞɟŮɠ ˊŬɟɎɛŮŰɟɞɘ ˊɞɡ 

ŭŮɜ çűŮɨɔɞɡɜè ɛŮ Űɖɜ ɞɚɞəɚɐɟɤůɖ ɐ Ŭəɧɛɖ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ɧɟɞɘ ˊɞɡ ˊɟɞůŰɑɗŮɜŰŬɘ ůŰɞ ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ, ɔɘô 

ŬɡŰɧ ɧŰŬɜ ůɢɖɛŬŰɑɕɞɡɛŮ Űɖɜ ˊŬɟŬɚɚŬɔɐ (ɛŮŰŬɓɞɚɐ) ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ɚɖűɗɞɨɜ ɧɚŬ ŬɡŰɎ ɡˊɧɣɖ. ũŮɜɘəɩɠ, ˊɞɚɚɎ 

ˊɟɞɓɚɐɛŬŰŬ Űɖɠ ūɡůɘəɐɠ ɧˊɤɠ Űɖɠ ŭɡɜŬɛɘəɐɠ ŭɘŬəɟɘŰɩɜ ůɡůŰɖɛɎŰɤɜ, Űɖɠ ŪŮɤɟɑŬɠ ɄŮŭɑɤɜ, Űɖɠ ũŮɜɘəɐɠ 

ŪŮɤɟɑŬɠ Űɖɠ ɆɢŮŰɘəɧŰɖŰŬɠ, Űɖɠ ɈŭɟɞŭɡɜŬɛɘəɐɠ, Űɞɡ ȼɚŮəŰɟɞɛŬɔɜɖŰɘůɛɞɨ ə.ɚˊ., ɛˊɞɟɞɨɜ ɜŬ ŬɜŰɘɛŮŰɤˊɘůŰɞɨɜ 

ɛŮ ˊŬɟɧɛɞɘŮɠ ɛŮɗɧŭɞɡɠ ɧˊɞɡ ŮɘůɏɟɢɞɜŰŬɘ ɞɚɞəɚɖɟɩɛŬŰŬ. ɇɏŰɞɘŬ ˊɟɞɓɚɐɛŬŰŬ Ŭűɞɟɞɨɜ ůŮ ůɡůŰɐɛŬŰŬ ˊɞɡ 

ŮɝŮɚɑůůɞɜŰŬɘ ůŰɞɜ ɢɟɧɜɞ, ŭɖɚŬŭɐ ŮɑɜŬɘ ŭɡɜŬɛɘəɎ ůɡůŰɐɛŬŰŬ. 

3.1 ȷɟɢɐ Űɞɡ Hamilton 

ŪŬ ɝŮəɘɜɐůɞɡɛŮ Űɖ ɛŮɚɏŰɖ ɛŬɠ ɛŮ Űɖɜ ȷɟɢɐ (Űɞɡ) Hamilton əŬɘ ŬɟɔɧŰŮɟŬ ɗŬ ŭɞɨɛŮ ˊɧŰŮ ŬɡŰɐ ŮɑɜŬɘ Ŭɟɢɐ 

ɛŮŰŬɓɞɚɩɜ. ȷɠ ɝŮəɘɜɐůɞɡɛŮ Ŭˊɧ Űɘɠ Ⱥɝ. (2.11). ȾŬŰŬɚŬɓŬɑɜɞɡɛŮ ɧŰɘ ɖ Ŭɟɢɐ Űɞɡ dô Alembert ŬɜŬűɏɟŮŰŬɘ ůŮ 

əɎˊɞɘŬ ŬˊŮɘɟɞůŰɐ ˊɞůɧŰɖŰŬ ɖ ɞˊɞɑŬ ŮɑɜŬɘ Űɞ ɞɚɘəɧ ŭɡɜŬŰɧ ɏɟɔɞ Űɤɜ ŬŭɟŬɜŮɘŬəɩɜ əŬɘ ŬůəɞɨɛŮɜɤɜ ŭɡɜɎɛŮɤɜ 

ɔɘŬ əɎˊɞɘɞ ɛɖɢŬɜɘəɧ ůɨůŰɖɛŬ. ȷɡŰɐ ɖ Ŭɟɢɐ ɚɏŮɘ ɧŰɘ ŬɡŰɐ ɖ ˊɞůɧŰɖŰŬ ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ.  

ɆŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ ɗŬ ɓɟɞɨɛŮ Űɖɜ Ŭɟɢɐ Űɞɡ Hamilton ɝŮəɘɜɩɜŰŬɠ Ŭˊɧ Űɖɜ Ŭɟɢɐ Űɞɡ dô Alembert. ɂŮəɘɜɞɨɛŮ 

Ŭˊɧ Űɖɜ ɏəűɟŬůɐ Űɖɠ ɛŮ Űɖɜ əɘɜɖŰɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ, ɧˊɤɠ űŬɑɜŮŰŬɘ ůŰɖɜ Ⱥɝ. (2.49), ŭɖɚŬŭɐ Ŭˊɧ Űɖ ůɢɏůɖ 
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ɃɚɞəɚɖɟɩɜɞɡɛŮ Űɖɜ Ⱥɝ. (3.1) ɛŮŰŬɝɨ ŭɡɞ ŭŮŭɞɛɏɜɤɜ ɢɟɞɜɘəɩɜ ůŰɘɔɛɩɜ  ɞɘ ɞˊɞɑŮɠ ŮɑɜŬɘ ŬɡɗŬɑɟŮŰŮɠ, 
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 .  (3.2) 

 

ɆŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ ŬˊŬɘŰɞɨɛŮ ɞɘ ɗɏůŮɘɠ  ɜŬ ŮɑɜŬɘ əŬɗɞɟɘůɛɏɜŮɠ, ɑŭɘŮɠ ɔɘŬ ɧɚŮɠ Űɘɠ ɛŮŰŬɝɨ Űɞɡɠ 

Űɟɞɢɘɏɠ. ȷɡŰɧ ɗŬ ˊŮɘ ɧŰɘ ɞɘ ˊŬɟŬəɎŰɤ ŭɡɜŬŰɏɠ ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɘɠ ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ, ŭɖɚŬŭɐ  

 

 .  (3.3) 

 

ɃɚɞəɚɖɟɩɜɞɡɛŮ ˊŬɟŬɔɞɜŰɘəɎ Űɞɜ ˊɟɩŰɞ ɧɟɞ Űɖɠ Ⱥɝ. (3.2) ɞˊɧŰŮ Ůűɧůɞɜ ɘůɢɨɞɡɜ ɔɘŬ ŰŬ ɎəɟŬ Űɖɠ 

ɞɚɞəɚɐɟɤůɖɠ ɞɘ Ⱥɝ. (3.3) əŬɘ Ůˊɑůɖɠ Ŭűɞɨ , ɓɟɑůəɞɡɛŮ 

 

  (3.4) 

 

ȷɜŰɘəŬɗɘůŰɩɜŰŬɠ Űɖɜ Ⱥɝ. (3.4) ůŰɖɜ Ⱥɝ. (3.2) ɓɟɑůəɞɡɛŮ 

 

 .  (3.5) 

 

ȳɛɤɠ ɘůɢɨɞɡɜ 

 

  (3.6) 

 

Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ Ŭˊɧ Űɘɠ Ⱥɝ. (3.5) əŬɘ (3.6) əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɘɠ ˊŬɟŬəɎŰɤ ůɢɏůŮɘɠ  

 

 .  (3.7) 

 

ȼ Ŭɟɢɐ ˊɞɡ ŮəűɟɎɕŮŰŬɘ ɛŮ Űɘɠ Ⱥɝ. (3.7) ˊɟɞɏəɡɣŮ Ŭˊɧ Űɖɜ Ŭɟɢɐ Űɞɡ dô Alembert, Ůˊɞɛɏɜɤɠ ɞɘ ŭɡɜŬŰɏɠ 

ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɘɠ ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ŰɏŰɞɘŮɠ ˊɞɡ Űɞ ɞɚɘəɧ ŭɡɜŬŰɧ ɏɟɔɞ Űɤɜ ŭɡɜɎɛŮɤɜ Űɞɡ əɎɗŮ Ůɜɧɠ ŭŮůɛɞɨ ɜŬ ŮɑɜŬɘ 

ɛɖŭɏɜ. ɆɖɛŮɘɩɜɞɡɛŮ Ůˊɑůɖɠ ɧŰɘ Űɞ  ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ˊɎɜŰŬ ŭɡɜŬŰɐ ɛŮŰŬɓɞɚɐ əɎˊɞɘŬɠ ůɡɜɎɟŰɖůɖɠ ŬɚɚɎ Űɞ 

ůŰɞɘɢŮɘɩŭŮɠ ɏɟɔɞ Űɤɜ ŬůəɞɨɛŮɜɤɜ ŭɡɜɎɛŮɤɜ əŬŰɎ Űɖ ůŰɞɘɢŮɘɩŭɖ ŭɡɜŬŰɐ ɛŮŰŬŰɧˊɘůɖ Ŭˊɧ Űɖɜ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐ 

ŰɟɞɢɘɎ. ŪŬ ɛˊɞɟɞɨůŮ ɜŬ ŭɖɚɩɜŮŰŬɘ ɤɠ . ɇɞ Ɇɢ. 3.1 ŬɜŬűɏɟŮŰŬɘ ůŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɛŮ ɛɘŬ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜɖ 

ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɖ. ȺɑɜŬɘ ŮɡɜɧɖŰɞ ɧŰɘ Űɞ  ŮɑɜŬɘ ˊɎɜŰŬ ŭɡɜŬŰɐ ɛŮŰŬɓɞɚɐ Űɖɠ ůɡɜɎɟŰɖůɖɠ Űɖɠ əɘɜɖŰɘəɐɠ ŮɜɏɟɔŮɘŬɠ 

 Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ. ȼ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐ ŰɟɞɢɘɎ ŮɑɜŬɘ ɖ c əŬɘ ɛɘŬ ŬˊŮɘɟɞůŰɎ ɔŮɘŰɞɜɘəɐ Űɖɠ ŮɑɜŬɘ ɖ . 
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ɆɢɐɛŬ 3.1 ȼ ɔŮɜɘəɐ ȷɟɢɐ Űɞɡ ɉɎɛɘɚŰɞɜ ůŮ ɛɘŬ ŭɘɎůŰŬůɖ. 

 

ɇɞ ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ ɤɠ ˊɟɞɠ t ŮɑɜŬɘ Űɞ ɧɟɘɞ Űɞɡ ŬɗɟɞɑůɛŬŰɞɠ  əŬŰɎ ɛɐəɞɠ Űɖɠ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐɠ 

ŰɟɞɢɘɎɠ ɧˊɞɡ ɞɘ ɛŮŰŬɓɞɚɏɠ Űɨˊɞɡ  ŮɑɜŬɘ ɛŮŰŬɝɨ ůɖɛŮɑɤɜ ɛŮ ɑŭɘɞ  ́ ɞɡ ɓɟɑůəɞɜŰŬɘ ůŮ ɞˊɞɘŬŭɐˊɞŰŮ ŬˊŮɘɟɞůŰɎ 

ɔŮɘŰɞɜɘəɐ ŰɟɞɢɘɎ ůŮ ůɢɏůɖ ɛŮ Űɖɜ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐ. ȾɎɗŮ ŰɟɞɢɘɎ ˊŮɟɜɎ Ŭˊɧ Űɘɠ ŭɡɞ ŬəɟŬɑŮɠ ŭŮŭɞɛɏɜŮɠ ɗɏůŮɘɠ 

 əŬŰɎ Űɘɠ ŭɡɞ ŭŮŭɞɛɏɜŮɠ ɢɟɞɜɘəɏɠ ůŰɘɔɛɏɠ . ɇɞ ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ ɧˊɤɠ ŭɖɚɩɜŮɘ ɖ Ⱥɝ. 

(3.7). ȳˊɤɠ ɗŬ ŭɞɨɛŮ ˊŬɟŬəɎŰɤ, Ůŭɩ ŭŮɜ ɏɢɞɡɛŮ ɏɜŬ ˊɟɧɓɚɖɛŬ ɗŮɤɟɑŬɠ ɛŮŰŬɓɞɚɩɜ, Ŭˊɚɩɠ əŬŰŬɚɐɝŬɛŮ ůŮ 

ɛɘŬ ɞɚɞəɚɖɟɤ(ɛŬ)Űɘəɐ Ŭɟɢɐ Űɖɠ ɀɖɢŬɜɘəɐɠ. ȼ Ⱥɝ. (3.7) ŮɑɜŬɘ ɛɘŬ ɔŮɜɘəɐ ɏəűɟŬůɖ ˊɞɡ ŬɜŬűɏɟŮŰŬɘ ɤɠ ȷɟɢɐ 

Űɞɡ Hamilton. ȷɜ ɧɚŮɠ ɞɘ ŭɡɜɎɛŮɘɠ ˊɞɡ ŬůəɞɨɜŰŬɘ ůŰɞ ůɨůŰɖɛŬ ŮɑɜŬɘ ɛɞɜɞɔŮɜŮɑɠ (ŭɖɚŬŭɐ ˊɟɞəɨˊŰɞɡɜ Ŭˊɧ 

ŭɡɜŬɛɘəɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ) ŰɧŰŮ ɡˊɎɟɢŮɘ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ˊɞɡ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ Űɞ ˊŮɟɘɔɟɎɣŮɘ. ũŮɜɘəɩɠ ůŮ ŬɡŰɐ Űɖɜ 

ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɏɢɞɡɛŮ, 

 

  (3.8) 

 

Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ ɘůɢɨɞɡɜ ɞɘ ůɢɏůŮɘɠ 
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(3.9) 

 

ɀŮ ɢɟɐůɖ əŬɘ Űɖɠ Ⱥɝ. (3.7) ɓɟɑůəɞɡɛŮ 
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ɇɞ ŭ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɓɔŮɘ ɏɝɤ Ŭˊɧ Űɞ ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ ŭɘɧŰɘ ɖ ɏəűɟŬůɖ ŮɑɜŬɘ ŭɡɜŬŰɐ ɛŮŰŬɓɞɚɐ 

əɎˊɞɘŬɠ ůɡɜɎɟŰɖůɖɠ, ŭɖɚŬŭɐ ŮɑɜŬɘ ŭɘŬűɞɟɘəɧ Űɖɠ  ɛŮ =ůŰŬɗŮɟɧ. Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ ɡˊɎɟɢŮɘ ůɡɜɎɟŰɖůɖ ˊɞɡ ɛˊɞɟŮɑ 

ɜŬ ɞɚɞəɚɖɟɤɗŮɑ əŬŰɎ ɛɐəɞɠ ŰɟɞɢɘɎɠ ˊɞɡ ˊŮɟɜɎ Ŭˊɧ ŰŬ ŭɡɞ ŬəɟŬɑŬ ŭŮŭɞɛɏɜŬ ůɖɛŮɑŬ. ȰŰůɘ ɏɢɞɡɛŮ Űɖɜ Ŭɟɢɐ 

Űɞɡ Hamilton ůŰɖ ɛɞɟűɐ 

 

  (3.11) 

 

ȷɡŰɐ ɖ ɛɞɟűɐ Űɖɠ Ŭɟɢɐɠ Űɞɡ Hamilton ɚɏŮɘ ɧŰɘ ɖ əɑɜɖůɖ Ůɜɧɠ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ɛŮ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ L, Ŭˊɧ ɛɘŬ 

ŬɡɗŬɑɟŮŰɖ ŭŮŭɞɛɏɜɖ ůŰɘɔɛɐ  ɛɏɢɟɘ ɛɘŬ ŬɡɗŬɑɟŮŰɖ ŭŮŭɞɛɏɜɖ ůŰɘɔɛɐ , ŮɑɜŬɘ ŰɏŰɞɘŬ ˊɞɡ ɔɘŬ Űɞ ŮˊɘəŬɛˊɨɚɘɞ 

ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ  (ˊɞɡ ɚɏɔŮŰŬɘ ŭɟɎůɖ ɐ ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ ŭɟɎůɖɠ) ɘůɢɨɞɡɜ 
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ɇɞ Ɇɢ.3.2 ŬˊŮɘəɞɜɑɕŮɘ Űɖɜ əŬŰɎůŰŬůɖ. ȼ c ŮɑɜŬɘ ɖ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐ ŰɟɞɢɘɎ əŬɘ ɖ  ŮɑɜŬɘ ɖ ŬˊŮɘɟɞůŰɎ 

ɔŮɘŰɞɜɘəɐ Űɖɠ.  

 

 

ɆɢɐɛŬ 3.2 ȼ ȷɟɢɐ Űɞɡ ɉɎɛɘɚŰɞɜ ɤɠ Ŭɟɢɐ ɛŮŰŬɓɞɚɩɜ ůŮ ɛɘŬ ŭɘɎůŰŬůɖ. 

 

ȼ Ŭɟɢɐ Hamilton ůŰɖɜ Ůɘŭɘəɐ ɛɞɟűɐ Űɤɜ ůɢɏůŮɤɜ (3.12), ɖ ɞˊɞɑŬ ɘůɢɨŮɘ ůŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɛɞɜɞɔŮɜɩɜ 

ŭɡɜɎɛŮɤɜ (Űɞ ŬɜŰɑůŰɞɘɢɞ ůɨůŰɖɛŬ ɚɏɔŮŰŬɘ ɛɞɜɞɔŮɜɘəɧ), ŮɑɜŬɘ Ŭɟɢɐ ɛŮŰŬɓɞɚɩɜ.  

ȾŬŰŬɚɐɝŬɛŮ ůŰɖɜ Ŭɟɢɐ Űɞɡ Hamilton ɝŮəɘɜɩɜŰŬɠ Ŭˊɧ Űɖɜ Ŭɟɢɐ dô Alembert, ɧɛɤɠ ɖ Ŭɟɢɐ Űɞɡ Hamilton 

ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɗŮɤɟɖɗŮɑ əŬɘ ɤɠ ɓŬůɘəɐ ȷɟɢɐ Űɖɠ ŭɡɜŬɛɘəɐɠ əŬɘ ɛˊɞɟŮɑ əɎˊɞɘɞɠ ɜŬ ɝŮəɘɜɐůŮɘ Ŭˊɧ ŬɡŰɐɜ ɔɘŬ Űɖ 

ɗŮɛŮɚɑɤůɖ Űɖɠ ȹɡɜŬɛɘəɐɠ. ȷɜ ɛŮɟɘəɏɠ Ŭˊɧ Űɘɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ ŭŮɜ ˊɟɞəɨˊŰɞɡɜ Ŭˊɧ ŭɡɜŬɛɘəɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ ŰɧŰŮ ɗŬ 

ɏɢɞɡɛŮ ŬɜŰɑ Űɖɠ ůɢɏůɖɠ 

 

 

 

Űɖɜ Ⱥɝ. (3.13) 
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ȷɡŰɐ ŮɑɜŬɘ ɖ ˊɘɞ ɔŮɜɘəɐ ɛɞɟűɐ Űɖɠ ȷɟɢɐɠ Hamilton ́ ɞɡ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ Ŭɟɢɐ ɛŮŰŬɓɞɚɩɜ. ȺɝɡˊŬəɞɨŮŰŬɘ ɧŰɘ ůŮ 

ɧɚŮɠ Űɘɠ ˊŮɟɘˊŰɩůŮɘɠ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɡˊɎɟɢɞɡɜ əŬɘ ŭŮůɛŮɡŰɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ. 

3.2 ɄɘɗŬɜɏɠ Űɟɞɢɘɏɠ 

Ƀɘ Űɟɞɢɘɏɠ ɞɘ ɞˊɞɑŮɠ ŬˊɞŰŮɚɞɨɜŰŬɘ Ŭˊɧ ůɖɛŮɑŬ ˊɞɡ ŬɜŰɘůŰɞɘɢɞɨɜ ůŮ ˊɘɗŬɜɏɠ əŬŰŬůŰɎůŮɘɠ ɚɏɔɞɜŰŬɘ ˊɘɗŬɜɏɠ 

Űɟɞɢɘɏɠ. Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ ůɡɛˊŮɟŬɑɜɞɡɛŮ ɧŰɘ, ɧŰŬɜ ŭɘŬɔɟɎűŮŰŬɘ ɖ ˊɘɗŬɜɐ ŰɟɞɢɘɎ ˊɚɖɟɞɨɜŰŬɘ, Ŭɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ, ɞɘ 

ŬɜŰɑůŰɞɘɢŮɠ ůɢɏůŮɘɠ ŭŮůɛɩɜ. ȺɑɜŬɘ ŮɡɜɧɖŰɞ ɧŰɘ ɖ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐ ŰɟɞɢɘɎ ŮɑɜŬɘ əŬɘ ˊɘɗŬɜɐ ŰɟɞɢɘɎ. Ⱥˊɑůɖɠ, əɎɗŮ 

ˊɘɗŬɜɐ ŰɟɞɢɘɎ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɔɑɜŮɘ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐ ŰɟɞɢɘɎ ɛŮ Űɖɜ ŮűŬɟɛɞɔɐ əŬŰɎɚɚɖɚɤɜ ŬůəɞɨɛŮɜɤɜ ŭɡɜɎɛŮɤɜ. ɆŰɖɜ 

ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ˊɞɡ ŭŮɜ ɏɢɞɡɛŮ ŭŮůɛɞɨɠ (Ŭɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ɞɚɧɜɞɛɞɘ ŭŮůɛɞɑ, ɏɢɞɡɜ ŮɛűɡŰŮɡŰŮɑ ɛŮ Űɖɜ ŮɘůŬɔɤɔɐ Űɤɜ 

ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜɤɜ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ) əɎɗŮ ŰɟɞɢɘɎ ŮɑɜŬɘ ˊɘɗŬɜɐ ŰɟɞɢɘɎ. ɀɘŬ ůɖɛŬɜŰɘəɐ ŬˊŬɑŰɖůɖ ˊɞɡ ɓɎɚŬɛŮ ůŰŬ 

ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜŬ ŮɑɜŬɘ ɧŰɘ ɧɚŮɠ ɞɘ Űɟɞɢɘɏɠ, ɖ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐ əŬɘ ɞɘ ɔŮɘŰɞɜɘəɏɠ, ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ˊŮɟɜɞɨɜ Ŭˊɧ ŰŬ ɑŭɘŬ ůɖɛŮɑŬ 

ůŮ ŭɡɞ ŭŮŭɞɛɏɜŮɠ ɢɟɞɜɘəɏɠ ůŰɘɔɛɏɠ. ȷɜ ɞɘ ŭŮůɛɞɑ ŮɑɜŬɘ ɞɚɧɜɞɛɞɘ ɞɘ ŭɡɜŬŰɏɠ ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɘɠ Ŭˊɧ ˊɘɗŬɜɐ əŬŰɎůŰŬůɖ 

ˊɎɜŰɞŰŮ ɞŭɖɔɞɨɜ ůŮ ˊɘɗŬɜɐ əŬŰɎůŰŬůɖ, Ŭɜ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ɞɚɧɜɞɛɞɘ ŬɡŰɧ ŭŮɜ ɘůɢɨŮɘ. 

Ƀɘ ŭɡɜŬŰɏɠ ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɘɠ ůŰɖɜ ŬɜŬɚɡŰɘəɐ ŭɡɜŬɛɘəɐ ŮɑɜŬɘ ŰɏŰɞɘŮɠ ˊɞɡ Űɞ ŭɡɜŬŰɧ ɏɟɔɞ Űɤɜ ŭɡɜɎɛŮɤɜ Űɤɜ 

ŭŮůɛɩɜ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ. 

3.3 ȺɝɘůɩůŮɘɠ Lagrange Ŭˊɧ Űɖɜ ȷɟɢɐ Hamilton ɔɘŬ ŭɘŬəɟɘŰɎ ůɡůŰɐɛŬŰŬ 

ɆŰŬ ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜŬ ɓɟɐəŬɛŮ Űɖɜ Ŭɟɢɐ Űɞɡ Hamilton ɝŮəɘɜɩɜŰŬɠ Ŭˊɧ Űɖɜ ȷɟɢɐ Űɞɡ dô Alembert. TɩɟŬ ɗŬ 

ɗŮɤɟɐůɞɡɛŮ ɤɠ ɓɎůɖ Űɖɜ Ŭɟɢɐ Űɞɡ Hamilton əŬɘ ɗŬ əŬŰŬɚɐɝɞɡɛŮ ůŰɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Lagrange. 

ɆŰɞ ɄŬɟɎɟŰɖɛŬ Ʉ6 ŬɜŬˊŰɨůůŮŰŬɘ ɖ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɗŮɤɟɑŬɠ ɛŮŰŬɓɞɚɩɜ ɔɘŬ ɢɩɟɞ ɛŮ ˊɞɚɚɏɠ ŭɘŬůŰɎůŮɘɠ, 

ɧˊɞɡ ɞɘ ŮɝŬɟŰɖɛɏɜŮɠ, ˊɟɞɠ ˊɟɞůŭɘɞɟɘůɛɧ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ, ŮɝŬɟŰɩɜŰŬɘ Ŭˊɧ ˊɞɚɚɏɠ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ. ɆŰɞ 

ɄŬɟɎɟŰɖɛŬ ŬɡŰɧ ŭŮɜ ɛŮɚŮŰɞɨɛŮ Űɘ ɔɑɜŮŰŬɘ Ŭɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ŭŮůɛŮɡŰɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ. ȼ ɗŮɩɟɖůɖ Űɞɡ ɄŬɟŬɟŰɐɛŬŰɞɠ 

Ʉ6 ŮɑɜŬɘ ɢɟɐůɘɛɖ ůŰɖɜ ȾɚŬůɘəɐ ŪŮɤɟɑŬ ɄŮŭɑɤɜ. ȼ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ Űɤɜ ŭɘŬəɟɘŰɩɜ ůɡůŰɖɛɎŰɤɜ Űɖɠ ȹɡɜŬɛɘəɐɠ, 

ŬɜŬűɏɟŮŰŬɘ ůŮ ɛɘŬ ŭɘɎůŰŬůɖ, ŭɖɚŬŭɐ ɡˊɎɟɢŮɘ ɛɘŬ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰɖ ɛŮŰŬɓɚɖŰɐ ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ɞ ɢɟɧɜɞɠ əŬɘ ɞɘ ŮɝŬɟŰɖɛɏɜŮɠ 

Ŭˊɧ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ ˊɞɡ ɗɏɚɞɡɛŮ ɜŬ ˊɟɞůŭɘɞɟɑůɞɡɛŮ (ɔɘŬ Űɞɜ əŬɗɞɟɘůɛɧ Űɖɠ əɑɜɖůɖɠ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ) 

ŮɑɜŬɘ ɞɘ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ. ŪŬ ŮɝŮŰɎůɞɡɛŮ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ Űɤɜ ŭɘŬəɟɘŰɩɜ ůɡůŰɖɛɎŰɤɜ ŬɡŰɞŰŮɚɩɠ, 

ŭɘɧŰɘ ɗɏɚɞɡɛŮ ɜŬ ɛŮɚŮŰɐůɞɡɛŮ əŬɘ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ˊɞɡ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ŭŮůɛŮɡŰɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ. ŪŬ ŬɜŬűŮɟɗɞɨɛŮ ůŰɖɜ 

ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ˊɞɡ ɞɘ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɏɠ (ŭɖɚŬŭɐ ɞɘ ŬůəɞɨɛŮɜŮɠ) ŭɡɜɎɛŮɘɠ ŮɑɜŬɘ ɧɚŮɠ ɛɞɜɞɔŮɜŮɑɠ əŬɘ ɏɢɞɡɜ ŮɜůɤɛŬŰɤɗŮɑ 

ɞˊɧŰŮ ˊŮɟɘɔɟɎűɞɜŰŬɘ ɛŮ ɛɘŬ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ. ɆŮ ŬɡŰɐ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɖ ȷɟɢɐ Űɞɡ Hamilton ŮɑɜŬɘ Ŭɟɢɐ 

ɛŮŰŬɓɞɚɩɜ. ȷɜ ŬɡŰɧ ŭŮɜ ɘůɢɨŮɘ, ŰɧŰŮ ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɐůɞɡɛŮ Űɖɜ ȷɟɢɐ Hamilton ůŰɖ ɛɞɟűɐ (3.13) ɐ 

(3.7). ɆŮ ŬɡŰɐ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ əɎɜɞɡɛŮ ŬɜɎɚɞɔɖ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ ɛŮ ŬɡŰɐɜ ˊɞɡ ŬəɞɚɞɡɗŮɑ əŬɘ ˊɎɚɘ ɗŬ 

əŬŰŬɚɐɝɞɡɛŮ ůŮ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Lagrange. ɆɨɛűɤɜŬ ɛŮ Űɖɜ ȷɟɢɐ Hamilton, ɖ Űɘɛɐ Űɖɠ ŭɟɎůɖɠ (ɖ ɞˊɞɑŬ ɚɏɔŮŰŬɘ əŬɘ 

ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ ŭɟɎůɖɠ) ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ůŰɎůɘɛɖ. ȷɡŰɧ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ ɘůɢɨŮɘ 

 

  (3.14) 

 

ŪŮɤɟɞɨɛŮ Ůˊɑůɖɠ, ɧŰɘ ůŰɞ ůɨɜɞɟɞ Űɖɠ ɞɚɞəɚɐɟɤůɖɠ ɘůɢɨɞɡɜ ɞɘ ůɢɏůŮɘɠ . 

ũɘŬ Űɖ ŭɡɜŬŰɐ ɛŮŰŬɓɞɚɐ (variation) Űɖɠ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐɠ ɏɢɞɡɛŮ 

 

 .  (3.15) 

 

ȷˊɧ ŰŬ ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜŬ ɏɢɞɡɛŮ 

 

 .  (3.16) 

 

ȾɎɜɞɡɛŮ ˊŬɟŬɔɞɜŰɘəɐ ɞɚɞəɚɐɟɤůɖ. Ƚůɢɨɞɡɜ ɞɘ ůɢɏůŮɘɠ 
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ɎɟŬ 

 

 

 

(3.17) 

 

ȷˊɧ Űɘɠ (3.14), (3.15), (3.17) ɓɟɑůəɞɡɛŮ 

 

 .  (3.18) 

 

ɇɞ ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ Űɞɡ ˊɟɩŰɞɡ ŬɗɟɞɑůɛŬŰɞɠ ˊŮɟɘɚŬɛɓɎɜŮɘ ɞɚɘəɧ ŭɘŬűɞɟɘəɧ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ ɞˊɧŰŮ 

ɔɑɜŮŰŬɘ.  
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ȷɡŰɞɑ ɞɘ ůɡɜɞɟɘŬəɞɑ ɧɟɞɘ ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ ŭɘɧŰɘ ɏɢɞɡɛŮ Űɘɠ ůɡɜɞɟɘŬəɏɠ ůɡɜɗɐəŮɠ 

 

. 

ȰŰůɘ əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɖ ůɢɏůɖ 

 

 .  (3.20) 

 

ȳˊɤɠ űŬɑɜŮŰŬɘ Ŭˊɧ Űɘɠ ůɢɏůŮɘɠ ɔɘŬ Űɞɡɠ ůɡɜɞɟɘŬəɞɨɠ ɧɟɞɡɠ, ŬɡŰɞɑ ůɢŮŰɑɕɞɜŰŬɘ ɛŮ Űɖɜ ɎɛŮůɖ ŮɝɎɟŰɖůɖ 

Űɖɠ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐɠ Ŭˊɧ Űɘɠ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ. ȷɜ ŭŮɜ ɡˊɎɟɢŮɘ ŰɏŰɞɘŬ ŮɝɎɟŰɖůɖ, ŰɧŰŮ ŭŮɜ ŮɛűŬɜɑɕɞɜŰŬɘ ŰɏŰɞɘɞɘ ɧɟɞɘ. ȷɜ 

ɚŮɑˊɞɡɜ ɛŮɟɘəɏɠ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ ŰɧŰŮ ŭŮɜ ŮɛűŬɜɑɕɞɜŰŬɘ ɞɘ ŬɜŰɑůŰɞɘɢɞɘ ůɡɜɞɟɘŬəɞɑ ɧɟɞɘ. 

ȷɡŰɎ ůɖɛŬɑɜɞɡɜ ɧŰɘ ɔɘŬ ɛɖ ɡˊɎɟɢɞɡůŮɠ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ ŭŮ ɢɟŮɘɎɕŮŰŬɘ ɜŬ ɔɟŬűŰɞɨɜ ůɢɏůŮɘɠ ɛɖŭŮɜɘůɛɞɨ Űɤɜ 

ŬɜŰɑůŰɞɘɢɤɜ ŭɡɜŬŰɩɜ ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɤɜ ůŰŬ ɎəɟŬ. ȷɜ ŭŮɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ŭŮůɛŮɡŰɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ ŰɧŰŮ ŰŬ  ŮɑɜŬɘ 

ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŬ ɛŮŰŬɝɨ Űɞɡɠ, ɏŰůɘ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ŬəɞɚɞɡɗɐůɞɡɛŮ Űɖɜ əŬɗɘŮɟɤɛɏɜɖ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ, ŭɖɚŬŭɐ ɜŬ 

ɗŮɤɟɐůɞɡɛŮ ɧŰɘ ɛɧɜɞ ɏɜŬ ŮɑɜŬɘ ɛɖ ɛɖŭŮɜɘəɧ əŬɘ ɧɚŬ ŰŬ ɎɚɚŬ ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ. ɀŮ ŬɡŰɧ Űɞɜ Űɟɧˊɞ əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ 

ůŰɞ ɧŰɘ ɞ əɎɗŮ ɧɟɞɠ Űɞɡ ŬɗɟɞɑůɛŬŰɞɠ ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ, ŭɖɚŬŭɐ  

 

 .  (3.21) 

 

ȺˊŮɘŭɐ Űɞ əɎɗŮ  ŮɑɜŬɘ ŬɡɗŬɑɟŮŰɖ ůɡɜɎɟŰɖůɖ Űɞɡ ɢɟɧɜɞɡ, ŮəŰɧɠ Ŭˊɧ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ  ɧˊɞɡ ŮɑɜŬɘ 

ɛɖŭɏɜ, ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŮˊɘɚŮɔŮɑ ɏŰůɘ ˊɞɡ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ˊŬɜŰɞɨ ɛɖŭɏɜ ŮəŰɧɠ Ŭˊɧ ɛɘŬ ŬɟəɞɨɜŰɤɠ ɛɘəɟɐ ˊŮɟɘɞɢɐ ɔɨɟɤ Ŭˊɧ 

Űɖ ɢɟɞɜɘəɐ ůŰɘɔɛɐ  ɧˊɞɡ ɔɘŬ ɚɧɔɞɡɠ ůɡɜɏɢŮɘŬɠ ŭŮɜ ŬɚɚɎɕŮɘ Űɞ ˊɟɧůɖɛɞ Űɖɠ ˊŬɟɎůŰŬůɖɠ ɛɏůŬ ůŰɖɜ ˊŬɟɏɜɗŮůɖ 

ˊɞɡ ˊɞɚɚŬˊɚŬůɘɎɕŮɘ Űɞ . ɇɞ ŭɘŬɚɏɔŮŰŬɘ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ ɏɝɤ Ŭˊɧ ŬɡŰɐ Űɖɜ ˊŮɟɘɞɢɐ Ůɜɩ ɛɏůŬ ůŰɖɜ 

ˊŮɟɘɞɢɐ Űɞ  əŬɘ ŭɘŬɚɏɔŮŰŬɘ ɏŰůɘ ˊɞɡ ɜŬ ɏɢŮɘ Űɞ ɑŭɘɞ ˊɟɧůɖɛɞ ɛŮ Űɖɜ ŬɜɤŰɏɟɤ ˊŬɟɏɜɗŮůɖ. ȷɡŰɧ 

ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ ɖ ɡˊɧ ɞɚɞəɚɐɟɤůɖ ˊŬɟɎůŰŬůɖ ŮɑɜŬɘ ɗŮŰɘəɐ Ůɜɩ Űɞ ɞɚɞəɚɐɟɤɛɎ Űɖɠ ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ, ŬɡŰɧ ŮɑɜŬɘ ɎŰɞˊɞ, 
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Ůˊɞɛɏɜɤɠ ɖ ˊŬɟɎůŰŬůɖ Űɖɠ ˊŬɟɏɜɗŮůɖɠ ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ. ȷɡŰɧ ɚɏɔŮŰŬɘ ɗŮɛŮɚɘɩŭŮɠ ɚɐɛɛŬ Űɞɡ ɚɞɔɘůɛɞɨ ɛŮŰŬɓɞɚɩɜ 

Űɞ ɞˊɞɑɞ ɘůɢɨŮɘ ɔɘŬ ůɡɜŮɢŮɑɠ ɡˊɧ ɞɚɞəɚɐɟɤůɖ ŮəűɟɎůŮɘɠ. ȰŰůɘ ŰŮɚɘəɩɠ ɓɟɑůəɞɡɛŮ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Euler-

Lagrange, 

 

 .  (3.22) 

 

ȷɝɑɕŮɘ ɜŬ ŰɞɜɑůɞɡɛŮ Űɞ ˊŬɟŬəɎŰɤ ˊɞɡ ůɡɜɐɗɤɠ ŭŮɜ ŬɜŬűɏɟŮŰŬɘ ŬɚɚɎ ŮɜɜɞŮɑŰŬɘ ůɘɤˊɖɚɎ. ȾŬŰɎ ŰŬ 

ɛŮɗɞŭɞɚɞɔɑŬ Űɖɠ Ŭɟɢɐɠ Hamilton, ɖ Ŭɟɢɘəɐ əŬɘ ɖ ŰŮɚɘəɐ ɗɏůɖ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ŮɑɜŬɘ ŭŮŭɞɛɏɜŮɠ (ɔɜɤůŰɏɠ). 

ȿɨɜɞɡɛŮ Űɘɠ (ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ) ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ Űɞɡ ůɡɔəŮəɟɘɛɏɜɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ, ɞɘ ɞˊɞɑŮɠ ˊɟɞəɨˊŰɞɡɜ Ŭˊɧ Űɘɠ 

ŮɝɘůɩůŮɘɠ Lagrange. Ƀɘ ɚɨůŮɘɠ ŮɝŬɟŰɩɜŰŬɘ Ŭˊɧ 2n  ůŰŬɗŮɟɏɠ. ȾŬɜɞɜɘəɎ ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ Űɘɠ ˊɟɞůŭɘɞɟɑůɞɡɛŮ Ŭˊɧ Űɘɠ 

ŭŮŭɞɛɏɜŮɠ Űɘɛɏɠ Űɤɜ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ əŬŰɎ Űɖɜ Ŭɟɢɘəɐ əŬɘ ŰŮɚɘəɐ ůŰɘɔɛɐ. ȳɛɤɠ ůŰɖɜ ˊɟɎɝɖ ŬɔɜɞɞɨɛŮ ŬɡŰɐ Űɖ 

ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ əŬɘ ˊɟɞůŭɘɞɟɑɕɞɡɛŮ Űɘɠ ůŰŬɗŮɟɏɠ, ɔɘŬ ˊŬɟɎŭŮɘɔɛŬ, Ŭˊɧ Űɖɜ Ŭɟɢɘəɐ ɗɏůɖ ůŰɞɜ ɗŮůɘəɧ ɢɩɟɞ əŬɘ Ŭˊɧ 

Űɘɠ Ŭɟɢɘəɏɠ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ. ȺɑɜŬɘ Ůɨəɞɚɞ ɜŬ əŬŰŬɜɞɐůŮɘ əɎˊɞɘɞɠ ɔɘŬŰɑ ɛˊɞɟɞɨɛŮ əŬɘ ŬəɞɚɞɡɗɞɨɛŮ ŬɡŰɐ Űɖɜ ɛɖ 

ɞɟɗɧŭɞɝɖ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ. ɄɟɎɔɛŬŰɘ, ɏɢɞɜŰŬɠ Űɖ ɔŮɜɘəɐ ɚɨůɖ ɛŮ Űɘɠ ůŰŬɗŮɟɏɠ, ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ Űɘɠ ˊɟɞůŭɘɞɟɑůɞɡɛŮ 

Ŭˊɧ Űɖɜ Ŭɟɢɘəɐ əŬɘ Űɖɜ ŰŮɚɘəɐ ɗɏůɖ, ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ əŬɘ Űɞ ŰɡˊɘəɎ ůɤůŰɧ. ɄɟɞűŬɜɩɠ Ŭˊɧ Űɖ ɚɨůɖ ŬɡŰɐ ɛˊɞɟɞɨɛŮ 

ɜŬ ˊɟɞůŭɘɞɟɑůɞɡɛŮ əŬɘ Űɘɠ Ŭɟɢɘəɏɠ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ. ɀˊɞɟɞɨɛŮ ůŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ ɜŬ ˊɎɛŮ ŬɜŰɑůŰɟɞűŬ, ŭɖɚŬŭɐ ɜŬ 

ɗŮɤɟɐůɞɡɛŮ əŬɘ ˊɎɚɘ Űɖ ɚɨůɖ Űɖɠ ŭɘŬűɞɟɘəɐɠ Ůɝɑůɤůɖɠ ˊɞɡ ˊɟɞəɨˊŰŮɘ Ŭˊɧ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Lagrange, ɛŮ Űɘɠ 2n
ůŰŬɗŮɟɏɠ Űɖɠ, əŬɘ ɜŬ ˊɟɞůŭɘɞɟɑůɞɡɛŮ Űɘɠ ůŰŬɗŮɟɏɠ ɛŮ ŭŮŭɞɛɏɜŬ Űɖɜ Ŭɟɢɘəɐ ɗɏůɖ əŬɘ Űɘɠ ɡˊɞɚɞɔɘůɛɏɜŮɠ 

ˊɟɞɖɔɞɡɛɏɜɤɠ Ŭɟɢɘəɏɠ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ. ŪŬ ɓɟɞɨɛŮ Űɖɜ ɑŭɘŬ ɚɨůɖ ɛŮ ˊɟɘɜ əŬɘ ɖ ŰŮɚɘəɐ ɗɏůɖ ɗŬ ŮɑɜŬɘ ɑŭɘŬ ɛŮ ˊɟɘɜ.  

ȷəɧɛɖ ŬɝɑɕŮɘ ɜŬ ůɖɛŮɘɩůɞɡɛŮ ɧŰɘ ˊɞɚɚɏɠ űɞɟɏɠ ŮɑɜŬɘ ŭɡɜŬŰɧɜ Űɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ əŬɘ ɖ ɚɨůɖ ɜŬ ɛɖɜ 

ˊŮɟɘɞɟɑɕɞɜŰŬɘ ůŰɞ ɢɟɞɜɘəɧ ŭɘɎůŰɖɛŬ 1 2( , )t t , ŬɚɚɎ ɜŬ ɘůɢɨɞɡɜ əŬɘ ɏɝɤ Ŭˊɧ ŬɡŰɧ. ȷɡŰɧ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ˊŮɟɑŮɟɔɞ Ŭűɞɨ 

ɞɘ ŬɜɤŰɏɟɤ ɢɟɞɜɘəɏɠ ůŰɘɔɛɏɠ ŮɑɜŬɘ ŬɡɗŬɑɟŮŰŮɠ. 

ȰůŰɤ ɧŰɘ ɏɢɞɡɛŮ ŭŮůɛɞɨɠ ůŰɖ ɛɞɟűɐ ŭɘŬűɞɟɘəɩɜ ŮɝɘůɩůŮɤɜ ɔɟŬɛɛɘəɩɜ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɘɠ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ ɐ ůŮ 

ɛɞɟűɐ Pfaff. AɡŰɧ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ ɞɘ ŭŮůɛɞɑ ŮɑɜŬɘ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ Űɤɜ Ⱥɝ. (3.23) 

 

  (3.23) 

 

ɇɩɟŬ ŰŬ  ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŬ. ŪŬ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɐůɞɡɛŮ ɝŬɜɎ Űɖ ɛɏɗɞŭɞ Űɤɜ ˊɞɚɚŬˊɚŬůɘŬůŰɩɜ Űɞɡ 

Lagrange ɧˊɤɠ əɎɜŬɛŮ ůŰŬ ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜŬ, ɛŮ Űɖ ŭɘŬűɞɟɎ ɧŰɘ Ůŭɩ ɏɢɞɡɛŮ əŬɘ ɞɚɞəɚɖɟɩɛŬŰŬ. Ƀɘ ŭɡɜŬŰɏɠ 

ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɘɠ, ˊɞɡ ůɢŮŰɑɕɞɜŰŬɘ ɛŮ Űɞ ɔŮɔɞɜɧɠ ɧŰɘ Űɞ ŭɡɜŬŰɧ ɏɟɔɞ Űɤɜ ŭɡɜɎɛŮɤɜ Űɤɜ ŭŮůɛɩɜ ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ, 

ˊɟɞəɨˊŰɞɡɜ Ŭˊɧ Űɘɠ ŬɜɤŰɏɟɤ ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɤɜ ŭŮůɛɩɜ. ɆɡɔəŮəɟɘɛɏɜŬ, Ŭˊɧ Űɘɠ ŭŮɨŰŮɟŮɠ Űɤɜ Ⱥɝ. 

(3.23), ɛɞɟűɐ Pfaff, ɗɏŰɞɜŰŬɠ  əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɘɠ (3.24). 

 

 .  (3.24) 

 

ȷɡŰɏɠ ŮɑɜŬɘ ɞɘ ˊɟɧůɗŮŰŮɠ (ŭŮůɛŮɡŰɘəɏɠ) ůɢɏůŮɘɠ ɛŮŰŬɝɨ Űɤɜ . ɄɞɚɚŬˊɚŬůɘɎɕɞɡɛŮ Űɖɜ əɎɗŮ ɛɘŬ Ŭˊɧ 

ŬɡŰɏɠ Ůˊɑ ɛɘŬ ɎɔɜɤůŰɖ ůɡɜɎɟŰɖůɖ Űɞɡ ɢɟɧɜɞɡ , ůŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ Űɘɠ ŬɗɟɞɑɕɞɡɛŮ əŬɘ ɞɚɞəɚɖɟɩɜɞɡɛŮ ɤɠ 

ˊɟɞɠ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ ɛŮŰŬɝɨ  əŬɘ əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɘɠ 

 

 . (3.25) 

 

d
0   1,2,...,

d i i

L L
i n

t q q

å õµ µ
- = =æ ö

µ µç ÷

1

1

      ( , ) ( , ) 0,     1,2,...,   

ɐ  ( , )d ( , )d 0,    1,2,...,   .

n

lk k l

k

n

lk k l

k

A q t q A q t l M

A q t q A q t t l M

=

=

+ = =

+ = =

ä

ä

ŭiq

d 0t=

1

( , )ŭ 0,  1,2,...,
n

lk k

k

A q t q l M
=

= =ä

ŭq

( )l tl

1 2,t t

2

1
1 1

( ) ( , )ŭ d 0

t M n

l lk k

l kt

t A q t q tl
= =

=ääñ



ȷɜŬɚɡŰɘəɐ ȹɡɜŬɛɘəɐ      96 

ɆŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ ˊɟɞůɗɏŰɞɡɛŮ əŬŰɎ ɛɏɚɖ Űɖ ůɢɏůɖ  (Ŭˊɧ Űɘɠ Ⱥɝ. (3.10)) əŬɘ Űɘɠ Ⱥɝ. (3.25) ɞˊɧŰŮ 

ɓɟɑůəɞɡɛŮ 
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ȷɜŰɘəŬɗɘůŰɞɨɛŮ Űɞ  əŬŰɎ ŰŬ ɔɜɤůŰɎ ɞˊɧŰŮ, 

 

  (3.27) 

 

ɃɚɞəɚɖɟɩɜɞɡɛŮ ́ŬɟŬɔɞɜŰɘəɎ Űɞɜ ŭŮɨŰŮɟɞ ɧɟɞ əŬɘ əɎɜɞɜŰŬɠ ɢɟɐůɖ Űɤɜ ůɢɏůŮɤɜ ɔɘŬ Űɘɠ ŭɡɜŬŰɏɠ 

ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɘɠ ůŰŬ ɎəɟŬ Űɞɡ ɞɚɞəɚɖɟɩɛŬŰɞɠ, , əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɖ ůɢɏůɖ 

 

  (3.28) 

 

ȾŬŰɧˊɘɜ, əɎɜɞɡɛŮ Űɞɜ Ůɝɐɠ ůɡɚɚɞɔɘůɛɧ, ŰŬ  ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ɛŮŰŬɝɨ Űɞɡɠ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŬ, Ŭűɞɨ ɡˊɎɟɢɞɡɜ 

ɛŮŰŬɝɨ Űɞɡɠ  ŭŮůɛŮɡŰɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ. Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ ŭŮɜ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ŭɘŬɚɏɝɞɡɛŮ ŭɘŬŭɞɢɘəɎ ɏɜŬ Ŭˊɧ ŬɡŰɎ ɛɖ 

ɛɖŭŮɜɘəɧ ůŰɞ ɎɗɟɞɘůɛŬ Űɤɜ ɞɚɞəɚɖɟɤɛɎŰɤɜ ˊɎɜɤ ůŰŬ 
 
əŬɘ ɧɚŬ ŰŬ ɎɚɚŬ ɛɖŭɏɜ. ȷɡŰɧ ůɖɛŬɑɜŮɘ 

ɧŰɘ ŭŮɜ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ůɡɛˊŮɟɎɜɞɡɛŮ ɧŰɘ əɎɗŮ ɏɜŬ Ŭˊɧ ŬɡŰɎ ŰŬ ɞɚɞəɚɖɟɩɛŬŰŬ Űɞɡ ŬɗɟɞɑůɛŬŰɞɠ ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ. 

ɈˊɎɟɢɞɡɜ ɛɧɜɞ  Ŭˊɧ ŬɡŰɏɠ Űɘɠ ŭɡɜŬŰɏɠ ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɘɠ ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ, ɞɘ ɎɚɚŮɠ  Űɞ ˊɚɐɗɞɠ 

ŮɝŬɟŰɩɜŰŬɘ Ŭˊɧ ŬɡŰɏɠ. ɀˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ŭɘŬɚɏɝɞɡɛŮ Űɘɠ ˊɟɩŰŮɠ  ɤɠ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ (ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ŬˊŬɟŬɑŰɖŰɞ ɜŬ 

ŭɘŬɚɏɝɞɡɛŮ Űɘɠ ˊɟɩŰŮɠ, ɧɛɤɠ ɖ ŭɘɎŰŬɝɐ Űɞɡɠ ŮɑɜŬɘ ŬɡɗŬɑɟŮŰɖ). ȺˊŮɘŭɐ ɞɘ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ (ˊɞɚɚŬˊɚŬůɘŬůŰɏɠ 

Lagrange) ŮɑɜŬɘ ŬɡɗŬɑɟŮŰŮɠ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ Űɘɠ ŭɘŬɚɏɝɞɡɛŮ ɏŰůɘ ɩůŰŮ ɔɘŬ Űɘɠ ŰŮɚŮɡŰŬɑŮɠ M  ɜŬ ɘůɢɨɞɡɜ ɞɘ 

ůɢɏůŮɘɠ .  

 

  (3.29) 

 

ȰŰůɘ ɖ Ⱥɝ. (3.28) ɔɑɜŮŰŬɘ  

 

  (3.30) 

 

ɇɩɟŬ ɧɛɤɠ ŰŬ  ŮɑɜŬɘ ɛŮŰŬɝɨ Űɞɡɠ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŬ Ůˊɞɛɏɜɤɠ ɞ əɎɗŮ ɧɟɞɠ Űɞɡ ŬɗɟɞɑůɛŬŰɞɠ ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ, 

ŭɖɚŬŭɐ 

 

 .  (3.31) 

 

ɆŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ, ŮűŬɟɛɧɕɞɡɛŮ Űɞ ɗŮɛŮɚɘɩŭŮɠ ɚɐɛɛŬ Űɞɡ ɚɞɔɘůɛɞɨ Űɤɜ ɛŮŰŬɓɞɚɩɜ əŬɘ əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɘɠ  
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  (3.32) 

 

ɄɟɞűŬɜɩɠ Ŭˊɧ Űɘɠ Ⱥɝ. (3.23), (3.29) əŬɘ (3.32) əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ  

 

  (3.33) 

 

ȹɖɚŬŭɐ əŬŰŬɚɐɝŬɛŮ ůŮ ˊŬɟɎɗŮůɖ ŭŮůɛɩɜ. 

ɆɖɛŮɘɩɜɞɡɛŮ ɝŬɜɎ, ɧŰɘ ɞɘ ŬɜɤŰɏɟɤ ŭɡɜŬŰɏɠ ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɘɠ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ əŬŰô ŬɜɎɔəɖ ůɡɛɓŬŰɏɠ ɛŮ Űɘɠ 

ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɤɜ ŭŮůɛɩɜ, ɧˊɤɠ ŬɡŰɏɠ űŬɑɜɞɜŰŬɘ ůŰɖɜ Ⱥɝ. (3.33). ȷˊɧ ɧůŬ ŮɑˊŬɛŮ ůŰŬ ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜŬ, ɛɧɜɞɜ ɧŰŬɜ 

ɞɘ ŭŮůɛɞɑ ŮɑɜŬɘ ɞɚɧɜɞɛɞɘ ɘůɢɨŮɘ ɖ ůɡɛɓŬŰɧŰɖŰŬ ŬɡŰɐ. ɇɧŰŮ ɞɘ ŭɡɜŬŰɏɠ ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɘɠ ɞŭɖɔɞɨɜ Ŭˊɧ ˊɘɗŬɜɐ ŰɟɞɢɘɎ 

ůŮ ˊɘɗŬɜɐ ŰɟɞɢɘɎ. ɇɞɜɑɕɞɡɛŮ ɝŬɜɎ ɧŰɘ, ůŰɖ ɀɖɢŬɜɘəɐ Űɞ ɛɧɜɞ ˊɞɡ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ˊɞɨɛŮ ŮɑɜŬɘ ɧŰɘ, ůŰɖ ɔŮɜɘəɐ 

ˊŮɟɑˊŰɤůɖ, ɞɘ ŭɡɜŬŰɏɠ ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɘɠ ŮɑɜŬɘ ŰɏŰɞɘŮɠ ˊɞɡ Űɞ ŭɡɜɖŰɘəɧ (ŭɡɜŬŰɧ) ɏɟɔɞ Űɤɜ ŭɡɜɎɛŮɤɜ ŭŮůɛɩɜ ŮɑɜŬɘ 

ɛɖŭɏɜ ɔɘŬ əɎɗŮ ɏɜŬɜ ŭŮůɛɧ. ɆŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ˊɞɡ ɞɘ ŭŮůɛɞɑ ŮɑɜŬɘ ɞɚɧɜɞɛɞɘ ůŮ ɞɚɞəɚɖɟɤɛɏɜɖ ɛɞɟűɐ, ŰɧŰŮ 

ɏɢɞɡɛŮ Űɘɠ ŭŮůɛŮɡŰɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ 

 

 
 

(3.34) 

 

ȷɠ ůɢɖɛŬŰɑůɞɡɛŮ Űɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ  

 

 . (3.35) 

 

ȷɡŰɧɠ ŮɑɜŬɘ ɞ əŬɜɧɜŬɠ Űɞɡ ˊɞɚɚŬˊɚŬůɘŬůɛɞɨ. ȼ ɗŮɤɟɑŬ ɛŮŰŬɓɞɚɩɜ ŭɑɜŮɘ 

 

 . (3.36) 

 

Ƚůɢɨɞɡɜ 

 

,   

 

ȯɟŬ ɓɟɑůəɞɡɛŮ Űɘɠ ůɤůŰɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ ˊɞɡ ɚɨɜɞɡɜ Űɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ, ɓɚɏˊŮ Ⱥɝ. (3.33),  

 

  (3.37) 
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3.4 ȹɘŮɡəɟɘɜɑůŮɘɠ ɔɘŬ Űɘɠ ŭŮůɛŮɡŰɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ 

ŪŬ ŬɜŬűŮɟɗɞɨɛŮ ůŰɞ ɀŬɗɖɛŬŰɘəɧ ˊɟɧɓɚɖɛŬ Űɖɠ ŪŮɤɟɑŬɠ ɀŮŰŬɓɞɚɩɜ ůŮ ɢɩɟɞ ɛɘŬɠ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰɖɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɐɠ, 

ŭɖɚŬŭɐ ůŮ ɛɞɜɞŭɘɎůŰŬŰɞ ɢɩɟɞ, ɧˊɤɠ ŮɑɜŬɘ ŰŬ ˊɟɞɓɚɐɛŬŰŬ Űɤɜ ŭɘŬəɟɘŰɩɜ ůɡůŰɖɛɎŰɤɜ Űɖɠ ɀɖɢŬɜɘəɐɠ, ɧˊɞɡ 

ɖ ɛɞɜŬŭɘəɐ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰɖ ɛŮŰŬɓɚɖŰɐ ŮɑɜŬɘ ɞ ɢɟɧɜɞɠ. ŪŬ ɗŮɤɟɐůɞɡɛŮ ɧŰɘ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ˊɞɚɚɏɠ ŮɝŬɟŰɖɛɏɜŮɠ 

ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ. ȰůŰɤ ɧŰɘ ɏɢɞɡɛŮ Űɞ ˊŬɟŬəɎŰɤ ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ Z , Űɞ ɞˊɞɑɞ ŮɑɜŬɘ ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ ɛɘŬɠ ůɡɜɎɟŰɖůɖɠ 

, Űɞ Z  ŮɑɜŬɘ ůɡɜŬɟŰɖůɞŮɘŭɏɠ Űɖɠ  (ůɡɜɎɟŰɖůɖ ůɡɜɎɟŰɖůɖɠ). 

 

  (3.38) 

 

ȼ ůɡɜɎɟŰɖůɖ  ŮɑɜŬɘ Űɞ ŬɜɎɚɞɔɞ Űɖɠ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐɠ, Űɞ  ŮɑɜŬɘ ɖ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰɖ ɛŮŰŬɓɚɖŰɐ. ɇɞ ɛŬɗɖɛŬŰɘəɧ 

ˊɟɧɓɚɖɛŬ Űɖɠ ɗŮɤɟɑŬɠ ɛŮŰŬɓɞɚɩɜ ŮɑɜŬɘ ɜŬ ˊɟɞůŭɘɞɟɘůŰɞɨɜ ɞɘ  Űɞ ˊɚɐɗɞɠ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ , ˊɞɡ 

əŬɗɞɟɑɕɞɡɜ ɛɘŬ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐ ŰɟɞɢɘɎ ůŰɞɜ ɢɩɟɞ Űɤɜ  ŭɘŬůŰɎůŮɤɜ. ȷɡŰɧ ɗŬ ˊɟɞɏɚɗŮɘ Ŭˊɧ Űɖɜ Ůɝɐɠ ŬˊŬɑŰɖůɖ: 

ȼ ŭɡɜŬŰɐ ɛŮŰŬɓɞɚɐ Űɞɡ ůɡɜŬɟŰɖůɞŮɘŭɞɨɠ  ˊɞɡ ˊɟɞəɨˊŰŮɘ Ŭˊɧ Űɖ ŭɘŬűɞɟɎ Űɤɜ Űɘɛɩɜ Űɞɡ ˊɎɜɤ ůŰɖɜ 

ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐ ŰɟɞɢɘɎ əŬɘ ůŮ əɎɗŮ ŬɡɗŬɑɟŮŰɖ ŬˊŮɑɟɤɠ ɔŮɘŰɞɜɘəɐ Űɖɠ, ɜŬ ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ. ȷɜŬűŮɟɧɛŬůŰŮ ˊɎɜŰɞŰŮ ůŮ 

ɛŮŰŬɓɞɚɏɠ ɛŮ ˊɟɞůɏɔɔɘůɖ ŭɘŬűɞɟɘəɩɜ ˊɟɩŰɖɠ ŰɎɝŮɤɠ. ŪɡɛɑɕɞɡɛŮ ɧŰɘ ɞɘ ŭɡɜŬŰɏɠ ɛŮŰŬɓɞɚɏɠ ŮɑɜŬɘ ɛŮŰŬɓɞɚɏɠ 

ɧˊɞɡ Űɞ x  ɛɏɜŮɘ ůŰŬɗŮɟɧ. ȺɑɜŬɘ ŮɡɜɧɖŰɞ ɧŰɘ ɞɘ ŭɡɜŬŰɏɠ ɛŮŰŬɓɞɚɏɠ Űɤɜ y  ŮɑɜŬɘ ŬɡɗŬɑɟŮŰŮɠ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ Űɞɡ 

x , ŭ ŭ ( )i iy y x= . ŪŬ ɡˊɞɗɏůɞɡɛŮ ɧŰɘ ɧɚŮɠ ɞɘ Űɟɞɢɘɏɠ ˊŮɟɜɞɨɜ Ŭˊɧ ŰŬ ŭɡɞ ɎəɟŬ Űɖɠ ɞɚɞəɚɐɟɤůɖɠ, ɏŰůɘ ůŰŬ 

ɎəɟŬ ɏɢɞɡɛŮ Űɘɠ ůɡɜɞɟɘŬəɏɠ ůɡɜɗɐəŮɠ . ȼ Ŭɟɢɐ ɛŮŰŬɓɞɚɩɜ ɛŬɠ ɚɏŮɘ ɧŰɘ 

 

  (3.39) 

 

ȷəɞɚɞɡɗɞɨɛŮ Űɖ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ ůŰɖɜ ɞˊɞɑŬ ŬɜŬűŮɟɗɐəŬɛŮ ůŰŬ ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜŬ, ůŰɖ ɀɖɢŬɜɘəɐ, əŬɘ 

əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŮ ŭɡɞ ɞɚɞəɚɖɟɩɛŬŰŬ, Űɞ ɏɜŬ ŮɑɜŬɘ ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ ɞɚɘəɞɨ ŭɘŬűɞɟɘəɞɨ ɤɠ ˊɟɞɠ x, ɞˊɧŰŮ ɛŮ Űɖɜ 
ɞɚɞəɚɐɟɤůɖ ɞŭɖɔŮɑ ůŮ ŭɡɞ ɧɟɞɡɠ ɏɜŬɜ ůŰɞ əɎɗŮ Ɏəɟɞ Űɖɠ ɞɚɞəɚɐɟɤůɖɠ (ůɨɜɞɟɞ). ȷɡŰɞɑ ɞɘ ɧɟɞɘ ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ 

Ůűɧůɞɜ ɏɢɞɡɛŮ Űɘɠ ˊŬɟŬˊɎɜɤ ůɡɜɞɟɘŬəɏɠ ůɡɜɗɐəŮɠ. ȰŰůɘ, əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɘɠ 

 

 . (3.40) 

 

ȺɑɜŬɘ ŮɡɜɧɖŰɞ ɧŰɘ Ŭɜ ŭŮɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ŭŮůɛŮɡŰɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ ɗŬ ɞŭɖɔɖɗɞɨɛŮ ůŰɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Euler-Lagrange, 

ŭɖɚŬŭɐ ůŰɘɠ  

 

  (3.41) 

 

ŪŬ ɗŮɤɟɐůɞɡɛŮ ŭŮůɛŮɡŰɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ Űɖɠ ɔŮɜɘəɐɠ ɛɞɟűɐɠ, 

 

  (3.42) 
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ũɘŬ ŬɡŰɏɠ Űɘɠ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ ɞɘ ŭɡɜŬŰɏɠ ɛŮŰŬɓɞɚɏɠ ŭɑɜɞɡɜ 

 

 
1 1
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¡µ µ
ä ä . (3.43) 

 

ȷɡŰɏɠ ŮɑɜŬɘ ɞɘ ɓɞɖɗɖŰɘəɏɠ ɐ ˊɟɧůɗŮŰŮɠ ůɢɏůŮɘɠ (side conditions, auxiliary conditions) Űɖɠ ɛŬɗɖɛŬŰɘəɐɠ 

ɗŮɤɟɑŬɠ ɛŮŰŬɓɞɚɩɜ. ũŮɜɘəɩɠ, ŭŮɜ ɏɢɞɡɜ Űɖ ɛɞɟűɐ ˊɞɡ ɏɢɞɡɜ ɞɘ ɓɞɖɗɖŰɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ ůŰɖ ɀɖɢŬɜɘəɐ ɞɘ ɞˊɞɑŮɠ 

ŮɑɜŬɘ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ  Ƀɘ ŰŮɚŮɡŰŬɑŮɠ, ɧˊɤɠ ɏɢɞɡɛŮ ˊŮɘ, ůɡɜŭɏɞɜŰŬɘ ɛŮ ɏɜŬɜ ůɡɜŰŮɚŮůŰɐ ŬɜŬɚɞɔɑŬɠ 

(ůɡɜɎɟŰɖůɖ Űɞɡ ɢɟɧɜɞɡ) ɛŮ Űɘɠ ůɢɏůŮɘɠ Űɤɜ ŭɡɜŬŰɩɜ ɏɟɔɤɜ Űɤɜ ŭŮůɛɩɜ. ȷɡŰɏɠ ŭŮɜ ˊŮɟɘɏɢɞɡɜ Ůˊɑůɖɠ ŰŬ , 

ŬɚɚɎ ɛɧɜɞ Űɘɠ ŭɡɜŬŰɏɠ ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɘɠ . ȷɡŰɐ ŮɑɜŬɘ ɖ ɞɡůɘɩŭɖɠ ŭɘŬűɞɟɎ ɛŮŰŬɝɨ Űɖɠ ɛŬɗɖɛŬŰɘəɐɠ ɗŮɤɟɑŬɠ 

ɛŮŰŬɓɞɚɩɜ əŬɘ Űɖɠ ŬɜŰɑůŰɞɘɢɖɠ ɗŮɤɟɑŬɠ ůŰɖ ɀɖɢŬɜɘəɐ. Ⱥűɧůɞɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ŭŮůɛŮɡŰɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ, ŰŬ  ůŰɖɜ 

Ⱥɝ. (3.40) ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŬ ɎɟŬ ŭŮɜ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ əŬŰŬɚɐɝɞɡɛŮ ůŰɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Euler-Lagrange. ũɘŬ ɜŬ 

ɚɨůɞɡɛŮ Űɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ, ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɞɨɛŮ Űɘɠ Ⱥɝ. (3.43) əŬɘ ŮűŬɟɛɧɕɞɡɛŮ Űɖ ɛɏɗɞŭɞ Űɤɜ ˊɞɚɚŬˊɚŬůɘŬůŰɩɜ Űɞɡ 

Lagrange. ɄɞɚɚŬˊɚŬůɘɎɕɞɡɛŮ Űɖɜ əɎɗŮ ɛɘŬ Ŭˊɧ Űɘɠ ůɢɏůŮɘɠ (3.43) Ůˊɑ ɛɘŬ ůɡɜɎɟŰɖůɖ , 

ŬɗɟɞɑɕɞɡɛŮ ˊɎɜɤ ůŰŬ l, ɞɚɞəɚɖɟɩɜɞɡɛŮ ɤɠ ˊɟɞɠ x  əŬɘ ɓɟɑůəɞɡɛŮ 

 

  (3.44) 

 

ȾɎɜɞɡɛŮ ˊŬɟŬɔɞɜŰɘəɐ ɞɚɞəɚɐɟɤůɖ ůŰɞ ŭŮɨŰŮɟɞ ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ əŬɘ Űɘɠ əŬŰɎɚɚɖɚŮɠ ˊɟɎɝŮɘɠ. ȰɢɞɡɛŮ, 

 

  (3.45) 

 

Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ Űɞ ŭŮɨŰŮɟɞ ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ ɔɑɜŮŰŬɘ 

 

  (3.46) 

 

ɇɞ ˊɟɩŰɞ ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ Űɞɡ ŭŮɡŰɏɟɞɡ ɛɏɚɞɡɠ ŬɡŰɐɠ Űɖɠ ůɢɏůɖɠ ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ Ŭűɞɨ ŰŬ . 

Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ Ŭˊɧ Űɘɠ Ⱥɝ. (3.44), (3.46) ɓɟɑůəɞɡɛŮ 

 

  (3.47) 

 

ȷűŬɘɟɞɨɛŮ Ŭˊɧ Űɘɠ Ⱥɝ. (3.40) Űɘɠ (3.47) ɞˊɧŰŮ əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɘɠ ůɢɏůŮɘɠ 

 

 . (3.48) 

 

ȺɨəɞɚŬ ůɡɛˊŮɟŬɑɜɞɡɛŮ ɧŰɘ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ŮɘůŬɔɎɔɞɡɛŮ Űɖɜ ˊŬɟŬəɎŰɤ ɜɏŬ ůɡɜɎɟŰɖůɖ, (əŬɜɧɜŬɠ Űɞɡ 

ˊɞɚɚŬˊɚŬůɘŬůɛɞɨ),  
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 . (3.49) 

 

ȰŰůɘ əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɖ ůɢɏůɖ 

 

 . (3.50) 

 

ɇŬ  ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŬ Ŭűɞɨ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ɛŮŰŬɝɨ Űɞɡɠ  ŭŮůɛŮɡŰɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ. ȷəɞɚɞɡɗɞɨɛŮ Űɖ 

ɔɜɤůŰɐ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ ɔɘŬ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ əŬɘ əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɘɠ ˊŬɟŬəɎŰɤ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Euler-Lagrange ˊɞɡ ɛŬɕɑ ɛŮ 

Űɘɠ ŭŮůɛŮɡŰɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ ɚɨɜɞɡɜ Űɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ,  

 

  (3.51) 

 

ɀˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ˊɎɛŮ ŬɜŰɑůŰɟɞűŬ, ɜŬ ɝŮəɘɜɐůɞɡɛŮ ɛŮ Űɖ ůɡɜɎɟŰɖůɖ Űɖɠ Ⱥɝ. (3.49), ɜŬ ůɢɖɛŬŰɑůɞɡɛŮ Űɞ 

ŬɜŰɑůŰɞɘɢɞ ůɡɜŬɟŰɖůɘŬəɧ əŬɘ ŮűŬɟɛɧɕɞɜŰŬɠ ɗŮɤɟɑŬ ɛŮŰŬɓɞɚɩɜ ɜŬ əŬŰŬɚɐɝɞɡɛŮ ůŰɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Euler-

Lagrange. Ⱥŭɩ ɞɘ ŭŮůɛŮɡŰɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ ɛŮŰŬɝɨ Űɤɜ ŭɡɜŬŰɩɜ ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɤɜ Űɤɜ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ y  ŭŮɜ 

ůɢŮŰɑɕɞɜŰŬɘ ɛŮ Űɞ ɏɟɔɞ Űɤɜ ŭɡɜɎɛŮɤɜ Űɤɜ ŭŮůɛɩɜ Űɖɠ ɀɖɢŬɜɘəɐɠ, Űɞ ɞˊɞɑɞ ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ ɔɘŬ əɎɗŮ 

ɏɜŬɜ ŭŮůɛɧ. Ƀɘ ɓɞɖɗɖŰɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ ˊɟɞəɨˊŰɞɡɜ Ŭˊɧ Űɘɠ ŭŮŭɞɛɏɜŮɠ ŭŮůɛŮɡŰɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ ůɢɖɛŬŰɑɕɞɜŰŬɠ Űɘɠ 

ŭɡɜŬŰɏɠ ɛŮŰŬɓɞɚɏɠ Űɞɡɠ Űɘɠ ɞˊɞɑŮɠ ɗɏŰɞɡɛŮ ɑůŮɠ ɛŮ ɛɖŭɏɜ.  

ȺɑŭŬɛŮ ůŰŬ ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜŬ ɧŰɘ, ůŰɖ ɀɖɢŬɜɘəɐ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ŰɟɞˊɞˊɞɘɐůɞɡɛŮ Űɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ (ɛɏɗɞŭɞɠ 

Űɞɡ ˊɞɚɚŬˊɚŬůɘŬůɛɞɨ) əŬɘ ɜŬ əŬŰŬɚɐɝɞɡɛŮ ůŮ ˊɟɧɓɚɖɛŬ (ɢɤɟɑɠ ŭŮůɛɞɨɠ) ɛɧɜɞ ɧŰŬɜ ɞɘ ŭŮůɛɞɑ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ 

( , , ) 0g q q t = , ŮɑɜŬɘ Ŭˊɧ Űɖɜ Ŭɟɢɐ ɞɚɘəɎ ŭɘŬűɞɟɘəɎ ɐ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɔɑɜɞɡɜ ŰɏŰɞɘŬ ɛŮ əŬŰɎɚɚɖɚɞɡɠ 

ɞɚɞəɚɖɟɤŰɘəɞɨɠ ˊŬɟɎɔɞɜŰŮɠ ɞˊɧŰŮ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɞɨɜŰŬɘ ŰŬ ˊɟɞəɨˊŰɞɜŰŬ ɞɚɘəɎ ŭɘŬűɞɟɘəɎ Űɞɡɠ. ɆŮ ŬɡŰɐ Űɖɜ 

ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɖ ŮɝɎɟŰɖůɖ Ŭˊɧ Űɘɠ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ ŮɑɜŬɘ ɔɟŬɛɛɘəɐ. ȼ Ůɨəɞɚɖ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɛŮ ɞɚɞəɚɖɟɤɛɏɜɞɡɠ ɞɚɧɜɞɛɞɡɠ 

ŭŮůɛɞɨɠ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ ( , ) 0f q t = , ŮɝŮŰɎůŰɖəŮ ɢɤɟɘůŰɎ.  

ɇɞ ůɡɛˊɏɟŬůɛŬ ŮɑɜŬɘ ɧŰɘ, ɔŮɜɘəɩɠ, ɖ ɗŮɤɟɑŬ ɛŮŰŬɓɞɚɩɜ ɛŮ ŭŮůɛɞɨɠ ůŰɖ ɀɖɢŬɜɘəɐ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ɑŭɘŬ ɛŮ Űɖɜ 

ŬɜŰɑůŰɞɘɢɖ ůŰŬ ɀŬɗɖɛŬŰɘəɎ. ɆŰŬ ɀŬɗɖɛŬŰɘəɎ ˊɎɜŰɞŰŮ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɔɑɜŮɘ Űɟɞˊɞˊɞɑɖůɖ Űɖɠ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐɠ ɛŮ 

ɢɟɐůɖ Űɖɠ ɛŮɗɧŭɞɡ Űɞɡ ˊɞɚɚŬˊɚŬůɘŬůɛɞɨ. ȷɡŰɧ ůŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ Űɖɠ ɀɖɢŬɜɘəɐɠ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɞŭɖɔɐůŮɘ ůŮ ɚɎɗɞɠ 

ŬˊɞŰŮɚɏůɛŬŰŬ. 

3.5 ȺűŬɟɛɞɔɏɠ ůŰɖ ũŮɜɘəɐ ɆɢŮŰɘəɧŰɖŰŬ 

ɈˊɞɗɏŰɞɡɛŮ ɧŰɘ ɏɢɞɡɛŮ ɏɜŬɜ ɢɩɟɞ  ŭɘŬůŰɎůŮɤɜ, ɔŮɜɘəɩɠ, ɛɖ ŮɡəɚŮɑŭŮɘɞ. ɆŰɖɜ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɧŰɖŰŬ ɏɢɞɡɛŮ ŬɡŰɧ 

ˊɞɡ ůŰŬ ɛŬɗɖɛŬŰɘəɎ ɚɏɔŮŰŬɘ ˊɞɚɚŬˊɚɧŰɖŰŬ, ŬɚɚɎ ŭŮɜ ɗŬ ŬůɢɞɚɖɗɞɨɛŮ ɛŮ ŬɡŰɧ Űɞ ɗɏɛŬ. ɀˊɞɟŮɑ ɜŬ ŭŮɘ əɎˊɞɘɞɠ 

ɚŮˊŰɞɛɏɟŮɘŮɠ ůŮ ɓɘɓɚɑŬ ũŮɜɘəɐɠ ɆɢŮŰɘəɧŰɖŰŬɠ ɐ ɓɘɓɚɑŬ ɀŬɗɖɛŬŰɘəɩɜ.  

Ƀ ɢɩɟɞɠ ŮɑɜŬɘ ɢɩɟɞɠ ɛŮ ɛŮŰɟɘəɐ, ŮɑɜŬɘ ɢɩɟɞɠ Riemann. ɇŬ ůɖɛŮɑŬ Űɞɡ ɢɩɟɞɡ ɏɢɞɡɜ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ 

, Űɞ  ŮɑɜŬɘ Űɞ ŭɘɎɜɡůɛŬ ɗɏůɖɠ Űɞɡ ůɖɛŮɑɞɡ əŬɘ ŰŬ  ŮɑɜŬɘ ɞɘ ŬɜŰŬɚɚɞɑɤŰŮɠ (contravariant) 

ůɡɜɘůŰɩůŮɠ Űɞɡ. Ƀɘ ɚŮɔɧɛŮɜŮɠ ůɡɜŬɚɚɞɑɤŰŮɠ (covariant) , , ůɡɜɘůŰɩůŮɠ ůɡɜŭɏɞɜŰŬɘ ɛŮ Űɘɠ ŬɜŰŬɚɚɞɑɤŰŮɠ ɛŮ 

ůɢɏůŮɘɠ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ.
1
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ɇŬ  ŮɑɜŬɘ ɞɘ ŬˊŮɘɟɞůŰɏɠ ŭɘŬűɞɟɏɠ Űɤɜ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ ɛŮŰŬɝɨ ɔŮɘŰɞɜɘəɩɜ ůɖɛŮɑɤɜ. ɇŬ ŮɑɜŬɘ ɞɘ 

ůɡɜŬɚɚɞɑɤŰŮɠ ůɡɜɘůŰɩůŮɠ Űɞɡ ɛŮŰɟɘəɞɨ ŰŬɜɡůŰɐ Űɞɡ ɢɩɟɞɡ. ɀŮɟɘəɏɠ űɞɟɏɠ, ɔɘŬ ɜŬ ɛɖɜ ɡˊɎɟɢŮɘ ůɨɔɢɡůɖ, 

ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘŮɑŰŬɘ ɞ ɧɟɞɠ ɢɤɟɘəɐ ŬˊɧůŰŬůɖ (distance), ɔɘŬ Űɖɜ ŬˊɧůŰŬůɖ (ɛɐəɞɠ) ůŰɞɜ ɔɜɤůŰɧ ɛŬɠ ŰɟɘůŭɘɎůŰŬŰɞ 

ŮɡəɚŮɑŭŮɘɞ ɢɩɟɞ. ũŮɜɘəɩɠ ɞɘ Űɘɛɏɠ Űɤɜ ůɡɜɘůŰɤůɩɜ Űɞɡ ɛŮŰɟɘəɞɨ ŰŬɜɡůŰɐ ŮɝŬɟŰɩɜŰŬɘ Ŭˊɧ Űɘɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ 

ɗɏůɖɠ Űɞɡ ůɖɛŮɑɞɡ. Ʉɞɚɚɏɠ űɞɟɏɠ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘŮɑŰŬɘ ɖ ůɨɛɓŬůɖ Ɏɗɟɞɘůɖɠ Űɤɜ Ɏɜɤ əŬɘ əɎŰɤ ŭŮɘəŰɩɜ (ɓɤɓɞɑ 

ŭŮɑəŰŮɠ), ɢɤɟɑɠ ɜŬ ŭɖɚɩɜŮŰŬɘ Űɞ , ŭɖɚŬŭɐ Űɞ ůɨɛɓɞɚɞ Űɖɠ Ɏɗɟɞɘůɖɠ. ɆŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ Űɞɡ ɔɜɤůŰɞɨ ɛŬɠ 

ŮɡəɚŮɑŭŮɘɞɡ ɢɩɟɞɡ Űɤɜ Űɟɘɩɜ ŭɘŬůŰɎůŮɤɜ, ɧŰŬɜ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɞɨɜŰŬɘ əŬɟŰŮůɘŬɜɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ, ɞ ɛŮŰɟɘəɧɠ 

ŰŬɜɡůŰɐɠ ŮɑɜŬɘ ŭɘŬɔɩɜɘɞɠ əŬɘ ɧɚŬ ŰŬ ůŰɞɘɢŮɑŬ Űɞɡ ŮɑɜŬɘ ɑůŬ ɛŮ Űɖ ɛɞɜɎŭŬ. ɆŮ ŬɡŰɐ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ŭŮɜ ɡˊɎɟɢŮɘ 

ŭɘŬűɞɟɎ ɛŮŰŬɝɨ ŬɜŰŬɚɚɞɑɤŰɤɜ əŬɘ ůɡɜŬɚɚɞɑɤŰɤɜ ůɡɜɘůŰɤůɩɜ. ũɘŬ Űɞɜ ɑŭɘɞ ɢɩɟɞ, ɧŰŬɜ ɞɘ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ŮɑɜŬɘ 

(ɞɟɗɞɔɩɜɘŮɠ) ůűŬɘɟɘəɏɠ, əɡɚɘɜŭɟɘəɏɠ ə.ɚˊ., ɞ ɛŮŰɟɘəɧɠ ŰŬɜɡůŰɐɠ ŮɑɜŬɘ ŭɘŬɔɩɜɘɞɠ ŬɚɚɎ ŰŬ ůŰɞɘɢŮɑŬ Űɞɡ ŮɑɜŬɘ 

ɔŮɜɘəɩɠ ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɎ ɛŮŰŬɝɨ Űɞɡɠ, Ůˊɑůɖɠ ɡˊɎɟɢŮɘ ŭɘŬűɞɟɎ ɛŮŰŬɝɨ ŬɜŰŬɚɚɞɑɤŰɤɜ əŬɘ ůɡɜŬɚɚɞɑɤŰɤɜ 

ůɡɜɘůŰɤůɩɜ. ȼ ɔŮɤŭŬɘůɘŬəɐ ˊɞɡ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊɧ ŭɡɞ ůɖɛŮɑŬ Ůɜɧɠ ɢɩɟɞɡ ŮɑɜŬɘ ɛɘŬ əŬɛˊɨɚɖ ˊɞɡ Űɞ ɛɐəɞɠ Űɖɠ 

ŮɑɜŬɘ ůŰɎůɘɛɞ. ȼ ůɨɔəɟɘůɖ Űɞɡ ɛɐəɞɡɠ Űɖɠ ɔŮɤŭŬɘůɘŬəɐɠ ɔɑɜŮŰŬɘ ɛŮ ŰŬ ɛɐəɖ ˊɞɚɨ ɔŮɘŰɞɜɘəɩɜ əŬɛˊɡɚɩɜ ˊɞɡ 

ŭɘɏɟɢɞɜŰŬɘ Ŭˊɧ ŰŬ ŭɡɞ ɑŭɘŬ ŬəɟŬɑŬ ůɖɛŮɑŬ. ũɘŬ Űɖɜ əɑɜɖůɖ ŭɞəɘɛŬůŰɘəɩɜ ɡɚɘəɩɜ ůɖɛŮɑɤɜ, ŭɞəɘɛŬůŰɘəɩɜ 

ůɤɛŬŰɑɤɜ, ɛɏůŬ ůŮ ˊŮŭɑɞ ɓŬɟɨŰɖŰŬɠ ɘůɢɨŮɘ ɧŰɘ ŬɡŰɎ Ŭəɞɚɞɡɗɞɨɜ Űɖɠ ɔŮɤŭŬɘůɘŬəɏɠ Űɞɡ ŰŮŰɟŬɢɩɟɞɡ, ɞ ɞˊɞɑɞɠ 

ɏɢŮɘ ɛɘŬ ůɡɜɘůŰɩůŬ ɢɟɧɜɞɡ əŬɘ ŰɟŮɘɠ ůɡɜɘůŰɩůŮɠ ůɡɜɐɗɞɡɠ ŰɟɘůŭɘɎůŰŬŰɞɡ ɢɩɟɞɡ. ȷɜ ŭŮɜ ɡˊɎɟɢŮɘ ɓŬɟɨŰɖŰŬ 

ɞɨŰŮ ɎɚɚŮɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ, ŰɧŰŮ ɏɢɞɡɛŮ Űɖɜ Ŭˊɚɐ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ Űɖɠ Ⱥɘŭɘəɐɠ ɆɢŮŰɘəɧŰɖŰŬɠ ɢɤɟɑɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ. 

ȷɜŬűŮɟɧɛŬůŰŮ ůŮ ŭɞəɘɛŬůŰɘəɎ ůɤɛɎŰɘŬ, ŭɖɚŬŭɐ ůɤɛɎŰɘŬ ŰŬ ɞˊɞɑŬ ɏɢɞɡɜ ˊɞɚɨ ɛɘəɟɐ ɛɎɕŬ əŬɘ ɛɘəɟɐ ɏəŰŬůɖ, 

Ůˊɑůɖɠ ŭŮɜ ɏɢɞɡɜ ůˊɘɜ, ŬɡŰɎ ŭŮɜ ŮˊɖɟŮɎɕɞɡɜ Űɞ ɓŬɟɡŰɘəɧ ˊŮŭɑɞ ɛɏůŬ ůŰɞ ɞˊɞɑɞ əɘɜɞɨɜŰŬɘ. ȷɜ ŭŮɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ 

ɎɚɚŮɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ ŮəŰɧɠ Ŭˊɧ Űɖɜ ŮˊɑŭɟŬůɖ Űɖɠ ɓŬɟɨŰɖŰŬɠ, ɚɏɛŮ ɧŰɘ ŰŬ ůɤɛɎŰɘŬ ŮəŰŮɚɞɨɜ ŮɚŮɨɗŮɟɖ ˊŰɩůɖ. ɇɞ 

ˊɟɧɓɚɖɛŬ ŮɑɜŬɘ ɜŬ ˊɟɞůŭɘɞɟɑůŮɘ əɎˊɞɘɞɠ Űɞɜ ɛŮŰɟɘəɧ ŰŬɜɡůŰɐ  Űɞɡ (ŮɝɤŰŮɟɘəɞɨ) ˊŮŭɑɞɡ ɓŬɟɨŰɖŰŬɠ ɛɏůŬ 

ůŰɞ ɞˊɞɑɞ əɘɜŮɑŰŬɘ Űɞ ŭɞəɘɛŬůŰɘəɧ ůɤɛɎŰɘɞ. ȷɡŰɧ ɔɑɜŮŰŬɘ ɚɨɜɞɜŰŬɠ Űɖɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɖɠ ɓŬɟɨŰɖŰŬɠ Űɞɡ Einstein, 

ŬɚɚɎ ŬɡŰɧ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ŬɜŰɘəŮɑɛŮɜɞ ŬɡŰɞɨ Űɞɡ ɓɘɓɚɑɞɡ. ŪŬ ŬɜŬűŮɟɗɞɨɛŮ ɔŮɜɘəɎ ůŮ əɎɗŮ əŬɛˊɨɚɞ ɢɩɟɞ ˊɞɚɚɩɜ 

ŭɘŬůŰɎůŮɤɜ, . ȺɘůɎɔɞɡɛŮ ɏɜŬ ŬɜŬɚɚɞɑɤŰɞ (ɓŬɗɛɤŰɧ, scalar) ɛɏɔŮɗɞɠ, ɤɠ ɛɘŬ ˊŬɟɎɛŮŰɟɞ  ɖ ɞˊɞɑŬ 

ˊŮɟɘɔɟɎűŮɘ ɛɘŬ əŬɛˊɨɚɖ ůŰɞɜ ɢɩɟɞ Űɤɜ  ŭɘŬůŰɎůŮɤɜ, ŭɖɚŬŭɐ ɘůɢɨɞɡɜ . ɀŮŰŬɝɨ ŭɡɞ ůɖɛŮɑɤɜ ȷ, 

ȸ ɔɘŬ Űɘɠ Űɘɛɏɠ Űɖɠ ˊŬɟŬɛɏŰɟɞɡ ɏɢɞɡɛŮ  əŬɘ ůŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ, ȸ ɘůɢɨɞɡɜ . ɀŮ 

ŬűŮŰɖɟɑŬ Űɖɜ (3.52), ɗŮɤɟɞɨɛŮ Űɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ˊɞɡ ŭɑɜŮŰŬɘ Ŭˊɧ Űɖ ůɢɏůɖ 

 

  (3.53) 

 

ɆɢɖɛŬŰɑɕɞɡɛŮ Űɞ ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ ŭɟɎůɖɠ əŬɘ əɎɜɞɡɛŮ əŬŰɎ ŰŬ ɔɜɤůŰɎ ŭɡɜŬŰɐ ɛŮŰŬɓɞɚɐ ɛŮ ůŰŬɗŮɟɧ.  

 

  (3.54) 

 

ȷɡŰɧ ɛŬɠ ɞŭɖɔŮɑ ůŰɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Lagrange, 
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ɘůɢɨŮɘ 

 

.  

  (3.56) 

 

ɉɟɖůɘɛɞˊɞɘɞɨɛŮ Űɘɠ (3.55) əŬɘ Űɖɜ (3.56) ɞˊɧŰŮ əŬŰɎ ɛɐəɞɠ Űɤɜ ɚɨůŮɤɜ ɓɟɑůəɞɡɛŮ  

 

  (3.57) 

 

ȷˊɧ ŬɡŰɐɜ ɓɟɑůəɞɡɛŮ ɧŰɘ əŬŰɎ ɛɐəɞɠ Űɤɜ əŬɛˊɡɚɩɜ ́ ɞɡ ŮɑɜŬɘ ɚɨůŮɘɠ Űɞɡ ˊɟɞɓɚɐɛŬŰɞɠ, ŭɖɚŬŭɐ ɔɘŬ Űɖɜ 

ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐ əɑɜɖůɖ, ɘůɢɨɞɡɜ  

 

 
20,   ( , ) ůŰŬɗ.
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Ƀɘ əŬɛˊɨɚŮɠ (ɚɨůŮɘɠ) ˊɞɡ ˊɟɞəɨˊŰɞɡɜ Ŭˊɧ Űɖɜ Ŭɟɢɐ ɛŮŰŬɓɞɚɩɜ Űɖɠ Ⱥɝ. (3.54), ɧˊɤɠ ɗŬ ŭɞɨɛŮ 

ˊŬɟŬəɎŰɤ, ŮɑɜŬɘ ɔŮɤŭŬɘůɘŬəɏɠ. ɆɨɛűɤɜŬ ɛŮ ŰŬ ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜŬ ɏɢɞɡɛŮ 
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ȰŰůɘ, ɞɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Euler ɔɑɜɞɜŰŬɘ ɧˊɤɠ űŬɑɜŮŰŬɘ ůŰɖ ŭŮɨŰŮɟɖ ůŮɘɟɎ Űɖɠ Ⱥɝ. (3.60). ȾŬŰɎ ɛɐəɞɠ Űɤɜ 

ɚɨůŮɤɜ ɘůɢɨŮɘ ɖ ˊɟɩŰɖ ůŮɘɟɎ Űɖɠ Ⱥɝ. (3.60). 

 

 

2

2

, 1

d d d
( , ) ( )  

d d d

d d 1 d d
,   1,2,...,   .

d d 2 d d

i jn

ij

i j

k k l

kl
ik i

x x s
L x x g x

gx x x
g i n

x

a
l l l

l l l l

=

å õ
= = =æ ö

ç ÷

å õ µ
= =æ ö
µç ÷

ä
 (3.60) 

 

ɆŰɘɠ ůɢɏůŮɘɠ ŬɡŰɏɠ ɏɢɞɡɛŮ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɐůŮɘ Űɖɜ Ɏɗɟɞɘůɖ Ɏɜɤ əŬɘ əɎŰɤ ŭŮɘəŰɩɜ, ɓɤɓɞɑ ŭŮɑəŰŮɠ. 

ȺɑŭŬɛŮ ɧŰɘ (ɛɧɜɞɜ) əŬŰɎ ɛɐəɞɠ Űɖɠ ɚɨůɖɠ (ŭɖɚŬŭɐ əŬŰɎ Űɖɜ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐ əɑɜɖůɖ), ɏɢɞɡɛŮ Űɖ ŭŮɨŰŮɟɖ Ŭˊɧ 

Űɖɜ Ⱥɝ. (3.60). ȳŰŬɜ 0a¸ , ŰɧŰŮ ɖ ˊŬɟɎɛŮŰɟɞɠ  ůɢŮŰɑɕŮŰŬɘ ɛŮ ɔɟŬɛɛɘəɧ Űɟɧˊɞ ɛŮ Űɞ ŭɘɎůŰɖɛŬ (ɛɐəɞɠ) əŬŰɎ 

ɛɐəɞɠ Űɖɠ ɔŮɤŭŬɘůɘŬəɐɠ. ɄɟɎɔɛŬŰɘ, Ŭˊɧ Űɖ ŭŮɨŰŮɟɖ ůɢɏůɖ Űɖɠ Ⱥɝ. (3.60), ɏɢɞɡɛŮ . 

ɇɞɜɑɕɞɡɛŮ ɧŰɘ ŰŬ  ŮɑɜŬɘ ŬɜŬɚɚɞɑɤŰŮɠ (ɓŬɗɛɤŰɏɠ) ˊɞůɧŰɖŰŮɠ. ɆŮ ŬɡŰɐ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ, ůɡɜɐɗɤɠ, 

ŭɘŬɚɏɔɞɡɛŮ ɤɠ ˊŬɟɎɛŮŰɟɞ Űɞ ɛɐəɞɠ Űɖɠ əŬɛˊɨɚɖɠ Űɖɠ ɔŮɤŭŬɘůɘŬəɐɠ, ŭɖɚŬŭɐ  ȰŰůɘ ɞɘ 

ůɢɏůŮɘɠ (3.60) ɔɑɜɞɜŰŬɘ, 

 

  (3.61) 
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ɆŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ, Ŭɠ ɗŮɤɟɐůɞɡɛŮ ɤɠ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ Űɖɜ . ȰɢɞɡɛŮ 

 

  (3.62) 

 

ɞˊɧŰŮ əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Lagrange 

 

 . (3.63) 

 

ȷűɞɨ ɖ ůŰŬɗŮɟɎ əŬŰɎ Űɖɜ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐ əɑɜɖůɖ ɞɘ (3.63) ŰŬɡŰɑɕɞɜŰŬɘ ɛŮ Űɘɠ (3.55). 

ȺɑɜŬɘ ŮɡɜɧɖŰɞ ɧŰɘ əɎɗŮ  ˊɞɡ ˊɚɖɟɞɑ Űɖ ůɢɏůɖ  ɞŭɖɔŮɑ ůŮ ůŰŬɗŮɟɧ əŬŰɎ Űɖɜ 

ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐ əɑɜɖůɖ.  

ȼ ˊŬɟɎɛŮŰɟɞɠ ŬɡŰɞɨ Űɞɡ Ůɑŭɞɡɠ ɚɏɔŮŰŬɘ ůɡɜŬűɐɠ ˊŬɟɎɛŮŰɟɞɠ (affine parameter). ɇŬ ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜŬ 

ůɖɛŬɑɜɞɡɜ ɧŰɘ əŬɘ ɖ ůɢɏůɖ ɛŮŰŬɓɞɚɩɜ  

 

 .  (3.64) 

 

ɞŭɖɔŮɑ ůŰɘɠ ɑŭɘŮɠ ɚɨůŮɘɠ, ŮɑɜŬɘ Űɞ ɑŭɘɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ ɛŮ Űɞ ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜɞ.  

Ƀɘ ůɢɏůŮɘɠ (3.64) ŬˊɞŰŮɚɞɨɜ Űɞɜ ɞɟɘůɛɧ Űɤɜ ɔŮɤŭŬɘůɘŬəɩɜ, Ůˊɞɛɏɜɤɠ ˊɟɎɔɛŬŰɘ ɖ Ůˊɘɚɞɔɐ (3.53) ɔɘŬ Űɖ 

ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ɞŭɖɔŮɑ ůŰɘɠ ɔŮɤŭŬɘůɘŬəɏɠ. Ɇɡɜɐɗɤɠ, ɤɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɤɜ ɔŮɤŭŬɘůɘŬəɩɜ ɚŬɛɓɎɜɞɜŰŬɘ ɞɘ (3.61), 

ɧˊɞɡ ɖ ˊŬɟɎɛŮŰɟɞɠ ŮɑɜŬɘ Űɞ ɛɐəɞɠ əŬŰɎ ɛɐəɞɠ Űɖɠ ɔŮɤŭŬɘůɘŬəɐɠ. ŪŬ ŭɞɨɛŮ ɧŰɘ ůŰɖ ɆɢŮŰɘəɧŰɖŰŬ, ˊɞɚɚɏɠ űɞɟɏɠ 

ɖ Ůˊɘɚɞɔɐ Űɖɠ ˊŬɟŬɛɏŰɟɞɡ ŮɑɜŬɘ ŰɏŰɞɘŬ ˊɞɡ ɖ Űɘɛɐ Űɖɠ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐɠ əŬŰɎ ɛɐəɞɠ Űɖɠ ɔŮɤŭŬɘůɘŬəɐɠ ɜŬ ɛɖɜ 

ŮɑɜŬɘ 1 ŬɚɚɎ ɜŬ ɘůɢɨŮɘ , ɧˊɞɡ  Űɞ ɛɏŰɟɞ Űɖɠ ŰŬɢɨŰɖŰŬɠ Űɞɡ űɤŰɧɠ ůŰɞ əŮɜɧ. ɆŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ Űɖɠ 

Ⱥɘŭɘəɐɠ əŬɘ Űɖɠ ũŮɜɘəɐɠ ɆɢŮŰɘəɧŰɖŰŬɠ ɞ ɢɩɟɞɠ ŮɑɜŬɘ ɞ ɔɜɤůŰɧɠ ŰŮŰɟŬŭɘɎůŰŬŰɞɠ ɢɩɟɞɠ. ɆŰɖɜ Ůɘŭɘəɐ ůɢŮŰɘəɧŰɖŰŬ 

ɏɢɞɡɛŮ Űɖɜ ŬˊɚɞɨůŰŮɟɖ ɛŮŰɟɘəɐ Űɞɡ ɢɩɟɞɡ Minkowski. ɈˊɎɟɢɞɡɜ ŭɘɎűɞɟɞɘ Űɟɧˊɞɘ ɔɘŬ Űɞ ˊɤɠ ɞɟɑɕɞɜŰŬɘ ɞɘ 

ůɡɜɘůŰɩůŮɠ əŬɘ ɖ ɛŮŰɟɘəɐ Űɞɡ ŰŮŰɟŬŭɘɎůŰŬŰɞɡ ɢɩɟɞɡ. Ⱥŭɩ ŬəɞɚɞɡɗɞɨɛŮ Űɖ ůɨɛɓŬůɖ əŬŰɎ Űɖɜ ɞˊɞɑŬ ɞ ŭŮɑəŰɖɠ 

ˊɞɡ əŬɗɞɟɑɕŮɘ Űɘɠ ůɡɜɘůŰɩůŮɠ Űɞɡ ŰŮŰɟŬɢɩɟɞɡ ˊŬɑɟɜŮɘ Űɘɠ Űɘɛɏɠ 0,1,2,3. ȼ ůɡɜɘůŰɩůŬ  ŮɑɜŬɘ ɖ ůɡɜɘůŰɩůŬ 

ˊɞɡ ɘůɞɨŰŬɘ ɐ ůɢŮŰɑɕŮŰŬɘ ɛŮ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ əŬɘ ɞɘ ɎɚɚŮɠ, ɞɘ () ŮɑɜŬɘ ɞɘ ůɡɜɘůŰɩůŮɠ Űɞɡ ɔɜɤůŰɞɨ ɛŬɠ 

ŰɟɘůŭɘɎůŰŬŰɞɡ ɢɩɟɞɡ. ɇɞ ŰŮŰɟŬŭɘɎɜɡůɛŬ ŮɑɜŬɘ Űɞ , ɧˊɞɡ ɞɘ ɢɤɟɘəɏɠ ůɡɜɘůŰɩůŮɠ 

ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɛɖɜ ŮɑɜŬɘ ɞɘ ůɡɜɐɗŮɘɠ əŬɟŰŮůɘŬɜɏɠ. Ƀɘ ɢɤɟɘəɏɠ ůɡɜɘůŰɩůŮɠ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ɛɐəɖ, ɔɤɜɑŮɠ, əŬɘ ɔŮɜɘəɩɠ 

ɧŰɘ ŮɑɜŬɘ ɓɞɚɘəɧ əŬŰɎ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ. Ɇɡɜɐɗɤɠ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɞɨɜŰŬɘ ŮɚɚɖɜɘəɎ ɔɟɎɛɛŬŰŬ ɧˊɤɠ ŰŬ 
 
ɔɘŬ ɜŬ 

ŭɖɚɤɗɞɨɜ ŭŮɑəŰŮɠ Űɞɡ ŰŮŰɟŬɢɩɟɞɡ, ŭɖɚŬŭɐ 0,1,2,3 əŬɘ ɚŬŰɘɜɘəɎ ɔɟɎɛɛŬŰŬ ɧˊɤɠ ŰŬ ɔɘŬ Űɞɡɠ ŭŮɑəŰŮɠ Űɞɡ 

ůɡɜɐɗɞɡɠ ŰɟɘůŭɘɎůŰŬŰɞɡ ɢɩɟɞɡ, ŭɖɚŬŭɐ 1,2,3. ɆŰɖ ɆɢŮŰɘəɧŰɖŰŬɠ ɏɢɞɡɛŮ ˊɎɜŰŬ ɧŰɘ ɔɘŬ əɑɜɖůɖ ůɤɛŬŰɑɤɜ ɛŮ ɛɖ 

ɛɖŭŮɜɘəɐ ɛɎɕŬ, əŬŰɎ ɛɐəɞɠ Űɖɠ ɔŮɤŭŬɘůɘŬəɐɠ, Űɞ . ɇɞ ɛɐəɞɠ ŬɡŰɧ ɚɏɔŮŰŬɘ ɢɟɞɜɞŮɘŭɏɠ ɛɐəɞɠ. 

ȰɢɞɡɛŮ űɤŰɞŮɘŭɏɠ ɛɐəɞɠ, Ŭɜ
 

 əŬŰɎ ɛɐəɞɠ Űɖɠ ɔŮɤŭŬɘůɘŬəɐɠ, ˊɟɎɔɛŬ ˊɞɡ ɘůɢɨŮɘ ɔɘŬ əɑɜɖůɖ 

ůɤɛŬŰɑɤɜ ɛŮ ɛɖŭŮɜɘəɐ ɛɎɕŬ, ɧˊɤɠ ŮɑɜŬɘ ɖ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ Űɤɜ űɤŰɞɜɑɤɜ.  

ȼ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ d 0,  0s L< ¸ ɢŬɟŬəŰɖɟɑɕŮɘ Űɞ ɢɤɟɞŮɘŭɏɠ ɛɐəɞɠ ˊɞɡ ŭŮɜ ůɢŮŰɑɕŮŰŬɘ ɛŮ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɎ 

ůɤɛŬŰɑŭɘŬ.  

ɆɖɛŮɘɩɜɞɡɛŮ ɧŰɘ ɞ ɘŭɘɧɢɟɞɜɞɠ  ůɢŮŰɑɕŮŰŬɘ ɛŮ Űɞ ŬɜŰɑůŰɞɘɢɞ ŰŮŰɟŬɛɐəɞɠ ɛŮ Űɖ ůɢɏůɖ . 

Ʉɞɚɚɏɠ űɞɟɏɠ ɤɠ ˊŬɟɎɛŮŰɟɞɠ ɚŬɛɓɎɜŮŰŬɘ ɞ ɘŭɘɧɢɟɞɜɞɠ ŬɜŰɑ Űɞɡ ŰŮŰɟŬɛɐəɞɡɠ, əŬɘ ɞɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ ŰɟɞˊɞˊɞɘɞɨɜŰŬɘ 
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əŬŰɎ ˊɟɞűŬɜɐ Űɟɧˊɞ. Ƀɘ ůɢɏůŮɘɠ (3.61) ɔɑɜɞɜŰŬɘ 
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 (3.65) 

 

ɆŮ ŬɡŰɐ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ əŬŰɎ Űɖɜ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐ əɑɜɖůɖ ɏɢɞɡɛŮ .  

ɆŰŬ ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜŬ ŬɜŬűŮɟɗɐəŬɛŮ ůŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ˊɞɡ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ əŬɚɨɣŮɘ ůɤɛŬŰɑŭɘŬ ɛŮ ɛɖ ɛɖŭŮɜɘəɐ 

ɛɎɕŬ. ȼ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ůɤɛŬŰɘŭɑɤɜ ɛŮ ɛɖŭŮɜɘəɐ ɛɎɕŬ ɢɟŮɘɎɕŮŰŬɘ ŮɚŬűɟɎ Űɟɞˊɞˊɞɑɖůɖ ůŰɖ ɛŮɗɞŭɞɚɞɔɑŬ. Ƀɘ 

ɔŮɤŭŬɘůɘŬəɏɠ Űɞɡ ŰŮŰɟŬŭɘɎůŰŬŰɞɡ ɢɩɟɞɡ ɔɘŬ ůɤɛŬŰɑŭɘŬ ɛŮ ɛɖŭŮɜɘəɐ ɛɎɕŬ ɏɢɞɡɜ ɛɐəɞɠ ɑůɞ ɛŮ ɛɖŭɏɜ, ɖ 

ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ əŬŰɎ ɛɐəɞɠ Űɤɜ ɔŮɤŭŬɘůɘŬəɩɜ ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ, Ůˊɑůɖɠ ŭŮ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɞɟɘůŰŮɑ ɘŭɘɧɢɟɞɜɞɠ ŭɘɧŰɘ ɞ 

ɘŭɘɧɢɟɞɜɞɠ ŬɜŬűɏɟŮŰŬɘ ůŮ ůɨůŰɖɛŬ ˊɞɡ əɘɜŮɑŰŬɘ ɛŮ Űɞ ůɤɛŬŰɑŭɘɞ əŬɘ ɡˊɎɟɢŮɘ ɧŰŬɜ Űɞ ůɤɛŬŰɑŭɘɞ əɘɜŮɑŰŬɘ ɛŮ 

ŰŬɢɨŰɖŰŬ ɛɘəɟɧŰŮɟɖ Űɞɡ . ŪŬ ɝŮəɘɜɐůɞɡɛŮ ɛŮ Űɖɜ ɡˊɧɗŮůɖ ɧŰɘ ɖ ɛɎɕŬ ŮɑɜŬɘ ɛɖ ɛɖŭŮɜɘəɐ ɞˊɧŰŮ əŬŰɎ ɛɐəɞɠ 

Űɖɠ ɔŮɤŭŬɘůɘŬəɐɠ  əŬɘ ůŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ ɗŬ ˊɎɛŮ ůŰɞ ɧɟɘɞ ɧˊɞɡ , ŭɖɚŬŭɐ ůŰɖɜ 

ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ůɤɛŬŰɘŭɑɤɜ ɛŮ ɛɖŭŮɜɘəɐ ɛɎɕŬ. Ƀɘ Ⱥɝ. (3.60) ŮɑɜŬɘ ɞɘ ůɤůŰɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ ˊɞɡ ŭŮɑɝŬɛŮ ɧŰɘ 

ɘůɢɨɞɡɜ ɔɘŬ ɛɖ ɛɖŭŮɜɘəɐ ɛɎɕŬ. ɆŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ ɗŬ ɓɟɞɨɛŮ Űɖ ɛɞɟűɐ Űɞɡɠ ɧŰŬɜ ɖ ɛɎɕŬ ŰŮɑɜŮɘ ůŰɞ ɛɖŭɏɜ.  

Ƀɘ ŭŮɨŰŮɟŮɠ Ŭˊɧ ŬɡŰɏɠ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ ŭŮɜ ɛŮŰŬɓɎɚɚɞɜŰŬɘ. ȳɛɤɠ Ŭűɞɨ ɖ ůŰŬɗŮɟɎ a ŰŮɑɜŮɘ ůŰɞ ɛɖŭɏɜ, ɞɘ 

ŭŮɨŰŮɟŮɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ ŬɚɚɎɕɞɡɜ, ɞˊɧŰŮ əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɘɠ ˊŬɟŬəɎŰɤ ŮɝɘůɩůŮɘɠ ɔɘŬ ůɤɛŬŰɑŭɘŬ ɛŮ ɛɖŭŮɜɘəɐ ɛɎɕŬ, 

 

  (3.66) 

 

ȼ ˊŮɟɘɔɟŬűɐ Űɖɠ əɑɜɖůɖɠ ɔɑɜŮŰŬɘ ɤɠ ˊɟɞɠ ŬɡɗŬɑɟŮŰɞ ůɨůŰɖɛŬ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ ɧˊɞɡ ɖ ŰɟɞɢɘɎ 

(ɔŮɤŭŬɘůɘŬəɐ) ŮɑɜŬɘ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ . ɇɞ  ŭŮɜ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůŰŮɑ ůŮ ŰŮŰɟŬɛɐəɞɠ ɐ ůŮ 

ɘŭɘɧɢɟɞɜɞ. ȺəŰɧɠ Ŭˊɧ Űɖ ŭɘŬŰɐɟɖůɖ Űɞɡ əŬŰɎ Űɖɜ əɑɜɖůɖ, ɗŬ ŭɞɨɛŮ ˊŬɟŬəɎŰɤ ɧŰɘ Ŭɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ əɎˊɞɘŮɠ 

ůɡɛɛŮŰɟɑŮɠ, ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɓɟŮɗɞɨɜ əŬɘ ɎɚɚŮɠ ˊɞůɧŰɖŰŮɠ ˊɞɡ ŭɘŬŰɖɟɞɨɜŰŬɘ əŬɘ ɏŰůɘ ɜŬ ɚɡɗɞɨɜ ˊɟɞɓɚɐɛŬŰŬ ɛŮ 

ůɢŮŰɘəɎ Ůɨəɞɚɞ Űɟɧˊɞ. ũɘŬ ˊŬɟɎŭŮɘɔɛŬ, Ŭɜ ɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ŭŮɜ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ Ŭˊɧ əɎˊɞɘŬ ůɡɜɘůŰɩůŬ Űɞɡ 

ŰŮŰɟŬŭɘɎůŰŬŰɞɡ ɢɩɟɞɡ ŰɧŰŮ ɖ ŬɜŰɑůŰɞɘɢɖ ˊɞůɧŰɖŰŬ  ŭɘŬŰɖɟŮɑŰŬɘ (ˊɟɧəŮɘŰŬɘ ɔɘŬ Űɖ ɚŮɔɧɛŮɜɖ ůɡɕɡɔɐ 

ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜɖ ɞɟɛɐ ˊɞɡ ůɢŮŰɑɕŮŰŬɘ ɛŮ Űɖ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɖ ɗɏůɖɠ xm). 

ȷɠ ɝŮəɘɜɐůɞɡɛŮ Ŭˊɧ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ (3.60), ˊŬɑɟɜɞɡɛŮ Űɖɜ ɞɚɘəɐ ˊŬɟɎɔɤɔɞ ɤɠ ˊɟɞɠ l əŬɘ 

əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɘɠ 
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ɄɞɚɚŬˊɚŬůɘɎɕɞɡɛŮ Ůˊɑ  əŬɘ ɚŬɛɓɎɜɞɡɛŮ ɡˊɧɣɖ ɧŰɘ 
 ŭkl lk k

il li ig g g g= = , ɞˊɧŰŮ ɓɟɑůəɞɡɛŮ 
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ȷˊɧ ŬɡŰɏɠ əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɘɠ 
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ɇŬ ůɨɛɓɞɚŬ ,i klG  ŮɑɜŬɘ ŰŬ ůɨɛɓɞɚŬ (Űɞɡ) Christoffel ́ ɟɩŰɞɡ Ůɑŭɞɡɠ. ɇŬ ůɨɛɓɞɚŬ  

i

klG  ŮɑɜŬɘ ŰŬ ůɨɛɓɞɚŬ 

Űɞɡ Christoffel ŭŮɡŰɏɟɞɡ Ůɑŭɞɡɠ. 

3.6 ŪŮɤɟɑŬ ɀŮŰŬɓɞɚɩɜ ɛŮ ˊɞɚɚɏɠ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ 

ɀɏɢɟɘ ŰɩɟŬ ŮɝŮŰɎůŬɛŮ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ˊɞɡ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ɔŮɜɘəɩɠ ˊɞɚɚɏɠ ɎɔɜɤůŰŮɠ, ŮɝŬɟŰɖɛɏɜŮɠ, ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ 

(ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ ˊɞɡ ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ˊɟɞůŭɘɞɟɘůŰɞɨɜ) Ůɜɩ ɖ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰɖ ɛŮŰŬɓɚɖŰɐ ɐŰŬɜ ɛɑŬ. ȷɡŰɧ ŮɑɜŬɘ ɢɟɐůɘɛɞ ɔɘŬ 

Űɖ ɛŮɚɏŰɖ ŭɘŬəɟɘŰɩɜ ɛɖɢŬɜɘəɩɜ ůɡůŰɖɛɎŰɤɜ ɧˊɞɡ ɖ ɛɧɜɖ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰɖ ɛŮŰŬɓɚɖŰɐ ŮɑɜŬɘ ɛɘŬ, ɞ ůɡɜɐɗɖɠ ɢɟɧɜɞɠ 

ɐ ɞ ɘŭɘɧɢɟɞɜɞɠ ůŰɖ ɆɢŮŰɘəɧŰɖŰŬ, Ŭɜ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɔɑɜŮɘ ŬɡŰɐ ɖ Ůˊɘɚɞɔɐ, ɐ əɎˊɞɘŬ Ɏɚɚɖ əŬŰɎɚɚɖɚɖ ˊŬɟɎɛŮŰɟɞɠ. 

ɈˊɎɟɢɞɡɜ ɧɛɤɠ əŬɘ ɎɚɚŮɠ ˊŮɟɘˊŰɩůŮɘɠ ɧˊɞɡ ɞɘ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ ŮɑɜŬɘ ˊɞɚɚɏɠ. ȷɡŰɧ ŬɜŬűɏɟŮŰŬɘ ɤɠ 

ɗŮɤɟɑŬ ůɡɜŮɢɩɜ ůɡůŰɖɛɎŰɤɜ ɐ ŪŮɤɟɑŬ ɄŮŭɑɤɜ. ɆŮ ŬɡŰɐ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɞɘ ˊɟɞɠ ˊɟɞůŭɘɞɟɘůɛɧ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ 

(ŮɝŬɟŰɖɛɏɜŮɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ) ŮɝŬɟŰɩɜŰŬɘ Ŭˊɧ ˊɞɚɚɏɠ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ, ɞɘ ɞˊɞɑŮɠ ůŰɖɜ əɚŬůɘəɐ ūɡůɘəɐ, 

ŮɑɜŬɘ ɞ ɢɟɧɜɞɠ əŬɘ ɛɘŬ ɐ ŭɡɞ ɐ əŬɘ ɞɘ ŰɟŮɘɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ɗɏůɖɠ. ŪŬ ɛŮɚŮŰɐůɞɡɛŮ ŰŬ ůɡɜŮɢɐ ůɡůŰɐɛŬŰŬ 

ŬɟɔɧŰŮɟŬ. ɆŰɞ ɄŬɟɎɟŰɖɛŬ Ʉ6 ɔɑɜŮŰŬɘ ɖ ŬɜɎɚɡůɖ ˊɞɡ ŬɜŬűɏɟŮŰŬɘ ůŮ n  Űɞ ˊɚɐɗɞɠ ŮɝŬɟŰɖɛɏɜŮɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ ůŮ 

ˊɞɚɡŭɘɎůŰŬŰɞ ɢɩɟɞ. ũɘŬ ŭɘŭŬəŰɘəɞɨɠ ɚɧɔɞɡɠ, Ůŭɩ ɗŬ ŮɝŮŰɎůɞɡɛŮ ŬɡŰɞŰŮɚɩɠ ɛŮɟɘəɏɠ ˊŮɟɘˊŰɩůŮɘɠ Ůɘŭɘəɞɨ 

ŮɜŭɘŬűɏɟɞɜŰɞɠ, ɢɤɟɑɠ Űɖ ɢɟɐůɖ Űɞɡ ˊŬɟŬˊɎɜɤ ˊŬɟŬɟŰɐɛŬŰɞɠ.  

ɂŮəɘɜɞɨɛŮ ɛŮ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ˊɞɡ ɡˊɎɟɢŮɘ ɛɧɜɞ ɛɘŬ ůɡɜɎɟŰɖůɖ, ɖ , Űɖɠ ɞˊɞɑŬɠ ůɢɖɛŬŰɑɕɞɡɛŮ Űɞ 

ůɡɜŬɟŰɖůɞŮɘŭɏɠ. ȷɡŰɐ ɗŬ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ Ŭˊɧ ŭɡɞ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ , ɛɘŬ ŮɝŬɟŰɖɛɏɜɖ , əŬɘ Űɘɠ 

ˊɟɩŰŮɠ ˊŬɟŬɔɩɔɞɡɠ Űɖɠ ɤɠ ˊɟɞɠ  əŬɘ x y. ɆŮ ŬɡŰɐ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɡˊɎɔŮŰŬɘ ɖ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ŰŬɚŬɜŰŮɡɧɛŮɜɖɠ 

ɢɞɟŭɐɠ ˊɞɡ ɖ ŰŬɚɎɜŰɤůɐ Űɖɠ ɔɑɜŮŰŬɘ ůŮ ůŰŬɗŮɟɧ ŮˊɑˊŮŭɞ əŬŰɎ ɛɐəɞɠ Űɖɠ. ɇɧŰŮ ɖ ɛɘŬ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰɖ ɛŮŰŬɓɚɖŰɐ 

ŮɑɜŬɘ ɞ ɢɟɧɜɞɠ əŬɘ ɖ Ɏɚɚɖ ɖ ɗɏůɖ əŬŰɎ ɛɐəɞɠ Űɖɠ ɢɞɟŭɐɠ. ȼ ŮɝŬɟŰɖɛɏɜɖ ɛŮŰŬɓɚɖŰɐ ŮɑɜŬɘ ɖ ŬˊɞɛɎəɟɡɜůɖ əɎɗŮ 

Ůɜɧɠ ɡɚɘəɞɨ ůɖɛŮɑɞɡ Űɖɠ ɢɞɟŭɐɠ Ŭˊɧ Űɖ ɗɏůɖ ɘůɞɟɟɞˊɑŬɠ.  

ɉɟŮɘɎɕŮŰŬɘ ɜŬ ɓɟɞɨɛŮ ɔɘŬ ˊɞɘŮɠ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ ɔɑɜŮŰŬɘ ůŰɎůɘɛɞ Űɞ ŭɘˊɚɧ ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ 

(ůɡɜŬɟŰɖůɞŮɘŭɏɠ) 

 

 .  (3.70) 

 

SŮɑɜŬɘ Űɞ ŭɘůŭɘɎůŰŬŰɞ ɢɤɟɑɞ ( , )S x y=  ɧˊɞɡ ɔɑɜŮŰŬɘ ɖ ɞɚɞəɚɐɟɤůɖ, əŬɘ . 

ɈˊɞɗɏŰɞɡɛŮ ɧŰɘ əŬŰɎ Űɖ ŭɡɜŬŰɐ ɛŮŰŬɓɞɚɐ  ɖ ůɡɜɎɟŰɖůɖ  ŭŮɜ ɛŮŰŬɓɎɚɚŮŰŬɘ ůŰɞ ůɨɜɞɟɞ, 

, Űɞɡ ɢɤɟɑɞɡ, ŭɖɚŬŭɐ . ȾŬŰɎ Űɖ ŭɡɜŬŰɐ ɛŮŰŬɓɞɚɐ, ŰŬ  ŮɑɜŬɘ ůŰŬɗŮɟɎ əŬɘ Űɞ ɢɤɟɑɞ 

ɞɚɞəɚɐɟɤůɖɠ ŭŮɜ ɛŮŰŬɓɎɚɚŮŰŬɘ. ȷˊɧ Űɖɜ (3.70) ɓɟɑůəɞɡɛŮ, 

 

  (3.71) 
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  (3.72) 

 

Ƚůɢɨɞɡɜ əŬɘ ɞɘ ůɢɏůŮɘɠ ˊɞɡ ˊɟɞəɨˊŰɞɡɜ ɗɏŰɞɜŰŬɠ ɧˊɞɡ  Űɞ . ȷˊɧ Űɘɠ (3.71), (3.72) ɓɟɑůəɞɡɛŮ 

 

  (3.73) 

 

ɆɨɛűɤɜŬ ɛŮ Űɞ ɗŮɩɟɖɛŬ Űɖɠ Ŭˊɧəɚɘůɖɠ (ɗŮɩɟɖɛŬ Űɞɡ Gauss), Űɞ ŰŮɚŮɡŰŬɑɞ ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ ɛŮŰŬŰɟɏˊŮŰŬɘ 

ůŮ ŮˊɘəŬɛˊɨɚɘɞ ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ ůŰɖɜ əɚŮɘůŰɐ əŬɛˊɨɚɖ ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ Űɞ ůɨɜɞɟɞ,  , Űɞɡ ŭɘůŭɘɎůŰŬŰɞɡ ɢɤɟɑɞɡ =(

). ȰɢɞɡɛŮ Ůˊɞɛɏɜɤɠ ɔɘŬ ŬɡŰɧ Űɞ ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ ůɡɜɧɟɞɡ, ,  

 

 .  (3.74) 

 

ȷɡŰɧ ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ, Ŭűɞɨ ůŰɞ ůɨɜɞɟɞ, =0. Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ Ŭˊɧ Űɘɠ (3.73) ˊɟɞəɨˊŰŮɘ ɧŰɘ əŬɘ Űɞ ˊɟɩŰɞ 

ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ. ɇŬ ůŮ əɎɗŮ ůɖɛŮɑɞ  ŮɑɜŬɘ ŬɡɗŬɑɟŮŰŬ, Ůˊɞɛɏɜɤɠ ůɨɛűɤɜŬ ɛŮ Űɞ 

ɗŮɛŮɚɘɩŭŮɠ ɚɐɛɛŬ Űɖɠ ɗŮɤɟɑŬɠ ɛŮŰŬɓɞɚɩɜ ɞ ɛɨůŰŬəŬɠ ɛɏůŬ ůŰɞ ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ, ɞˊɧŰŮ 

 

 .  (3.75) 

 

ȷɡŰɐ ŮɑɜŬɘ ɖ Ůɝɑůɤůɖ Euler-Lagrange ɔɘŬ ŭɡɞ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ əŬɘ ɛɘŬ ŮɝŬɟŰɖɛɏɜɖ. 
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ɄŬɟŬŭŮɑɔɛŬŰŬ ï EɘŭɘəɎ ɗɏɛŬŰŬ 

1. ɆɡɜɞɟɘŬəɏɠ ůɡɜɗɐəŮɠ 

ɀɏɢɟɘ ŰɩɟŬ ɡˊɞɗɏŰŬɛŮ ɧŰɘ ɞɘ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ - ɚɨůŮɘɠ Űɤɜ ˊɟɞɓɚɖɛɎŰɤɜ Űɖɠ ɗŮɤɟɑŬɠ ɛŮŰŬɓɞɚɩɜ ˊŬɑɟɜɞɡɜ 

əŬɗɞɟɘůɛɏɜŮɠ Űɘɛɏɠ ůŰɞ ůɨɜɞɟɞ Űɖɠ ˊŮɟɘɞɢɐɠ ɞɚɞəɚɐɟɤůɖɠ. ȳɛɤɠ ůŮ ˊɞɚɚɎ ˊɟɞɓɚɐɛŬŰŬ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɛɖɜ 

ɡˊɎɟɢɞɡɜ ŰɏŰɞɘŮɠ ůɡɜɗɐəŮɠ Ůə Űɤɜ ˊɟɞŰɏɟɤɜ ůŰɞ ůɨɜɞɟɞ ɐ ɛˊɞɟŮɑ ɞɘ ůɡɜɗɐəŮɠ ůŰɞ ůɨɜɞɟɞ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ˊɘɞ ɔŮɜɘəɏɠ. 

ȺɑɜŬɘ ɔɜɤůŰɧ ˊɤɠ Ŭɜ ɏɢɞɡɛŮ ɜŬ ɚɨůɞɡɛŮ ɛɘŬ ůɡɜɐɗɖ ŭɘŬűɞɟɘəɐ Ůɝɑůɤůɖ ŰɎɝŮɤɠ , ɢɟŮɘŬɕɧɛŬůŰŮ  Űɞ ˊɚɐɗɞɠ 

ůɡɜɞɟɘŬəɏɠ ůɡɜɗɐəŮɠ ɔɘŬ ɜŬ ɏɢɞɡɛŮ ɛɞɜŬŭɘəɧŰɖŰŬ ůŰɖ ɚɨůɖ. ɆŰŬ ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜŬ ŬɡŰɏɠ ɞɘ ůɡɜɗɐəŮɠ 

ɡˊŬɔɞɟŮɨɞɜŰŬɜ Ůɝ Ŭɟɢɐɠ, Ŭˊɧ Űɞ ŭŮŭɞɛɏɜɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ. ȷɜ ŭŮɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ Ůə Űɤɜ ˊɟɞŰɏɟɤɜ ůɡɜɞɟɘŬəɏɠ ůɡɜɗɐəŮɠ 

ůŰɞ ůɨɜɞɟɞ, ŰɧŰŮ ɛɘɚɞɨɛŮ ɔɘŬ ŮɚŮɨɗŮɟŮɠ (ŬŭɏůɛŮɡŰŮɠ) ůɡɜɞɟɘŬəɏɠ Űɘɛɏɠ. ũŮɜɘəɩɠ ɛˊɞɟŮɑ ɞɘ ŭɡɜŬŰɏɠ ɛŮŰŬɓɞɚɏɠ 

Űɤɜ ɎɔɜɤůŰɤɜ ůɡɜŬɟŰɐůŮɤɜ əŬɘ ˊŬɟŬɔɩɔɤɜ Űɞɡɠ ɜŬ ɛɖɜ ŮɑɜŬɘ əŬŰô ŬɜɎɔəɖ ɛɖŭɏɜ ůŰɞ ůɨɜɞɟɞ.  

2. ūɡůɘɞɚɞɔɘəɏɠ ůɡɜɞɟɘŬəɏɠ ůɡɜɗɐəŮɠ ɔɘŬ ŮɚŮɨɗŮɟŬ ůɨɜɞɟŬ 

ȷɠ ɗŮɤɟɐůɞɡɛŮ Űɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ ɛŮŰŬɓɞɚɩɜ ɛŮ ůɡɜŬɟŰɖůɘŬəɧ Űɞ 

 

  (3.76) 

 

ɛŮ ɛɘŬ ɎɔɜɤůŰɖ ůɡɜɎɟŰɖůɖ  ɛɘŬɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɐɠ , ɢɤɟɑɠ ŭŮŭɞɛɏɜŮɠ Ůə Űɤɜ ˊɟɞŰɏɟɤɜ ůɡɜɞɟɘŬəɏɠ 

ůɡɜɗɐəŮɠ ůŰŬ ɎəɟŬ . ȷˊŬɘŰɞɨɛŮ Űɞ ůɡɜŬɟŰɖůɘŬəɧ  ɜŬ ŮɑɜŬɘ ůŰɎůɘɛɞ. ũɘŬ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ůŰɎůɘɛɞ Űɞ 

ůɡɜŬɟŰɖůɘŬəɧ ˊɟɏˊŮɘ ɖ ŭɡɜŬŰɐ ɛŮŰŬɓɞɚɐ  ɜŬ ɛɖŭŮɜɑɕŮŰŬɘ. ɆɨɛűɤɜŬ ɛŮ ŰŬ ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜŬ ɏɢɞɡɛŮ 

 

 

 

(3.77) 

 

ɈˊɞɗɏŰɞɡɛŮ ɧŰɘ Űɞ  ŮɑɜŬɘ ůŰɎůɘɛɞ, ɔɘŬ ɞˊɞɘŮůŭɐˊɞŰŮ ŭɡɜŬŰɏɠ ɛŮŰŬɓɞɚɏɠ ůŰɞ ůɨɜɞɟɞ. ȷűɞɨ ɘůɢɨŮɘ 

ŬɡŰɧ, ŬɟɢɘəɎ əɎɜɞɡɛŮ Űɖɜ Ůˊɘɚɞɔɐ ɜŬ ɘůɢɨɞɡɜ . ȷɡŰɧ ɧɛɤɠ ɞŭɖɔŮɑ ůŰɞ ɧŰɘ ɔɘŬ Űɖ ɚɨůɖ Űɞɡ 

ˊɟɞɓɚɐɛŬŰɞɠ, ŭɖɚŬŭɐ ɔɘŬ Űɖɜ , Űɞ ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ ůŰɖɜ (3.77) ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ əŬɘ, əŬŰɎ ŰŬ ɔɜɤůŰɎ, ɘůɢɨɞɡɜ 

ɞɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Euler-Lagrange. ȷɡŰɧ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ ŮɝŬůűŬɚɑůŬɛŮ ɧŰɘ əŬɘ ůŮ ŬɡŰɐ Űɖɜ ˊɘɞ ɔŮɜɘəɐ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ 

ɘůɢɨɞɡɜ ɞɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Euler-Lagrange əŬɘ ɧŰɘ ˊɟɏˊŮɘ (ˊɟɞűŬɜɩɠ) ɞ ŭŮɨŰŮɟɞɠ ɧɟɞɠ, ɞ ɧɟɞɠ ůɡɜɧɟɞɡ, ůŰɖɜ (3.77) 

ɜŬ ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŬ Ŭˊɧ Űɘɠ Űɘɛɏɠ Űɤɜ ŭy  ůŰŬ ɎəɟŬ. ȷɜ ŬɡŰɏɠ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ ŰɧŰŮ ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ɘůɢɨŮɘ 

. ȷɡŰɏɠ ŮɑɜŬɘ ɞɘ űɡůɘɞɚɞɔɘəɏɠ ůɡɜɞɟɘŬəɏɠ ůɡɜɗɐəŮɠ (natural boundary 

conditions) Űɞɡ ˊɟɞɓɚɐɛŬŰɞɠ. ȷɜ ɏɢɞɡɛŮ ˊɞɚɚɏɠ ɎɔɜɤůŰŮɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ ɏŰůɘ ˊɞɡ Űɞ ůɡɜŬɟŰɖůɘŬəɧ ɜŬ ɏɢŮɘ Űɖ 

ɛɞɟűɐ, 

 

  (3.78) 

 

ŰɧŰŮ ɘůɢɨɞɡɜ ɞɘ əŬŰɎɚɚɖɚŮɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Euler-Lagrange əŬɘ ɞɘ űɡůɘɞɚɞɔɘəɏɠ ůɡɜɞɟɘŬəɏɠ ůɡɜɗɐəŮɠ ŮɑɜŬɘ 

 

 . (3.79) 

 

ȹɑɜɞɡɛŮ ˊŬɟŬəɎŰɤ Űɘɠ űɡůɘɞɚɞɔɘəɏɠ ůɡɜɞɟɘŬəɏɠ ůɡɜɗɐəŮɠ ɔɘŬ ŭɡɞ ˊŮɟɘˊŰɩůŮɘɠ ůŮ ŭɘůŭɘɎůŰŬŰŬ 
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ˊɟɞɓɚɐɛŬŰŬ. ŪŮɤɟɞɨɛŮ ɧŰɘ ɞ ůɡɛɓɞɚɘůɛɧɠ ŮɑɜŬɘ ŬɡŰɞɜɧɖŰɞɠ.  

ȷɡŰɎ ŰŬ ˊŬɟŬŭŮɑɔɛŬŰŬ ŮɑɜŬɘ: 

ȼ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɛŮ ɛɘŬ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰɖ ɛŮŰŬɓɚɖŰɐ. ɇɧŰŮ ɏɢɞɡɛŮ, 

 

 

 

  (3.80) 

 

ȼ ŰŮɚŮɡŰŬɑŬ ůɢɏůɖ ŮɑɜŬɘ ɖ űɡůɘɞɚɞɔɘəɐ ůɡɜɗɐəɖ ůɡɜɧɟɞɡ əŬɘ ˊɟɞəɨˊŰŮɘ ɡˊɞɗɏŰɞɜŰŬɠ ɧŰɘ Űɞ ŭ
c

u  (ůŰɞ 

ůɨɜɞɟɞ) ŮɑɜŬɘ ŬɡɗŬɑɟŮŰɞ, ɞˊɧŰŮ ɘůɢɨŮɘ Űɞ ɔɜɤůŰɧ ɗŮɛŮɚɘɩŭŮɠ ɚɐɛɛŬ Űɖɠ ɗŮɤɟɑŬɠ ɛŮŰŬɓɞɚɩɜ.  

ũɘŬ ˊɞɚɚɏɠ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ ɏɢɞɡɛŮ, 

 

  (3.81) 

 

Ƀɘ ŰŮɚŮɡŰŬɑŮɠ ŮɑɜŬɘ ɞɘ űɡůɘɞɚɞɔɘəɏɠ ůɡɜɞɟɘŬəɏɠ ůɡɜɗɐəŮɠ.  

ɆŮ ŬɡŰɏɠ Űɘɠ ˊŮɟɘˊŰɩůŮɘɠ ɞɘ ŮəűɟɎůŮɘɠ (3.80), (3.81) ɔɘŬ Űɘɠ űɡůɘɞɚɞɔɘəɏɠ ůɡɜɞɟɘŬəɏɠ ůɡɜɗɐəŮɠ, ɘůɢɨɞɡɜ 

ůŰɞ ůɨɜɞɟɞ, Űɞ ɞˊɞɑɞ ŮɑɜŬɘ ɖ əɚŮɘůŰɐ əŬɛˊɨɚɖ, , ɖ ɞˊɞɑŬ ˊŮɟɘəɚŮɑŮɘ Űɞ ŭɘůŭɘɎůŰŬŰɞ ɢɤɟɑɞ ɞɚɞəɚɐɟɤůɖɠ, 

. ɇɞ ůŰɞɘɢŮɘɩŭŮɠ ɛɐəɞɠ əŬŰɎ ɛɐəɞɠ Űɖɠ əɚŮɘůŰɐɠ əŬɛˊɨɚɖɠ,, Űɞɡ ůɡɜɧɟɞɡ ˊŬɟɘůŰɎɜŮŰŬɘ ɛŮ .  

ȼ ɏɜɜɞɘŬ Űɤɜ űɡůɘɞɚɞɔɘəɩɜ ůɡɜɞɟɘŬəɩɜ ůɡɜɗɖəɩɜ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɖɗŮɑ ůŮ ɔŮɜɘəŮɨůŮɘɠ Űɖɠ 

ɗŮɤɟɑŬɠ ɛŮŰŬɓɞɚɩɜ, ůɡɛˊŮɟɘɚŬɛɓŬɜɞɛɏɜɤɜ ŬɡŰɩɜ ˊɞɡ ɞɘ ůɡɜɞɟɘŬəɏɠ ůɡɜɗɐəŮɠ ŭɑɜɞɜŰŬɘ Ůə Űɤɜ ˊɟɞŰɏɟɤɜ. ɋɠ 

ˊŬɟɎŭŮɘɔɛŬ ŭɑɜɞɡɛŮ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ˊɞɡ Űɞ ůɡɜŬɟŰɖůɞŮɘŭɏɠ ŭŮɜ ŬˊɞŰŮɚŮɑŰŬɘ ɛɧɜɞ Ŭˊɧ ɏɜŬ ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ, ŬɚɚɎ 

ŮɑɜŬɘ Űɖɠ ˊɘɞ ɔŮɜɘəɐɠ ɛɞɟűɐɠ: 
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Ƀɘ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ  ŮˊɘɚɏɔɞɜŰŬɘ ŬɜɎɚɞɔŬ ɛŮ Űɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ ˊɞɡ ɗɏɚɞɡɛŮ ɜŬ ɚɨůɞɡɛŮ. ɇŬ  ŭŮɜ 

ŮɑɜŬɘ ˊɟɞəŬɗɞɟɘůɛɏɜŬ. 

ȷˊɧ Űɖɜ (3.82) ɓɟɑůəɞɡɛŮ,  

 

 .  (3.83) 

 

ȰŰůɘ əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Euler-Lagrange əŬɘ ůŮ ŭɡɞ űɡůɘɞɚɞɔɘəɏɠ ůɡɜɗɐəŮɠ ůɡɜɧɟɞɡ:  
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  (3.84) 

 

ɀˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ŭɞɨɛŮ ůŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ ˊɤɠ Ŭˊɧ ŬɡŰɏɠ Űɘɠ űɡůɘɞɚɞɔɘəɏɠ ůɡɜɗɐəŮɠ əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɘɠ ɔɜɤůŰɏɠ 

ˊɟɞəŬɗɞɟɘůɛɏɜŮɠ ůɡɜɗɐəŮɠ. ɈˊɞɗɏŰɞɡɛŮ ɧŰɘ, 

 

  (3.85) 

 

ɞˊɧŰŮ ɞɘ ůɡɜɞɟɘŬəɏɠ ůɡɜɗɐəŮɠ ɔɑɜɞɜŰŬɘ 

 

  (3.86) 

 

ɄɖɔŬɑɜɞɡɛŮ ůŰɞ ɧɟɘɞ ɧŰŬɜ  əŬɘ əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɧˊɞɡ ɞɘ Űɘɛɏɠ ůŰɞ ůɨɜɞɟɞ ŮɑɜŬɘ 

əŬɗɞɟɘůɛɏɜŮɠ, ŭɖɚŬŭɐ . 

3. ȽůɞˊŮɟɘɛŮŰɟɘəɎ ˊɟɞɓɚɐɛŬŰŬ 

ɇɞ ɧɜɞɛŬ, ɘůɞˊŮɟɘɛŮŰɟɘəɧ, ˊɟɞɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊɧ Űɞɜ ŬɟɢŬɑɞ ɛɨɗɞ Űɖɠ ˊɟɘɔəɑˊɘůůŬɠ ȹɘŭɩɠ (ɐ ȹɘŭɞɨɠ). Ƀ ɛɨɗɞɠ 

ůɢŮŰɑɕŮŰŬɘ ɛŮ Űɞ Ůɝɐɠ ˊɟɧɓɚɖɛŬ, ɜŬ ɓɟŮɗŮɑ ŮˊɘűɎɜŮɘŬ ˊɞɡ ɜŬ ɏɢŮɘ ɛɏɔɘůŰɞ ŮɛɓŬŭɧɜ Ŭɜ ɖ ˊŮɟɑɛŮŰɟɧɠ Űɖɠ ɏɢŮɘ 

ŭŮŭɞɛɏɜɞ ɛɐəɞɠ. ȷɡŰɧ ŮɑɜŬɘ ˊɟɧɓɚɖɛŬ ˊɞɡ ɧˊɤɠ ɗŬ ŭɞɨɛŮ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŬɜŰɘɛŮŰɤˊɘůŰŮɑ ɛŮ Űɖ ɗŮɤɟɑŬ ɛŮŰŬɓɞɚɩɜ. 

ȰůŰɤ ɧŰɘ ɏɢɞɡɛŮ ɘůɞˊŮɟɘɛŮŰɟɘəɧ ˊɟɧɓɚɖɛŬ ɛɘŬɠ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰɖɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɐɠ x  əŬɘ ɛɘŬɠ ŮɝŬɟŰɖɛɏɜɖɠ ( )y x . ȼ 

ůɡɜɎɟŰɖůɖ ŮɑɜŬɘ ɖ ( , , )f f x y y¡= . ȻɖŰɞɨɛŮ Űɞ ˊŬɟŬəɎŰɤ, ůɡɜŬɟŰɖůɘŬəɧ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ůŰɎůɘɛɞ, ɢɤɟɑɠ ɜŬ 

ŮɝŮŰɎɕɞɡɛŮ Ŭɜ ŮɑɜŬɘ ɛɏɔɘůŰɞ, 

 

 . (3.87) 

 

ȰɢɞɡɛŮ ˊɟɞəŬɗɞɟɘůɛɏɜŮɠ ůɡɜɞɟɘŬəɏɠ Űɘɛɏɠ, 

 

 .  (3.88) 

 

ɆŰŬ ɘůɞˊŮɟɘɛŮŰɟɘəɎ ˊɟɞɓɚɐɛŬŰŬ ɡˊɎɟɢŮɘ ɞ ˊŮɟɘɞɟɘůɛɧɠ ɧŰɘ ɖ  ˊɚɖɟɞɑ ɞɚɞəɚɖɟɤŰɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ 

Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ  

 

 .  (3.89) 

 

ɀˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ɔŮɜɘəŮɨůɞɡɛŮ Űɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ ɗŮɤɟɩɜŰŬɠ ˊɞɚɡŭɘɎůŰŬŰɞɡɠ ɢɩɟɞɡɠ ɔɘŬ Űɘɠ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ 

ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ əŬɘ ˊɞɚɚɏɠ ɎɔɜɤůŰŮɠ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ.  

ȺˊŮɘŭɐ əŬŰɎ Űɘɠ ŭɡɜŬŰɏɠ ɛŮŰŬɓɞɚɏɠ ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ɚɖűɗɞɨɜ ɡˊɧɣɖ ɞɘ ŭŮůɛŮɡŰɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ (3.89), əɎɜɞɡɛŮ 

ɢɟɐůɖ Űɖɠ ɛŮɗɧŭɞɡ Űɤɜ ˊɞɚɚŬˊɚŬůɘŬůŰɩɜ Lagrange. ɉɟɖůɘɛɞˊɞɘɞɨɛŮ Űɘɠ (3.87), (3.89). ȷűɞɨ ˊɎɟɞɡɛŮ Űɘɠ 

ŭɡɜŬŰɏɠ ɛŮŰŬɓɞɚɏɠ Űɤɜ (3.87), (3.89) ɏɢɞɡɛŮ, 
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(3.90) 

 

Ƀɘ ŭŮůɛŮɡŰɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ-ɞɚɞəɚɖɟɩɛŬŰŬ ɘůɢɨɞɡɜ əŬɘ ɔɘŬ Űɘɠ ˊŬɟŬɚɚŬɔɛɏɜŮɠ ŭɘŬŭɟɞɛɏɠ. ɆŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ 

ŬəɞɚɞɡɗɞɨɛŮ Űɖ ɛɏɗɞŭɞ ˊɞɚɚŬˊɚŬůɘŬůŰɩɜ Lagrange, ˊɞɚɚŬˊɚŬůɘɎɕɞɡɛŮ Űɘɠ ŭŮɨŰŮɟŮɠ ůɢɏůŮɘɠ Ůˊɑ  ɎɔɜɤůŰŮɠ 

ůŰŬɗŮɟɏɠ  ŬɜŰɘůŰɞɑɢɤɠ əŬɘ ˊɟɞůɗɏŰɞɡɛŮ ůŰɖɜ ˊɟɩŰɖ ůɢɏůɖ. ȷűɞɨ Űɞ  ŮɑɜŬɘ ůŰɎůɘɛɞ əŬɘ 

Ůűɧůɞɜ ɘůɢɨɞɡɜ ɞɘ (3.90), ɗŬ ŮɑɜŬɘ ůŰɎůɘɛɞ əŬɘ Űɞ ůɡɜŬɟŰɖůɘŬəɧ 

 

 ὤ ᷿ ὪὨὼȟὪ Ὢ В ‗Ὣ.  (3.91) 

 

ɈˊɞɚɞɔɑɕɞɡɛŮ Űɘɠ ŭɡɜŬŰɏɠ ɛŮŰŬɓɞɚɏɠ, əɎɜɞɡɛŮ ˊŬɟŬɔɞɜŰɘəɐ ɞɚɞəɚɐɟɤůɖ, ɞ ɧɟɞɠ ůɡɜɧɟɞɡ ɛɖŭŮɜɑɕŮŰŬɘ 

əŬɘ əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɖ ůɢɏůɖ 

 

 ᷿ ώ‏
ǋ
Ὠὼ π.  (3.92) 

 

Ⱥŭɩ ɢɟŮɘɎɕŮŰŬɘ ɚɑɔɖ ůəɏɣɖ, ɖ  ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ŰŮɚŮɑɤɠ ŬɡɗŬɑɟŮŰɖ ůɡɜɎɟŰɖůɖ Űɞɡ  ŭɘɧŰɘ ˊɟɏˊŮɘ 

ɜŬ ŮɑɜŬɘ ůŮ ůɡɛűɤɜɑŬ ɛŮ Űɘɠ (3.89) əŬɘ Űɘɠ ŭŮɨŰŮɟŮɠ Ŭˊɧ Űɘɠ (3.90). ɀˊɞɟŮɑ əɎˊɞɘɞɠ ɜŬ ɘůɢɡɟɘůŰŮɑ, ɢɤɟɑɠ 

ɛŬɗɖɛŬŰɘəɐ ŬɡůŰɖɟɧŰɖŰŬ, ɧŰɘ ɖ  ɏɢŮɘ çɢɎůŮɘè ɓŬɗɛɞɨɠ ŮɚŮɡɗŮɟɑŬɠ. Ƀɘ  Űɞ ˊɚɐɗɞɠ ŬɡɗŬɑɟŮŰŮɠ 

ůŰŬɗŮɟɏɠ, il ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɟɡɗɛɘůŰɞɨɜ ɏŰůɘ ˊɞɡ ɖ Ŭɔəɨɚɖ ůŰɖɜ (3.92) ɜŬ ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŬ Ŭˊɧ Űɖ . 

ȷɡŰɧ ɞŭɖɔŮɑ ůŰɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Euler-Lagrange, 

 

 
ǋ
π.  (3.93) 

 

ȹɖɚŬŭɐ, əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŮ ˊɟɧɓɚɖɛŬ ɛŮ Űɟɞˊɞˊɞɘɖɛɏɜɖ ůɡɜɎɟŰɖůɖ, ɧˊɞɡ ŬɜŰɑ Űɖɠ  ɏɢɞɡɛŮ Űɖɜ Mf , 

əŬɜɧɜŬɠ ˊɞɚɚŬˊɚŬůɘŬůɛɞɨ. ȷˊɧ Űɖɜ (3.93) ˊɟɞəɨˊŰŮɘ ɔŮɜɘəɩɠ, ůɡɜɐɗɖɠ ŭɘŬűɞɟɘəɐ Ůɝɑůɤůɖ ŭŮɨŰŮɟɖɠ ŰɎɝɖɠ. 

ȼ ɚɨůɖ Űɖɠ ɏɢŮɘ 2 ɎɔɜɤůŰŮɠ ůŰŬɗŮɟɏɠ əŬɘ Ůˊɑ ˊɚɏɞɜ Űɘɠ  Űɞ ˊɚɐɗɞɠ ɎɔɜɤůŰŮɠ ůŰŬɗŮɟɏɠ . ȷɡŰɏɠ ɞɘ  

ůŰŬɗŮɟɏɠ ˊɟɞůŭɘɞɟɑɕɞɜŰŬɘ Ŭˊɧ Űɘɠ ůɡɜɗɐəŮɠ (3.88) ůŰɞ ůɨɜɞɟɞ əŬɘ Űɘɠ (3.89). ȷɜ ɏɢɞɡɛŮ ˊŮɟɘůůɧŰŮɟŮɠ 

ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ, ɞɘ ůɢɏůŮɘɠ ŰɟɞˊɞˊɞɘɞɨɜŰŬɘ əŬŰɎɚɚɖɚŬ. ũɘŬ ˊŬɟɎŭŮɘɔɛŬ, Ŭɜ ɏɢɞɡɛŮ ŭɡɞ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ 

ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ ɗŬ ɏɢɞɡɛŮ, 

 

  (3.94) 

 

ȷˊɧ ŬɡŰɏɠ ɗŬ ɓɟɞɨɛŮ, 
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ɇɩɟŬ ɔɘŬ Űɞɜ ˊɟɞůŭɘɞɟɘůɛɧ ɧɚɤɜ Űɤɜ ůŰŬɗŮɟɩɜ ɢɟŮɘɎɕɞɜŰŬɘ əŬɘ ɞɘ ŭŮɨŰŮɟŮɠ Ŭˊɧ Űɘɠ (3.94). 

4. ɇɟɞˊɞˊɞɑɖůɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐɠ - ŮɝɎɚŮɘɣɖ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ 

ȷɠ ɡˊɞɗɏůɞɡɛŮ ɧŰɘ əɎˊɞɘŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ (ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ) ŭŮɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ůŰɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ Ůɜɩ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ɞɘ 

ŬɜŰɑůŰɞɘɢŮɠ ŰŬɢɨŰɖŰɏɠ Űɞɡɠ. ȷɡŰɏɠ ŮɑɜŬɘ ŬɔɜɞɐůɘɛŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ. ȰůŰɤ n  Űɞ ˊɚɐɗɞɠ Űɤɜ ή əŬɘ m Űɞ 

ˊɚɐɗɞɠ Űɤɜ Ŭɔɜɞɐůɘɛɤɜ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ. ŪŮɤɟɞɨɛŮ ɧŰɘ ɞɘ ŬɔɜɞɐůɘɛŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ŮɑɜŬɘ ɞɘ ŰŮɚŮɡŰŬɑŮɠ ůŰɖɜ 

əŬŰɎŰŬɝɖ, ŭɖɚŬŭɐ Ŭˊɧ 1 ɛɏɢɟɘ i n m i n= - + =. Ƀɘ ɛɖ ŬɔɜɞɐůɘɛŮɠ ŮɑɜŬɘ ɞɘ ˊɟɩŰŮɠ n m- .  

ȼ ɏəűɟŬůɖ  

 

 ὴ
‬ὒ

‬ή
 (3.96) 

 

ɞɟɑɕŮɘ Űɖ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜɖ ɞɟɛɐ Űɖɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɐɠ kq . Ƀɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Lagrange ɔɟɎűɞɜŰŬɘ 

 

 ὴ . (3.97) 

 

ũɘŬ Űɘɠ ŬɔɜɞɐůɘɛŮɠ kq ɘůɢɨɞɡɜ  

 

 π.  (3.98) 

 

ɀŮ ɢɟɐůɖ Űɤɜ Ⱥɝ. (3.98) ɞɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Lagrange, Ⱥɝ. (3.97), ɛŮ Ŭˊɚɐ ɞɚɞəɚɐɟɤůɖ ŭɑɜɞɡɜ  

 

 ὴ ůŰŬɗȢὧ.  (3.99) 

 

Ƀɘ ŬɔɜɞɐůɘɛŮɠ kq  ŭŮɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ůŰɘɠ ůɢɏůŮɘɠ ɞɟɘůɛɞɨ Ⱥɝ. (3.94) , Ůɜɩ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ŰŬ ή. ȷɡŰɏɠ ɞɘ ůɢɏůŮɘɠ 
ɔɟɎűɞɜŰŬɘ ůɨɛűɤɜŬ ɛŮ Űɘɠ Ⱥɝ. (3.99) ɤɠ  

 

 ὧ.  (3.100) 

 

ȷˊɧ ŬɡŰɏɠ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ɡˊɞɚɞɔɑůɞɡɛŮ ŰŬ ή ůɡɜŬɟŰɐůŮɘ Űɤɜ ɡˊɧɚɞɘˊɤɜ ή  əŬɘ ή. ȹɖɚŬŭɐ ɏɢɞɡɛŮ 

 

 ή Ὢ ήȟήȟȢȢȢȟή ȟήȟήȟȢȢȢȟή ȟὧ ȟὧ ȟȢȢȢȟὧȟὸ.  (3.101) 

 

ȷűɞɨ ɛŮ ɢɟɐůɖ Űɤɜ ŮɝɘůɩůŮɤɜ Lagrange ɓɟɞɨɛŮ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ŬɜŰɘəŬŰŬůŰɐůɞɡɛŮ 

ŰŬ ή ɛŮ ɢɟɐůɖ Űɖɠ Ⱥɝ. (3.101), ɞˊɧŰŮ ɏɢɞɡɛŮ ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ ůŰɘɠ ɞˊɞɑŮɠ ŭŮɜ ŮɛűŬɜɑɕɞɜŰŬɘ ɞɘ m Űɞ 

ˊɚɐɗɞɠ ŬɔɜɞɐůɘɛŮɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ (ɞɨŰŮ ɞɘ ŰŬɢɨŰɖŰɏɠ Űɞɡɠ) ŬɚɚɎ ɛɧɜɞ ɞɘ n m-  Űɞ ˊɚɐɗɞɠ ɛɖ ŬɔɜɞɐůɘɛŮɠ. ɇɞ 

ˊɟɧɓɚɖɛŬ ɏɢŮɘ ŬɜŬɢɗŮɑ ůŮ ŬˊɚɞɨůŰŮɟɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ ɛŮ ɚɘɔɧŰŮɟŮɠ ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əŬɘ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ. ȹɖɚŬŭɐ 

ŬɜŰɑ ɔɘŬ ˊɚɐɗɞɠ n  ɏɢɞɡɛŮ ˊɚɐɗɞɠ n m- . ȷűɞɨ ˊɟɞůŭɘɞɟɑůɞɡɛŮ Űɘɠ n m-  ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ( )i iq q t= , Űɘɠ 

ŬɜŰɘəŬɗɘůŰɞɨɛŮ ůŰɘɠ Ⱥɝ. (3.101) əŬɘ ɞɚɞəɚɖɟɩɜɞɜŰŬɠ ɓɟɑůəɞɡɛŮ əŬɘ Űɘɠ ( )k kq q t=  ɔɘŬ Űɘɠ ɡˊɧɚɞɘˊŮɠ, ˊɞɡ 

ŮɑɜŬɘ ɞɘ ŬɔɜɞɐůɘɛŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ. ȷɡŰɐ ɖ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ ɏɔɘɜŮ Ŭűɞɨ ˊɟɩŰŬ əŬŰŬɚɐɝŬɛŮ ůŰɘɠ (ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ) 

ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ. ȹɖɛɘɞɡɟɔŮɑŰŬɘ Űɞ ŮɟɩŰɖɛŬ Ŭɜ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ŮɝŬɚŮɑɣɞɡɛŮ Űɘɠ ŬɔɜɞɐůɘɛŮɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ Ŭˊɧ 

Űɖɜ Ŭɟɢɐ, ŭɖɚŬŭɐ ůŰɞ ŮˊɑˊŮŭɞ Űɖɠ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐɠ əŬŰɎ Űɖ ŭɘŬŰɨˊɤůɖ Űɖɠ ɗŮɤɟɑŬɠ ɛŮŰŬɓɞɚɩɜ. 
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ȰɢɞɡɛŮ Űɞ ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ ŭɟɎůɖɠ 

 

 Ὅ ᷿ ὒήȟήȟȢȢȢȟή ȟήȟήȟȢȢȢȟήȟὸὨὸ.  (3.102) 

 

ȼ Ŭɟɢɐ Hamilton ɛŬɠ ɚɏŮɘ ɧŰɘ ŭ 0I =  ɔɘŬ ŬɡɗŬɑɟŮŰŮɠ ŭɡɜŬŰɏɠ ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɘɠ Űɤɜ , 1,2,...,iq i n=  , ŮəŰɧɠ 

Űɤɜ Űɘɛɩɜ Űɞɡɠ ůŰŬ ɎəɟŬ 1 2,t t . Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ Ŭɜ ŮɝŬɚŮɑɣɞɡɛŮ Ŭˊɧ Űɖɜ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ŰŬ ή Ὧ ὲ ά ρȟὲ

ά ςȟȢȢȢȟὲ ɛŮ ɢɟɐůɖ Űɤɜ Ⱥɝ. (3.101), ŰɧŰŮ Űɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ ɏɢŮɘ ŬɜŬɢɗŮɑ, Ŭˊɧ Űɖɜ Ŭɟɢɐ, ůŮ ˊɟɧɓɚɖɛŬ ɛŮ 
ɚɘɔɧŰŮɟŮɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ, n m-  Űɞ ˊɚɐɗɞɠ. ɆɖɛŮɘɩɜɞɡɛŮ ɧŰɘ ɔɘŬ ɜŬ əɎɜɞɡɛŮ Űɖ ŭɡɜŬŰɐ ɛŮŰŬɓɞɚɐ ɛŮ Űɖ 

ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ Ŭˊɧ Űɖɜ ɞˊɞɑŬ ɏɢɞɡɜ ŮɝŬɚŮɘűɗŮɑ əŬɘ ɞɘ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ Űɤɜ Ŭɔɜɞɐůɘɛɤɜ ɛŮŰŬɓɚɖŰɩɜ, ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ɏɢɞɡɛŮ 

Űɘɠ Ⱥɝ. (3.100) ɜŬ ɘůɢɨɞɡɜ ɧɢɘ ɛɧɜɞ ɔɘŬ Űɖɜ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐ ŰɟɞɢɘɎ ŬɚɚɎ əŬɘ ɔɘŬ Űɘɠ ˊŬɟŬɚɚŬɔɛɏɜŮɠ Űɟɞɢɘɏɠ. ȼ 

ɛŮŰŬɓɞɚɐ (ˊŬɟŬɚɚŬɔɐ) Űɞɡ ɞɚɞəɚɖɟɩɛŬŰɞɠ ŭɟɎůɖɠ ɛɖŭŮɜɑɕŮŰŬɘ (əŬŰɎ ŰŬ ɔɜɤůŰɎ) ɔɘŬ ŬɡɗŬɑɟŮŰŮɠ ŭɡɜŬŰɏɠ 

ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɘɠ Űɤɜ , 1,2,...,iq i n= , Ůˊɞɛɏɜɤɠ Űɞ ɧŰɘ ɞɘ ŬɔɜɞɐůɘɛŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ɡˊɞɚɞɔɑɕɞɜŰŬɘ ɛŮ ɓɎůɖ Űɘɠ 

Ⱥɝ. (3.100), ŭɖɚŬŭɐ ɛŮ Ŭˊɚɐ ɞɚɞəɚɐɟɤůɖ Űɤɜ Ⱥɝ. (3.101), ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ˊɟɧɓɚɖɛŬ. ȼ ůɡɜɗɐəɖ ɧɛɤɠ ɛɖŭŮɜɘůɛɞɨ 

Űɤɜ ŭɡɜŬŰɩɜ ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɤɜ ůŰŬ ŭɡɞ ŬəɟŬɑŬ ůɖɛŮɑŬ Űɞɡ ɞɚɞəɚɖɟɩɛŬŰɞɠ ŮɑɜŬɘ ˊɟɧɓɚɖɛŬ, ŭŮɜ ɘůɢɨŮɘ ɔɘŬ Űɘɠ 

ŬɔɜɞɐůɘɛŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ŭɘɧŰɘ ɞɘ ɛŮŰŬɓɞɚɏɠ Űɞɡɠ ŮɑɜŬɘ əŬɗɞɟɘůɛɏɜŮɠ Ŭˊɧ Űɞɜ ŬɜɤŰɏɟɤ Űɟɧˊɞ ɡˊɞɚɞɔɘůɛɞɨ 

Űɞɡɠ. ȷɠ ŮˊɘɢŮɘɟɐůɞɡɛŮ ɜŬ ŭŮɑɝɞɡɛŮ Űɖɜ Ŭɟɢɐ Űɞɡ Hamilton ŭ 0I =  ɛŮ ɢɟɐůɖ Űɖɠ ȷɟɢɐɠ dô Alembert. ȳˊɤɠ 

ɏɢɞɡɛŮ ŭŮɘ ůŰŬ ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜŬ, ɡˊɞɚɞɔɑɕɞɡɛŮ Űɞ ŭI : 

 

Ὅ‏  ‏᷿ ὒὨὸ᷿ ὒὨὸ᷿‏ В ή‏ Ὠὸ᷿ В ή‏ Ὠὸ.  (3.103) 

 

ũɘŬ Űɖɜ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐ əɑɜɖůɖ ɘůɢɨŮɘ ɖ ȷɟɢɐ dô Alembert: 

 

 В ή‏ π.  (3.104) 

 

ɆɖɛŮɘɩɜɞɡɛŮ ɧŰɘ ŬɡŰɧ ɘůɢɨŮɘ Ŭəɧɛɖ əŬɘ ɧŰŬɜ ŰŬ ŭq  ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŬ ɛŮŰŬɝɨ Űɞɡɠ ŬɚɚɎ ůɡɜŭɏɞɜŰŬɘ 

ɛŮ ŭŮůɛɞɨɠ. Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ ɖ Ⱥɝ. (3.107) ɔɑɜŮŰŬɘ, 

 

 ᷿ ὒὨὸ᷿‏ В ή‏ Ὠὸ. (3.105) 

 

ɉɤɟɑɕɞɡɛŮ Űɞɡɠ ɧɟɞɡɠ ɛŮ Űɘɠ ɛɖ ŬɔɜɞɐůɘɛŮɠ əŬɘ ɛŮ Űɘɠ ŬɔɜɞɐůɘɛŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ, ɏɢɞɡɛŮ 

 

 ᷿ ὒὨὸ᷿‏ В ή‏ Ὠὸ᷿ В ή‏ Ὠὸ.  (3.106) 

 

ɇɞ ˊɟɩŰɞ ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ, ɛŮ ˊŬɟŬɔɞɜŰɘəɐ ɞɚɞəɚɐɟɤůɖ, ɔɑɜŮŰŬɘ 

 

 ᷿ В ή‏ Ὠὸ В ήὸ‏ π.  (3.107) 

 

ȷɡŰɧ ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ ŭɘɧŰɘ ŰŬ ŭiq  (ɔɘŬ ŰŬ q  ˊɞɡ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ŬɔɜɞɐůɘɛŬ) ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ ůŰŬ ɎəɟŬ 1 2,t t . ȷɜ 

əɎɜɞɡɛŮ ˊŬɟŬɔɞɜŰɘəɐ ɞɚɞəɚɐɟɤůɖ Űɞɡ ŭŮɨŰŮɟɞɡ ɧɟɞɡ ˊɞɡ ˊŮɟɘɏɢŮɘ Űɘɠ ŬɔɜɞɐůɘɛŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ, ŬɡŰɧɠ ŭŮɜ 

ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ ŭɘɧŰɘ ŰŬ ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ ŭiq  ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ. 

ɆɨɛűɤɜŬ ɛŮ Űɘɠ Ⱥɝ. (3.94) əŬɘ (3.99) ɏɢɞɡɛŮ 

 

ὴ
‬ὒ

‬ή
ὧ ůŰŬɗȢ 

 

Ůˊɞɛɏɜɤɠ, 
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᷿ ὒὨὸ‏ В ὧ᷿

Äŭ
Ὠὸ В ὧ᷿ ήὨὸ‏

В ὧ᷿‏ ήὨὸȢ  
(3.108) 

 

ɇŮɚɘəɩɠ, ɛŮ ɢɟɐůɖ Űɤɜ ŬɜɤŰɏɟɤ ɖ Ⱥɝ. (3.105) ɔɑɜŮŰŬɘ 

 

 ᷿ ὒ‏ В ὧή Ὠὸπ.  (3.109) 

 

ȷɡŰɧ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ Ŭɜ ŰɟɞˊɞˊɞɘɐůɞɡɛŮ Űɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ɩůŰŮ ɜŬ ɔɑɜŮɘ  

 

 ὒǋ ὒ В ὧή.  (3.110) 

 

ɏŰůɘ Űɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ ŰɟɞˊɞˊɞɘŮɑŰŬɘ, ɔɑɜŮŰŬɘ ɜɏɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ ɗŮɤɟɑŬɠ ɛŮŰŬɓɞɚɩɜ ɛŮ ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ ŭɟɎůɖɠ Űɞ 

 

 Ὅǋ ᷿ ὒǋὨὸ .  (3.111) 

 

ɆɖɛŮɘɩɜɞɡɛŮ ɧŰɘ ɖ Űɟɞˊɞˊɞɘɖɛɏɜɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ŭɘŬűɏɟŮɘ Ŭˊɧ Űɖɜ Ŭɟɢɘəɐ əŬŰɎ Űɞɜ ˊɟɞůɗŮŰɏɞ 

В ὧή  , ɞˊɧŰŮ ŬɡŰɐ ɞŭɖɔŮɑ ůŰɘɠ ɑŭɘŮɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ. 

ɇɩɟŬ ŮɑɜŬɘ ŮɡɜɧɖŰɞ ɧŰɘ ɞ ɧɟɞɠ Ŭˊɧ Űɖɜ ˊŬɟŬɔɞɜŰɘəɐ ɞɚɞəɚɐɟɤůɖ ɗŬ ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ, Ůˊɞɛɏɜɤɠ ŭŮɜ ɡˊɎɟɢŮɘ 

ˊɟɧɓɚɖɛŬ ůŰɞ ɜŬ ŬɜŰɘəŬŰŬůŰŬɗɞɨɜ ůŰɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ L¡ ŰŬ ή Űɤɜ Ŭɔɜɞɐůɘɛɤɜ ɛŮŰŬɓɚɖŰɩɜ ɛŮ ɢɟɐůɖ Űɤɜ Ⱥɝ. 
(3.101). ɆɡɜɞɣɑɕɞɡɛŮ Űɖ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ ŮɝɎɚŮɘɣɖɠ: 

1. ũɟɎűɞɡɛŮ Űɘɠ Ⱥɝ. (3.107),ŭɖɚŬŭɐ Űɘɠ ὧ, ɔɘŬ Űɘɠ ŬɔɜɞɐůɘɛŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ. 

2. ɇɟɞˊɞˊɞɘɞɨɛŮ Űɖɜ Ŭɟɢɘəɐ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ LəŬɘ əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɖ ɜɏŬ, L¡, Ⱥɝ. (3.110): 

 

ὒǋ ὒ В ὧή. 

 

3. ȺɝŬɚŮɑűɞɡɛŮ Űɘɠ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ ή Űɤɜ Ŭɔɜɞɐůɘɛɤɜ q, ɡˊɞɚɞɔɑɕɞɜŰŬɠ ŬɡŰɏɠ Űɘɠ q, Ŭˊɧ Űɘɠ Ⱥɝ. (3.100) əŬɘ 

ŬɜŰɘəŬɗɘůŰɩɜŰŬɠ ůŰɖɜ Ⱥɝ. (3.110). 

ȰŰůɘ Űɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ ɗŮɤɟɑŬɠ ɛŮŰŬɓɞɚɩɜ ɏɢŮɘ ŬɜŬɢɗŮɑ ůŮ ŬˊɚɞɨůŰŮɟɞ ɛŮ ɚɘɔɧŰŮɟŮɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ. ȷűɞɨ 

ɡˊɞɚɞɔɘůŰɞɨɜ ŬɡŰɏɠ ɞɘ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ, Űɘɠ ŬɜŰɘəŬɗɘůŰɞɨɛŮ əŬŰɎ ŰŬ ɔɜɤůŰɎ ůŰɘɠ Ⱥɝ. (3.101) əŬɘ ɞɚɞəɚɖɟɩɜɞɜŰŬɠ 

ɓɟɑůəɞɡɛŮ əŬɘ Űɖɜ Ůɝɏɚɘɝɖ ůŰɞɜ ɢɟɧɜɞ Űɤɜ Ŭɔɜɞɐůɘɛɤɜ ɛŮŰŬɓɚɖŰɩɜ. 

ɆŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ Ŭɠ ɡˊɞɗɏůɞɡɛŮ ɧŰɘ ɏɢɞɡɛŮ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ Ŭˊɧ Űɖɜ ɞˊɞɑŬ ɚŮɑˊɞɡɜ ɞɘ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ əɎˊɞɘɤɜ 

ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ, m Űɞ ˊɚɐɗɞɠ (ɏůŰɤ əŬɘ ˊɎɚɘ ŰŮɚŮɡŰŬɑŮɠ ůŰɖɜ əŬŰɎŰŬɝɖ), ŬɡŰɏɠ ɞɘ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ (ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ) 

ɚɏɔɞɜŰŬɘ ŬɚɔŮɓɟɘəɏɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ. ũɘŬ Űɘɠ ŬɚɔŮɓɟɘəɏɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ, Ŭˊɧ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Lagrange ɓɟɑůəɞɡɛŮ 

 

 0,  1, 2,...,
i

L
i n m n m n

q

µ
= = - + - +

µ
.  (3.112) 

 

ȷˊɧ ŬɡŰɏɠ, Ŭɜ ɛˊɞɟɞɨɜ ɜŬ ɚɡɗɞɨɜ, ɡˊɞɚɞɔɑɕɞɡɛŮ ŰŬ ,  1, 2,...,iq i n m n m n= - + - + , ůɡɜŬɟŰɐůŮɘ Űɤɜ 

Ɏɚɚɤɜ ɛŮŰŬɓɚɖŰɩɜ, ɞˊɧŰŮ ɏɢɞɡɛŮ 

 

 ή ὪήȟήȟȢȢȢȟήȟήȟήȟȢȢȢȟήȟὸȟὭ ὲ ά ρȟὲ ά ςȟȢȢȢȟὲ.  (3.113) 

 

ɀˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ɓɟɞɨɛŮ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ əŬɘ ɜŬ ŬɜŰɘəŬŰŬůŰɐůɞɡɛŮ ŰŬ q  Űɤɜ Ⱥɝ. (3.113), ɧˊɞɡ 

ɡˊɎɟɢɞɡɜ, ɞˊɧŰŮ ɏɢɞɡɛŮ ɜŬ ɚɨůɞɡɛŮ ůɨůŰɖɛŬ ŭɘŬűɞɟɘəɩɜ ŮɝɘůɩůŮɤɜ ɛŮ ɚɘɔɧŰŮɟŮɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ, m Űɞ ˊɚɐɗɞɠ. 

ȷűɞɨ ɓɟɞɨɛŮ Űɖ ɚɨůɖ ŬɜŰɘəŬɗɘůŰɞɨɛŮ ůŰɘɠ Ⱥɝ. (3.113) əŬɘ ˊɟɞůŭɘɞɟɑɕɞɡɛŮ əŬɘ Űɘɠ ɡˊɧɚɞɘˊŮɠ. ȳɛɤɠ ůɨɛűɤɜŬ 

ɛŮ Űɖɜ ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜɖ ŬɜɎɚɡůɖ, ŰɩɟŬ ŭŮɜ ɗŬ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ɞɘ ŬɜŰɑůŰɞɘɢɞɘ ɧɟɞɘ Ŭˊɧ Űɖɜ ˊŬɟŬɔɞɜŰɘəɐ ɞɚɞəɚɐɟɤůɖ 

ɔɘŬ Űɘɠ ŰŮɚŮɡŰŬɑŮɠ mɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ, ŭɘɧŰɘ ŭŮɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ɞɘ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ ˊɞɡ ŭɖɛɘɞɡɟɔɞɨɜ ŬɡŰɞɨɠ Űɞɡɠ ɧɟɞɡɠ. 
Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ ɖ ɜɏŬ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ L¡ ɓɟɑůəŮŰŬɘ Ŭˊɧ Űɖɜ Ŭɟɢɘəɐ L, ɛŮ Ŭˊɚɐ ŬɜŰɘəŬŰɎůŰŬůɖ Űɤɜ ɛŮŰŬɓɚɖŰɩɜ Ŭˊɧ 
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Űɘɠ Ⱥɝ. (3.113). ȰŰůɘ ɗŬ əŬŰŬɚɐɝɞɡɛŮ ůŮ ˊɟɧɓɚɖɛŬ ɗŮɤɟɑŬɠ ɛŮŰŬɓɞɚɩɜ ɛŮ ɚɘɔɧŰŮɟŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ, Ŭˊɧ Űɖɜ 

Ŭɟɢɐ. ɀŮŰɎ Űɖ ɚɨůɖ Űɞɡ ɓɟɑůəɞɡɛŮ Űɘɠ ɡˊɧɚɞɘˊŮɠ ɛŮ ɢɟɐůɖ Űɤɜ Ⱥɝ. (3.113). 

5. ȽůɞŭɨɜŬɛŬ ɞɚɞəɚɖɟɩɛŬŰŬ ŭɟɎůɖɠ 

ɀŮ Űɖɜ ɏɜɜɞɘŬ ɘůɞŭɨɜŬɛŬ ŮɜɜɞɞɨɛŮ ɛɘŬ Ůɘŭɘəɐ əŬŰɖɔɞɟɑŬ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨ ˊɞɡ ɞŭɖɔŮɑ ůŮ ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ ŭɟɎůɖɠ 

Ŭˊɧ ɧˊɞɡ ɛŮ Ŭɟɢɐ ɛŮŰŬɓɞɚɩɜ ɓɟɑůəɞɡɛŮ Űɘɠ ɑŭɘŮɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ. ȷɡŰɧ ɗŬ ŭɞɨɛŮ ɧŰɘ ůɢŮŰɑɕŮŰŬɘ ɎɛŮůŬ ɛŮ 

Űɞɜ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ ɓŬɗɛɑŭŬɠ ˊɞɡ ŮɑŭŬɛŮ ɧŰɘ Ůɜɩ ŰɟɞˊɞˊɞɘŮɑ Űɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ, ɞŭɖɔŮɑ ůŰɘɠ ɑŭɘŮɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ 

əɑɜɖůɖɠ.  

ȷɠ ɝŮəɘɜɐůɞɡɛŮ ɛŮ Űɞ ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ ŭɟɎůɖɠ (ɐ Űɖ ŭɟɎůɖ) 
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I L q q t t=ñ .  (3.114) 

 

ɆɢɖɛŬŰɑɕɞɡɛŮ Űɞ ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ  
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ȼ ůɡɜɎɟŰɖůɖ ( , )F q t  ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ Ŭˊɧ Űɖ ɗɏůɖ əŬɘ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ əŬɘ ůŮ ŬɡŰɧ Űɞ ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ ɡˊŮɘůɏɟɢŮŰŬɘ 

ɖ ɞɚɘəɐ Űɖɠ ˊŬɟɎɔɤɔɞɠ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ. ɄɟɞűŬɜɩɠ ɘůɢɨŮɘ 
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ɄɟɞůɗɏŰɞɡɛŮ Űɘɠ (3.114) əŬɘ (3.115) ɞˊɧŰŮ ɏɢɞɡɛŮ Űɖ ɜɏŬ ŭɟɎůɖ 
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ȹɖɚŬŭɐ ɓɟɑůəɞɡɛŮ Űɖ ɜɏŬ ŭɟɎůɖ, 
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ȸɚɏˊɞɡɛŮ ɧŰɘ ɞɘ ŭɡɞ ŭɟɎůŮɘɠ ŭɘŬűɏɟɞɡɜ əŬŰɎ ɛɘŬ ůŰŬɗŮɟɎ, Ŭűɞɨ ŰŬ 1 2,t t  ŮɑɜŬɘ ůŰŬɗŮɟɎ əŬɘ ɞɘ Űɘɛɏɠ 

1 2( ), ( )q t q t  ŮɑɜŬɘ əŬɗɞɟɘůɛɏɜŮɠ, ůŰŬɗŮɟɏɠ. ȺɑɜŬɘ ŮɡɜɧɖŰɞ ɧŰɘ ɞɘ ŭɡɜŬŰɏɠ ɛŮŰŬɓɞɚɏɠ ŬɡŰɩɜ ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ. 

ɆɢɖɛŬŰɑɕɞɡɛŮ Űɖ ŭɡɜŬŰɐ ɛŮŰŬɓɞɚɐ Űɖɠ ŭɟɎůɖɠ 1I  əŬɘ ɓɟɑůəɞɡɛŮ, 

 

 1 2 2 1 1ŭ ŭ ŭ ( ( ), ) ŭ ( ( ), ) ŭI I F q t t F q t t I= + - =.  (3.117) 

 

Ƀɘ ŭɡɞ ŭɟɎůŮɘɠ ŭɘŬűɏɟɞɡɜ əŬŰɎ ɛɘŬ ůŰŬɗŮɟɎ, ɖ ɞˊɞɑŬ əŬŰɎ Űɖ ŭɡɜŬŰɐ ɛŮŰŬɓɞɚɐ ŭŮɜ ˊŬɑɕŮɘ ɟɧɚɞ, ɎɟŬ ɞɘ 

ŭɡɜŬŰɏɠ ɛŮŰŬɓɞɚɏɠ Űɤɜ 1,I I  ŮɑɜŬɘ ɑůŮɠ. ȷɡŰɧ ŮɑɜŬɘ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰɞ Űɞɡ Ŭɜ ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ ɐ ɧɢɘ. ȷɜ ɘůɢɨŮɘ ɖ Ŭɟɢɐ 

Hamilton ŮɑɜŬɘ əŬɘ ɞɘ ŭɡɞ ɛɖŭɏɜ əŬɘ ɛŮ ɢɟɐůɖ ŭŮůɛŮɡŰɘəɩɜ ůɢɏůŮɤɜ, Ŭɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ, əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ əŬɘ Ŭˊɧ Űɘɠ 

ŭɡɞ ŭɟɎůŮɘɠ ůŰɘɠ ɑŭɘŮɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Lagrange əŬɘ ŰŮɚɘəɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ.  

ȺɨəɞɚŬ ɔɑɜŮŰŬɘ əŬŰŬɜɞɖŰɧ ɧŰɘ ŬɡŰɧ ůɢŮŰɑɕŮŰŬɘ ɛŮ Űɟɞˊɞˊɞɑɖůɖ Űɖɠ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐɠ ɛŮ ˊɟɞůɗɐəɖ ůŮ 

ŬɡŰɐɜ Űɖɠ ɞɚɘəɐɠ ˊŬɟŬɔɩɔɞɡ ůɡɜɎɟŰɖůɖɠ Űɖɠ ɗɏůɖɠ əŬɘ Űɞɡ ɢɟɧɜɞɡ. Ƀɘ ŭɡɞ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɏɠ ŭɑɜɞɡɜ Űɘɠ ɑŭɘŮɠ 

ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ, ɧˊɤɠ ɝɏɟɞɡɛŮ. ȹɖɚŬŭɐ ɓɟɑůəɞɡɛŮ Űɖ ůɡůɢɏŰɘůɖ ɛŮ ɔɜɤůŰɧ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ ɓŬɗɛɑŭŬɠ. ŪŬ 

ɛˊɞɟɞɨůŬɛŮ ɜŬ ɝŮəɘɜɐůɞɡɛŮ Ŭˊɧ Űɖɜ Űɟɞˊɞˊɞɑɖůɖ Űɖɠ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐɠ ŬɚɚɎ ˊɟɞŰɘɛɐůŬɛŮ ɜŬ ɝŮəɘɜɐůɞɡɛŮ 

ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŬ, Ŭˊɧ Űɖɜ Űɟɞˊɞˊɞɑɖůɖ Űɖɠ ŭɟɎůɖɠ. 
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6. ɇɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ Űɖɠ ŪŮɤɟɑŬɠ ɀŮŰŬɓɞɚɩɜ ɛŮ ˊŬɟŬɛŮŰɟɞˊɞɑɖůɖ Űɤɜ Űɟɞɢɘɩɜ 

ɂŮəɘɜɞɨɛŮ Ŭˊɧ Űɞ ůɡɜŬɟŰɖůɘŬəɧ 
2

1

d
( , , )d ,   ,  

d

x

x

y
Z f y y x x y

x
= =ñ . ȺɜɜɞŮɑŰŬɘ ɧŰɘ ɧɚŮɠ ɞɘ Űɟɞɢɘɏɠ, ɖ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐ 

əŬɘ ɞɘ ɔŮɘŰɞɜɘəɏɠ ˊŮɟɜɞɨɜ Ŭˊɧ ŰŬ ɑŭɘŬ ŭɡɞ ŬəɟŬɑŬ ůɖɛŮɑŬ ůŰɘɠ ɗɏůŮɘɠ 1 2,x x , ɞˊɧŰŮ ŰŬ 1 2( ), ( )y x y x  ŮɑɜŬɘ 

ŭŮŭɞɛɏɜŬ ɑŭɘŬ ɔɘŬ ɧɚŮɠ Űɘɠ Űɟɞɢɘɏɠ. ȻɖŰɞɨɛŮ Űɖɜ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐ ŭɘŬŭɟɞɛɐ (ɚɨůɖ) ( )y y x=  ɖ ɞˊɞɑŬ ɞŭɖɔŮɑ ůŮ 

ůŰɎůɘɛɖ Űɘɛɐ Űɞɡ ůɡɜŬɟŰɖůɘŬəɞɨ. ŪŬ ɞŭɖɔɖɗɞɨɛŮ əŬɘ ˊɎɚɘ ůŰɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Euler-Lagrange. Ⱥŭɩ ŬɜŬűɏɟɞɡɛŮ 

ŬɡŰɎ ˊɞɡ ůŰɘɠ ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜŮɠ ˊŮɟɘˊŰɩůŮɘɠ ɗŮɤɟɐůŬɛŮ ɧŰɘ ɘůɢɨɞɡɜ ůɘɤˊɖɟɩɠ. ȹɖɚŬŭɐ, ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ɡˊɎɟɢɞɡɜ 

ˊŬɟɎɔɤɔɞɘ Űɖɠ ( )y x  ɛɏɢɟɘ ŭŮɨŰŮɟɖɠ ŰɎɝɖɠ əŬɘ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ůɡɜŮɢŮɑɠ, Ůˊɑůɖɠ ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ɞɘ ˊŬɟɎɔɤɔɞɘ Űɖɠ 

f  ɤɠ ˊɟɞɠ ŰŬ ɞɟɑůɛŬŰɎ Űɖɠ əŬɘ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ůɡɜŮɢŮɑɠ. 

 

ȿɨůɖ 

ȹɘŬɚɏɔɞɡɛŮ ɏɜŬ ůɨɜɞɚɞ Ŭˊɧ ˊɞɚɨ ɔŮɘŰɞɜɘəɏɠ ŭɘŬŭɟɞɛɏɠ (Űɟɞɢɘɏɠ) ůŰɘɠ ɞˊɞɑŮɠ ˊŮɟɘɏɢŮŰŬɘ əŬɘ ɖ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐ 

ŭɘŬŭɟɞɛɐ. ȷɡŰɧ ˊɟŬɔɛŬŰɞˊɞɘŮɑŰŬɘ ɛŮ ˊŬɟŬɛŮŰɟɞˊɞɑɖůɖ ŬɡŰɩɜ Űɤɜ ˊɞɚɨ ɔŮɘŰɞɜɘəɩɜ Űɟɞɢɘɩɜ. ȰůŰɤ ɧŰɘ ɖ 

ůɢŮŰɘəɐ ˊŬɟɎɛŮŰɟɞɠ ˊŬɟɘůŰɎɜŮŰŬɘ ɛŮ Űɞ a. ȼ ˊŬɟŬɛŮŰɟɞˊɞɑɖůɖ ɔɘŬ 0a=  ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ɛŬɠ ɞŭɖɔŮɑ ůŮ ůŰɎůɘɛɖ 

Űɘɛɐ ɔɘŬ Űɞ ůɡɜŬɟŰɖůɘŬəɧ, ŭɖɚŬŭɐ ůŰɖ ɚɨůɖ Űɞɡ ˊɟɞɓɚɐɛŬŰɞɠ, ůŰɖɜ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐ ŰɟɞɢɘɎ. ȷɡŰɐ ɖ 

ˊŬɟŬɛŮŰɟɞˊɞɑɖůɖ ɔɘŬ ŬɟəŮŰɎ əɞɜŰɘɜɏɠ Űɟɞɢɘɏɠ ɏɢŮɘ Űɖ ɛɞɟűɐ( , ) ( ,0) ( )y x y x xa ah= + . 

( ,0) ( )y x y x=  ŮɑɜŬɘ ɖ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐ ŰɟɞɢɘɎ (ɖ ɚɨůɖ) əŬɘ ɘůɢɨɞɡɜ 1 2( ) ( ) 0x xh h= =. Ƀɘ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ 

( ), ( )x xh h  ŮɑɜŬɘ ůɡɔəŮəɟɘɛɏɜŮɠ ŬɚɚɎ ŬɡɗŬɑɟŮŰŮɠ əŬɘ, ůɨɛűɤɜŬ ɛŮ ŰŬ ˊŬɟŬˊɎɜɤ, ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ɏɢɞɡɜ ɛɏɢɟɘ əŬɘ 

ŭŮɨŰŮɟŮɠ ˊŬɟŬɔɩɔɞɡɠ ůɡɜŮɢŮɑɠ. ȺɑɜŬɘ ŮɡɜɧɖŰɞ ɧŰɘ Űɞ ůɡɜŬɟŰɖůɘŬəɧ ŮɑɜŬɘ ůɡɜɎɟŰɖůɖ Űɖɠ ˊŬɟŬɛɏŰɟɞɡ a, 

ŭɖɚŬŭɐ 
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ũɘŬ Űɞ ŭŮɨŰŮɟɞ ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ ɏɢɞɡɛŮ  
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ɀŮ ˊŬɟŬɔɞɜŰɘəɐ ɞɚɞəɚɐɟɤůɖ ɓɟɑůəɞɡɛŮ 
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ȰɢɞɡɛŮ Űɖ ůɢɏůɖ 
( )

1 2

1 2 1 2

,
, ,

( )( , ) ( ,0)
0 ( ) 0 0 0

x x x
x x x x x x

xy x y x
x

aha
h

a a a =
= =

µµ µ
= + = + = + =

µ µ µ
. 

 

ȺˊŮɘŭɐ ( )
y

xh
a

µ
=

µ
, əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɖ ůɢɏůɖ 
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1

d d
( )d

d d

x

x

Z f f
x x

y x y
h

a

å õµ µ
= -æ ö

µ µç ÷
ñ . 

ɄɟɏˊŮɘ ɜŬ ɘůɢɨŮɘ 
0

d
0

d

Z

aa =

= , ɞˊɧŰŮ ɏɢɞɡɛŮ 

 
2

1 0

( )d 0

x

x

f d f
x x

y dx y
a

h

=

å õµ µ
- =æ ö

µ µç ÷
ñ . 

 

ɇɞ ( )xh  ŮɑɜŬɘ ŬɡɗŬɑɟŮŰɞ, ɞˊɧŰŮ ůɨɛűɤɜŬ ɛŮ Űɞ ɗŮɛŮɚɘɩŭŮɠ ɚɐɛɛŬ Űɖɠ ɗŮɤɟɑŬɠ ɛŮŰŬɓɞɚɩɜ əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ 

ůŰɖɜ Ůɝɑůɤůɖ (Euler-)Lagrange, 

 

d
0

d

f f

y x y

µ µ
- =

µ µ
. 

 

ȺɑɜŬɘ ŮɡɜɧɖŰɞ ɧŰɘ Ŭɜ ɏɢɞɡɛŮ ˊɞɚɚɏɠ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ   1,2,...,ky k n= , ɗŬ ŮɘůŬɢɗɞɨɜ ŬɜŰɑůŰɞɘɢŮɠ 

ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ ( )k xh , Ůɜɩ ɖ ˊŬɟɎɛŮŰɟɞɠ ɗŬ ŮɑɜŬɘ ɛɑŬ, ɖ a, əŬɘ ɗŬ əŬŰŬɚɐɝɞɡɛŮ ůŮ n  ŮɝɘůɩůŮɘɠ Lagrange, ɛɘŬ 

ɔɘŬ əɎɗŮ ky . 

7. ȺɚɎɢɘůŰɖ ŬˊɧůŰŬůɖ ɛŮŰŬɝɨ ŭɡɞ ůɖɛŮɑɤɜ ůŰɞ ŮˊɑˊŮŭɞ 

ɇɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ ˊɞɡ ŰɑɗŮŰŬɘ ŮɑɜŬɘ ɜŬ ɓɟŮɗŮɑ ɖ əŬɛˊɨɚɖ ˊɞɡ ŮɜɩɜŮɘ ŭɡɞ ŭŮŭɞɛɏɜŬ ůɖɛŮɑŬ ˊɞɡ ɓɟɑůəɞɜŰŬɘ ůŮ ɏɜŬ 

ŮˊɑˊŮŭɞ, ɏŰůɘ ˊɞɡ Űɞ ɛɐəɞɠ Űɖɠ əŬɛˊɨɚɖɠ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ŮɚɎɢɘůŰɞ. 

 

ȿɨůɖ 

ȳˊɤɠ ŬɜŬűɏɟŬɛŮ ůŰŬ ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜŬ, ɗŬ ŮűŬɟɛɧůɞɡɛŮ Űɖ ɗŮɤɟɑŬ ɛŮŰŬɓɞɚɩɜ ˊɞɡ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ ɗŬ ɓɟɞɨɛŮ ˊɧŰŮ 

ɏɢɞɡɛŮ ůŰɎůɘɛɖ Űɘɛɐ əŬɘ ɗŬ ɡˊɞɗɏůɞɡɛŮ ɧŰɘ ɖ ůŰɎůɘɛɖ Űɘɛɐ ŬɜŰɘůŰɞɘɢŮɑ ůŮ ŮɚɎɢɘůŰɞ ɛɐəɞɠ. ŪŮɤɟɞɨɛŮ ɧŰɘ 

ɏɢɞɡɛŮ əŬɟŰŮůɘŬɜɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ . Ƀ ɎɝɞɜŬɠ ŮɑɜŬɘ ɞɟɘɕɧɜŰɘɞɠ əŬɘ ɞ əŬŰŬəɧɟɡűɞɠ. ȰůŰɤ ɧŰɘ Űɞ 

Ŭɟɢɘəɧ ůɖɛŮɑɞ ŮɑɜŬɘ Űɞ (0,0) ŭɖɚŬŭɐ ůŰɖɜ Ŭɟɢɐ Űɤɜ Ŭɝɧɜɤɜ. ȼ ɏəűɟŬůɖ  ˊŬɟɘůŰɎɜŮɘ ŰɡɢŬɑɞ ŭɟɧɛɞ 

ˊɞɡ ůɡɜŭɏŮɘ Űɞ Ŭɟɢɘəɧ ůɖɛŮɑɞ (0,0) ɛŮ Űɞ ŰŮɚɘəɧ ŭŮŭɞɛɏɜɞ ůɖɛŮɑɞ . ȷɜ Űɞ ůŰɞɘɢŮɘɩŭŮɠ ɛɐəɞɠ ˊɎɜɤ ůŮ 

ŬɡŰɧɜ Űɞɜ ŰɡɢŬɑɞ ŭɟɧɛɞ ŮɑɜŬɘ , ɏɢɞɡɛŮ  əŬɘ . ɇɞ ɛɐəɞɠ ɔɘŬ 

ŰɡɢŬɑŬ ŭɘŬŭɟɞɛɐ Ŭˊɧ Űɖ ɗɏůɖ (0,0) ɛɏɢɟɘ Űɖ ɗɏůɖ ŮɑɜŬɘ . ȼ ɗŮɤɟɑŬ ɛŮŰŬɓɞɚɩɜ 

ɛŬɠ ɚɏŮɘ ɧŰɘ . ȷɡŰɧ ɛŬɠ ɞŭɖɔŮɑ ůŰɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Lagrange əŬɘ ɗɏŰɞɜŰŬɠ  ɓɟɑůəɞɡɛŮ 

 ȳɛɤɠ  əŬɘ  ɎɟŬ , ɞˊɧŰŮ 

,x y x y

( )y y x=

1 1( , )x y

ds 2 2d (d ) (d )s x y= + 2 d
d 1 d ,   

d

y
s y x y

x
¡ ¡= + =

1 1( , )x y

11

2

01

0 0

d 1 d

x

l s y x¡= = +ñ ñ

01ŭ 0l =
21f y¡= +

d
0.

d

f f

x y y

å õµ µ
- =æ ö
¡µ µç ÷

0
f

y

µ
=

µ 21

f y

y y

¡µ
=
¡µ ¡+ 2

d
0

d 1

y

x y

å õ¡
æ ö=
æ ö¡+ç ÷



Ⱥ. ȷ. ȹɟɖɠ, Ū. ȼ. ȷɚŮɝɧˊɞɡɚɞɠ      117 

. ȷˊɧ ŬɡŰɐɜ ɓɟɑůəɞɡɛŮ  ɞˊɧŰŮ Ŭɜ , əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŮ 

ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐ ɔŮɜɘəɐ ɚɨůɖ, ůŰɖɜ y a¡= =ůŰŬɗŮɟɧ, ɎɟŬ  ɧˊɞɡ  ɛɘŬ Ɏɚɚɖ ůŰŬɗŮɟɎ. ȼ əŬɛˊɨɚɖ ŮɑɜŬɘ 

ŮɡɗŮɑŬ, ɧˊɤɠ ŬɜŬɛɏɜɞɡɛŮ. Ⱥűɧůɞɜ ɖ ŮɡɗŮɑŬ ˊŮɟɜɎ Ŭˊɧ Űɞ ůɖɛŮɑɞ (0,0), ɏˊŮŰŬɘ ɧŰɘ , . ɇɞ  

ˊɟɞůŭɘɞɟɑɕŮŰŬɘ (Ŭɜ ɗɏɚɞɡɛŮ) Ŭˊɧ Űɖɜ ŬˊŬɑŰɖůɖ ɖ ŮɡɗŮɑŬ ɜŬ ˊŮɟɜɎ əŬɘ Ŭˊɧ Űɞ ůɖɛŮɑɞ , ɘůɢɨŮɘ .  

8. ɇɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ Űɞɡ ɓɟŬɢɡůŰɧɢɟɞɜɞɡ 

ȷɡŰɧ ŮɑɜŬɘ Űɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ ɛŮ Űɞ ɞˊɞɑɞ ɞ Jakob Bernoulli Űɞ 1696 ɏŭɤůŮ Űɖɜ Ŭɟɢɘəɐ ɩɗɖůɖ ɔɘŬ Űɖɜ ŬɜɎˊŰɡɝɖ Űɖɠ 

ɗŮɤɟɑŬɠ ɛŮŰŬɓɞɚɩɜ. ɇɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ ůɡɜɑůŰŬŰŬɘ ůŰɞ ɜŬ ɓɟŮɗŮɑ ɖ əŬɛˊɨɚɖ ˊɞɡ ŮɜɩɜŮɘ ŭɡɞ ŭŮŭɞɛɏɜŬ ůɖɛŮɑŬ, ˊɎɜɤ 

ůŮ ɏɜŬ əŬŰŬəɧɟɡűɞ ŮˊɑˊŮŭɞ ˊɞɡ ɓɟɑůəŮŰŬɘ ɛɏůŬ ůŮ ˊŮŭɑɞ ɓŬɟɨŰɖŰŬɠ, ɧˊɞɡ ɧŰŬɜ ɡɚɘəɧ ůɖɛŮɑɞ ŬűŮɗŮɑ ɢɤɟɑɠ 

Ŭɟɢɘəɐ ŰŬɢɨŰɖŰŬ Ŭˊɧ Űɞ ŬɜɩŰŮɟɞ ůɖɛŮɑɞ əŬɘ ŭɘŬɔɟɎűŮɘ ŰɟɞɢɘɎ ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ŬɡŰɐ ɖ əŬɛˊɨɚɖ (ɢɤɟɑɠ Űɟɘɓɏɠ), 

ˊɖɔŬɑɜŮɘ ůŰɞ əŬŰɩŰŮɟɞ ůɖɛŮɑɞ ůŰɞɜ ŮɚɎɢɘůŰɞ ɢɟɧɜɞ. ȹŮɜ ŮɚɏɔɢɞɡɛŮ Ŭɜ ɏɢɞɡɛŮ ˊɟɎɔɛŬŰɘ ŮɚɎɢɘůŰɞ ɢɟɧɜɞ, Ŭˊɚɩɠ 

ɓɟɑůəɞɡɛŮ ůŰɎůɘɛɖ ŭɘŬŭɟɞɛɐ. 

 

ȿɨůɖ 

ŪŮɤɟɞɨɛŮ ɧŰɘ ɏɢɞɡɛŮ əŬɟŰŮůɘŬɜɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ 
.
 Ƀ ɎɝɞɜŬɠ 

 
ŮɑɜŬɘ ɞɟɘɕɧɜŰɘɞɠ əŬɘ ɞ  əŬŰŬəɧɟɡűɞɠ 

ɗŮŰɘəɧɠ ˊɟɞɠ ŰŬ əɎŰɤ. ūŬɜŰŬɕɧɛŬůŰŮ ɧŰɘ Űɞ Ŭɟɢɘəɧ ůɖɛŮɑɞ ŮɑɜŬɘ Űɞ (0,0) ŭɖɚŬŭɐ ůŰɖɜ Ŭɟɢɐ Űɤɜ Ŭɝɧɜɤɜ. ȰůŰɤ 

ɧŰɘ  ˊŬɟɘůŰɎɜŮɘ ŰɡɢŬɑɞ ŭɟɧɛɞ ˊɞɡ ůɡɜŭɏŮɘ Űɞ Ŭɟɢɘəɧ ůɖɛŮɑɞ (0,0) ɛŮ Űɞ ŰŮɚɘəɧ ŭŮŭɞɛɏɜɞ ůɖɛŮɑɞ 

. ȷɜ Űɞ ůŰɞɘɢŮɘɩŭŮɠ ɛɐəɞɠ ˊɎɜɤ ůŮ ŬɡŰɧɜ Űɞɜ ŰɡɢŬɑɞ ŭɟɧɛɞ ŮɑɜŬɘ , əŬɘ ɖ ŰŬɢɨŰɖŰŬ Űɞɡ ůɤɛŬŰɑɞɡ ůŮ 

ŰɡɢŬɑŬ ɗɏůɖ ŮɑɜŬɘ , ɘůɢɨŮɘ ɔɘŬ Űɞ ɢɟɞɜɘəɧ ŭɘɎůŰɖɛŬ Ŭˊɧ Űɖɜ Ŭɟɢɘəɐ ůŰɖɜ ŰŮɚɘəɐ ɗɏůɖ 

 

 
 

ɖ ŭɘŬŰɐɟɖůɖ Űɖɠ ɛɖɢŬɜɘəɐɠ ŮɜɏɟɔŮɘŬɠ ŭɑɜŮɘ ɎɟŬ . ɄɟɞűŬɜɩɠ ɘůɢɨɞɡɜ 

 ɎɟŬ .  

 

ɇŮɚɘəɩɠ ɔɘŬ əɎɗŮ ŰɟɞɢɘɎ ɏɢɞɡɛŮ 

 

. 

 

ɇɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ ŮɑɜŬɘ ɜŬ ɓɟŮɗŮɑ ɞ ŭɟɧɛɞɠ  ˊɞɡ əɎɜŮɘ Űɞ ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ ůŰɎůɘɛɞ (Ůŭɩ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ 

ŭŮɘɢŰŮɑ ɧŰɘ ɏɢŮɘ ŮɚɎɢɘůŰɖ Űɘɛɐ). ŪɏŰɞɜŰŬɠ 

 

 
 

ɛŮ Űɖ ɗŮɤɟɑŬ ɛŮŰŬɓɞɚɩɜ əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Euler-Lagrange 
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Ⱥűɧůɞɜ Űɞ  ŭŮɜ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ ɎɛŮůŬ Ŭˊɧ Űɞ  ŬəɞɚɞɡɗɞɨɛŮ Űɖɜ ˊŬɟŬəɎŰɤ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ (ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ 

ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɐůɞɡɛŮ Űɞ əŬŰɎɚɚɖɚɞ ɗŮɩɟɖɛŬ ŭɘŬŰɐɟɖůɖɠ ˊɞɡ ŬɜŬűɏɟŮŰŬɘ ŬɟɔɧŰŮɟŬ), 

 

 

ɐ 

  

 

 

 

ȯɟŬ ɏɢɞɡɛŮ .  

 

ȽůɢɨŮɘ  ɞˊɧŰŮ  əŬɘ ŰŮɚɘəɩɠ .  

 

ȷˊɧ ŬɡŰɐɜ ɓɟɑůəɞɡɛŮ 

. 

 

ŪɏŰɞɡɛŮ 

 

 

 

ɞˊɧŰŮ əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɖ ůɢɏůɖ 

 

. 

 

ȼ Ůˊɘɚɞɔɐ ɛŬɠ  ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ , ɞˊɧŰŮ ɔɘŬ Űɖ ůŰŬɗŮɟɎ  ɘůɢɨŮɘ . ȼ 

ůŰŬɗŮɟɎ  ˊɟɞůŭɘɞɟɑɕŮŰŬɘ Ŭˊɧ Űɖɜ ŬˊŬɑŰɖůɖ ɖ ŰɟɞɢɘɎ ɜŬ ˊŮɟɜɎ Ŭˊɧ Űɞ ůɖɛŮɑɞ . ȰɢɞɡɛŮ Űɘɠ ůɢɏůŮɘɠ

. ȷˊɧ ŬɡŰɏɠ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ɓɟɞɨɛŮ ŰŬ  əŬɘ . ɄɟɞŰɘɛɞɨɛŮ ɜŬ 

ŬűɐɜɞɡɛŮ Űɖɜ ŰɟɞɢɘɎ ɜŬ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ Ŭˊɧ ɛɘŬ ˊŬɟɎɛŮŰɟɞ, Űɖɜ . ȰŰůɘ ɖ ŰɟɞɢɘɎ ůŮ ˊŬɟŬɛŮŰɟɘəɐ ɛɞɟűɐ ŭɑɜŮŰŬɘ 

Ŭˊɧ Űɘɠ ůɢɏůŮɘɠ . ȼ ɚɨůɖ ŮɑɜŬɘ ɛɘŬ əɡəɚɞŮɘŭɐɠ əŬɛˊɨɚɖ. 

9. ɇɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ Űɖɠ ŮɚŬůŰɘəɐɠ ɟɎɓŭɞɡ 
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ɀɘŬ ŮɚŬůŰɘəɐ ɟɎɓŭɞɠ ɏɢŮɘ ůŮ əɎɗŮ ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ Űɖɜ ɑŭɘŬ ŭɘŬŰɞɛɐ. ȼ ɟɎɓŭɞɠ ɏɢŮɘ ɛɐəɞɠ .ȼ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰɖ 

ɛŮŰŬɓɚɖŰɐ  ˊɞɡ ˊŬɑɟɜŮɘ Űɘɛɏɠ ůŰɞ ŭɘɎůŰɖɛŬ ɢŬɟŬəŰɖɟɑɕŮɘ Űɖ ɗɏůɖ əŬŰɎ ɛɐəɞɠ Űɖɠ ɟɎɓŭɞɡ. ɈˊɞɗɏŰɞɡɛŮ 

ɧŰɘ ůŰɖ ɟɎɓŭɞ ŬůəŮɑŰŬɘ űɧɟŰɞɠ ŭɖɚŬŭɐ əŬŰŬɜŮɛɖɛɏɜɖ ŭɨɜŬɛɖ əɎɗŮŰŬ ůŰɖ ɟɎɓŭɞ, ŭɨɜŬɛɖ ŬɜɎ ɛɞɜɎŭŬ ɛɐəɞɡɠ, 

ůɨɛűɤɜŬ ɛŮ Űɖ ůɡɜɎɟŰɖůɖ . ȼ ɛŮŰŬŰɧˊɘůɖ Űɤɜ ůɖɛŮɑɤɜ Űɖɠ ɟɎɓŭɞɡ, ɡˊɧ űɧɟŰɞ, Ŭˊɧ Űɖ ɗɏůɖ ˊɞɡ 

ɏɢɞɡɜ ɧŰŬɜ ŭŮɜ ɡˊɎɟɢŮɘ űɧɟŰɞɠ ɞˊɧŰŮ ɖ ɟɎɓŭɞɠ ŮɑɜŬɘ ŮɡɗŮɑŬ, ˊŬɟɘůŰɎɜŮŰŬɘ ɛŮ . ȼ ɛŮŰŬŰɧˊɘůɖ 

ɡˊɞŰɑɗŮŰŬɘ ŬɟəɞɨɜŰɤɠ ɛɘəɟɐ. ȼ ŭɡɜŬɛɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ ˊɞɡ ɞűŮɑɚŮŰŬɘ ůŰɘɠ ŮɚŬůŰɘəɏɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ (ɏɜŮəŬ Űɖɠ 

ˊŬɟŬɛɧɟűɤůɖɠ Űɖɠ ɟɎɓŭɞɡ), ŬˊɞŭŮɘəɜɨŮŰŬɘ ɧŰɘ ŭɑɜŮŰŬɘ Ŭˊɧ Űɖ ůɢɏůɖ  

ɄɟɞűŬɜɩɠ ɖ ŭɡɜŬɛɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ ˊɞɡ ɞűŮɑɚŮŰŬɘ ůŰɞɜ űɧɟŰɞ ŭɑɜŮŰŬɘ Ŭˊɧ Űɖ ůɢɏůɖ , ɧˊɞɡ ɖ 

(ɗŮŰɘəɐ) űɞɟɎ Űɞɡ ɎɝɞɜŬ  ŮɑɜŬɘ əŬŰɎ Űɖ űɞɟɎ Űɖɠ ŭɨɜŬɛɖɠ  ɧŰŬɜ Űɞ . ȻɖŰŮɑŰŬɘ ɜŬ ɓɟŮɗŮɑ Űɞ 

ůɢɐɛŬ Űɖɠ ɟɎɓŭɞɡ, , əŬŰɎ Űɖɜ ɘůɞɟɟɞˊɑŬ Űɖɠ. ɁŬ ŭɘŮɟŮɡɜɖɗŮɑ Űɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ ɛŮ ŭɘŬűɧɟɤɜ Űɨˊɤɜ 

ůɡɜɞɟɘŬəɏɠ ůɡɜɗɐəŮɠ. 

 

ȿɨůɖ 

 

ɆŰɖɜ ɘůɞɟɟɞˊɑŬ, ɖ ɞɚɘəɐ ŭɡɜŬɛɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ŮɚɎɢɘůŰɖ, ɞˊɧŰŮ ɏɢɞɡɛŮ ɜŬ ɓɟɞɨɛŮ Űɖ ůŰɎůɘɛɖ Űɘɛɐ 

Űɞɡ ůɡɜŬɟŰɖůɘŬəɞɨ, . ȰɢɞɡɛŮ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ˊɞɡ ɖ ůɡɜɎɟŰɖůɖ 

 Űɞɡ ůɡɜŬɟŰɖůɘŬəɞɨ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ Ŭˊɧ Űɖ ŭŮɨŰŮɟɖ ˊŬɟɎɔɤɔɞ Űɖɠ ɎɔɜɤůŰɖɠ ůɡɜɎɟŰɖůɖɠ 

. ɄŬɑɟɜɞɜŰŬɠ Űɖ ŭɡɜŬŰɐ ɛŮŰŬɓɞɚɐ, ɛŮŰɎ Űɖɜ ˊŬɟŬɔɞɜŰɘəɐ ɞɚɞəɚɐɟɤůɖ ɗŬ əŬŰŬɚɐɝɞɡɛŮ ůŰɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Euler-

Lagrange əŬɘ ůŰɞɜ ɧɟɞ ůɡɜɧɟɞɡ ˊɞɡ ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ɘůɞɨŰŬɘ ɛŮ ɛɖŭɏɜ. ɆɡɔəŮəɟɘɛɏɜŬ, 

 

 

  

ȺˊŮɘŭɐ ŬɡŰɐ ɖ ůɡɜɐɗɖɠ ŭɘŬűɞɟɘəɐ Ůɝɑůɤůɖ ŮɑɜŬɘ ŰɏŰŬɟŰɖɠ ŰɎɝŮɤɠ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ůŰɖ ɚɨůɖ Űɖɠ ŰɏůůŮɟɘɠ 

ůŰŬɗŮɟɏɠ ɞɘ ɞˊɞɑŮɠ ɔɘŬ ɜŬ ˊɟɞůŭɘɞɟɘůŰɞɨɜ ɢɟŮɘɎɕɞɜŰŬɘ ŰɏůůŮɟɘɠ ůɡɜɞɟɘŬəɏɠ ůɡɜɗɐəŮɠ. ȰŰůɘ ɓɟɑůəŮŰŬɘ ɚɨůɖ 

ˊɚɐɟɤɠ əŬɗɞɟɘůɛɏɜɖ.  

 

ȷ) ɇŬ ɎəɟŬ ůŰŬ Űɖɠ ɟɎɓŭɞɡ ŮɑɜŬɘ ˊŬəŰɤɛɏɜŬ ɏŰůɘ ɩůŰŮ 

 

 

 

ɄɟɞűŬɜɩɠ  ȹɖɚŬŭɐ ɞ ɧɟɞɠ ůɡɜɧɟɞɡ ŮɑɜŬɘ ˊɟɎɔɛŬŰɘ ɛɖŭɏɜ 

ŮˊŮɘŭɐ ɏɢɞɡɜ ŮˊɘɓɚɖɗŮɑ ɞɘ (ŮɝɤŰŮɟɘəɏɠ) ůɡɜɗɐəŮɠ ˊɎəŰɤůɖɠ Űɤɜ Ɏəɟɤɜ Űɖɠ ɟɎɓŭɞɡ. ȷɡŰɏɠ ɞɘ ůɡɜɞɟɘŬəɏɠ 

ůɡɜɗɐəŮɠ ŮɑɜŬɘ ŰɏůůŮɟɘɠ ɞˊɧŰŮ əŬɗɞɟɑɕɞɡɜ Űɖ ɚɨůɖ ˊɚɐɟɤɠ. 
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ȸ) ɇŬ ŭɡɞ ɎəɟŬ ůŰɖɟɑɕɞɜŰŬɘ ɏŰůɘ ˊɞɡ ɘůɢɨɞɡɜ . ɇŬ ŮɑɜŬɘ ŬɡɗŬɑɟŮŰŬ, ŬɡŰɧ 

ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ ɔɘŬ ɜŬ ɛɖŭŮɜɘůŰŮɑ ɞ ůɡɜɞɟɘŬəɧɠ ɧɟɞɠ ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ɘůɢɨɞɡɜ . Ƀɘ ŰɏůůŮɟɘɠ 

ůɡɜɗɐəŮɠ əŬɗɞɟɑɕɞɡɜ ˊɚɐɟɤɠ Űɖ ɚɨůɖ. 

 

ũ) ɇɞ ɏɜŬ Ɏəɟɞ ˊŬəŰɤɛɏɜɞ əŬɘ Űɞ Ɏɚɚɞ ŮɚŮɨɗŮɟɞ ɏŰůɘ ˊɞɡ . ɇŬ  ŭŮɜ 

əŬɗɞɟɑɕɞɜŰŬɘ Ůə Űɤɜ ˊɟɞŰɏɟɤɜ.  

ȷɡŰɎ ůɖɛŬɑɜɞɡɜ ɧŰɘ ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ɘůɢɨɞɡɜ  ȰɢɞɡɛŮ əŬɘ ˊɎɚɘ Űɘɠ ŰɏůůŮɟɘɠ ůɡɜɗɐəŮɠ ˊɞɡ 

ɢɟŮɘɎɕŮŰŬɘ Űɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ. 

 

ȹ) ȾŬɘ ŰŬ ŭɡɞ ɎəɟŬ ŮɚŮɨɗŮɟŬ. ɆŮ ŬɡŰɐ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɏɢɞɡɛŮ, əŬɘ ɔɘŬ ŰŬ ŭɡɞ ɎəɟŬ, ɛɧɜɞ űɡůɘəɏɠ ůɡɜɞɟɘŬəɏɠ 

ůɡɜɗɐəŮɠ. ɆɡɔəŮəɟɘɛɏɜŬ, ˊɟɏˊŮɘ  ȰɢɞɡɛŮ əŬɘ ˊɎɚɘ Űɞ ůɤůŰɧ 

ˊɚɐɗɞɠ ůɡɜɞɟɘŬəɩɜ ůɡɜɗɖəɩɜ.  

ȷɡŰɐ ɖ ŰŮɚŮɡŰŬɑŬ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɏɢŮɘ əɎˊɞɘŮɠ ɘŭɘɞɛɞɟűɑŮɠ. ȺɑɜŬɘ ŮɡɜɧɖŰɞ ɧŰɘ ɖ ɟɎɓŭɞɠ ŭŮɜ ɛˊɞɟŮɑ ɔŮɜɘəɩɠ 

ɜŬ ɘůɞɟɟɞˊŮɑ ɡˊɧ űɧɟŰɞ ɢɤɟɑɠ ɜŬ ůŰɖɟɑɕŮŰŬɘ əɎˊɞɡ. ȷɜ ɔɘŬ ˊŬɟɎŭŮɘɔɛŬ ɞ űɧɟŰɞɠ (Űɞ űɞɟŰɑɞ) ŮɑɜŬɘ Űɞ ɓɎɟɞɠ 

Űɖɠ ɟɎɓŭɞɡ ˊɞɡ Űɖɜ ɡˊɞɗɏŰɞɡɛŮ ɞɟɘɕɧɜŰɘŬ, ŰɧŰŮ ɔɘŬ ɜŬ ɘůɞɟɟɞˊŮɑ ɢɟŮɘɎɕɞɜŰŬɘ ɔŮɜɘəɩɠ ŭɡɞ əŬŰŬəɧɟɡűŮɠ ˊɟɞɠ 

ŰŬ ˊɎɜɤ ŭɡɜɎɛŮɘɠ ůŰɐɟɘɝɖɠ. ɇɩɟŬ ɗŬ ɗŮɤɟɐůɞɡɛŮ ŬɡŰɏɠ Űɘɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ ůŰɐɟɘɝɖɠ ɤɠ Űɞ ɧɟɘɞ (ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ ŭɏɚŰŬ) 

ůɡɜŮɢɞɨɠ əŬŰŬɜɞɛɐɠ ŭɡɜɎɛŮɤɜ ˊɞɡ ůɡɛˊŮɟɘɚŬɛɓɎɜɞɜŰŬɘ ůŰɖ ůɡɜɎɟŰɖůɖ . ȷˊɧ Űɖ ɔŮɜɘəɐ ɗŮɤɟɑŬ 

ŭɘŬűɞɟɘəɩɜ ŮɝɘůɩůŮɤɜ, ŬˊɞŭŮɘəɜɨŮŰŬɘ ɧŰɘ ůŰɖ ŭɘŬűɞɟɘəɐ Ůɝɑůɤůɖ , Űɞ ŭŮɝɑ ɛɏɚɞɠ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ 

ŮɑɜŬɘ ŬɡɗŬɑɟŮŰɞ ɛɧɜɞ Ŭɜ ɖ ɞɛɞɔŮɜɐɠ Űɖɠ ŭɘŬűɞɟɘəɐ Ůɝɑůɤůɖ, , ɛŮ Űɘɠ ůɡɜɞɟɘŬəɏɠ ůɡɜɗɐəŮɠ Űɖɠ əɎɗŮ 

ɛɘŬɠ ˊŮɟɑˊŰɤůɖɠ, ŭŮɜ ɏɢŮɘ Ɏɚɚɖ ɚɨůɖ ŮəŰɧɠ Ŭˊɧ Űɖɜ ŰŮŰɟɘɛɛɏɜɖ ɚɨůɖ . 

ɆŮ ɧɚŮɠ Űɘɠ ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜŮɠ ˊŮɟɘˊŰɩůŮɘɠ ȷ), ȸ) əŬɘ ũ) ɞɘ ůɡɜɞɟɘŬəɏɠ ůɡɜɗɐəŮɠ ɐŰŬɜ ŰɏŰɞɘŮɠ ɩůŰŮ ɖ 

ɞɛɞɔŮɜɐɠ ŭɘŬűɞɟɘəɐ Ůɝɑůɤůɖ , ŭŮɜ ŮɑɢŮ ɛɖ ŰŮŰɟɘɛɛɏɜŮɠ ɚɨůŮɘɠ ɛŮ Űɘɠ ůɡɜɞɟɘŬəɏɠ ůɡɜɗɐəŮɠ Űɖɠ 

əɎɗŮ ˊŮɟɑˊŰɤůɖɠ. 

ȳɛɤɠ ůŰɖɜ ŰŮɚŮɡŰŬɑŬ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ, Űɖɜ (ȹ), ɡˊɎɟɢɞɡɜ ŭɡɞ ŰɏŰɞɘŮɠ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ ɛŮŰŬɝɨ Űɞɡɠ ɚɨůŮɘɠ, ˊɞɡ 

ˊɚɖɟɞɨɜ Űɘɠ ůɢŮŰɘəɏɠ ůɡɜɞɟɘŬəɏɠ ůɡɜɗɐəŮɠ. Ƀɘ ɚɨůŮɘɠ ŮɑɜŬɘ ɞɘ . ũɘŬ ŬɡŰɐ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ 

ɖ ɗŮɤɟɑŬ ŭɘŬűɞɟɘəɩɜ ŮɝɘůɩůŮɤɜ ɚɏŮɘ ɧŰɘ ɔɘŬ ɜŬ ɏɢŮɘ ɚɨůɖ Űɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ ůɡɜɞɟɘŬəɩɜ Űɘɛɩɜ ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ɘůɢɨɞɡɜ 

ɞɘ ˊŬɟŬəɎŰɤ ůɢɏůŮɘɠ ɛŮŰŬɝɨ Űɤɜ ɚɨůŮɤɜ Űɖɠ ɞɛɞɔŮɜɞɨɠ əŬɘ Űɖɠ ůɡɜɎɟŰɖůɖɠ Űɞɡ ŭŮɨŰŮɟɞɡ ɛɏɚɞɡɠ Űɖɠ ɛɖ 

ɞɛɞɔŮɜɞɨɠ ŭɘŬűɞɟɘəɐɠ Ůɝɑůɤůɖɠ, ŭɖɚŬŭɐ Űɖɠ , 

 

. 

 

ȹɖɚŬŭɐ ɞɘ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ɞɟɗɞɔɩɜɘŮɠ.  

ɆŰɖ ůɡɔəŮəɟɘɛɏɜɖ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɏɢɞɡɛŮ,  

 

. 

 

ɇɞ űɡůɘəɧ ɜɧɖɛŬ Űɤɜ ŰŮɚŮɡŰŬɑɤɜ ůɢɏůŮɤɜ ŮɑɜŬɘ ˊɤɠ ˊɟɏˊŮɘ Űɞ ɎɗɟɞɘůɛŬ ɧɚɤɜ Űɤɜ ŭɡɜɎɛŮɤɜ ˊɞɡ ŭɟɞɡɜ 

ůŰɖ ɟɎɓŭɞ ɜŬ ɘůɞɨŰŬɘ ɛŮ ɛɖŭɏɜ əŬɘ Ůˊɑůɖɠ, Űɞ ɎɗɟɞɘůɛŬ Űɤɜ ɟɞˊɩɜ Űɤɜ ŭɡɜɎɛŮɤɜ ɜŬ ɘůɞɨŰŬɘ ɛŮ ɛɖŭɏɜ. ȷɡŰɧ 

ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɔɑɜŮɘ ɛŮ ŭɡɞ ŮɜŰɞˊɘůɛɏɜŮɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ ˊɞɡ ɘůɞɟɟɞˊɞɨɜ Űɘɠ ůɡɜŮɢɩɠ əŬŰŬɜŮɛɖɛɏɜŮɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ, ɧˊɤɠ ɔɘŬ 

ˊŬɟɎŭŮɘɔɛŬ Űɘɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ ɓŬɟɨŰɖŰŬɠ ɏɜŮəŬ Űɖɠ əŬŰŬɜŮɛɖɛɏɜɖɠ ɛɎɕŬɠ Űɖɠ ɟɎɓŭɞɡ. 

10. ɀŮɚɏŰɖ Űɖɠ ŰŬɚɎɜŰɤůɖɠ ɢɞɟŭɐɠ ɛŮ ɢɟɐůɖ Űɖɠ ŪŮɤɟɑŬɠ ɀŮŰŬɓɞɚɩɜ 
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ŪŮɤɟɞɨɛŮ ŮɡɗɨɔɟŬɛɛɖ ɞɛɞɔŮɜɐ ŮɚŬůŰɘəɐ ɢɞɟŭɐ ɛɐəɞɡɠ , ˊɞɡ ɓɟɑůəŮŰŬɘ ˊɎɜɤ ůŰɞɜ ɎɝɞɜŬ , ɛŮ ŰŬ ɎəɟŬ 

Űɖɠ ůŰɘɠ ɗɏůŮɘɠ . ȼ ɢɞɟŭɐ ŰŬɚŬɜŰŮɨŮŰŬɘ ɏŰůɘ ˊɞɡ ɖ ŬˊɞɛɎəɟɡɜůɖ ɜŬ ŮɑɜŬɘ əŬŰɎ ɛɐəɞɠ Űɞɡ ɎɝɞɜŬ 

 ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ əɎɗŮŰɞɠ ůŰɞɜ ɎɝɞɜŬ .  

Ƀɘ ŬˊɞɛŬəɟɨɜůŮɘɠ  Ŭˊɧ Űɖ ɗɏůɖ ɘůɞɟɟɞˊɑŬɠ ŮɑɜŬɘ ŬɟəɞɨɜŰɤɠ ɛɘəɟɏɠ əŬɘ  ŮɑɜŬɘ ɞ ɢɟɧɜɞɠ ɞ 

ɞˊɞɑɞɠ ɏɢŮɘ Űɘɛɏɠ ůŰɞ ŭɘɎůŰɖɛŬ ˊɞɡ ɛŬɠ ŮɜŭɘŬűɏɟŮɘ, ɏůŰɤ Ŭˊɧ 0  ɏɤɠ 1t , ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ŬɡɗŬɑɟŮŰɞ. ȼ ŬˊɞɛɎəɟɡɜůɖ 

( , )y x t  ŮɑɜŬɘ ŬɟəɞɨɜŰɤɠ ɛɘəɟɐ ɎɟŬ ŮɑɜŬɘ ˊŮˊŮɟŬůɛɏɜɖ. ȹɑɜŮŰŬɘ ɧŰɘ ɖ ŭɡɜŬɛɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ ŬɜɎ ɛɞɜɎŭŬ ɛɐəɞɡɠ 

Űɖɠ ɢɞɟŭɐɠ əŬɘ ɖ əɘɜɖŰɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ ŬɜɎ ɛɞɜɎŭŬ ɛɐəɞɡɠ, ŮɑɜŬɘ ŬɜŰɘůŰɞɑɢɤɠ,  

 

 

 

ɧˊɞɡ  ɖ ɛɎɕŬ ŬɜɎ ɛɞɜɎŭŬ ɛɐəɞɡɠ Űɖɠ ɢɞɟŭɐɠ, , əŬɘ  ɖ ɛɖɢŬɜɘəɐ ŰɎůɖ ɛŮ Űɖɜ 

ɞˊɞɑŬ ɖ ɢɞɟŭɐ ŮɑɜŬɘ ŰŮɜŰɤɛɏɜɖ. 

ȷɜɎɚɞɔŬ ɛŮ Űɖɜ Ůˊɘɚɞɔɐ Űɖɠ ůɡɜɎɟŰɖůɖɠ ŭ ( , )y x t  ůŰɞ ůɨɜɞɟɞ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɚɡɗɞɨɜ ŭɘɎűɞɟŬ ˊɟɞɓɚɐɛŬŰŬ 

Űɖɠ ɢɞɟŭɐɠ, ɛŮ ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɏɠ Ŭɟɢɘəɏɠ əŬɘ ůɡɜɞɟɘŬəɏɠ ůɡɜɗɐəŮɠ.  

ȷ) ŪŬ ŬɜŰɘɛŮŰɤˊɘůŰŮɑ Űɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ ůŰɖ ɔŮɜɘəɐ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ůɡɜɞɟɘŬəɩɜ ůɡɜɗɖəɩɜ əŬɘ ɛŮŰɎ ɗŬ 

ŮɝŮŰŬůŰŮɑ ɖ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ Űɤɜ űɡůɘəɩɜ ůɡɜɞɟɘŬəɩɜ ůɡɜɗɖəɩɜ, ŮɚŮɨɗŮɟɞ ůɨɜɞɟɞ. 

ȸ) ɆŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ ɗŬ ŮɝŮŰŬůŰŮɑ Űɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ ɛŮ ůɡɜɞɟɘŬəɏɠ ůɡɜɗɐəŮɠ Dirichlet əŬɘ ɛŮ ůɡɜɗɐəŮɠ 

Neumann.  

ũ) ŪŬ ˊɞɨɛŮ ˊɞɚɨ ɚɑɔŬ ɚɧɔɘŬ ɔɘŬ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ˊɞɡ ɖ ɢɞɟŭɐ ɏɢŮɘ ɎˊŮɘɟɞ ɛɐəɞɠ. 

 

 

ȿɨůɖ 

ȷ) ɄɟɧəŮɘŰŬɘ ɔɘŬ ŭɘůŭɘɎůŰŬŰɞ ɛŬɗɖɛŬŰɘəɧ ˊɟɧɓɚɖɛŬ, ɞɘ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ ŮɑɜŬɘ ɖ ɗɏůɖ əŬɘ ɞ ɢɟɧɜɞɠ 

( , )x t . ɇɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ Ŭˊɧ ˊɚŮɡɟɎɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ ɗɏůɖɠ ŮɑɜŬɘ ɛɞɜɞŭɘɎůŰŬŰɞ. ȼ ɞɚɘəɐ ŭɡɜŬɛɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ Űɖɠ 

ɢɞɟŭɐɠ ŮɑɜŬɘ  əŬɘ ɖ ɞɚɘəɐ əɘɜɖŰɘəɐ ŮɑɜŬɘ . ȷˊɧ ŬɡŰɏɠ ɓɟɑůəɞɡɛŮ Űɖ 

ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ 

 

. 

 

ɆɢɖɛŬŰɑɕɞɡɛŮ Űɞ ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ ŭɟɎůɖɠ (ůɡɜŬɟŰɖůɘŬəɧ),  ˊɞɡ ŰŮɚɘəɩɠ ɔɑɜŮŰŬɘ  

 

. 

 

ɇɞ ŭɘůŭɘɎůŰŬŰɞ ɢɤɟɑɞ ɞɚɞəɚɐɟɤůɖɠ ŮɑɜŬɘ Űɞ ɞɟɗɞɔɩɜɘɞ ůŰɞ ŮˊɑˊŮŭɞ ( , )x t  ́ ɞɡ ɞɟɑɕŮŰŬɘ Ŭˊɧ ŰŬ ŰɏůůŮɟŬ 

ůɖɛŮɑŬ ˊɞɡ ŭɖɚɩɜɞɜŰŬɘ ůŰɖɜ Ŭɔəɨɚɖ, [ ]1 1(0,0),( ,0),( , ),(0, )S l l t t=  əŬɘ űŬɑɜɞɜŰŬɘ ůŰɞ ˊŬɟŬəɎŰɤ ɆɢɐɛŬ 3.3. 
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ɆɢɐɛŬ 3.3 Ƀ ɢɩɟɞɠ ɗɏůɖɠ-ɢɟɧɜɞɡ ůŰɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ Űɖɠ ɢɞɟŭɐɠ. 

 

ŪɏŰɞɡɛŮ . ɈˊɞɗɏŰɞɡɛŮ ɧŰɘ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŬ Ŭˊɧ Űɖɜ Ůˊɘɚɞɔɐ Űɤɜ ůɡɜɗɖəɩɜ 

ůŰɞ ůɨɜɞɟɞ ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ɘůɢɨŮɘ . ɀŮ Űɖ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ ˊɞɡ ŬɜŬűɏɟŬɛŮ ůŰŬ ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜŬ, ŭɖɚŬŭɐ ŮˊɘɚɏɔɞɜŰŬɠ 

əŬŰɎɚɚɖɚŬ Űɖɜ ŭ ( , )y x t , ɞŭɖɔɞɨɛŬůŰŮ ůŰɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Euler-Lagrange. ȳɛɤɠ ˊɟɏˊŮɘ əŬɘ ɞ ɧɟɞɠ (ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ) 

ůŰɞ çɛŬɗɖɛŬŰɘəɧ ůɨɜɞɟɞè ɜŬ ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ. ȹɖɚŬŭɐ ɏɢɞɡɛŮ Űɘɠ ůɢɏůŮɘɠ: 

 

 

 

ɇɞ ŮˊɘəŬɛˊɨɚɘɞ ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ ŮɑɜŬɘ ˊɎɜɤ ůŰɞɜ ŭɟɧɛɞ  ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ Űɞ ůɨɜɞɟɞ Űɞɡ ɞɟɗɞɔɩɜɘɞɡ . ɇɞ 

ůŰɞɘɢŮɘɩŭŮɠ ɛɐəɞɠ əŬŰɎ ɛɐəɞɠ Űɞɡ  ŮɑɜŬɘ . ȸɚɏˊŮ Űɞ ˊŬɟŬˊɎɜɤ ůɢɐɛŬ. ȼ Ůɝɑůɤůɖ Euler-Lagrange ɞŭɖɔŮɑ 

ůŰɖ ɛŮɟɘəɐ ŭɘŬűɞɟɘəɐ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ŰŬɚŬɜŰŮɡɧɛŮɜɖɠ ɢɞɟŭɐɠ, əɡɛŬŰɘəɐ Ůɝɑůɤůɖ ɢɞɟŭɐɠ,  

 

 

 

ȷɜ , əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɖɜ ˊɘɞ Ŭˊɚɐ əɡɛŬŰɘəɐ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ɢɞɟŭɐɠ, ŭɖɚŬŭɐ ůŰɖɜ  

 

 = ůŰŬɗ. = ŰŬɢɨŰɖŰŬ ŭɘɎŭɞůɖɠ ɧɚɤɜ Űɤɜ əɡɛɎŰɤɜ ůŰɖ ɢɞɟŭɐ, 

ŬɜŮɝŬɟŰɐŰɤɠ ůɡɢɜɧŰɖŰŬɠ. ȷɠ ŮɝŮŰɎůɞɡɛŮ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ űɡůɘɞɚɞɔɘəɩɜ ůɡɜɞɟɘŬəɩɜ ůɡɜɗɖəɩɜ. ɆɡɔəŮəɟɘɛɏɜŬ, 

ɡˊɞɗɏŰɞɡɛŮ ɧŰɘ ˊŬɜŰɞɨ ůŰɞ ůɨɜɞɟɞ Űɞ ŭ
c

y ŮɑɜŬɘ ŬɡɗŬɑɟŮŰɞ, ŰɧŰŮ ɖ ɢɟɐůɖ Űɞɡ ɗŮɛŮɚɘɩŭɞɡɠ ɚɐɛɛŬŰɞɠ Űɖɠ 

ɗŮɤɟɑŬɠ ɛŮŰŬɓɞɚɩɜ ɛɎɠ ɞŭɖɔŮɑ ůŰɞ ɧŰɘ ˊɟɏˊŮɘ ȷˊɧ ŬɡŰɐɜ 

ɓɟɑůəɞɡɛŮ ɔɘŬ Űɞ ůɨɜɞɟɞ Űɖ ůɢɏůɖ,  
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Ŭ) əŬŰɎ ɛɐəɞɠ Űɖɠ ŮɡɗŮɑŬɠ 1, ŭɖɚŬŭɐ ɛŮŰŬɝɨ Űɤɜ ůɖɛŮɑɤɜ (0,0), ( ,0)l  ɘůɢɨɞɡɜ d d ,   d 0s x t= =. ȼ ůɢɏůɖ 

ůɡɜɧɟɞɡ ɞŭɖɔŮɑ ůŰɖ ůɢɏůɖ 
( ,0)

0
y x

t

µ
=

µ
. ȷɡŰɐ ɖ ůɢɏůɖ ɘůɢɨŮɘ Űɖɜ Ŭɟɢɘəɐ ůŰɘɔɛɐ 0t= , ɔɘŬ ɧɚŬ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ 

Űɖɠ ɢɞɟŭɐɠ. ȹɖɚŬŭɐ ɖ Ŭɟɢɘəɐ ŰŬɢɨŰɖŰŬ Űɞɡ əɎɗŮ ůɖɛŮɑɞɡ Űɖɠ ɢɞɟŭɐɠ ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ. ȳŰŬɜ ɞɘ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ 

ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ ŮɑɜŬɘ ɖ ɗɏůɖ əŬɘ ɞ ɢɟɧɜɞɠ, ůɡɜɖɗɑɕŮŰŬɘ ɜŬ ɝŮɢɤɟɑɕɞɡɛŮ Űɘɠ çůɡɜɞɟɘŬəɏɠè ůɡɜɗɐəŮɠ ůŮ ŬɡŰɏɠ ˊɞɡ 

ŬɜŰɘůŰɞɘɢɞɨɜ ůŰɞɜ ɢɟɧɜɞ ˊɞɡ ɚɏɔɞɜŰŬɘ Ŭɟɢɘəɏɠ (ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŮɑɜŬɘ əŬɘ ŰŮɚɘəɏɠ) ůɡɜɗɐəŮɠ əŬɘ ůŮ ŬɡŰɏɠ ˊɞɡ 

ŬɜŰɘůŰɞɘɢɞɨɜ ůŰɖ ɗɏůɖ (ůɡɜɐɗɞɡɠ ɢɩɟɞɡ) ɞɘ ɞˊɞɑŮɠ ɚɏɔɞɜŰŬɘ ůɡɜɞɟɘŬəɏɠ ůɡɜɗɐəŮɠ. ȼ ˊŬɟŬˊɎɜɤ űɡůɘɞɚɞɔɘəɐ 

ůɡɜɗɐəɖ ŮɑɜŬɘ Ŭɟɢɘəɐ ůɡɜɗɐəɖ. 

 

ɓ) ȾŬŰɎ ɛɐəɞɠ Űɖɠ ŮɡɗŮɑŬɠ 2 ɏɢɞɡɛŮ d d ,   d 0s t x= =, Ůˊɞɛɏɜɤɠ ɖ ůɢɏůɖ ůɡɜɧɟɞɡ ŭɑɜŮɘ ɔɘŬ Űɞ Ɏəɟɞ Űɖɠ ɢɞɟŭɐɠ 

ůŰɖ ɗɏůɖ l, ɔɘŬ Űɞ ɢɟɞɜɘəɧ ŭɘɎůŰɖɛŬ ˊɞɡ ɛŬɠ ŮɜŭɘŬűɏɟŮɘ,  

 

10 t t¢ ¢, 
( , )

0
y l t

x

µ
=

µ
. 

 

ɀŮ Űɖ ůɡɜɖɗɘůɛɏɜɖ ɞɟɞɚɞɔɑŬ ˊɞɡ ŬɜŬűɏɟŬɛŮ ˊɟɞɖɔɞɡɛɏɜɤɠ, ŬɡŰɐ ŮɑɜŬɘ ůɡɜɞɟɘŬəɐ ůɡɜɗɐəɖ (ůɡɜɗɐəɖ ˊɞɡ 

ŬɜŬűɏɟŮŰŬɘ ůŰɞ ůɨɜɞɟɞ Űɞɡ ɗŮůɘəɞɨ ɢɩɟɞɡ, ŭɖɚŬŭɐ Űɞɡ ůɡɜɐɗɞɡɠ ɢɩɟɞɡ) Ŭűɞɨ ɘůɢɨŮɘ əɎɗŮ ɢɟɞɜɘəɐ ůŰɘɔɛɐ 

ɔɘŬ Űɞ Ɏəɟɞ ɛŮ x l= .  

 

ɔ) ȾŬŰɎ ɛɐəɞɠ Űɖɠ ŮɡɗŮɑŬɠ 3 ɘůɢɨɞɡɜ d d ,   d 0s x t=- =, ɞˊɧŰŮ ŬɜɎɚɞɔŬ ɛŮ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ (Ŭ), ɏɢɞɡɛŮ Űɖ 

ůŰɘɔɛɐ 1t t=  ɔɘŬ əɎɗŮ ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ ɢɞɟŭɐɠ 1( , )
0

y x t

t

µ
=

µ
. ȹɖɚŬŭɐ ɖ çŰŮɚɘəɐè ŰŬɢɨŰɖŰŬ əɎɗŮ ůɖɛŮɑɞɡ Űɖɠ ɢɞɟŭɐɠ 

ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ. 

 

ŭ) ȼ ŰŮɚŮɡŰŬɑŬ ŮɡɗŮɑŬ ŮɑɜŬɘ ɖ 4. ȷɜɎɚɞɔŬ ɛŮ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ (ɓ), ɏɢɞɡɛŮ d d ,   d 0s t x=- = əŬɘ ɖ ůɢɏůɖ 

ůɡɜɧɟɞɡ ŭɑɜŮɘ 
(0, )

0
y t

x

µ
=

µ
. ȷɡŰɐ ŮɑɜŬɘ ůɡɜɞɟɘŬəɐ ůɡɜɗɐəɖ ɛŮ Űɖ ůɡɜɐɗɖ ɏɜɜɞɘŬ, ɔɘŬ Űɖɜ ñŬɟɢɐè Űɖɠ ɢɞɟŭɐɠ 

əŬɘ ɘůɢɨŮɘ əɎɗŮ ɢɟɞɜɘəɐ ůŰɘɔɛɐ ůŰɞ ŭɘɎůŰɖɛŬ ɢɟɧɜɞɡ ˊɞɡ ɛŬɠ ŮɜŭɘŬűɏɟŮɘ. 

Ƀɘ ůɡɜɗɐəŮɠ ůŰɘɠ ɞˊɞɑŮɠ əŬŰŬɚɐɝŬɛŮ ŮɑɜŬɘ ɞɘ űɡůɘɞɚɞɔɘəɏɠ ůɡɜɞɟɘŬəɏɠ ůɡɜɗɐəŮɠ ɔɘŬŰɑ ˊɟɞɏəɡɣŬɜ Ŭˊɧ 

Űɖ ɗŮɤɟɑŬ ɛŮŰŬɓɞɚɩɜ, ŭŮɜ ɛˊɐəŬɜ Ůɝ Ŭɟɢɐɠ Ŭˊɧ ŮɛɎɠ. 

ȼ ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜɖ ŬɜɎɚɡůɖ, ɞŭɖɔŮɑ ůŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɢɞɟŭɐɠ ˊɞɡ ŰŬ ŭɡɞ ɎəɟŬ Űɖɠ ŮɑɜŬɘ ŭɏůɛɘŬ ɜŬ əɘɜɞɨɜŰŬɘ 

ˊɎɜɤ ůŮ ŮɡɗŮɑŮɠ əɎɗŮŰŮɠ ůŰɖ ɢɞɟŭɐ. ɆŰŬ ŭɡɞ ɎəɟŬ, əɎɗŮ ɢɟɞɜɘəɐ ůŰɘɔɛɐ, ɖ ŮűŬˊŰɧɛŮɜɖ ŮɡɗŮɑŬ ůŰɖ ɢɞɟŭɐ ŮɑɜŬɘ 

ˊŬɟɎɚɚɖɚɖ ůŰɞɜ ɎɝɞɜŬ x. ȷɡŰɏɠ ɞɘ ůɡɜɗɐəŮɠ ůɢŮŰɑɕɞɜŰŬɘ ɛŮ Űɞ ɔŮɔɞɜɧɠ ɧŰɘ ůŰŬ ŭɡɞ çŮɚŮɨɗŮɟŬè ɎəɟŬ ŭŮ 

ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ Ŭůəɖɗɞɨɜ ŭɡɜɎɛŮɘɠ əɎɗŮŰŮɠ ůŰɖ ɢɞɟŭɐ. ɇŬ ɎəɟŬ Űɖɠ ɢɞɟŭɐɠ əŬŰŬɚɐɔɞɡɜ ůŮ əɟɑəɞɡɠ ˊɞɡ əɘɜɞɨɜŰŬɘ 

(ɢɤɟɑɠ Űɟɘɓɐ) əŬŰɎ ɛɐəɞɠ ɟɎɓŭɤɜ əɎɗŮŰɤɜ ůŰɖ ɢɞɟŭɐ. ȷɜ ůŰɖ ɢɞɟŭɐ ŭɘŬŭɑŭɞɜŰŬɘ ůŰɎůɘɛŬ əɨɛŬŰŬ, ŰɧŰŮ ůŰŬ 

ɎəɟŬ ɏɢɞɡɛŮ əɞɘɚɑŮɠ. 

 

ȸ) ɈˊɞɗɏŰɞɡɛŮ ɧŰɘ ˊŬɜŰɞɨ ůŰɞ ɛŬɗɖɛŬŰɘəɧ ůɨɜɞɟɞ, ŭɖɚŬŭɐ əŬŰɎ Űɖ ŭɘŬŭɟɞɛɐ c , ŭ 0
c

y = . ȹɖɚŬŭɐ Űɞ 

ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ ůŰɞ ůɨɜɞɟɞ ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ. ȷɡŰɧ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ ˊŬɜŰɞɨ ůŰɞ ůɨɜɞɟɞ ɖ ŬˊɞɛɎəɟɡɜůɖ ŮɑɜŬɘ 

əŬɗɞɟɘůɛɏɜɖ. ɄɟɞűŬɜɩɠ, ɘůɢɨŮɘ ɖ Ůɝɑůɤůɖ Lagrange ˊɞɡ ɞŭɖɔŮɑ ůŰɖ ɔɜɤůŰɐ əɡɛŬŰɘəɐ Ůɝɑůɤůɖ ɔɘŬ Űɖ ɢɞɟŭɐ. 

ɆŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ ˊŬɟŬŰɖɟɞɨɛŮ ŰŬ Ůɝɐɠ: ȾŬŰɎ Űɖ ŭɘŬŭɟɞɛɐ 1 ɏɢɞɡɛŮ 0( ,0) ( )y x f x= , ɖ ŭɡɜŬŰɐ ɛŮŰŬɓɞɚɐ ŮɑɜŬɘ 

ŭ ( ,0) 0y x = . ȷɡŰɧ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ Űɖɜ Ŭɟɢɘəɐ ɢɟɞɜɘəɐ ůŰɘɔɛɐ Űɞ ůɢɐɛŬ Űɖɠ ɢɞɟŭɐɠ ŮɑɜŬɘ ŭŮŭɞɛɏɜɞ, Ŭɟɢɘəɐ 

ůɡɜɗɐəɖ. ȾŬŰɎ Űɖ ŭɘŬŭɟɞɛɐ 2 ɏɢɞɡɛŮ ɧŰɘ ( , ) ( )ly l t y t= , ŭɖɚŬŭɐ Űɞ Ɏəɟɞ ɛŮ x l=  əɘɜŮɑŰŬɘ əŬŰɎ əŬɗɞɟɘůɛɏɜɞ 

Űɟɧˊɞ (ŭɘɏɔŮɟůɖ ůŰɞ Ɏəɟɞ), ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŮɑɜŬɘ əŬɘ ŬəɑɜɖŰɞ, ɖ ŭɡɜŬŰɐ ɛŮŰŬɓɞɚɐ ɔɟɎűŮŰŬɘ ɤɠ ŭ ( , ) 0y l t = . ũɘŬ Űɖ 

ŭɘŬŭɟɞɛɐ 3 ɘůɢɨŮɘ Űɞ ŬɜɎɚɞɔɞ Űɖɠ 1, ŭɖɚŬŭɐ 1 1( , ) ( )y x t f x= , ɖ ŭɡɜŬŰɐ ɛŮŰŬɓɞɚɐ ŮɑɜŬɘ 1ŭ ( , ) 0y x t = . Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ 

Űɖɜ ŰŮɚɘəɐ ůŰɘɔɛɐ, 1t , Űɞ ůɢɐɛŬ Űɖɠ ɢɞɟŭɐɠ ŮɑɜŬɘ ŭŮŭɞɛɏɜɞ, ŰŮɚɘəɐ ůɡɜɗɐəɖ. ũɘŬ Űɖɜ ŭɘŬŭɟɞɛɐ 4, ɘůɢɨŮɘ Űɞ 

ŬɜɎɚɞɔɞ Űɖɠ 2, ŭɖɚŬŭɐ 0(0, ) ( )y t y t=  əŬɘ  ŭ (0, ) 0y t = . ȷɡŰɧ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ Űɞ Ɏəɟɞ ɛŮ 0x=  əɘɜŮɑŰŬɘ ɛŮ 
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əŬɗɞɟɘůɛɏɜɞ Űɟɧˊɞ (ŭɘɏɔŮɟůɖ Ɏəɟɞɡ), ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŮɑɜŬɘ əŬɘ ŬəɑɜɖŰɞ. ȷɡŰɧ ŮɑɜŬɘ ˊɟɧɓɚɖɛŬ ůɡɜɞɟɘŬəɩɜ Űɘɛɩɜ 

Dirichlet (Dirichlet boundary value problem).  

ɆŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ, ɝŮəɘɜɞɨɛŮ Ŭˊɧ Űɞ ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ ůŰɞ ůɨɜɞɟɞ Űɞ ɞˊɞɑɞ ɔɘŬ Űɖ ɢɞɟŭɐ ŮɑɜŬɘ 

 

d d
ŭ d 0

d d
t

c

y x y t
F y s

t s x s
m
µ µå õ

+ =æ ö
µ µç ÷

ñ . 

 

ŪŮɤɟɞɨɛŮ ɧŰɘ əŬŰɎ ɛɐəɞɠ Űɤɜ ŭɘŬŭɟɞɛɩɜ 2 əŬɘ 4 Űɞ ŭ
c

y  ŮɑɜŬɘ ŬɡɗŬɑɟŮŰɞ Ůɜɩ ůŰɘɠ ɎɚɚŮɠ ŭɘŬŭɟɞɛɏɠ 1, 

3 ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ, ŭ 0
c

y = , ŬɡŰɎ ɞŭɖɔɞɨɜ ůŰɞ ɧŰɘ 0( ,0) ( )y x f x= , 1 1( , ) ( )y x t f x=  əŬɘ 
(0, )

0
y t

x

µ
=

µ
 əŬɘ 

( , )
0

y l t

x

µ
=

µ
. ȹɖɚŬŭɐ Űɞ Ŭɟɢɘəɧ əŬɘ ŰŮɚɘəɧ ůɢɐɛŬ Űɖɠ ɢɞɟŭɐɠ ŮɑɜŬɘ əŬɗɞɟɘůɛɏɜŬ əŬɘ ɖ əɚɑůɖ ůŰɞ Ŭɟɢɘəɧ əŬɘ 

ŰŮɚɘəɧ ůɖɛŮɑɞ ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ. ȷɡŰɧ ŮɑɜŬɘ ˊɟɧɓɚɖɛŬ ůɡɜɞɟɘŬəɩɜ Űɘɛɩɜ Neuman. 

ȷɡŰɧ ˊɞɡ ŭŮ űŬɑɜŮŰŬɘ ɜŬ ˊɟɞəɨˊŰŮɘ ɛŮ Űɖɜ ˊŬɟŬˊɎɜɤ ɗŮɤɟɑŬ ɛŮŰŬɓɞɚɩɜ ˊɞɡ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɐůŬɛŮ, ŮɑɜŬɘ 

ɧŰɘ ɛˊɞɟŮɑ əɎˊɞɘɞɠ ɜŬ ŭɩůŮɘ Űɖɜ Ŭɟɢɘəɐ ɗɏůɖ Űɖɠ ɢɞɟŭɐɠ 0( ,0) ( )y x f x=  əŬɘ Űɘɠ Ŭɟɢɘəɏɠ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ 

0

( ,0)
( )

y x
g x

t

µ
=
µ

 əŬɘ ɛŬɕɑ ɛŮ əŬŰɎɚɚɖɚŮɠ ůɡɜɞɟɘŬəɏɠ ůɡɜɗɐəŮɠ ůŰŬ ŭɡɞ ɎəɟŬ ɜŬ ˊɟɞůŭɘɞɟɑůŮɘ ˊɚɐɟɤɠ Űɖɜ 

əɑɜɖůɖ Űɖɠ ɢɞɟŭɐɠ. ȷɡŰɏɠ ŮɑɜŬɘ ůɡɜɗɐəŮɠ Űɨˊɞɡ Cauchy. 

ũŮɜɘəɩɠ ɛˊɞɟŮɑ əɎˊɞɘɞɠ ɜŬ ŮɝŮŰɎůŮɘ ůɡɜŭɡŬůɛɞɨɠ Űɤɜ ˊŬɟŬˊɎɜɤ ůɡɜɞɟɘŬəɩɜ ůɡɜɗɖəɩɜ.  

ɉɤɟɑɠ ɛŬɗɖɛŬŰɘəɐ ŬɡůŰɖɟɧŰɖŰŬ ŬɜŬűɏɟɞɡɛŮ ɧŰɘ ɖ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ˊɞɡ Űɞ ɏɜŬ ɐ əŬɘ ŰŬ ŭɡɞ ɎəɟŬ Űɖɠ ɢɞɟŭɐɠ 

ɓɟɑůəɞɜŰŬɘ ůŰɞ ɎˊŮɘɟɞ, ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŬɜŰɘɛŮŰɤˊɘůŰŮɑ ɤɠ Ůɝɐɠ: ɀˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ůəŮűŰɞɨɛŮ ɧŰɘ ɔɘŬ əɎɗŮ ˊŮˊŮɟŬůɛɏɜɖ 

ɢɟɞɜɘəɐ ůŰɘɔɛɐ ɖ çˊŬɟŬɛɧɟűɤůɖè Űɖɠ ɢɞɟŭɐɠ ŮəŰŮɑɜŮŰŬɘ ůŮ ˊŮˊŮɟŬůɛɏɜɞ ŭɘɎůŰɖɛŬ, ŮɑɜŬɘ ŮɜŰɞˊɘůɛɏɜɖ. ȷɡŰɧ 

ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ əŬɘ ɞɘ Ŭɟɢɘəɏɠ ɐ/əŬɘ ŰŮɚɘəɏɠ Űɘɛɏɠ ɔɘŬ Űɖ ɢɞɟŭɐ, ( , )y x t , əŬɘ ɞɘ ŬɜŰɑůŰɞɘɢŮɠ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ 
( , )y x t

t

µ

µ
, 

ŬɜŬűɏɟɞɜŰŬɘ ůŮ ˊŮˊŮɟŬůɛɏɜɞ ŭɘɎůŰɖɛŬ Űɖɠ ɢɞɟŭɐɠ, Ůɜɩ ɏɝɤ Ŭˊɧ ŬɡŰɧ Űɞ ŭɘɎůŰɖɛŬ ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ. ɆŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ 

ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ɗŮɤɟɐůɞɡɛŮ ɧŰɘ ɔɘŬ əɎɗŮ ŭŮŭɞɛɏɜɞ ˊŮˊŮɟŬůɛɏɜɞ ɢɟɧɜɞ t  əŬɘ ɔɘŬ ŬɟəɞɨɜŰɤɠ ɛŮɔɎɚɞ x, ŰŬ 
( , )

( , ),
y x t

y x t
t

µ

µ
 ŰŮɑɜɞɡɜ ůŰɞ ɛɖŭɏɜ ɐ ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ. ȷɡŰɧ ŭɘəŬɘɞɚɞɔŮɑŰŬɘ ŭɘɧŰɘ ɔɘŬ əɎɗŮ ˊŮˊŮɟŬůɛɏɜɞ t, ɖ 

ŬˊɞɛɎəɟɡɜůɖ Űɖɠ ɢɞɟŭɐɠ əŬɘ ɞɘ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ Űɤɜ ůɖɛŮɑɤɜ Űɖɠ, ŭŮɜ ɏɢɞɡɜ ˊɟɞɚɎɓŮɘ ɜŬ ŬɚɚɎɝɞɡɜ Ŭˊɧ Űɖɜ Ŭɟɢɘəɐ 

Űɞɡɠ Űɘɛɐ ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ, ɖ ŭɘɎŭɞůɖ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ŬəŬɟɘŬɑŬ, ŭɖɚŬŭɐ ɏɢɞɡɛŮ əŬɘ ˊɎɚɘ ŮɜŰɞˊɘůɛɏɜɖ ŭɘŬŰŬɟŬɢɐ. 

ɄŬɟŬŰɖɟɞɨɛŮ ɧŰɘ ɞɘ ůɡɜɞɟɘŬəɏɠ ůɡɜɗɐəŮɠ ůŰɞ/ůŰŬ ɎəɟŬ Űɖɠ ɢɞɟŭɐɠ ůŰɞ ɎˊŮɘɟɞ, ɞŭɖɔɞɨɜ ůŮ ɛɖŭŮɜɘůɛɧ Űɤɜ 

ŬɜŰɑůŰɞɘɢɤɜ ŰɛɖɛɎŰɤɜ Űɞɡ ɞɚɞəɚɖɟɩɛŬŰɞɠ ůɡɜɧɟɞɡ, ɧˊɤɠ ˊɟɏˊŮɘ. ɆŰɖɜ ˊɟɎɝɖ, ŬɡŰɎ ůɖɛŬɑɜɞɡɜ ɧŰɘ ɖ ɢɞɟŭɐ 

ɏɢŮɘ ŬɟəɞɨɜŰɤɠ ɛŮɔɎɚɞ ɛɐəɞɠ ɏŰůɘ ɩůŰŮ ɔɘŬ Űɞ ɢɟɞɜɘəɧ ŭɘɎůŰɖɛŬ ˊŮɟɘɔɟŬűɐɠ ˊɞɡ ɛŬɠ ŮɜŭɘŬűɏɟŮɘ, ɖ 

çŭɘŬŰŬɟŬɢɐè ɜŬ ɛɖɜ ɏɢŮɘ űŰɎůŮɘ ůŰɞ ˊɞɚɨ ŬˊɞɛŬəɟɡůɛɏɜɞ Ɏəɟɞ, ɞˊɧŰŮ ŭŮɜ ɏɢɞɡɛŮ ŮəŮɑ çŬɜɎəɚŬůɖè.  

11. ɀŮɚɏŰɖ Űɖɠ ŬɜɎəɚŬůɖɠ Űɞɡ űɤŰɧɠ ɛŮ ɢɟɐůɖ Űɖɠ ŪŮɤɟɑŬɠ ɀŮŰŬɓɞɚɩɜ  

ɈˊɞɗɏŰɞɡɛŮ ɧŰɘ ɖ ŭɘɎŭɞůɖ ɔɑɜŮŰŬɘ ůŰɞ ŮˊɑˊŮŭɞ xy ɧˊɤɠ űŬɑɜŮŰŬɘ ůŰɞ ˊŬɟŬəɎŰɤ ɆɢɐɛŬ 3.4. ɇɞ űɤɠ ɝŮəɘɜɎ 

Ŭˊɧ Űɞ ůɖɛŮɑɞ 1 (1 1,x y ), ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ ȷ (00,y ) ůɡɜŬɜŰɎ Űɞ ŮˊɑˊŮŭɞ əɎŰɞˊŰɟɞ ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ əŬŰɎ ɛɐəɞɠ Űɞɡ ɎɝɞɜŬ 

y, əɎɗŮŰɞ ůŰɞɜ ɎɝɞɜŬ x, ŬɜŬəɚɎŰŬɘ əŬɘ ůɡɜŮɢɑɕŮɘ Űɖɜ ˊɞɟŮɑŬ Űɞɡ ɛɏɢɟɘ Űɞ ůɖɛŮɑɞ 2( 2 2, )x y . 

 

ȿɨůɖ 

ȺűŬɟɛɧɕɞɡɛŮ Űɖɜ ȷɟɢɐ ȱɟɤɜɞɠ-Fermat, ŭɖɚŬŭɐ ɖ ŭɘŬŭɟɞɛɐ ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ŰɏŰɞɘŬ ɩůŰŮ ɞ ɢɟɧɜɞɠ ˊɞɡ 

ɢɟŮɘɎɕŮŰŬɘ ɔɘŬ ɜŬ Űɖ ŭɘŬŰɟɏɝŮɘ Űɞ űɤɠ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ŮɚɎɢɘůŰɞɠ ůŮ ůɢɏůɖ ɛŮ ˊɞɚɨ ɔŮɘŰɞɜɘəɞɨɠ ŭɟɧɛɞɡɠ. ȺˊŮɘŭɐ ɖ 

ŰŬɢɨŰɖŰŬ ŮɑɜŬɘ ůŰŬɗŮɟɐ, ŬɡŰɧ ɘůɞŭɡɜŬɛŮɑ ɛŮ Űɞ ɧŰɘ ɖ ŭɘŬŭɟɞɛɐ ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ɏɢŮɘ Űɞ ŮɚɎɢɘůŰɞ ɛɐəɞɠ.  
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ɆɢɐɛŬ 3.4  ȼ ŬɜɎəɚŬůɖ Űɞɡ űɤŰɧɠ ůŰɖ ɗŮɤɟɑŬ ɛŮŰŬɓɞɚɩɜ. 

ȳˊɤɠ ɏɢɞɡɛŮ ˊŮɘ əŬɘ ůŰŬ ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜŬ Űɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɚɡɗŮɑ ɛŮ ɞˊɞɘɞɜŭɐˊɞŰŮ Űɟɧˊɞ ˊɞɡ ɛŬɠ 

ɞŭɖɔŮɑ ůŰɞ ŮɚɎɢɘůŰɞ Űɞɡ ůɡɜɞɚɘəɞɨ ŭɟɧɛɞɡ. Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ŬəɞɚɞɡɗɐůɞɡɛŮ Űɞɜ Ŭˊɚɧ Űɟɧˊɞ ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ 

ɔɜɤůŰɧɠ əŬɘ Ŭˊɧ Űɖ ũŮɜɘəɐ ūɡůɘəɐ əŬɘ Ŭˊɧ ɛŬɗɐɛŬŰŬ Űɖɠ ɀŬɗɖɛŬŰɘəɐɠ ȷɜɎɚɡůɖɠ. ȹɖɚŬŭɐ, ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ 

ɗŮɤɟɐůɞɡɛŮ ɤɠ ůŰŬɗŮɟɧ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ȷ, ɜŬ ŭŮɑɝɞɡɛŮ ɐ ɜŬ ˊɎɟɞɡɛŮ ɤɠ ŭŮŭɞɛɏɜɞ ɧŰɘ ɖ ŭɘŬŭɟɞɛɐ 1,ȷ ŮɑɜŬɘ ŮɡɗŮɑŬ 

əŬɘ ɧŰɘ ɖ ŭɘŬŭɟɞɛɐ ȷ,2 ŮɑɜŬɘ Ůˊɑůɖɠ ŮɡɗŮɑŬ. ɇɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ ˊɞɡ ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ŬɜŰɘɛŮŰɤˊɑůɞɡɛŮ ůŰɞ Űɏɚɞɠ ŮɑɜŬɘ: ˊɞɘɞ 

ŮɑɜŬɘ Űɞ ůɖɛŮɑɞ 0(0, )y  ɧˊɞɡ ɔɑɜŮŰŬɘ ɖ ŬɜɎəɚŬůɖ, ɩůŰŮ Űɞ ɎɗɟɞɘůɛŬ Űɤɜ ŭɡɞ ŮɡɗɨɔɟŬɛɛɤɜ ŭɘŬŭɟɞɛɩɜ ɜŬ ŮɑɜŬɘ 

ŮɚɎɢɘůŰɞ. ȷɡŰɧ ˊɞɡ ŮɜɜɞɞɨɛŮ ŮɑɜŬɘ ɧŰɘ Ŭɜ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ŬɜɎəɚŬůɖɠ ɛŮŰŬəɘɜŮɑŰŬɘ ɚɑɔɞ ˊɎɜɤ əɎŰɤ, ɞɘ ɔŮɘŰɞɜɘəɏɠ 

ɗɏůŮɘɠ Űɞɡ ɞŭɖɔɞɨɜ ůŮ ɛŮɔŬɚɨŰŮɟŮɠ ŭɘŬŭɟɞɛɏɠ Ŭˊɧ Űɖɜ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐ. ȰɢŮɘ ůɖɛŬůɑŬ ɧŰɘ əŬŰɎ Űɘɠ ɛɘəɟɏɠ ŭɘŬŭɟɞɛɏɠ 

Űɞ ȷ əɘɜŮɑŰŬɘ ˊɎɜɤ ůŮ ŮɡɗŮɑŬ (ůŰɖɜ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɧŰɖŰŬ ůŮ ŮˊɑˊŮŭɞ).  

ũɘŬ ɚɧɔɞɡɠ ŭɘŭŬəŰɘəɞɨɠ, ŭŮɜ ɗŬ ŬəɞɚɞɡɗɐůɞɡɛŮ ŬɡŰɐ Űɖɜ Ŭˊɚɐ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ ŬɚɚɎ Űɖɜ ˊɘɞ ˊɞɚɨˊɚɞəɖ, ˊɞɡ 

ŬəɞɚɞɡɗŮɑ. ɇɞ ůŰɞɘɢŮɘɩŭŮɠ ɛɐəɞɠ əŬŰɎ ɛɐəɞɠ Űɖɠ ŭɘŬŭɟɞɛɐɠ Űɞɡ űɤŰɧɠ ŮɑɜŬɘ  
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ɇɞ ůɖɛŮɑɞ 0(0, )y  ɗŮɤɟɞɨɛŮɜɞ ɤɠ ůɖɛŮɑɞ ˊɎɜɤ ůŰɖ ŭɘŬŭɟɞɛɐ 1,ȷ Űɞ ɔɟɎűɞɡɛŮ ɤɠ 1 01(0 , )y . ɇɞ ɑŭɘɞ 

ůɖɛŮɑɞ ˊɎɜɤ ůŰɖ ŭɘŬŭɟɞɛɐ 2,ȷ Űɞ ɔɟɎűɞɡɛŮ ɤɠ 2 02(0 , )y . ȷɡŰɧ ɧˊɤɠ ɗŬ ŭɞɨɛŮ ŮɑɜŬɘ ɢɟɐůɘɛɞ ŭɘɧŰɘ ɡˊɎɟɢŮɘ 

ŬůɡɜɏɢŮɘŬ ůŰɖɜ ˊŬɟɎɔɤɔɞ xy , ůŮ ŬɡŰɧ Űɞ ůɖɛŮɑɞ. ȰɢɞɡɛŮ 

 
2 1 2

1 1 2

0

0

ŭ ŭ d ŭ d ŭ d 0

x x

x x

Z F x F x F x= =- + =ñ ñ ñ . 

d d
ŭ ŭ ŭ ŭ

d d
x

x x x

F F F
F y y y

y x y x y

å õµ µ µ
= = -æ ö
µ µ µç ÷

. 

 

ȷɜŰɘəŬɗɘůŰɞɨɛŮ ůŰɖɜ ˊŬɟŬˊɎɜɤ ůɢɏůɖ əŬɘ Ŭűɞɨ ɚɎɓɞɡɛŮ ɡˊɧɣɖ ɧŰɘ 1 2ŭ ( ) ŭ ( ) 0y x y x= = əŬɗɩɠ əŬɘ ɧŰɘ 

1 2ŭ (0) ŭ (0 ) ŭ (0)y y y= = = ŬɡɗŬɑɟŮŰɞ, ɓɟɑůəɞɡɛŮ: 
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ɇŬ ŭ ŭ ( )y y x=  ŮɑɜŬɘ ɔɘŬ Űɖɜ əɎɗŮ ŭɘŬŭɟɞɛɐ ŬɡɗŬɑɟŮŰŬ ɞˊɧŰŮ əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɘɠ ůɢɏůŮɘɠ 
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ȺɨəɞɚŬ ˊɟɞəɨˊŰŮɘ ɧŰɘ ɞɘ ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ ɞŭɖɔɞɨɜ ůŮ ŮɡɗɨɔɟŬɛɛŮɠ ŭɘŬŭɟɞɛɏɠ ɛŮŰŬɝɨ Űɤɜ ůɖɛŮɑɤɜ 

1 1( , )x y  0(0, )y  əŬɘ Űɤɜ 0(0, )y  2 2( , )x y  ŬɜŰɘůŰɞɑɢɤɠ. ɀˊɞɟŮɑŰŮ ɜŬ əɎɜŮŰŮ Űɞɡɠ ɡˊɞɚɞɔɘůɛɞɨɠ ɛɧɜɞɘ ůŬɠ. 

Ⱥŭɩ ɗŬ ŮɝŮŰɎůɞɡɛŮ Űɖ ůɡɜɗɐəɖ ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ (0(0, )y .  
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. ɆŰɖ ɗɏůɖ 0(0, )y  ɐ əŬɚɨŰŮɟŬ ůŰɘɠ ɗɏůŮɘɠ 01 02(0, ) (0, )y y  ˊɎɜɤ ůŰɘɠ ŭɡɞ ŬəŰɑɜŮɠ ˊɞɡ  

 ůɡɜŬɜŰɘɞɨɜŰŬɘ ůŰɞ əɎŰɞˊŰɟɞ (ůɖɛŮɑɞ ˊɟɞůˊŰɩůŮɤɠ), ɏɢɞɡɛŮ ɧŰɘ 
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+
, ɧˊɞɡ 1q ŮɑɜŬɘ 

ɖ ɔɤɜɑŬ ɛŮŰŬɝɨ Űɖɠ ŮɡɗŮɑŬɠ 1,ȷ əŬɘ Űɞɡ ɎɝɞɜŬ x  əŬɘ 
2

2
2

2

(0 )
sin

1 (0 )

x

x

y

y
q=

+
, ɧˊɞɡ 2q ŮɑɜŬɘ ɖ ɔɤɜɑŬ ɛŮŰŬɝɨ Űɖɠ 

ŮɡɗŮɑŬɠ ȷ,2 əŬɘ Űɞɡ ɎɝɞɜŬ x. ȹɖɚŬŭɐ ɓɟɑůəɞɡɛŮ ɧŰɘ 1 2sin sinq q=- , ˊɞɡ ɞɡůɘŬůŰɘəɎ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ ɖ ɔɤɜɑŬ 

ˊɟɞůˊŰɩůŮɤɠ ɘůɞɨŰŬɘ ɛŮ Űɖ ɔɤɜɑŬ ŬɜŬəɚɎůŮɤɠ. ɇŬ ˊɟɧůɖɛŬ ůɖɛŬɑɜɞɡɜ ɧŰɘ ɞɘ ŭɡɞ ɔɤɜɑŮɠ ŮɑɜŬɘ ɗŮŰɘəɏɠ ɐ 

ŬɟɜɖŰɘəɏɠ Ŭɜ ɓɟɑůəɞɜŰŬɘ ˊɎɜɤ ɐ əɎŰɤ Ŭˊɧ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ x . Ƀɘ ɔɤɜɑŮɠ ˊɟɞůˊŰɩůŮɤɠ əŬɘ ŬɜŬəɚɎůŮɤɠ ŮɑɜŬɘ 1q  

əŬɘ 2q . 

12. ȺɘůŬɔɤɔɐ ůŰŬ ɓŬɟɡŰɘəɎ əɨɛŬŰŬ əŬɘ Űɖɜ ŬɜɑɢɜŮɡůɐ Űɞɡɠ ɛŮ ůɡɛɓɞɚɞɛŮŰɟɑŬ  

ɇɞ ɗɏɛŬ Űɖɠ ɨˊŬɟɝɖɠ əŬɘ Űɖɠ ŬɜɑɢɜŮɡůɖɠ ɓŬɟɡŰɘəɩɜ əɡɛɎŰɤɜ ɏɢŮɘ ŬˊŬůɢɞɚɐůŮɘ Űɖɜ ŮˊɘůŰɖɛɞɜɘəɐ əɞɘɜɧŰɖŰŬ 

Ŭˊɧ ŰɧŰŮ ˊɞɡ ŭɘŬŰɡˊɩɗɖəŮ ɖ ũŮɜɘəɐ ɆɢŮŰɘəɧŰɖŰŬ (1916). Ƀ ˊɟɩŰɞɠ ˊɞɡ ŬůɢɞɚɐɗɖəŮ ɛŮ ˊŮɘɟɎɛŬŰŬ ɎɛŮůɖɠ 

ŬɜɑɢɜŮɡůɐɠ Űɞɡɠ ɐŰŬɜ ɞ Joseph Weber ůŰɖ ŭŮəŬŮŰɑŬ Űɤɜ 1960. ȼ ɛɏɗɞŭɞɠ ˊɞɡ ŬəɞɚɞɨɗɖůŮ ůŰɖɟɘɕɧŰŬɜ ůŰɖ 

ŭɨɜŬɛɖ ˊɞɡ ŬůəŮɑ Űɞ ɓŬɟɡŰɘəɧ əɨɛŬ ůŮ ɏɜŬɜ əɨɚɘɜŭɟɞ ɛŮ ɛŮɔɎɚɖ ɛɎɕŬ. ȷůəɞɨɜŰŬɘ ŭɡɜɎɛŮɘɠ ůɡɛˊɑŮůɖɠ əŬɘ 

ŮűŮɚəɡůɛɞɨ ɞˊɧŰŮ ŬɜŬɛɏɜŮŰŬɘ ɜŬ ˊɟɞəŬɚɞɨɜŰŬɘ ŰŬɚŬɜŰɩůŮɘɠ ůŰɞɜ əɨɚɘɜŭɟɞ. ȷɡŰɧ ɗŬ ɞŭɖɔɞɨůŮ ůŮ 

ůɡɜŰɞɜɘůɛɞɨɠ əŬɘ ɖ ɛɏɗɞŭɞɠ ɚɏɔŮŰŬɘ ɛɏɗɞŭɞɠ ɛŮ ŬɜɘɢɜŮɡŰɏɠ ůɡɜŰɞɜɘůɛɞɨ.  

Ƀ Weber əŬɘ ɞɘ ůɡɜŮɟɔɎŰŮɠ Űɞɡ ɏűŰɘŬɝŬɜ ŮɝŬɘɟŮŰɘəɎ ŮɡŬɑůɗɖŰŮɠ ůɡůəŮɡɏɠ ŬɜɑɢɜŮɡůɖɠ ˊɎɟŬ ˊɞɚɨ ɛɘəɟɩɜ 

ŰŬɚŬɜŰɩůŮɤɜ, ŬɚɚɎ ŭŮɜ ɛˊɧɟŮůŬɜ ɜŬ ŬɜɘɢɜŮɨůɞɡɜ ɓŬɟɡŰɘəɎ əɨɛŬŰŬ. ȷˊɧ Űɖɜ ɑŭɘŬ ˊŮɟɑɞŭɞ (ɛɏůŬ Űɤɜ 1960) 

ɝŮəɑɜɖůŮ ɖ ɘŭɏŬ ɜŬ ɔɑɜŮɘ əŬɘ ˊɎɚɘ ɎɛŮůɖ ŬɜɑɢɜŮɡůɖ ɛŮ ɢɟɐůɖ ůɡɛɓɞɚɞɛŮŰɟɑŬɠ ɛŮ ɚɏɖɕŮɟ. ȷɡŰɧ ɞŭɐɔɖůŮ ůŰɞɜ 

ůɢŮŭɘŬůɛɧ əŬɘ əŬŰŬůəŮɡɐ ŰɏŰɞɘɤɜ ŬɜɘɢɜŮɡŰɩɜ ůŰŬ 2000.  

ȼ ůɖɛŬůɑŬ Űɖɠ ŬɜɑɢɜŮɡůɖɠ ɓŬɟɡŰɘəɩɜ əɡɛɎŰɤɜ ŮɑɜŬɘ ůɖɛŬɜŰɘəɐ ɧɢɘ ɛɧɜɞ ɔɘŬ Űɖɜ ŮˊɘɓŮɓŬɑɤůɖ Űɖɠ 

ũŮɜɘəɐɠ ɆɢŮŰɘəɧŰɖŰŬɠ ŬɚɚɎ əŬɘ Űɖɠ ŭɘɎəɟɘůɖɠ ɛŮŰŬɝɨ ŭɘŬűɧɟɤɜ ŮˊŮəŰɎůŮɤɜ Űɖɠ ũŮɜɘəɐɠ ŪŮɤɟɑŬɠ Űɖɠ 

ɆɢŮŰɘəɧŰɖŰŬɠ əŬɘ Űɖɜ əŬɚɨŰŮɟɖ əŬŰŬɜɧɖůɖ Űɞɡ ůɨɛˊŬɜŰɞɠ. ũɘŬ ˊɟɩŰɖ űɞɟɎ Űɞ 2016 ŭɡɞ ůɡůŰɐɛŬŰŬ 

ŬɜɘɢɜŮɡŰɩɜ ŬɡŰɞɨ Űɞɡ Űɨˊɞɡ, ůŮ ɛŮɔɎɚɖ ŬˊɧůŰŬůɖ ɛŮŰŬɝɨ Űɞɡɠ ůŰɘɠ ȼɄȷ, ŬɜɑɢɜŮɡůŬɜ ɔɘŬ ˊɟɩŰɖ űɞɟɎ ɎɛŮůŬ 

ɓŬɟɡŰɘəɎ əɨɛŬŰŬ. ɄɟɧəŮɘŰŬɘ ɔɘŬ Űɞ ˊɟɧɔɟŬɛɛŬ, ůɡɜŮɟɔŬůɑŬ LIGO (Laser Interferometer Gravitational wave 

Observatory). ȰɛɛŮůŬ ɡˊɐɟɢŮ Ŭˊɧ ˊɟɘɜ ŬɜɑɢɜŮɡůɖ ůŰɖɟɘɕɧɛŮɜɖ ůŰɖɜ ŬˊɩɚŮɘŬ ŮɜɏɟɔŮɘŬɠ ɏɜŮəŬ ˊŬɟŬɔɤɔɐɠ 

ɓŬɟɡŰɘəɩɜ əɡɛɎŰɤɜ Ŭˊɧ ŭɘˊɚɞɨɠ ŬůŰɏɟŮɠ. ŪŬ ŬůɢɞɚɖɗɞɨɛŮ ɛɧɜɞ ɛŮ Űɖ ůɡɛɓɞɚɞɛŮŰɟɘəɐ ɛɏɗɞŭɞ ŬɜɑɢɜŮɡůɖɠ.  

ɆŰɞ ɆɢɐɛŬ 3.5 űŬɑɜŮŰŬɘ Űɞ ůɢɖɛŬŰɘəɧ ŭɘɎɔɟŬɛɛŬ Űɖɠ ŭɘɎŰŬɝɖɠ Ůɜɧɠ Ŭˊɧ Űɞɡɠ ŭɡɞ ŬɜɘɢɜŮɡŰɏɠ. ȰɢŮɘ Űɖ 

ɛɞɟűɐ ůɡɛɓɞɚɞɛɏŰɟɞɡ Michelson.  
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ɆɢɐɛŬ 3.5 ȹɘɎɔɟŬɛɛŬ Űɖɠ ŭɘɎŰŬɝɖɠ  ŬɜɑɢɜŮɡůɖɠ ɓŬɟɡŰɘəɩɜ əɡɛɎŰɤɜ. 

 

ɆŰɖɜ ˊɟɞůɏɔɔɘůɖ ŬůɗŮɜɩɜ ɓŬɟɡŰɘəɩɜ ˊŮŭɑɤɜ, ɔɘŬ ŰŬ ˊŮŭɑŬ Űɤɜ ɓŬɟɡŰɘəɩɜ əɡɛɎŰɤɜ ɘůɢɨŮɘ Ůɝɑůɤůɖ 

ŮɚŮɨɗŮɟɞɡ əɨɛŬŰɞɠ ˊŬɟɧɛɞɘŬ ɛŮ Űɖ ɔɜɤůŰɐ Ůɝɑůɤůɖ əɡɛɎŰɤɜ. ɆŮ ŬɡŰɐ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɞ ɛŮŰɟɘəɧɠ ŰŬɜɡůŰɐɠ 

ɔɟɎűŮŰŬɘg hmn mn mnh= + , ɧˊɞɡ mnh  ŮɑɜŬɘ ɞ ɔɜɤůŰɧɠ ŰŬɜɡůŰɐɠ Űɞɡ Minkowski. 

Ƚůɢɨɞɡɜ 1hmn<<. ɀˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ˊɞɨɛŮ ɧŰɘ ůŮ ɏɜŬ çŮˊɑˊŮŭɞè ɡˊɧɓŬɗɟɞ, mnh , ɏɢɞɡɛŮ ɛɘŬ ɛɘəɟɐ 

ŭɘŬŰŬɟŬɢɐ, hmn, ˊɞɡ ɞűŮɑɚŮŰŬɘ ůŰŬ ɓŬɟɡŰɘəɎ əɨɛŬŰŬ əŬɘ ŬɡŰɐ ŮɑɜŬɘ ˊɞɡ ɛŬɠ ŮɜŭɘŬűɏɟŮɘ. ȹɖɚŬŭɐ ɏɢɞɡɛŮ ɛɘŬ 

ɛɘəɟɐ ɛŮŰŬɓɞɚɐ ůŰɞɜ ɛŮŰɟɘəɧ ŰŬɜɡůŰɐ əŬɘ ɘůɢɨŮɘ: 
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ȷɡŰɐ ŮɑɜŬɘ ɖ ůɡɜɐɗɖɠ Ůɝɑůɤůɖ əɡɛɎŰɤɜ ɛŮ ŰŬɢɨŰɖŰŬ ŬɡŰɐɜ Űɖɠ ŭɘɎŭɞůɖɠ Űɞɡ űɤŰɧɠ ůŰɞ əŮɜɧ, c. ɆŰɖɜ 
əŬŰɎɚɚɖɚɖ ŬɜŬˊŬɟɎůŰŬůɖ, ŰŬ əɨɛŬŰŬ ŮɑɜŬɘ ŮɔəɎɟůɘŬ, əɎɗŮŰŬ ůŰɖɜ ŭɘŮɨɗɡɜůɖ ŭɘɎŭɞůɖɠ Űɖɜ ɞˊɞɑŬ Ůŭɩ ɗŬ 

ɗŮɤɟɞɨɛŮ ˊɤɠ ŮɑɜŬɘ ɖ z+  (ɗŮŰɘəɐ əŬŰŮɨɗɡɜůɖ), ɖ əɎɗŮŰɖ ůŰɞ ŮˊɑˊŮŭɞ Űɞɡ ŬɜɘɢɜŮɡŰɐ ˊɞɡ űŬɑɜŮŰŬɘ ůŰɞ ɆɢɐɛŬ 

3.5. ȼ ɔŮɜɘəɐ ɚɨůɖ Űɖɠ ˊŬɟŬˊɎɜɤ Ůɝɑůɤůɖɠ əɡɛɎŰɤɜ ɔɘŬ ɛɘŬ ůɡɢɜɧŰɖŰŬ W əŬɘ ŭɘɎŭɞůɖ əŬŰɎ ɛɐəɞɠ Űɞɡ ɎɝɞɜŬ 
z, ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɔɟŬűŰŮɑ ɤɠ ɎɗɟɞɘůɛŬ ŭɡɞ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰɤɜ ɚɨůŮɤɜ, ˊɞɡ ůŮ ɛɘɔŬŭɘəɐ ɛɞɟűɐ ŮɑɜŬɘ 

11 exp i( )e kz tmna W+ -  əŬɘ 12 exp i( )e kz tmna W³ - , ŭɖɚŬŭɐ ( )11 12Re e e exp i( )h kz tmn mn mna a W+ ³è ø= + -
ê ú

. 

ȽůɢɨŮɘ ɖ ɔɜɤůŰɐ ůɢɏůɖ k
c

W
= . Ƀɘ ŭɡɞ ɚɨůŮɘɠ ŬɜŰɘůŰɞɘɢɞɨɜ ůŰɖɜ ˊɧɚɤůɖ + (plus, ůɡɜ) əŬɘ ůŰɖɜ ˊɧɚɤůɖ ³ 

(cross, ŭɘŬɔɩɜɘŬ) ŬɜŰɘůŰɞɑɢɤɠ. ɇŬ emn
+

 əŬɘ emn
³

 ŮɑɜŬɘ ɞɘ ŰŮɚŮůŰɏɠ ŮˊɑˊŮŭɖɠ ˊɧɚɤůɖɠ Űɤɜ ɓŬɟɡŰɘəɩɜ əɡɛɎŰɤɜ 

ˊɞɡ ŭɘŬŭɑŭɞɜŰŬɘ əŬŰɎ Űɖ ŭɘŮɨɗɡɜůɖ z. ɈˊɎɟɢɞɡɜ əŬɘ əɡəɚɘəɎ ˊɞɚɤɛɏɜŬ əɨɛŬŰŬ (ŬɜɎɚɞɔŬ ɛŮ ŬɡŰɎ ˊɞɡ 
ɘůɢɨɞɡɜ ɔɘŬ Űɞɜ ȼɚŮəŰɟɞɛŬɔɜɖŰɘůɛɧ) ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ɔɟŬɛɛɘəɧɠ ůɡɜŭɡŬůɛɧɠ ŬɡŰɩɜ Űɤɜ ŭɡɞ ŮˊɑˊŮŭɤɜ əɡɛɎŰɤɜ. ȹŮɜ 

ɗŬ ŬɜŬűŮɟɗɞɨɛŮ ůŮ ŬɡŰɎ ŰŬ əɨɛŬŰŬ. Ƚůɢɨɞɡɜ ɞɘ ůɢɏůŮɘɠ 

 

0    0    0    0 0    0    0    0

0    1    0    0 0    0    1    0
,              

0    0   -1    0 0    1    0    0

0    0    0    0 0    0    0    0

e emn mn
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ȰɢɞɡɛŮ 11 22 12 21,   xx yy xy yxh h h ha a a a=- = =- = = = ́ ɞɡ ɔŮɜɘəɩɠ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŮɑɜŬɘ əŬɘ ɛɘɔŬŭɘəɎ. ȰŰůɘ 
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ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ɔɟɎɣɞɡɛŮ 
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ɇɞ əɨɛŬ ɛŮ ˊɧɚɤůɖ + ŮɑɜŬɘ ŬɜɎɚɞɔɞ Űɞɡ 11xxa a= . ȾɨɛŬ ɛŮ ˊɧɚɤůɖ ³ ŮɑɜŬɘ ŬɜɎɚɞɔɞ Űɞɡ 

12 21( )xya a a= = . ȼ ˊɘɞ ɔŮɜɘəɐ ɛɞɟűɐ əɨɛŬŰɞɠ (ŭɘŬŰŬɟŬɢɐɠ) ŮɑɜŬɘ ɡˊɏɟɗŮůɖ ɛɞɜɞɢɟɤɛŬŰɘəɩɜ əɡɛɎŰɤɜ, 

ɞˊɧŰŮ ɘůɢɨŮɘ 

 

0           0               0           0

0    ( )    ( )    0
( , )

0    ( )   - ( )    0

0           0               0           0

f z ct f z ct
h z t

f z ct f z ct
mn

+ ³

³ +

- -
=

- -
 

 

ɇŬ ɓŬɟɡŰɘəɎ əɨɛŬŰŬ ŭŮɜ ɛˊɞɟɞɨɜ ɜŬ ŬɜɘɢɜŮɡŰɞɨɜ ŰɞˊɘəɎ, ŭɘɧŰɘ ůɨɛűɤɜŬ ɛŮ Űɖɜ Ŭɟɢɐ Űɖɠ ɘůɞŭɡɜŬɛɑŬɠ, 

ɔɘŬ ɛɘəɟɏɠ ˊŮɟɘɞɢɏɠ ŰŬ űŬɘɜɧɛŮɜŬ Űɖɠ ɓŬɟɨŰɖŰŬɠ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŮɝŬɚŮɘűɗɞɨɜ. ȰŰůɘ ŭŮɜ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŬɜɘɢɜŮɡŰɞɨɜ Űɞ 

ɓŬɟɡŰɘəɎ əɨɛŬŰŬ ɛŮ ɢɟɐůɖ Ůɜɧɠ ɛɧɜɞ ŭɞəɘɛŬůŰɘəɞɨ ůɤɛŬŰɑɞɡ. ɀˊɞɟŮɑ ɜŬ ŬɜɘɢɜŮɡŰɞɨɜ Ŭˊɧ Űɖɜ ŮˊɑŭɟŬůɐ Űɞɡɠ 

ˊɎɜɤ ůŮ ŭɡɞ ɐ ˊŮɟɘůůɧŰŮɟŬ ŭɞəɘɛŬůŰɘəɎ ůɤɛɎŰɘŬ ˊɞɡ ɓɟɑůəɞɜŰŬɘ ůŮ ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɎ (ŬˊɞɛŬəɟɡůɛɏɜŬ ɛŮŰŬɝɨ 

Űɞɡɠ) ůɖɛŮɑŬ ůŰɞɜ ɢɩɟɞ. ŪŬ ŬůɢɞɚɖɗɞɨɛŮ ɛŮ Űɞ ɗɏɛŬ ŬɡŰɧ, ɛŮ ɢɟɐůɖ ůɡɛɓɞɚɞɛŮŰɟɑŬɠ əŬɘ ŭɡɞ ŭɞəɘɛŬůŰɘəɎ 

ůɤɛɎŰɘŬ ůŮ ŮɚŮɨɗŮɟɖ ˊŰɩůɖ ɛɏůŬ ůŰɞ ˊŮŭɑɞ Űɞɡ ɓŬɟɡŰɘəɞɨ əɨɛŬŰɞɠ. 

ȼ Ŭɟɢɐ Űɖɠ ɛŮɗɧŭɞɡ űŬɑɜŮŰŬɘ ůŰɞ ɆɢɐɛŬ 3.5. ȼ ˊɖɔɐ űɤŰɧɠ ŮɑɜŬɘ ɏɜŬ ɚɏɖɕŮɟ. ɆŰɖ ɗɏůɖ Ƀ ɡˊɎɟɢŮɘ 

ɖɛɘŭɘŬűŬɜɏɠ ˊɚŬəɑŭɘɞ, ŭɘŬɢɤɟɘůŰɐɠ ŭɏůɛɖɠ űɤŰɧɠ. ȼ ŭɏůɛɖ űɤŰɧɠ Ŭˊɧ Űɞ ɚɏɖɕŮɟ ɢɤɟɑɕŮŰŬɘ ůŮ ŭɡɞ ŭɏůɛŮɠ, ɛɘŬ 

əŬŰɎ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ x  əŬɘ ɛɘŬ əŬŰɎ Űɞɜ y. ɆŮ ɑůŮɠ ŬˊɞůŰɎůŮɘɠ Ŭˊɧ Űɞ Ƀ ɡˊɎɟɢɞɡɜ əɎŰɞˊŰɟŬ, ɏɢɞɡɛŮ Ƀȷ=Ƀȸ=

L. Ƀɘ ŭɏůɛŮɠ ŬɜŬəɚɩɜŰŬɘ ůŰŬ əɎŰɞˊŰɟŬ əŬɘ ŮˊɘůŰɟɏűɞɡɜ ůŰɞ Ƀ əŬɘ ɛŮŰɎ Ŭˊɧ ŭɘɏɚŮɡůɖ əŬɘ ŬɜɎəɚŬůɖ ůŰɞɜ 

ŭɘŬɢɤɟɘůŰɐ űŰɎɜɞɡɜ ůŰɞɜ ŬɜɘɢɜŮɡŰɐ űɤŰɧɠ. ȼ ŬɜɑɢɜŮɡůɖ ůŰɖɟɑɕŮŰŬɘ ůŰɞ ɔŮɔɞɜɧɠ ɧŰɘ ɖ ŭɘɏɚŮɡůɖ ɓŬɟɡŰɘəɞɨ 

əɨɛŬŰɞɠ Ŭˊɧ Űɖ ŭɘɎŰŬɝɖ ɛŮŰŬɓɎɚŮɘ Űɘɠ ůɢŮŰɘəɏɠ űɎůŮɘɠ Űɤɜ ůɡɛɓŬɚɚɧɜŰɤɜ əɡɛɎŰɤɜ űɤŰɧɠ ůŰɞɜ ŬɜɘɢɜŮɡŰɐ. 

ɀɘŬ ˊɟɩŰɖ ůəɏɣɖ ŮɑɜŬɘ ɧŰɘ, ɖ ɓŬɟɨŰɖŰŬ ŮˊɖɟŮɎɕŮɘ Űɞɜ ɢɩɟɞ ŬɚɚɎ əŬɘ Űɞ ɛɐəɞɠ əɨɛŬŰɞɠ Űɞɡ űɤŰɧɠ əŬŰɎ Űɞɜ 

ɑŭɘɞ Űɟɧˊɞ, Ůˊɞɛɏɜɤɠ ŮɑɜŬɘ ŬŭɨɜŬŰɞ ɜŬ ŬɜɘɢɜŮɡŰɞɨɜ ɓŬɟɡŰɘəɎ əɨɛŬŰŬ ɛŮ ůɡɛɓɞɚɞɛŮŰɟɑŬ. ȺɑɜŬɘ ůŬɜ ɜŬ ɚɏɛŮ ɧŰɘ 

Űɞ ɛɐəɞɠ ˊɞɡ ɗɏɚɞɡɛŮ ɜŬ ɛŮŰɟɐůɞɡɛŮ əŬɘ Űɞ ɛɏŰɟɞ ˊɞɡ ɗŬ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɐůɞɡɛŮ ɛŮŰŬɓɎɚɚɞɜŰŬɘ ɛŮ Űɞɜ ɑŭɘɞ Űɟɧˊɞ 

Ŭˊɧ Űɖ ɓŬɟɨŰɖŰŬ ɞˊɧŰŮ ɖ ɛɏŰɟɖůɖ ŭŮɜ ɗŬ ŭɘŬűɏɟŮɘ Ŭˊɧ ŬɡŰɐɜ ɧŰŬɜ ŭŮɜ ɡˊɎɟɢŮɘ ɓŬɟɨŰɖŰŬ. ȼ ˊŬɟŬəɎŰɤ 

ŬɜɎɚɡůɖ ɗŬ ŭŮɑɝŮɘ ɧŰɘ ɖ ɛɏɗɞŭɞɠ Űɖɠ ůɡɛɓɞɚɞɛŮŰɟɑŬɠ ɞŭɖɔŮɑ ůŮ ŬɜɑɢɜŮɡůɖ ɓŬɟɡŰɘəɩɜ əɡɛɎŰɤɜ. 

ȰɢɞɡɛŮ ɔɘŬ Űɘɠ ůɡɜɘůŰɩůŮɠ Űɞɡ ŰŬɜɡůŰɐ Űɞɡ ɓŬɟɡŰɘəɞɨ ˊŮŭɑɞɡ ŬəŰɘɜɞɓɞɚɑŬɠ: 

 

11 12 21 12 22 11( ),   ( ),   ( ),   ( )h f z ct h f z ct h h f z ct h h f z ct+ ³ ³ += - = - = = - =- =- - 

 

Ƀɘ ɎɚɚŮɠ ůɡɜɘůŰɩůŮɠ Űɞɡ ŰŬɜɡůŰɐ ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ. ũɘŬ Ŭɟɛɞɜɘəɧ əɨɛŬ ɏɢɞɡɛŮ 
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Ƀɘ ɎɚɚŮɠ ůɡɜɘůŰɩůŮɠ ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ. ɇŬ 11 22,  h h  ůɢŮŰɑɕɞɜŰŬɘ ɛŮ ɓŬɟɡŰɘəɎ əɨɛŬŰŬ +, Ůɜɩ ŰŬ 12 21,  h h   

ɛŮ əɨɛŬŰŬ ³.  

ɆŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ ɗŬ ŮɝŮŰɎůɞɡɛŮ Űɖɜ ˊŬɟŬɛɧɟűɤůɖ ˊɞɡ ˊɟɞəŬɚŮɑ ɖ ŭɘɏɚŮɡůɖ ɓŬɟɡŰɘəɞɨ əɨɛŬŰɞɠ ůŮ ɛɘŬ 

əɡəɚɘəɐ ŭɘɎŰŬɝɖ ŭɞəɘɛŬůŰɘəɩɜ ůɤɛŬŰɑɤɜ ˊɞɡ ɓɟɑůəɞɜŰŬɘ ůŰɞ ŮˊɑˊŮŭɞ ὼȟώ, ɛŮ Űɞ ᾀ ŭŮŭɞɛɏɜɞ. ɇŬ ůɤɛɎŰɘŬ ŭŮɜ 
ŬɚɚɖɚŮˊɘŭɟɞɨɜ ɛŮŰŬɝɨ Űɞɡɠ, ŮɑɜŬɘ Ŭɟɢɘəɩɠ ŬəɑɜɖŰŬ ůŮ ɏɜŬɜ ɢɩɟɞ Minkowski. ɇɞ ɓŬɟɡŰɘəɧ əɨɛŬ ŮˊɖɟŮɎɕŮɘ 
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ˊɞɚɨ ɚɑɔɞ Űɖ ɛŮŰɟɘəɐ Űɞɡ ɢɩɟɞɡ, ůŰɖɜ ŮˊɑˊŮŭɖ ɛŮŰɟɘəɐ Minkowski, – , ˊɟɞůŰɑɗŮŰŬɘ Űɞ ˊŮŭɑɞ ŬəŰɘɜɞɓɞɚɑŬɠ 

. ŪɡɛɑɕɞɡɛŮ ɧŰɘ ɏɢɞɡɛŮ ɔɘŬ Űɞɜ ˊɞɚɨ ɚɑɔɞ ŭɘŬŰŬɟŬɔɛɏɜɞ ɢɩɟɞ Minkowski, Űɖ ůɢɏůɖ Ὣ – . ɇɩɟŬ 

ɡˊɞɗɏŰɞɡɛŮ ˊɤɠ ɏɢɞɡɛŮ Ŭɟɛɞɜɘəɧ əɨɛŬ Űɨˊɞɡ +, ὧέίὯᾀ ὸ. ɆɨɛűɤɜŬ ɛŮ ŰŬ ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜŬ 

ɓɟɑůəɞɛŮ  

 

1           0            0          0

0    -1+ (t)        0         0

0           0       -1- ( )    0

0           0            0         -1

xx

xx

h
g

h t
mn=  

 

ȯɟŬ ( ) ( )2 2 2 2 2 2d d 1 ( ) d 1 ( ) d dxx xxs c t h t x h t y z= - - - + -. ȼ űɡůɘəɐ (natural, űɡůɘɞɚɞɔɘəɐ) ɢɤɟɘəɐ 

ŬˊɧůŰŬůɖ ŭɡɞ ɡɚɘəɩɜ ůɖɛŮɑɤɜ ɛɘŬ ɢɟɞɜɘəɐ ůŰɘɔɛɐ t, ɧŰŬɜ ɏɢɞɡɜ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ (0,0,0) əŬɘ 

(0 ,0 ,0)  ( ůŰŬɗ.)x y z+ + =  ŮɑɜŬɘ 

 

( ) ( )2 2 21 ( ) 1 ( )xx xxl h t x h t y= - + + . 

 

Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ ( ) ( )2 2 21 cos( ) 1 cos( )l h kz t x h kz t yW W= - - + + - . Ƀ ˊɟɩŰɞɠ ɧɟɞɠ ŬɜŰɘůŰɞɘɢŮɑ ůŰɖ 

űɡůɘəɐ ŬˊɧůŰŬůɖ əŬŰɎ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ x  əŬɘ ɞ ŭŮɨŰŮɟɞɠ əŬŰɎ Űɞɜ y . 

ɆŰɞ Ɇɢ. 3.6 ɛŮ ŬɜɞɘəŰɎ əɡəɚɎəɘŬ űŬɑɜŮŰŬɘ ɖ Ŭɟɢɘəɐ əɡəɚɘəɐ ŭɘɎŰŬɝɖ Űɤɜ ŭɞəɘɛŬůŰɘəɩɜ ůɤɛŬŰɑɤɜ. 

ȳŰŬɜ ( ) 2 ˊkz t nW- = , ŰɧŰŮ ( ) ( )2 2 2 2 2 2 21 ( ) 1 ( ) ( )l h t x h t y x y h y x= - + + = + + -, ɞˊɧŰŮ ɏɢɞɡɛŮ 

ŮɚɚŮɘˊŰɘəɐ ŭɘɎŰŬɝɖ ɧˊɤɠ ůŰɞ ɆɢɐɛŬ 3.6Ŭ.  

ȳŰŬɜ 
1

( ) 2 ˊ
2

kz t nW
å õ

- = +æ ö
ç ÷

 ŰɧŰŮ 
2 2 2l x y= + , ɞˊɧŰŮ ɏɢɞɡɛŮ əɡəɚɘəɐ ŭɘɎŰŬɝɖ, ɆɢɐɛŬ 3.6ɓ. 

ȳŰŬɜ ( ) (2 1)́kz t nW- = +  ŰɧŰŮ ɏɢɞɡɛŮ Űɖ ŭɘɎŰŬɝɖ, ɏɚɚŮɘɣɖ, Űɞɡ Ɇɢ. 3.6ɔ. 

ȳŰŬɜ 
3

( ) 2 ˊ
2

kz t nW
å õ

- = +æ ö
ç ÷

 ɏɢɞɡɛŮ əŬɘ ˊɎɚɘ əɡəɚɘəɐ ŭɘɎŰŬɝɖ, Ɇɢ. 3.6ŭ, əɞə. 

ȷɜɎɚɞɔŬ ɘůɢɨɞɡɜ ɔɘŬ əɨɛŬ ɛŮ ˊɧɚɤůɖ ³. ɆŮ ŬɡŰɐ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɞɘ ůɢɖɛŬŰɘůɛɞɑ, ɤɠ ˊɟɞɠ Űɞɡɠ ɑŭɘɞɡɠ 
ɎɝɞɜŮɠ ,x y , ɗŬ ɏɢɞɡɜ ˊŮɟɘůŰɟŬűŮɑ əŬŰɎ 45ɞ ŬɜŰɑůŰɟɞűŬ Ŭˊɧ Űɞɡɠ ŭŮɑəŰŮɠ Űɞɡ ɟɞɚɞɔɘɞɨ.  

 

 

ɆɢɐɛŬ 3.6 ȺˊɑŭɟŬůɖ ɓŬɟɡŰɘəɞɨ əɨɛŬŰɞɠ ůŮ ŭɞəɘɛŬůŰɘəɎ ůɤɛɎŰɘŬ ɛŮ əɡəɚɘəɐ ŭɘɎŰŬɝɖ. 

 

ɆɡɜŮɢɑɕɞɡɛŮ ɛŮ Űɖɜ Ŭɟɢɐ ɚŮɘŰɞɡɟɔɑŬɠ Űɖɠ ůɡɛɓɞɚɞɛŮŰɟɘəɐɠ ɛŮɗɧŭɞɡ ŬɜɑɢɜŮɡůɖɠ ɓŬɟɡŰɘəɩɜ əɡɛɎŰɤɜ. 

ũɘŬ ŮɡəɞɚɑŬ ɗŮɤɟɞɨɛŮ ɧŰɘ Űɞ ɓŬɟɡŰɘəɧ əɨɛŬ ŭɘŬŭɑŭŮŰŬɘ əɎɗŮŰŬ ůŰɞ ŮˊɑˊŮŭɞ Űɤɜ ŭɡɞ ɓɟŬɢɘɧɜɤɜ ˊɞɡ Ůˊɑůɖɠ 

ŮɑɜŬɘ əɎɗŮŰɞɘ ɛŮŰŬɝɨ Űɞɡɠ, Ƀȷ əŬɘ Ƀȸ, Ɇɢ. 3.5. ɇɞ əɨɛŬ ŮɑɜŬɘ Űɨˊɞɡ +. To ůɨůŰɖɛŬ Ŭɝɧɜɤɜ ŮɑɜŬɘ Űɞ 

Űɟɘůɞɟɗɞɔɩɜɘɞ ůɨůŰɖɛŬ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ , ,x y z. ɇŬ əɎŰɞˊŰɟŬ əŬɘ ɞ ŭɘŬɢɤɟɘůŰɐɠ űɤŰɧɠ ŮɑɜŬɘ ŰɟŮɘɠ 
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ŭɞəɘɛŬůŰɘəɏɠ ɛɎɕŮɠ (ŮɚŮɨɗŮɟŮɠ, ŭɖɚŬŭɐ ůŮ ŮɚŮɨɗŮɟɖ ˊŰɩůɖ ůŰɞ ˊŮŭɑɞ ɓŬɟɨŰɖŰŬɠ Űɞɡ əɨɛŬŰɞɠ. ȷɡŰɧ 

ŮˊɘŰɡɔɢɎɜŮŰŬɘ ŭɘɧŰɘ ɞɘ ɛɎɕŮɠ ŬɡŰɏɠ ŮɑɜŬɘ ŮɝŬɟŰɖɛɏɜŮɠ Ŭˊɧ ɜɐɛŬŰŬ əŬɘ ŬˊɞŰŮɚɞɨɜ ŰɟɑŬ ŮəəɟŮɛɐ ˊɞɡ ɞɘ ˊŮɟɑɞŭɞɑ 

Űɞɡɠ ŮɑɜŬɘ əŬŰɎ ˊɞɚɨ ɛŮɔŬɚɨŰŮɟŮɠ Ŭˊɧ Űɖɜ ˊŮɟɑɞŭɞ əŬɘ Űɖ ŭɘɎɟəŮɘŬ Űɞɡ ɓŬɟɡŰɘəɞɨ əɨɛŬŰɞɠ. Ⱥˊɑůɖɠ ˊɞɚɨ 

ɛŮɔŬɚɨŰŮɟŮɠ Ŭˊɧ Űɖ ŭɘɎɟəŮɘŬ Űɖɠ ɛɏŰɟɖůɖɠ. ȼ ŮɚŮɨɗŮɟɖ ˊŰɩůɖ ˊɞɡ ɛŬɠ ŮɜŭɘŬűɏɟŮɘ ɜɞŮɑŰŬɘ ůŰɞ ŮˊɑˊŮŭɞ xy. 

ɇɞ ɓŬɟɡŰɘəɧ ˊŮŭɑɞ ˊŮɟɘɔɟɎűŮŰŬɘ ůŮ ůɨůŰɖɛŬ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ Űɞ ɚŮɔɧɛŮɜɞ Transverse Traceless 

Gauge (ȺɔəɎɟůɘŬɠ ȸŬɗɛɑŭŬɠ ɀɖŭŮɜɘəɞɨ Ȳɢɜɞɡɠ). ȽůɢɨŮɘ ˊɤɠ Űɞ ɓŬɟɡŰɘəɧ əɨɛŬ ŭŮɜ ŮˊɖɟŮɎɕŮɘ Űɖ ŭɘŬɛɐəɖ 

ůɡɜɘůŰɩůŬ, z. ȼ ɛŮŰɟɘəɐ ůŰɞ ŮˊɑˊŮŭɞ ,x y  ŮɑɜŬɘ ( ) ( )2 2 2 2 21 ( ) 1 ( )ds c dt h t dx h t dy+ += - + - - . ɉɤɟɑɠ 

ɓŬɟɨŰɖŰŬ 
2 2 2 2 2ds c dt dx dy= - -, ŭɖɚŬŭɐ ɏɢɞɡɛŮ ɛŮŰɟɘəɐ Minkowski. Ƀɘ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ,x y  Ůɜɧɠ ůɖɛŮɑɞɡ 

ɐ Ůɜɧɠ çŮɚŮɨɗŮɟɞɡè ŭɞəɘɛŬůŰɘəɞɨ ůɤɛŬŰɑɞɡ, ŮɑɜŬɘ ůŰŬɗŮɟɏɠ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŬ Ŭˊɧ Űɖɜ ɨˊŬɟɝɖ ɐ ɛɖ ɓŬɟɡŰɘəɞɨ 

əɨɛŬŰɞɠ. ȷˊɧ ŰŬ ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜŬ ůɡɛˊŮɟŬɑɜɞɡɛŮ ɧŰɘ ɖ űɡůɘəɐ ŬˊɧůŰŬůɖ ɛŮŰŬɝɨ Űɞɡ ůɖɛŮɑɞɡ (0,0) əŬɘ Űɞɡ 

ůɖɛŮɑɞɡ (d ,0)x  ˊɎɜɤ ůŰɞɜ ɎɝɞɜŬ x, ŮɑɜŬɘ 2 2d (1 )dxl h x+= + .  

ũɘŬ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ y ɏɢɞɡɛŮ 
2 2d (1 )dyl h y+= - . ȹɖɚŬŭɐ, ɖ űɡůɘəɐ ŬˊɧůŰŬůɖ ɛŮŰŬɝɨ ŭɡɞ ŭɞəɘɛŬůŰɘəɩɜ 

ůɤɛŬŰɑɤɜ ůŮ ŮɚŮɨɗŮɟɖ ˊŰɩůɖ, ɛŮŰŬɓɎɚɚŮŰŬɘ ɧŰŬɜ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ ɓŬɟɡŰɘəɧ əɨɛŬ. ũɘŬ əɨɛŬ Űɨˊɞɡ + ɞɘ ɛŮŰŬɓɞɚɏɠ 

əŬŰɎ ɛɐəɞɠ Űɤɜ Ŭɝɧɜɤɜ ŮɑɜŬɘ ŬɜŰɑɗŮŰŮɠ, ɧŰŬɜ ůŰɖɜ ŭɘŮɨɗɡɜůɖ x  ŮɑɜŬɘ ɛŮɔɏɗɡɜůɖ, ůŰɖɜ y  ŮɑɜŬɘ ůɛɑəɟɡɜůɖ 

əŬɘ ŬɜŰɘɗɏŰɤɠ. ȷɠ ŭɞɨɛŮ ŰɩɟŬ Űɘ ɔɑɜŮŰŬɘ ɛŮ Űɞ űɤɠ. ɈˊɞɗɏŰɞɡɛŮ ɧŰɘ Ŭˊɧ Űɞ Ƀ ɝŮəɘɜɎ ˊŬɚɛɧɠ űɤŰɧɠ əɘɜɞɨɛŮɜɞɠ 

əŬŰɎ ɛɐəɞɠ Űɞɡ x. ũɘŬ Űɞ űɤɠ ɘůɢɨŮɘ 2d 0s = , ɎɟŬ 
2 2d (1 )d 0c t h x+- + =. ȹɖɚŬŭɐ 2 2

2

1
d (1 )dt h x

c
+= + . ũɘŬ 

Űɞɜ ɎɝɞɜŬ y  ɏɢɞɡɛŮ 
2 2d (1 )d 0c t h y+- - = əŬɘ 2 2

2

1
d (1 )dt h y

c
+= - . Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ, Ŭˊɧ ŰŬ ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜŬ 

ˊɟɞəɨˊŰŮɘ ɧŰɘ ɖ űɡůɘəɐ ŰŬɢɨŰɖŰŬ Űɞɡ űɤŰɧɠ 
d

d

xl

t
əŬŰɎ ɛɐəɞɠ Űɞɡ x  əŬɘ 

d

d

yl

t
 əŬŰɎ ɛɐəɞɠ Űɞɡ y, ŮɑɜŬɘ ɖ 

ɔɜɤůŰɐ c, ŭɖɚŬŭɐ ŭŮɜ ŮˊɖɟŮɎɕŮŰŬɘ Ŭˊɧ Űɖɜ ɨˊŬɟɝɖ Űɞɡ ɓŬɟɡŰɘəɞɨ əɨɛŬŰɞɠ. ȷɠ űŬɜŰŬůŰɞɨɛŮ ůŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ 

ɧŰɘ Ŭˊɧ Űɞ Ƀ ůŰɏɚɜɞɜŰŬɘ ŰŬɡŰɧɢɟɞɜŬ ŭɡɞ ˊŬɚɛɞɑ űɤŰɧɠ ˊɟɞɠ ŰŬ əɎŰɞˊŰɟŬ ůŰɘɠ ŭɘŮɡɗɨɜůŮɘɠ   əŬɘ  x y. ɇɞ 

ŮˊɧɛŮɜɞ ɓɐɛŬ ŮɑɜŬɘ ɜŬ ɓɟɞɨɛŮ ˊɧŰŮ ɔɨɟɘůŮ ůŰɞ Ƀ ˊŬɚɛɧɠ ˊɞɡ ɝŮəɑɜɖůŮ Ŭˊɧ Űɞ Ƀ əŬɘ ŬɜŬəɚɎůŰɖəŮ ůŰɞ 

əɎŰɞˊŰɟɞ ȷ. ɈˊɞɗɏŰɞɡɛŮ ɧŰɘ ɖ Űɘɛɐ Űɞɡ ( )h t+ ŭŮɜ ɛŮŰŬɓɎɚɚŮŰŬɘ ůɖɛŬɜŰɘəɎ Ŭˊɧ Űɖɜ Űɘɛɐ ˊɞɡ ŮɑɢŮ Űɖ ůŰɘɔɛɐ 

0t ˊɞɡ ɝŮəɑɜɖůŬɜ ɞɘ ˊŬɚɛɞɑ ɛɏɢɟɘ Űɖɜ ŮˊɘůŰɟɞűɐ Űɞɡɠ ůŰɞ Ƀ, 0( ) ( )h t h t+ +º . ȷɡŰɧ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ ɖ ˊŮɟɑɞŭɞɠ 

Űɞɡ ɓŬɟɡŰɘəɞɨ əɨɛŬŰɞɠ ŮɑɜŬɘ əŬŰɎ ˊɞɚɨ ɛŮɔŬɚɨŰŮɟɖ Ŭˊɧ Űɞɡɠ ɢɟɧɜɞɡɠ ŭɘŬŭɟɞɛɐɠ Űɤɜ ˊŬɚɛɩɜ ůŰɞɡɠ ŭɡɞ 

ɓɟŬɢɑɞɜŮɠ Űɖɠ ŭɘɎŰŬɝɖɠ. ȰůŰɤ 1t  ɖ ůŰɘɔɛɐ ˊɞɡ ɞ ˊŬɚɛɧɠ űŰɎɜŮɘ ůŰɞ ȷ, Ŭˊɧ ŰŬ ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜŬ ɏɢɞɡɛŮ ɔɘŬ Űɞɜ 

ɓɟŬɢɑɞɜŬ x , 1 0 0

0

1 ( )d

L

t t h t x+- = +ñ . ȷűɞɨ 1h+<< ɏɢɞɡɛŮ 0 0

1
1 ( ) 1 ( )

2
h t h t+ ++ º + , ɛŮŰɎ Űɖɜ 

ɞɚɞəɚɐɟɤůɖ ɓɟɑůəɞɡɛŮ 
1 0 0

1
1 ( )

2
t t L h t+

å õ
- = +æ ö

ç ÷
. ũɘŬ Űɞɜ ɓɟŬɢɑɞɜŬ y  ɓɟɑůəɞɡɛŮ 

2 0 0

1
1 ( )

2
t t L h t+

å õ
- = -æ ö

ç ÷
, 

2t  ŮɑɜŬɘ ɞ ɢɟɧɜɞɠ ŭɘŬŭɟɞɛɐɠ Ŭˊɧ Űɖ ɗɏůɖ Ƀ ůŰɖ ɗɏůɖ Űɞɡ əŬŰɧˊŰɟɞɡ ȸ. ũɘŬ Űɘɠ ŬɜŰɑůŰɟɞűŮɠ ŭɘŬŭɟɞɛɏɠ (ŰɧŰŮ 

ɘůɢɨɞɡɜ d 0,  d 0x y< <) ɏɢɞɡɛŮ ŬɜŰɘůŰɞɑɢɤɠ: 

0

1O 1 0 0

1
1 ( )d 1 ( )

2
L

t t h t x L h t+ +

å õ
- =- + º- +æ ö

ç ÷
ñ , 

0

2O 2 0 0

1
1 ( )d 1 ( )

2
L

t t h t x L h t+ +

å õ
- =- - º- -æ ö

ç ÷
ñ , 1O 2O,t t  ŮɑɜŬɘ ɞɘ ɢɟɧɜɞɘ ŬűɑɝŮɤɠ ůŰɞ Ƀ Űɤɜ ˊŬɚɛɩɜ ˊɞɡ 

ɞŭŮɨɞɡɜ əŬŰɎ ɛɐəɞɠ Űɞɡ x  əŬɘ y  ŬɜŰɘůŰɞɑɢɤɠ. ȷɡŰɎ ůɖɛŬɑɜɞɡɜ ɧŰɘ ɞɘ ɢɟɧɜɞɘ ŬűɑɝŮɤɠ Űɤɜ ŭɡɞ ˊŬɚɛɩɜ ˊɞɡ 

ɝŮəɑɜɖůŬɜ ůɡɔɢɟɧɜɤɠ, ŭɘŬűɏɟɞɡɜ əŬŰɎ 0

2
ȹ ( )

L
t h t

c
+= . ȷɠ űŬɜŰŬůŰɞɨɛŮ ŰɩɟŬ ˊɤɠ ŬɜŰɑ ɔɘŬ ˊŬɚɛɞɨɠ ɏɢɞɡɛŮ 

ůɨɛűɤɜŬ ŬɟɛɞɜɘəɎ əɨɛŬŰŬ űɤŰɧɠ ɚɏɖɕŮɟ. ȰůŰɤ ɧŰɘ ŰŬ ŭɡɞ əɨɛŬŰŬ ŮɑɜŬɘ ůɡɛűŬůɘəɎ ɧŰŬɜ ɝŮəɘɜɞɨɜ. ȺɑŭŬɛŮ 

ˊɤɠ ɖ űɡůɘəɐ ŰŬɢɨŰɖŰŬ Űɞɡ űɤŰɧɠ ŮɑɜŬɘ c. ȷɠ ˊŬɟŬəɞɚɞɡɗɐůɞɡɛŮ ɏɜŬ (ɗŮŰɘəɧ) çɛɏɔɘůŰɞè Űɞɡ 

ɖɚŮəŰɟɞɛŬɔɜɖŰɘəɞɨ əɨɛŬŰɞɠ, ŬɡŰɎ ŰŬ ɛɏɔɘůŰŬ ˊŬɑɕɞɡɜ Űɞɜ ɟɧɚɞ Űɞɡ ˊŬɚɛɞɨ ˊɞɡ ɛŮɚŮŰɐůŬɛŮ əŬɘ ŮəˊɏɛˊɞɜŰŬɘ 

ɛŮ ɟɡɗɛɧ ˊɞɡ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ Ŭˊɧ Űɖ ůɡɢɜɧŰɖŰŬ Űɞɡ űɤŰɧɠ.  
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ũɘŬ ŮɡəɞɚɑŬ ůŰɞɜ ůɡɚɚɞɔɘůɛɧ ɛŬɠ, Ŭɠ ɡˊɞɗɏůɞɡɛŮ ɧŰɘ ŰŬ ɛɏɔɘůŰŬ ɔɘŬ Űɞɡɠ ŭɡɞ ɓɟŬɢɑɞɜŮɠ ɝŮəɑɜɖůŬɜ Űɖ 

ůŰɘɔɛɐ 0.t ȷɡŰɎ ůɖɛŬɑɜɞɡɜ ɧŰɘ əŬŰɎ Űɖɜ Ɏűɘɝɖ Űɤɜ ŭɡɞ űɤŰŮɘɜɩɜ əɡɛɎŰɤɜ ůŰɞɜ ŬɜɘɢɜŮɡŰɐ ɏɢɞɡɜ ŭɘŬűɞɟɎ 

űɎůɖɠ 0

2
ȹ ȹ ( )

L
t h t

c
j w w += = . w ŮɑɜŬɘ ɖ əɡəɚɘəɐ ůɡɢɜɧŰɖŰŬ Űɞɡ űɤŰɧɠ Űɞɡ ɚɏɖɕŮɟ. ȷɜ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɐůɞɡɛŮ 

Űɞ ɛɐəɞɠ əɨɛŬŰɞɠ Űɞɡ űɤŰɧɠ ɓɟɑůəɞɡɛŮ 0
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h tj

l
+= . ȼ ɏɜŰŬůɖ Űɞɡ űɤŰɧɠ ůŰɞɜ ŬɜɘɢɜŮɡŰɐ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ 

Ŭˊɧ Űɖ ŭɘŬűɞɟɎ űɎůɖɠ, ȹj, Űɤɜ ŭɡɞ ůɡɛɓŬɚɚɧɜŰɤɜ űɤŰŮɘɜɩɜ əɡɛɎŰɤɜ, ɖ ɞˊɞɑŬ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ Ŭˊɧ Űɞ ɛɏɔŮɗɞɠ 

Űɖɠ ɓŬɟɡŰɘəɐɠ ŭɘŬŰŬɟŬɢɐɠ 0( )h t+ . ɄɟɎɔɛŬŰɘ, 
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ȳŰŬɜ ŭŮɜ ɡˊɎɟɢŮɘ ŭɘŬűɞɟɎ űɎůɖɠ, ȹ 0j= , Űɞ ˊɚɎŰɞɠ ŭɘˊɚŬůɘɎɕŮŰŬɘ, ˊɟɞůɗŮŰɘəɐ ůɡɛɓɞɚɐ, ɧŰŬɜ 

ȹ ˊj= , ɏɢɞɡɛŮ əŬŰŬůŰɟɞűɘəɐ ůɡɛɓɞɚɐ, ŬɚɚɖɚɞŬɜŬɑɟŮůɖ, əŬɘ Űɞ əɨɛŬ ɛɖŭŮɜɑɕŮŰŬɘ. ɆŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɐ ɛŬɠ Űɞ 

ȹj ŮɑɜŬɘ ɛɘəɟɧ. Ƀ ŬɜɘɢɜŮɡŰɐɠ ɛŬɠ ŭɑɜŮɘ ŬɡŰɐ Űɖ ɓŬɟɡŰɘəɐ ŭɘŬŰŬɟŬɢɐ ˊɞɡ ŬɜŰɘůŰɞɘɢŮɑ ůŰɞ ɓŬɟɡŰɘəɧ əɨɛŬ. ȼ 

ŭɘŬűɞɟɎ űɎůɖɠ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ Ůˊɑůɖɠ Ŭˊɧ Űɞ ɛɐəɞɠ L  Űɤɜ ɓɟŬɢɘɧɜɤɜ. Ƀɘ ɓɟŬɢɑɞɜŮɠ ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ɏɢɞɡɜ ɛŮɔɎɚɞ ɛɐəɞɠ 

ɔɘŬ ɜŬ ŮɑɜŬɘ Űɞ űŬɘɜɧɛŮɜɞ ŬɜɘɢɜŮɨůɘɛɞ. Ⱥŭɩ ŬɜŬűŮɟɧɛŬůŰŮ Ŭˊɚɩɠ ůŰɖɜ ɓŬůɘəɐ Ŭɟɢɐ Űɞɡ ˊŮɘɟɎɛŬŰɞɠ, ɡˊɎɟɢɞɡɜ 

ɓŮɚŰɘɩůŮɘɠ, ɧˊɤɠ ɖ Ŭɨɝɖůɖ Űɞɡ ŮɜŮɟɔɞɨ ɛɐəɞɡɠ Űɤɜ ɓɟŬɢɘɧɜɤɜ ŬɚɚɎ ɔɘô ŬɡŰɧ ˊŬɟŬˊɏɛˊɞɡɛŮ ůŰɖ ůɢŮŰɘəɐ 

ɓɘɓɚɘɞɔɟŬűɑŬ. ɈˊɎɟɢŮɘ əŬɘ Ɏɚɚɞɠ Űɟɧˊɞɠ ɗŮɩɟɖůɖɠ Űɞɡ ɑŭɘɞɡ űŬɘɜɞɛɏɜɞɡ Űɞɜ ɞˊɞɑɞ ůəɘŬɔɟŬűɞɨɛŮ ůŰŬ 

ŮˊɧɛŮɜŬ. ɆŰɖɜ ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜɖ ŬɜɎɚɡůɖ, ɞɡůɘŬůŰɘəɎ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɐůŬɛŮ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ɛŮ ɢɟɐůɖ əɞůɛɘəɩɜ 

ɔɟŬɛɛɩɜ ˊɞɡ ŭɘŬɔɟɎűɞɡɜ ůɖɛŮɘŬəɏɠ ŭɞəɘɛŬůŰɘəɏɠ ɛɎɕŮɠ ůŮ ŮɚŮɨɗŮɟɖ ˊŰɩůɖ. ȷɜŰɑ ɔɘô ŬɡŰɧ, ůŰɖ ůɡɜɐɗɖ 

ˊɟŬəŰɘəɐ Űɞɡ ŮɟɔŬůŰɖɟɑɞɡ ɔɑɜŮŰŬɘ ɢɟɐůɖ ůŰŮɟŮɩɜ ɛŮŰɟɖŰɘəɩɜ ŭɘŬŰɎɝŮɤɜ (ůŰŮɟŮɩɜ ɟɎɓŭɤɜ-ɛɏŰɟɤɜ). ɆŰɖ 

ũŮɜɘəɐ ɆɢŮŰɘəɧŰɖŰŬ ɖ əɑɜɖůɖ ŭŮɜ ɔɑɜŮŰŬɘ ɛŮ ɢɟɐůɖ Űɖɠ ůɡɜɐɗɞɡɠ ɓŬɟɡŰɘəɐɠ ŭɨɜŬɛɖɠ ŬɚɚɎ ɛŮ Űɖɜ əŬɛˊɨɚɤůɖ 

Űɞɡ ɢɤɟɧɢɟɞɜɞɡ. ɆŰɖ űɨůɖ ɧɛɤɠ ɡˊɎɟɢɞɡɜ əŬɘ ɞɘ ɛɖ ɓŬɟɡŰɘəɏɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ, ɖ ŮˊɑŭɟŬůɖ Űɤɜ ɞˊɞɑɤɜ ɛˊɞɟŮɑ əŬɘ 

ˊŮɟɘɔɟɎűŮŰŬɘ ůŮ ŬŭɟŬɜŮɘŬəɎ ůɡůŰɐɛŬŰŬ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ, ɧˊɤɠ ˊɞɚɚɏɠ űɞɟɏɠ Űɞɡ ŮɟɔŬůŰɖɟɑɞɡ. ȺɑɜŬɘ ɔŮɔɞɜɧɠ 

ˊɤɠ ůŰɖɜ ˊɟɞůɏɔɔɘůɖ ˊɞɡ ɛŬɠ ŮɜŭɘŬűɏɟŮɘ Ůŭɩ, Űɤɜ ŬůɗŮɜɩɜ ɓŬɟɡŰɘəɩɜ ˊŮŭɑɤɜ, ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ɝŮűɨɔɞɡɛŮ Ŭˊɧ 

Űɖɜ ŮɘəɧɜŬ Űɖɠ ũŮɜɘəɐɠ ɆɢŮŰɘəɧŰɖŰŬɠ əŬɘ ɜŬ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɐůɞɡɛŮ Űɖ çɜŮɡŰɩɜŮɘŬè ɗŮɩɟɖůɖ ɧˊɞɡ ɖ ɓŬɟɨŰɖŰŬ 

ŮɘůɏɟɢŮŰŬɘ ɤɠ ŭɨɜŬɛɖ ɧˊɤɠ əŬɘ ɞɘ ɎɚɚŮɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ. ɇŬ ŬˊɞŰŮɚɏůɛŬŰŬ ŮɑɜŬɘ ŰŬ ɑŭɘŬ ŬɚɚɎ ɖ çɔɚɩůůŬè ˊɞɡ 

ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘŮɑŰŬɘ ŮɑɜŬɘ ˊɘɞ ůɡɜɖɗɘůɛɏɜɖ. ȷɠ ɛŮɚŮŰɐůɞɡɛŮ Űɞ ɑŭɘɞ űŬɘɜɧɛŮɜɞ ŬɜɑɢɜŮɡůɖɠ ɓŬɟɡŰɘəɩɜ əɡɛɎŰɤɜ. 

ɇɩɟŬ űŬɜŰŬɕɧɛŬůŰŮ ɧŰɘ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɞɨɛŮ ůŰŮɟŮɞɨɠ əŬɜɧɜŮɠ-ɛɏŰɟŬ əŬŰɎ ɛɐəɞɠ Űɤɜ Ŭɝɧɜɤɜ ,x y. ȺɑŭŬɛŮ ɧŰɘ 

ɧŰŬɜ Űɞ ɓŬɟɡŰɘəɧ əɨɛŬ ˊɏɟŬůŮ Ŭˊɧ Űɞ ůɨůŰɖɛŬ Űɤɜ ŭɞəɘɛŬůŰɘəɩɜ ɛŬɕɩɜ, ɞɘ ɢɟɧɜɞɘ ŭɘŬŭɟɞɛɐɠ Ŭˊɧ Űɖɜ 

əŮɜŰɟɘəɐ ɛɎɕŬ ˊɟɞɠ Űɘɠ ŭɡɞ ɎɚɚŮɠ əŬɘ ˊɑůɤ, ɐŰŬɜ ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɞɑ. ȷɠ ŭɞɨɛŮ ˊɤɠ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ˊŮɟɘɔɟɎɣɞɡɛŮ Űɞ 

ɑŭɘɞ ˊɟɎɔɛŬ ůŰɖ ůɡɜɐɗɖ ɔɚɩůůŬ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ Űɞɡ çŮɟɔŬůŰɖɟɑɞɡè. ȷɜ ɡˊɞɗɏůɞɡɛŮ ɧŰɘ ɞɘ ŭɞəɘɛŬůŰɘəɏɠ 

ɛɎɕŮɠ əɘɜɞɨɜŰŬɘ ɏɜŮəŬ Űɖɠ ŭɨɜŬɛɖɠ Űɞɡ ɓŬɟɡŰɘəɞɨ əɨɛŬŰɞɠ, ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ɏɢɞɡɛŮ ɛɘŬ ůɡɜŮˊɐ ŮɘəɧɜŬ Űɞɡ 

űŬɘɜɞɛɏɜɞɡ. ȷɡŰɧ ˊɞɡ ɢɟŮɘɎɕŮŰŬɘ ŮɑɜŬɘ ɜŬ ůəŮűŰɞɨɛŮ ɧŰɘ Űɞ ɓŬɟɡŰɘəɧ əɨɛŬ ˊɟɞəŬɚŮɑ ˊŬɚɘɟɟɞɥəɏɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ 

ůŰɞ əɎɗŮ ɕŮɨɔɞɠ ůɤɛŬŰɑɤɜ əŬɘ ŬɡŰɧ ɗŬ əɎɜŮɘ ŰŬ ůɤɛɎŰɘŬ ɜŬ əɘɜɖɗɞɨɜ ɖ ɛɘŬ ůŮ ůɢɏůɖ ɛŮ Űɖɜ Ɏɚɚɖ. ɀˊɞɟŮɑ ɜŬ 

ŭŮɘɢŰŮɑ ɧŰɘ, ɏɜŮəŬ Űɞɡ ɓŬɟɡŰɘəɞɨ əɨɛŬŰɞɠ, ŮɑɜŬɘ ůŬɜ ɞɘ ŭɡɞ ɛɎɕŮɠ ɜŬ ŭɏɢɞɜŰŬɘ ŭɡɜɎɛŮɘɠ WF  ˊɞɡ ŭɑɜɞɜŰŬɘ Ŭˊɧ 

Űɘɠ ˊŬɟŬəɎŰɤ ůɢɏůŮɘɠ: 

ũɘŬ ɔɟŬɛɛɘəɐ ˊɧɚɤůɖ + , ɞɘ ůɡɜɘůŰɩůŮɠ ŮɑɜŬɘ, 
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ũɘŬ ɔɟŬɛɛɘəɐ ˊɧɚɤůɖ ³, ɞɘ ůɡɜɘůŰɩůŮɠ ŮɑɜŬɘ, 

 
2 2

2 2

1 1
,   

2 2

xy xy

x y

h h
F mL F mL

t t

µ µ
= =

µ µ
 

 



ȷɜŬɚɡŰɘəɐ ȹɡɜŬɛɘəɐ      132 

ȼ ŭɨɜŬɛɖ ŮɑɜŬɘ ŬɜɎɚɞɔɖ ˊɟɞɠ Űɖ ɛɎɕŬ m Űɤɜ ŭɞəɘɛŬůŰɘəɩɜ ůɤɛŬŰɑɤɜ, ɧˊɤɠ ŬˊŬɘŰŮɑ ɖ ȷɟɢɐ Űɖɠ 

ȽůɞŭɡɜŬɛɑŬɠ. Ⱥˊɑůɖɠ ɖ ŭɨɜŬɛɖ ŮɑɜŬɘ ŬɜɎɚɞɔɖ Űɖɠ ɛŮŰŬɝɨ Űɞɡɠ ŬˊɧůŰŬůɖɠ L. ȷɡŰɧ ŮɑɜŬɘ ɔɜɤůŰɧ ɔɘŬ Űɘɠ 

ůɡɜɐɗŮɘɠ ˊŬɚɘɟɟɞɥəɏɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ.  

ɇɩɟŬ ɖ ŮɟɛɖɜŮɑŬ Űɞɡ űŬɘɜɞɛɏɜɞɡ ŮɑɜŬɘ: ɆŰɞ ůɨɜɖɗŮɠ ůɨůŰɖɛŬ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ Űɞɡ çŮɟɔŬůŰɖɟɑɞɡè, ɖ 

ŬˊɧůŰŬůɖ ɛŮŰŬɝɨ Űɤɜ ŮɚŮɨɗŮɟɤɜ ɛŬɕɩɜ ɛŮŰŬɓɎɚɚŮŰŬɘ, ɧˊɤɠ ɗŬ ŭɞɨɛŮ, əŬŰɎ 
1

ȹ
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ŭɘŬűɞɟɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ ɛŮŰŬɝɨ Űɞɡ əŬŰɧˊŰɟɞɡ əŬɘ Űɞɡ ŭɘŬɢɤɟɘůŰɐ, ɏɢɞɡɛŮ ɔɘŬ Űɖɜ ˊɧɚɤůɖ + 
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ȷɜɎɚɞɔŬ ɘůɢɨɞɡɜ ɔɘŬ Űɖɜ ˊɧɚɤůɖ ³. ȳɚŬ ŰŬ ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜŬ ŮɑɜŬɘ ůŮ ůɡɛűɤɜɑŬ ɛŮ Űɞ Ɇɢ. 3.6. 

ɆŰɘɠ ŭɡɞ ˊŮɟɘˊŰɩůŮɘɠ, ůŰŬ ŭɡɞ ůɡůŰɐɛŬŰŬ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ, Űɞ ɑŭɘɞ űŬɘɜɧɛŮɜɞ əŬɘ ŮɘŭɘəɎ ɖ ɑŭɘŬ ɛɏŰɟɖůɖ, 

ˊŮɟɘɔɟɎűŮŰŬɘ ɛŮ ŰŮɚŮɑɤɠ ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɐ ɔɚɩůůŬ. ɆŰɘɠ Transverse Traceless ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ, ɞɘ ŮɚŮɨɗŮɟŮɠ ɛɎɕŮɠ 

əɎɜɞɡɜ ŮɚŮɨɗŮɟɖ ˊŰɩůɖ, ɖ əɎɗŮ ɛɘŬ ŮɑɜŬɘ ŬəɑɜɖŰɖ ůŮ ŬɡŰɧ Űɞ ůɨůŰɖɛŬ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ, ɏɢŮɘ Űɘɠ ŭɘəɏɠ Űɖɠ 

ůŰŬɗŮɟɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ, ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŬ Ŭˊɧ Űɞ ˊŮŭɑɞ ɓŬɟɨŰɖŰŬɠ. Ƀ ɢɟɧɜɞɠ ŭɘŬŭɟɞɛɐɠ Űɞɡ űɤŰɧɠ ɛŮŰŬɝɨ ŭɡɞ 

ŰɏŰɞɘɤɜ ɛŬɕɩɜ ɛŮŰŬɓɎɚɚŮŰŬɘ ŮˊŮɘŭɐ ɛŮŰŬɓɎɚɚŮŰŬɘ ɖ ɛŮŰɟɘəɐ Űɞɡ ɢɤɟɧɢɟɞɜɞɡ.  

ɆŰɘɠ ůɡɜɐɗŮɘɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɞɡ ŮɟɔŬůŰɖɟɑɞɡ, ɛŮŰŬɓɎɚɚŮŰŬɘ ɞ ɢɟɧɜɞɠ ŭɘŬŭɟɞɛɐɠ Űɞɡ űɤŰɧɠ ŮˊŮɘŭɐ ɞɘ 

ŭɞəɘɛŬůŰɘəɏɠ ɛɎɕŮɠ ɛŮŰŬəɘɜɞɨɜŰŬɘ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɞ ůɨůŰɖɛŬ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ. ȾŬɘ ɞɘ ŭɡɞ ŮɘəɧɜŮɠ ŮɑɜŬɘ ůɤůŰɏɠ. ȼ 

ŭŮɨŰŮɟɖ ŮɘəɧɜŬ ŮɑɜŬɘ ˊɘɞ ɓɞɚɘəɐ ɔɘŬ Űɞɜ ůɡɜŭɡŬůɛɧ Űɞɡ ɓŬɟɡŰɘəɞɨ əɨɛŬŰɞɠ ɛŮ űŬɘɜɧɛŮɜŬ çŭɡɜɎɛŮɤɜ 

ɗɞɟɨɓɞɡè ŭɘŬűɧɟɤɜ ɛɞɟűɩɜ. ȼ ɛɏɗɞŭɞɠ ɛŮ Űɘɠ Transverse traceless ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ŮɑɜŬɘ əŬɚɨŰŮɟɖ ɧŰŬɜ 

ɗɏɚɞɡɛŮ ɜŬ ŮɝŮŰɎůɞɡɛŮ ɎɚɚŮɠ ˊŮɟɘˊŰɩůŮɘɠ, ɧˊɤɠ ɧŰŬɜ ŭɞəɘɛŬůŰɘəɏɠ ɛɎɕŮɠ ŭɘŬɢɤɟɑɕɞɜŰŬɘ Ŭˊɧ ɛŮɔɎɚŮɠ 

ŬˊɞůŰɎůŮɘɠ, ůɡɔəɟɑůɘɛŮɠ ɐ ɛŮɔŬɚɨŰŮɟŮɠ Ŭˊɧ Űɞ ɛɐəɞɠ əɨɛŬŰɞɠ Űɞɡ ɓŬɟɡŰɘəɞɨ əɨɛŬŰɞɠ. 

ɆɖɛŮɘɩɜɞɡɛŮ ɧŰɘ ɞɘ ɓɟŬɢɑɞɜŮɠ Űɤɜ ŭɡɞ ŬɜɘɢɜŮɡŰɩɜ LIGO ˊɞɡ ɓɟɑůəɞɜŰŬɘ ůŮ ɛŮɔɎɚɖ ɛŮŰŬɝɨ Űɞɡɠ 

ŬˊɧůŰŬůɖ, ŮɑɜŬɘ ůŰɞɜ ɏɜŬ 4 km əŬɘ ůŰɞɜ Ɏɚɚɞ 2 km. ȷɜŬűɏɟɞɡɛŮ Ŭˊɚɩɠ ɧŰɘ ɖ ŭɡɜŬŰɧŰɖŰŬ Űɤɜ ŬɜɘɢɜŮɡŰɩɜ 

ŮɑɜŬɘ ɜŬ ŬɜɘɢɜŮɨůɞɡɜ ɛŮŰŬɓɞɚɏɠ ɛɐəɞɡɠ Űɤɜ ɓɟŬɢɘɧɜɤɜ Űɖɠ ŰɎɝɖɠ Űɞɡ 

 

21ȹ
10

l

l

-=
. 

 

ũɘŬ 4 kml = , 
18ȹ 4 10  ml -= ³ , ɛɘəɟɧŰŮɟɞ əŬŰɎ ˊŬɟɎɔɞɜŰŬ 1/1000 Ŭˊɧ Űɖɜ ŬəŰɑɜŬ Űɞɡ ˊɟɤŰɞɜɑɞɡ. 

ȾŬɘ ɧɛɤɠ ɔɑɜŮŰŬɘ! 

Ƀɘ ŭɡɞ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ ɔɟŬɛɛɘəɏɠ ˊɞɚɩůŮɘɠ Űɞɡ ɓŬɟɡŰɘəɞɨ əɨɛŬŰɞɠ çŭɘŬűɏɟɞɡɜè əŬŰɎ 45ɞ ůŰɞ ŮɔəɎɟůɘɞ 
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ŮˊɑˊŮŭɞ ,x y. ȷɡŰɧ ɞűŮɑɚŮŰŬɘ ůŰɞ ɔŮɔɞɜɧɠ ɧŰɘ ŰŬ ɓŬɟɡŰɘəɎ əɨɛŬŰŬ ůɢŮŰɑɕɞɜŰŬɘ ɛŮ ɏɜŬɜ ůɡɛɛŮŰɟɘəɧ ŰŬɜɡůŰɐ 

2ɖɠ ŰɎɝɖɠ, hmn. ȷˊɧ ŬɡŰɧ ˊɟɞəɨˊŰŮɘ Ůˊɑůɖɠ ɧŰɘ Űɞ ɓŬɟɡŰɧɜɘɞ (Űɞ əɓɎɜŰɞ Űɞɡ ɓŬɟɡŰɘəɞɨ ˊŮŭɑɞɡ) ɏɢŮɘ ůˊɘɜ 2. 

ɆŰɞɜ ɖɚŮəŰɟɞɛŬɔɜɖŰɘůɛɧ ɞɘ ŭɡɞ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ ɔɟŬɛɛɘəɏɠ ˊɞɚɩůŮɘɠ ŭɘŬűɏɟɞɡɜ əŬŰɎ 90ɞ. ȷɡŰɧ ɞűŮɑɚŮŰŬɘ ůŰɞ ɧŰɘ 

ŰŬ ɖɚŮəŰɟɞɛŬɔɜɖŰɘəɎ əɨɛŬŰŬ ůɢŮŰɑɕɞɜŰŬɘ ɛŮ ɏɜŬ (ŰŮŰɟŬ)ŭɘŬɜɡůɛŬŰɘəɧ ˊŮŭɑɞ, Űɞ mA , ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ŰŬɜɡůŰɐɠ 1
ɖɠ 

ŰɎɝɖɠ. ɆŮ ŬɡŰɧ ɞűŮɑɚŮŰŬɘ ɧŰɘ Űɞ ŬɜŰɑůŰɞɘɢɞ əɓɎɜŰɞ (űɤŰɧɜɘɞ) ɏɢŮɘ ůˊɘɜ ɘůɞ ɛŮ 1.  

13. ɃɚɞəɚɖɟɩɛŬŰŬ ɇɟɞɢɘɩɜ 

Ƀ űɞɟɛŬɚɘůɛɧɠ Űɤɜ ɃɚɞəɚɖɟɤɛɎŰɤɜ ɇɟɞɢɘɩɜ (Path Integral formulation) Űɖɠ ȾɓŬɜŰɞɛɖɢŬɜɘəɐɠ ɞűŮɑɚŮŰŬɘ 

ŬɟɢɘəɎ ůŰɞɜ Dirac ŬɚɚɎ ŭɘŬŰɡˊɩɗɖəŮ ůŰɖɜ ŰŮɚɘəɐ ɛɞɟűɐ Űɖɠ Ŭˊɧ Űɞɜ Feynman. ȼ ŭɟɎůɖ ɐ (ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ 

ŭɟɎůɖɠ) ůŰɖɜ ȾɚŬůɘəɐ ɀɖɢŬɜɘəɐ ŮɑɜŬɘ ůŰɎůɘɛɖ əŬŰɎ Űɖɜ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐ əɑɜɖůɖ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ. ȷɠ 

ˊŮɟɘɞɟɘůŰɞɨɛŮ ůŰɖɜ əɑɜɖůɖ Ůɜɧɠ ůɤɛŬŰɘŭɑɞɡ ůŮ ɛɘŬ ŭɘɎůŰŬůɖ. ȼ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ŮɑɜŬɘ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ ( , , )L L x x t=  

əŬɘ ɖ ŭɟɎůɖ ŮɑɜŬɘ 
b

a

( , , )d

t

t

I L x x t t=ñ . ũɘŬ ŭŮŭɞɛɏɜɖ ŰɟɞɢɘɎ ( )x x t=  ˊɟɞůŭɘɞɟɑɕŮŰŬɘ ɖ ŰŬɢɨŰɖŰŬ ( )x x t=  əŬɘ 

Ŭˊɧ Űɞ ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ ɡˊɞɚɞɔɑɕŮŰŬɘ ɖ Űɘɛɐ Űɖɠ ŭɟɎůɖɠ ɔɘŬ Űɖɜ Ůɜ ɚɧɔɤ ŰɟɞɢɘɎ. ȼ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐ ŰɟɞɢɘɎ ŮɑɜŬɘ ŬɡŰɐ 

ɔɘŬ Űɖɜ ɞˊɞɑŬ ɖ ŭɟɎůɖ ŮɑɜŬɘ ůŰɎůɘɛɖ əŬŰɎ ŰŬ ɔɜɤůŰɎ. ɇɞ əɘɜɖŰɧ Űɖ ůŰɘɔɛɐ at  ɓɟɑůəŮŰŬɘ ůŰɖ ůɡɔəŮəɟɘɛɏɜɖ 

ɗɏůɖ a , a a( )x x t=  əŬɘ Űɖ ůŰɘɔɛɐ bt  ɓɟɑůəŮŰŬɘ ůŰɖ ɗɏůɖ b , b b( )x x t= . ɆŮ ŬɡŰɐ Űɖ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɡˊɎɟɢŮɘ ɛɘŬ 

ŰɟɞɢɘɎ Űɖɜ ɞˊɞɑŬ ŭɘŬɔɟɎűŮɘ Űɞ əɘɜɖŰɧ ɔɘŬ Űɖɜ ɞˊɞɑŬ ɖ ŭɟɎůɖ ɏɢŮɘ ɛɘŬ ůɡɔəŮəɟɘɛɏɜɖ Űɘɛɐ. 

ɆŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ Űɖɠ ȾɓŬɜŰɞɛɖɢŬɜɘəɐɠ (Űɖɠ ɛɖ ůɢŮŰɘəɘůŰɘəɐɠ), ŰŬ ˊɟɎɔɛŬŰŬ ŮɑɜŬɘ ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɎ, ŰɩɟŬ 

ɛɘɚɞɨɛŮ ɔɘŬ Űɖɜ ˊɘɗŬɜɧŰɖŰŬ ɜŬ ˊɎŮɘ Űɞ ůɤɛŬŰɑŭɘɞ Ŭˊɧ Űɖ ɗɏůɖ a  ůŰɖ ɗɏůɖ b. ũɘŬ ɜŬ ɓɟŮɗŮɑ ŬɡŰɐ ɖ ˊɘɗŬɜɧŰɖŰŬ 
ůɡɛɓɎɚɞɡɜ ɧɚŮɠ ɞɘ ŭɘŬŭɟɞɛɏɠ (Űɟɞɢɘɏɠ) ɛŮŰŬɝɨ ŬɡŰɩɜ Űɤɜ ŭɡɞ ůɖɛŮɑɤɜ. ȼ əɎɗŮ ŰɟɞɢɘɎ ɡˊŮɘůɏɟɢŮŰŬɘ ɛŮ ɑŭɘɞ 

çɓɎɟɞɠè ŬɚɚɎ ɛŮ ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɐ űɎůɖ. ɆɡɔəŮəɟɘɛɏɜŬ, ɔɘŬ əɎɗŮ ɛɘŬ ŰɟɞɢɘɎ ɛŮŰŬɝɨ Űɤɜ a,b ɖ Űɘɛɐ Űɞɡ 

ɞɚɞəɚɖɟɩɛŬŰɞɠ ŭɟɎůɖɠ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ Ŭˊɧ Űɖɜ ŰɟɞɢɘɎ, ( )x x t= , əŬɘ ɖ ůɡɛɓɞɚɐ ůŰɞ əɓŬɜŰɞɛɖɢŬɜɘəɧ ˊɚɎŰɞɠ, 

ɘůɞɨŰŬɘ ɛŮ ɛɘŬ ůŰŬɗŮɟɎ Ůˊɑ 
i

exp [ ( )]I x t
å õ
æ ö
ç ÷

. ɇɞ ůɡɜɞɚɘəɧ ˊɚɎŰɞɠ ɘůɞɨŰŬɘ ɛŮ Űɞ ɎɗɟɞɘůɛŬ Űɤɜ ˊɚŬŰɩɜ ɧɚɤɜ 

Űɤɜ Űɟɞɢɘɩɜ. ȷɡŰɧ ˊŬɟɘůŰɎɜŮŰŬɘ ɛŮ Űɞ ůɨɛɓɞɚɞ (b,a)K  Űɞɡ ɚŮɔɧɛŮɜɞɡ ŭɘŬŭɧŰɖ. ȰɢɞɡɛŮ Űɞɜ ůɡɛɓɞɚɘůɛɧ 

 

[ ]
b

a

i
(b,a)= exp ( ) ( )K I x t x t

å õ
æ ö
ç ÷

ñ Dx . 

 

ȷɡŰɧ ŮɑɜŬɘ Űɞ ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ Űɟɞɢɘɩɜ, Űɞ ( )x tDx  ŭɖɚɩɜŮɘ ɧŰɘ ɖ ɞɚɞəɚɐɟɤůɖ ɔɑɜŮŰŬɘ ůŮ ɧɚŮɠ Űɘɠ Űɟɞɢɘɏɠ. 

ȼ ˊɘɗŬɜɧŰɖŰŬ ɛŮŰɎɓŬůɖɠ Ŭˊɧ Űɞ a  ůŰɞ b  ŭɑɜŮŰŬɘ Ŭˊɧ Űɖ ůɢɏůɖ: 
2

(b,a)= (b,a)P K . ɀˊɞɟŮɑ ɜŬ ɡˊɞɚɞɔɘůŰŮɑ 

ɖ əɡɛŬŰɞůɡɜɎɟŰɖůɖ əɎɗŮ ɢɟɞɜɘəɐ ůŰɘɔɛɐ əŬɘ ɔɘŬ əɎɗŮ ůɖɛŮɑɞ Űɞɡ ůɡɜɐɗɞɡɠ ɢɩɟɞɡ. ȹŮɑɢɜŮŰŬɘ ɧŰɘ ɘůɢɨŮɘ ɖ 

Ůɝɑůɤůɖ Schroedinger. ɀˊɞɟŮɑ ɜŬ ŭŮɘɢŰŮɑ ɧŰɘ ůŰɞ əɚŬůɘəɧ ɧɟɘɞ ɧˊɞɡ I >>, Űɞ ůɤɛŬŰɑŭɘɞ ŬəɞɚɞɡɗŮɑ ɛɘŬ 

ŰɟɞɢɘɎ ɔɘŬ Űɖɜ ɞˊɞɑŬ Űɞ I  ɏɢŮɘ ůŰɎůɘɛɖ Űɘɛɐ. ȷɜ ɧɛɤɠ ŬɡŰɧ ŭŮɜ ɘůɢɨŮɘ ŰɧŰŮ ɧɚŮɠ ɞɘ Űɟɞɢɘɏɠ ůɡɛɓɎɚɚɞɡɜ ůŰɖ 

ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ. 
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ɄɟɞɓɚɐɛŬŰŬ 

1. ȸɟŮɑŰŮ Űɖ ɛŮŰɟɘəɐ, ŭɖɚŬŭɐ ŰŬ , Ŭ) ůŰɞɜ ůɡɜɐɗɖ ŰɟɘůŭɘɎůŰŬŰɞ ŮɡəɚŮɑŭŮɘɞ ɢɩɟɞ, ɛŮ ɢɟɐůɖ əŬɟŰŮůɘŬɜɩɜ 

ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ, ɛŮ ɢɟɐůɖ ůűŬɘɟɘəɩɜ əŬɘ ɛŮ ɢɟɐůɖ əɡɚɘɜŭɟɘəɩɜ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ. ɓ) ȸɟŮɑŰŮ Űɖ ɛŮŰɟɘəɐ ɔɘŬ 

ŭɘůŭɘɎůŰŬŰɞ ŮɡəɚŮɑŭŮɘɞ ɢɩɟɞ, ɔɘŬ əŬɟŰŮůɘŬɜɏɠ əŬɘ ˊɞɚɘəɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ. ɔ) ȸɟŮɑŰŮ Űɖ ɛŮŰɟɘəɐ ˊɎɜɤ ůŰɖɜ 

ŮˊɘűɎɜŮɘŬ ůűŬɑɟŬɠ ŬəŰɑɜŬɠ , ɛŮ ůűŬɘɟɘəɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ, ŭ) ˊɎɜɤ ůŮ (ŬˊɏɟŬɜŰɖ) əɡɚɘɜŭɟɘəɐ ŮˊɘűɎɜŮɘŬ 

ŬəŰɑɜŬɠ ŭɘŬŰɞɛɐɠ , ɛŮ əɡɚɘɜŭɟɘəɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ  

 

2. ŪŮɤɟɐůŰŮ ɧŰɘ ɡɚɘəɧ ůɖɛŮɑɞ əɘɜŮɑŰŬɘ ɛɏůŬ ůŮ ˊŮŭɑɞ ɓŬɟɨŰɖŰŬɠ gŮɜɩ ɓɟɑůəŮŰŬɘ ůɡɜŮɢɩɠ ˊɎɜɤ ůŮ 

əŬŰŬəɧɟɡűɞ ɎɝɞɜŬ z, ɛŮ Űɖ ɗŮŰɘəɐ űɞɟɎ ˊɟɞɠ ŰŬ əɎŰɤ. ũɟɎɣŰŮ Űɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ Űɞɡ ˊɟɞɓɚɐɛŬŰɞɠ. ɆŰɖ 
ůɡɜɏɢŮɘŬ ɗŮɤɟɐůŰŮ ɧŰɘ ŮɑɜŬɘ ɔɜɤůŰɧ ˊɤɠ ɖ ɚɨůɖ Űɞɡ ˊɟɞɓɚɐɛŬŰɞɠ ɛŮ ɎɔɜɤůŰŮɠ ˊŬɟŬɛɏŰɟɞɡɠ ŮɑɜŬɘ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ, 

2( ) ,  , ,   ůŰŬɗŮɟɏɠz z t t ta b g a b g= = + + . ɈˊɞɗɏůŰŮ ɧŰɘ Űɖ ůŰɘɔɛɐ 1 0t =  Űɞ ůɤɛɎŰɘɞ ŮɑɜŬɘ ůŰɖ ɗɏůɖ 

1 0z =  əŬɘ Űɖ ůŰɘɔɛɐ 2t  ɓɟɑůəŮŰŬɘ ůŰɖ ɗɏůɖ 2z . ɈˊɞɚɞɔɑůŰŮ Űɘɠ ˊŬɟŬɛɏŰɟɞɡɠ ,a b ůɡɜŬɟŰɐůŮɘ Űɤɜ ŬɜɤŰɏɟɤ 

1 1 2 2, , ,t z t z. ɆŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ ɡˊɞɚɞɔɑůŰŮ Űɞ ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ ŭɟɎůɖɠ (ɐ Űɖ ŭɟɎůɖ) 
2

0

d

t

I L t=ñ . ȽůɢɨŮɘ ˊɟɞűŬɜɩɠ ɧŰɘ 

ŬɡŰɧ ŮɑɜŬɘ ɔɜɤůŰɧ ɤɠ ůɡɜɎɟŰɖůɖ Űɖɠ ˊŬɟŬɛɏŰɟɞɡ g ˊɞɡ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ ɔɘŬ ŭɘɎűɞɟŮɠ ɚɨůŮɘɠ Űɖɠ ŬɜɤŰɏɟɤ 

ɛɞɟűɐɠ ˊɞɡ ɡˊŬəɞɨɜ ůŰɘɠ ŭŮŭɞɛɏɜŮɠ Ŭɟɢɘəɐ əŬɘ ŰŮɚɘəɐ ůɡɜɗɐəɖ ůŰɞ ŭɘɎůŰɖɛŬ 1 20( )t t t= ¢ ¢. ŪŮɤɟɐůŰŮ ɧŰɘ 

Űɞ ( )I I g=  ŮɑɜŬɘ ůŰɎůɘɛɞ ɔɘŬ ɛɘəɟɏɠ ɛŮŰŬɓɞɚɏɠ Űɖɠ ˊŬɟŬɛɏŰɟɞɡ. ɄɟɞůŭɘɞɟɑůŰŮ ɛŮ ŬɡŰɐ Űɖɜ ŬˊŬɑŰɖůɖ Űɞ g. 

 

3. ŪŮɤɟɐůŰŮ ɧŰɘ ɛɏůŬ ůŰɞ ˊŮŭɑɞ ɓŬɟɨŰɖŰŬɠ g, ůɤɛɎŰɘɞ əɘɜŮɑŰŬɘ ůŮ əŬŰŬəɧɟɡűɞ ɎɝɞɜŬ z  ˊɞɡ ɏɢŮɘ ɗŮŰɘəɐ 

űɞɟɎ ˊɟɞɠ ŰŬ əɎŰɤ. ɈˊɞɗɏůŰŮ ɧŰɘ Űɖ ůŰɘɔɛɐ 0t=  Űɞ ůɤɛɎŰɘɞ ɓɟɑůəŮŰŬɘ ůŰɖ ɗɏůɖ 0z=  əŬɘ ŬɟɔɧŰŮɟŬ Űɖ 

ůŰɘɔɛɐ 2t  ɓɟɑůəŮŰŬɘ ůŰɖ ɗɏůɖ 2z . ȸɟŮɑŰŮ Űɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ L  Űɞɡ ůɤɛŬŰɑɞɡ. ȷ) ŪŮɤɟɐůŰŮ Űɖ ŭɘŬŭɟɞɛɐ ɔɘŬ 

Űɖɜ ɞˊɞɑŬ ɘůɢɨŮɘ 
2 2

a 0 0 2

2

1 1
,   

2 2

z
z t gt gt

t
u u= + = - . ȷɡŰɐ ŮɑɜŬɘ ůɡɛɓŬŰɐ ɛŮ Űɖɜ Ŭɟɢɘəɐ əŬɘ ŰŮɚɘəɐ ůɡɜɗɐəɖ. 

ɈˊɞɚɞɔɑůŰŮ Űɖ ŭɟɎůɖ (Űɞ ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ ŭɟɎůɖɠ) 

2

a

0

d

t

I L t=ñ  ɔɘŬ Űɖɜ ŬɜɤŰɏɟɤ ŭɘŬŭɟɞɛɐ. ɆŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ 

ˊŬɟŬɛŮŰɟɞˊɞɘɐůŰŮ Űɘɠ ɔŮɘŰɞɜɘəɏɠ ˊɟɞɠ Űɖɜ ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜɖ Űɟɞɢɘɏɠ ůɨɛűɤɜŬ ɛŮ Űɖ ůɢɏůɖ 

2

b 0 2

1
( ),   0< 1,  0

2
z t gt at t t au e e= + + - << >. ȷɡŰɐ ɖ ůɢɏůɖ ŮɑɜŬɘ Ůˊɑůɖɠ ůɡɛɓŬŰɐ ɛŮ Űɖɜ Ŭɟɢɘəɐ əŬɘ Űɖɜ 

ŰŮɚɘəɐ ůɡɜɗɐəɖ. ɈˊɞɚɞɔɑůŰŮ Űɞ 

2

b

0

d

t

I L t=ñ  ɔɘŬ ŬɡŰɏɠ Űɘɠ ɔŮɘŰɞɜɘəɏɠ (ˊŬɟŬɚɚŬɔɛɏɜŮɠ) ŭɘŬŭɟɞɛɏɠ. ȸɟŮɑŰŮ Űɖ 

ŭɘŬűɞɟɎ ba b aI I ID = -. ȸ) ŪŮɤɟɐůŰŮ Űɖ ŭɘŬŭɟɞɛɐ 2
c

2

,   
z

z bt b
t

= = . ȼ Ŭɟɢɘəɐ əŬɘ ɖ ŰŮɚɘəɐ ůɡɜɗɐəŮɠ 

ˊɚɖɟɞɨɜŰŬɘ. ɈˊɞɚɞɔɑůŰŮ Űɞ 

2

c

0

d

t

I L t=ñ  ɔɘŬ Űɖɜ ŬɜɤŰɏɟɤ ŭɘŬŭɟɞɛɐ. ɆŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ əɎɜŰŮ Űɖɜ ˊŬɟŬɛŮŰɟɞˊɞɑɖůɖ 

d 2( ),   0< 1,  0z bt at t t ae e= + - << >. ɄɟɞűŬɜɩɠ əŬɘ ɞɘ ŭɡɞ ůɡɜɗɐəŮɠ ˊɚɖɟɞɨɜŰŬɘ. ɈˊɞɚɞɔɑůŰŮ Űɞ 

2

d

0

d

t

I L t=ñ . ȸɟŮɑŰŮ Űɖ ŭɘŬűɞɟɎ dc d cI I ID = -. 

ɄɞɘɎ ŮɑɜŬɘ ɖ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐ ŭɘŬŭɟɞɛɐ ˊɞɡ ŬəɞɚɞɡɗŮɑ Űɞ ůɤɛɎŰɘɞ; 

 

4. ɈˊɞɗɏůŰŮ ɧŰɘ ɏɢŮŰŮ ɏɜŬ Ůɑŭɞɠ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜɖɠ ɛɖɢŬɜɘəɐɠ ɧˊɞɡ ɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ əŬɘ Ŭˊɧ ŭŮɨŰŮɟŮɠ 

ˊŬɟŬɔɩɔɞɡɠ Űɤɜ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜɤɜ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ, ŭɖɚŬŭɐ 

. ȺűŬɟɛɧůŰŮ Űɖɜ Ŭɟɢɐ Űɞɡ Hamilton ɛŮ Űɞɡɠ ˊŮɟɘɞɟɘůɛɞɨɠ ɧŰɘ ůŰŬ ɎəɟŬ 

ijg

R

R

1 2( , , , ),  ( , ,..., )nL L q q q t q q q q= =
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Űɖɠ ɞɚɞəɚɐɟɤůɖɠ ɞɘ çɛŮŰŬɓɞɚɏɠè (variations) ɧɢɘ ɛɧɜɞ Űɤɜ  ŬɚɚɎ əŬɘ Űɤɜ  ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ əŬɘ ŭŮɑɝŰŮ ɧŰɘ ɞɘ 

ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɤɜ Euler-Lagrange ˊŬɑɟɜɞɡɜ Űɖ ɛɞɟűɐ: 

 

. 

 

 ŪɡɛɑɕɞɡɛŮ ɧŰɘ ɖ Ŭɟɢɐ Űɞɡ Hamilton ɚɏŮɘ ɧŰɘ . ȾɎɜŰŮ ŮűŬɟɛɞɔɐ ɔɘŬ 

. ɁŬ ŭɞɡɚɏɣŮŰŮ Űɖɜ Ůɘŭɘəɐ ŬɡŰɐ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ŬɡŰɞŰŮɚɩɠ, ŭɖɚŬŭɐ ɢɤɟɑɠ ɢɟɐůɖ Űɖɠ ɔŮɜɘəɐɠ 

ɗŮɤɟɑŬɠ ˊɞɡ ɏɢɞɡɛŮ ŭɩůŮɘ. 

 

5. Ŭ) ɈˊɞɗɏůŰŮ ɧŰɘ ɏɜŬ ůɨůŰɖɛŬ əŬŰŬɜɎɚɤůɖɠ ɖɚŮəŰɟɘəɐɠ ŮɜɏɟɔŮɘŬɠ ŰɟɞűɞŭɞŰŮɑŰŬɘ Ŭˊɧ ˊŮɟɘɞŭɘəɐ ŰɎůɖ  

Űɖɠ ɞˊɞɑŬɠ ɖ ˊŮɟɑɞŭɞɠ ŮɑɜŬɘ , .  

ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɔɘŬ ŭŮŭɞɛɏɜɖ ɛɏůɖ ɘůɢɨ  ́ ɞɡ əŬŰŬɜŬɚɩɜŮɘ Űɞ ɖɚŮəŰɟɘəɧ ůɨůŰɖɛŬ, ɔɘŬ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ɖ ŮɜŮɟɔɧɠ Űɘɛɐ 

Űɞɡ ɟŮɨɛŬŰɞɠ ŮɚɎɢɘůŰɖ, ˊɟɏˊŮɘ Űɞ ɟŮɨɛŬ ɛŮ Űɞ ɞˊɞɑɞ ŰɟɞűɞŭɞŰŮɑŰŬɘ Űɞ ůɨůŰɖɛŬ ɜŬ ŮɑɜŬɘ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ 

. ȷɡŰɧ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ ŰŬ  ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ɏɢɞɡɜ Űɖɜ ɑŭɘŬ ɛɞɟűɐ əŬɘ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ůɡɛűŬůɘəɎ (ůŮ 

űɎůɖ). ɇɘ Ůɑŭɞɡɠ çűŬɘɜɧɛŮɜɞè űɞɟŰɑɞ (űɧɟŰɞɠ) ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ˊŬɟɞɡůɘɎɕŮɘ Űɞ ůɨůŰɖɛŬ; ŪɡɛɖɗŮɑŰŮ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ 

Űɖɠ Ŭɟɛɞɜɘəɐɠ ŰɎůɖɠ. ɓ) ŪŮɤɟɐůŰŮ ɏɜŬ əɞɡŰɑ ɛŮ ůɢɐɛŬ ɞɟɗɞɔɩɜɘɞɡ ˊŬɟŬɚɚɖɚɧɔɟŬɛɛɞɡ ˊɞɡ ˊŮɟɘɏɢŮɘ ɏɜŬ ɡɔɟɧ 

ɛŮ ɞɛɞɘɧɛɞɟűɖ ˊɡəɜɧŰɖŰŬ r. Ƀ ˊɡɗɛɏɜŬɠ Űɞɡ əɞɡŰɘɞɨ ŮɑɜŬɘ ɞɟɘɕɧɜŰɘɞɠ əŬɘ Űɞ ůɨůŰɖɛŬ ɓɟɑůəŮŰŬɘ ɛɏůŬ ůŮ 

ˊŮŭɑɞ ɓŬɟɨŰɖŰŬɠ, g. ȹŮɑɝŰŮ ɧŰɘ əŬŰɎ Űɖɜ ɘůɞɟɟɞˊɑŬ ɖ ŮɚŮɨɗŮɟɖ ŮˊɘűɎɜŮɘŬ Űɞɡ ɡɔɟɞɨ ŮɑɜŬɘ ɞɟɘɕɧɜŰɘŬ. 

 

6. Ŭ) ɁŬ ŮɝŮŰŬůŰŮɑ ɖ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ əɑɜɖůɖɠ ɢɞɟŭɐɠ ɛɐəɞɡɠ  ( ) ɛŮ ˊŬəŰɤɛɏɜŬ ɎəɟŬ, ˊɎɜɤ ůŰɖɜ ɞˊɞɑŬ 

ŬůəŮɑŰŬɘ əɎɗŮŰŬ, ŮɝɤŰŮɟɘəɐ ŭɨɜŬɛɖ (űɧɟŰɞɠ, űɞɟŰɑɞ) ŰɏŰɞɘŬ ˊɞɡ . ȹɖɚŬŭɐ ɖ  ŮɑɜŬɘ ɞ 

űɧɟŰɞɠ ŬɜɎ ɛɞɜɎŭŬ ɛɐəɞɡɠ. ɓ) ɁŬ ŮɝŮŰŬůŰŮɑ ɖ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɘůɞɟɟɞˊɑŬɠ Űɖɠ ɢɞɟŭɐɠ, ɧŰŬɜ ɖ ŮɝɤŰŮɟɘəɐ ŭɨɜŬɛɖ 

ŮɑɜŬɘ . ɁŬ ɔɑɜŮɘ ŮűŬɟɛɞɔɐ Ŭɜ ɖ ɢɞɟŭɐ ŮɑɜŬɘ ɞɟɘɕɧɜŰɘŬ əŬɘ ɖ ŮɝɤŰŮɟɘəɐ ŭɨɜŬɛɖ ŮɑɜŬɘ Űɞ ɞɛɞɘɧɛɞɟűŬ 

əŬŰŬɜŮɛɖɛɏɜɞ ɓɎɟɞɠ Űɖɠ, ɞˊɧŰŮ ˊɟɞűŬɜɩɠ . 

 

7. ɁŬ ɚɨůŮŰŮ Űɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ Űɖɠ ȹɘŭɩɠ. ȹɖɚŬŭɐ, ɜŬ ɓɟŮɗŮɑ ɖ ŮˊɑˊŮŭɖ əɚŮɘůŰɐ əŬɛˊɨɚɖ ˊɞɡ ɏɢŮɘ ŭŮŭɞɛɏɜɞ ɛɐəɞɠ 

əŬɘ ˊŮɟɘəɚŮɑŮɘ ŮˊɑˊŮŭɖ ŮˊɘűɎɜŮɘŬ ɛŮ Űɞ ɛɏɔɘůŰɞ ŮɛɓŬŭɧɜ.  

ɈˊɎɟɢɞɡɜ ŭɘɎűɞɟɞɘ Űɟɧˊɞɘ ŬɜŰɘɛŮŰɩˊɘůɖɠ Űɞɡ ˊɟɞɓɚɐɛŬŰɞɠ. ɁŬ ŬəɞɚɞɡɗɖɗŮɑ ɖ ɛɏɗɞŭɞɠ 

ɘůɞˊŮɟɘɛŮŰɟɘəɩɜ ˊɟɞɓɚɖɛɎŰɤɜ Űɖɠ ɗŮɤɟɑŬɠ ɛŮŰŬɓɞɚɩɜ. ɈˊɞɗɏůŰŮ ɧŰɘ ɖ əŬɛˊɨɚɖ ɏɢŮɘ ůŰɞ ŮůɤŰŮɟɘəɧ Űɖɠ Űɖɜ 

Ŭɟɢɐ Űɤɜ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ. Ŭ) ȺɟɔŬůŰŮɑŰŮ ůŮ ˊɞɚɘəɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ, . ɓ) ȺəűɟɎůŰŮ Űɖɜ əŬɛˊɨɚɖ ůŮ 

əŬɟŰŮůɘŬɜɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ˊŬɟŬɛŮŰɟɘəɎ, ŭɖɚŬŭɐ, , ɧˊɞɡ  ɖ ɔɤɜɑŬ Űɤɜ ˊɞɚɘəɩɜ 

ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ.  

 

8. ȸɟŮɑŰŮ Űɞ ůɢɐɛŬ ɞɛɞɔŮɜɞɨɠ ɛɖ ŮəŰŬŰɞɨ ŮɨəŬɛˊŰɞɡ ɜɐɛŬŰɞɠ ˊɞɡ ŰŬ ŭɡɞ Űɞɡ ɎəɟŬ ŮɑɜŬɘ ŬəɚɧɜɖŰŬ ůŰŮɟŮɤɛɏɜŬ 

əŬɘ ɓɟɑůəŮŰŬɘ ɛɏůŬ ůŮ ˊŮŭɑɞ ɓŬɟɨŰɖŰŬɠ. ɁŬ ŬəɞɚɞɡɗɖɗŮɑ ɖ ɛɏɗɞŭɞɠ ɘůɞˊŮɟɘɛŮŰɟɘəɩɜ ˊɟɞɓɚɖɛɎŰɤɜ Űɖɠ 

ɗŮɤɟɑŬɠ ɛŮŰŬɓɞɚɩɜ (ŬɚɡůɞŮɘŭɐɠ əŬɛˊɨɚɖ). 

 

9. ȸɟŮɑŰŮ Űɖ ŭɘŬűɞɟɘəɐ Ůɝɑůɤůɖ əɑɜɖůɖɠ ˊɞɡ ˊɟɞəɨˊŰŮɘ Ŭˊɧ Űɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ Ŭ) 
3 2 2L t xx txx= - əŬɘ ɓ) Ŭˊɧ 

Űɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ 
2 2L t xx tx= - . 
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10. ŪŮɤɟɐůŰŮ ɧŰɘ ɢɞɟŭɐ ɡˊɧ ɛɖɢŬɜɘəɐ ŰɎůɖ tF, ŮəŰŮɚŮɑ ŬɟəɞɨɜŰɤɠ ɛɘəɟɞɨ ˊɚɎŰɞɡɠ ŰŬɚŬɜŰɩůŮɘɠ. ɆŰɖ ɢɞɟŭɐ 

ŭŮɜ ŬůəɞɨɜŰŬɘ əŬɘ ɎɚɚŮɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ ŮəŰɧɠ Ŭˊɧ Űɖ ɛɖɢŬɜɘəɐ ŰɎůɖ. ȼ ˊɡəɜɧŰɖŰŬ ɛɎɕŬɠ Űɖɠ ɢɞɟŭɐɠ ŮɑɜŬɘ ( )xr , 

x  ɖ ɗɏůɖ əŬŰɎ ɛɐəɞɠ Űɖɠ ɢɞɟŭɐɠ. ȹŮɑɝŰŮ ɧŰɘ ɖ əɘɜɖŰɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ ŬɜɎ ɛɞɜɎŭŬ ɛɐəɞɡɠ əŬɘ Űɖ ŭɡɜŬɛɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ 

ŬɜɎ ɛɞɜɎŭŬ ɛɐəɞɡɠ Űɖɠ ɢɞɟŭɐɠ, ŭɑɜɞɜŰŬɘ ŬɜŰɘůŰɞɑɢɤɠ, Ŭˊɧ Űɘɠ ŬəɧɚɞɡɗŮɠ ůɢɏůŮɘɠ: 

 

. 

 

11. ȸɟŮɑŰŮ Űɞɜ ɜɧɛɞ Űɞɡ Snell Űɖɠ ŭɘɎɗɚŬůɖɠ Űɞɡ űɤŰɧɠ ɛŮ ɢɟɐůɖ Űɖɠ ɗŮɤɟɑŬɠ ɛŮŰŬɓɞɚɩɜ. ɈˊɞɗɏůŰŮ ɧŰɘ ɞɘ 

ŬəŰɑɜŮɠ ɓɟɑůəɞɜŰŬɘ ůŰɞ ɑŭɘɞ ŮˊɑˊŮŭɞ. ɇŬ ŭɡɞ ɛɏůŬ ɢɤɟɑɕɞɜŰŬɘ ɛŮ ɛɘŬ ŮˊɑˊŮŭɖ ŮˊɘűɎɜŮɘŬ əɎɗŮŰɖ ůŰɞ ŮˊɑˊŮŭɞ 

Űɤɜ ŬəŰɑɜɤɜ. ȼ ŰŬɢɨŰɖŰŬ Űɞɡ űɤŰɧɠ ůŰɞ əɎɗŮ ɏɜŬ ɛɏůɞ ŮɑɜŬɘ ɑŭɘŬ ůŮ əɎɗŮ ůɖɛŮɑɞ Űɞɡ ɛɏůɞɡ əŬɘ ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɐ 

ůŰŬ ŭɡɞ ɛɏůŬ. ȺűŬɟɛɧɕŮŰŮ ŬɡŰɧ ˊɞɡ ɚɏɔŮŰŬɘ ȷɟɢɐ ȱɟɤɜɞɠ-Fermat. ɆɨɛűɤɜŬ ɛŮ ŬɡŰɐ Űɖɜ Ŭɟɢɐ, ɞ ɢɟɧɜɞɠ ˊɞɡ 

əɎɜŮɘ Űɞ űɤɠ ɜŬ ˊɎŮɘ Ŭˊɧ ɏɜŬ ůɖɛŮɑɞ ůŮ əɎˊɞɘɞ Ɏɚɚɞ ŮɑɜŬɘ ɞ ŮɚɎɢɘůŰɞɠ ŭɡɜŬŰɧɠ. ȼ ůɨɔəɟɘůɖ ɔɑɜŮŰŬɘ ɛŮŰŬɝɨ 

ɔŮɘŰɞɜɘəɩɜ Űɟɞɢɘɩɜ.  

 

12. ŪŮɤɟɐůŰŮ Űɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ Űɖɠ ŬɜɎəɚŬůɖɠ Űɞɡ űɤŰɧɠ ůŮ ŮˊɑˊŮŭɞ əɎŰɞˊŰɟɞ ɝŬɜɎ. ɇɞ űɤɠ əɘɜŮɑŰŬɘ ůŰɞ ɛɏůɞ 

ŭɘɎŭɞůɖɠ ɛŮ ůŰŬɗŮɟɐ ŰŬɢɨŰɖŰŬ. ȺűŬɟɛɧůŰŮ ɗŮɤɟɑŬ ɛŮŰŬɓɞɚɩɜ əŬɘ ŭŮɑɝŰŮ ɧŰɘ ɖ ˊɟɞůˊɑˊŰɞɡůŬ əŬɘ ɖ 

ŬɜŬəɚɩɛŮɜɖ ɓɟɑůəɞɜŰŬɘ ůŰɞ ɑŭɘɞ ŮˊɑˊŮŭɞ ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ əɎɗŮŰɞ ůŰɞ əɎŰɞˊŰɟɞ əŬɘ űɡůɘəɎ ɧŰɘ ɖ ɔɤɜɑŬ ˊɟɞůˊŰɩůŮɤɠ 

ŮɑɜŬɘ ɑůɖ ɛŮ Űɖ ɔɤɜɑŬ ŬɜŬəɚɎůŮɤɠ. ȺűŬɟɛɧɕŮŰŮ ŬɡŰɧ ˊɞɡ ɚɏɔŮŰŬɘ ȷɟɢɐ ȱɟɤɜɞɠ-Fermat. ɆɨɛűɤɜŬ ɛŮ ŬɡŰɐ Űɖɜ 

Ŭɟɢɐ, ɞ ɢɟɧɜɞɠ ˊɞɡ əɎɜŮɘ Űɞ űɤɠ ɜŬ ˊɎŮɘ Ŭˊɧ ɏɜŬ ůɖɛŮɑɞ ůŮ əɎˊɞɘɞ Ɏɚɚɞ ŮɑɜŬɘ ɞ ŮɚɎɢɘůŰɞɠ ŭɡɜŬŰɧɠ. ȼ ůɨɔəɟɘůɖ 

ɔɑɜŮŰŬɘ ɛŮŰŬɝɨ ɔŮɘŰɞɜɘəɩɜ Űɟɞɢɘɩɜ.  

ũɘŬ ŮɡəɞɚɑŬ ůŰɞɡɠ ɡˊɞɚɞɔɘůɛɞɨɠ ɜŬ ˊɎɟŮŰŮ ŰŬ ŭɡɞ ůɖɛŮɑŬ ˊɎɜɤ ůŰɞ ŮˊɑˊŮŭɞ xy  Űɤɜ Ŭɝɧɜɤɜ Űɞɡ 

ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ. ɇɞ əɎŰɞˊŰɟɞ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ˊɎɜɤ ůŰɞ ŮˊɑˊŮŭɞ yz. ŪɡɛɑɕɞɡɛŮ ɧŰɘ ɛˊɞɟŮɑŰŮ ɜŬ 

ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɐůŮŰŮ ɞˊɞɘɞɜŭɐˊɞŰŮ Űɟɧˊɞ ɔɘŬ ɜŬ ɚɨůŮŰŮ ɏɜŬ ˊɟɧɓɚɖɛŬ ɗŮɤɟɑŬɠ ɛŮŰŬɓɞɚɩɜ, ɞˊɧŰŮ ɔɘŬ ŮɡəɞɚɑŬ, ɜŬ 

ɚɨůŮŰŮ Űɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ ɗŮɤɟɩɜŰŬɠ ɤɠ ŭŮŭɞɛɏɜɞ ɧŰɘ ɖ ŭɘɎŭɞůɖ Űɞɡ űɤŰɧɠ ɛɏůŬ ůŮ ɛɏůɞ ɧˊɞɡ ɖ ŰŬɢɨŰɖŰɎ Űɞɡ ŮɑɜŬɘ 

ůŰŬɗŮɟɐ, ŮɑɜŬɘ ůŮ ŮɡɗŮɑŬ ɔɟŬɛɛɐ. ȰŰůɘ ɖ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ ˊɞɡ ɗŬ ŬəɞɚɞɡɗɐůŮŰŮ ŬˊŬɘŰŮɑ Ŭˊɚɐ ŮűŬɟɛɞɔɐ 

ůŰɞɘɢŮɘɩŭɞɡɠ (ɀŬɗɖɛŬŰɘəɐɠ) ȷɜɎɚɡůɖɠ. 

 

13. ɈˊɞɗɏůŰŮ ɧŰɘ ɏɢɞɡɛŮ ɢɞɟŭɐ ŬˊŮɑɟɞɡ ɛɐəɞɡɠ (0 x¢ <+¤) ˊɞɡ ɏɢŮɘ ˊɡəɜɧŰɖŰŬ ŬɜɎ ɛɞɜɎŭŬ ɛɐəɞɡɠ r= 

ůŰŬɗŮɟɐ. ȼ ɛɖɢŬɜɘəɐ ŰɎůɖ Űɖɠ ɢɞɟŭɐɠ ŮɑɜŬɘ ŭŮŭɞɛɏɜɖ tF, ůŰŬɗŮɟɐ. ɆŰo Ɏəɟɞ 0x=  Űɖɠ ɢɞɟŭɐɠ ɡˊɎɟɢŮɘ 

ůɡɜŭŮŭŮɛɏɜɖ ůɖɛŮɘŬəɐ ɛɎɕŬ m, ɖ ɞˊɞɑŬ ůɡɜŭɏŮŰŬɘ Ůˊɑůɖɠ ɛŮ ŮɚŬŰɐɟɘɞ ůŰŬɗŮɟɎɠ k . H ɗɏůɖ ɘůɞɟɟɞˊɑŬɠ Űɖɠ 

ɢɞɟŭɐɠ ŮɑɜŬɘ əŬɘ ɖ ɗɏůɖ ɘůɞɟɟɞˊɑŬɠ Űɞɡ ŮɚŬŰɖɟɑɞɡ-ɡɚɘəɞɨ ůɖɛŮɑɞɡ. ɄɟɞůŭɘɞɟɑůŰŮ Űɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ Űɞɡ 

ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ əŬɘ ɛŮ ɗŮɤɟɑŬ ɛŮŰŬɓɞɚɩɜ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ (ŭɘŬűɞɟɘəɐ) Ůɝɑůɤůɖ əɑɜɖůɖɠ. 

 

14. ɇɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ Űɞɡ ŰŬɡŰɧɢɟɞɜɞɡ, ůɡɜɑůŰŬŰŬɘ ůŰɞ ɜŬ ɓɟŮɗŮɑ ŮˊɑˊŮŭɖ əŬɛˊɨɚɖ, ůŮ əŬŰŬəɧɟɡűɞ ŮˊɑˊŮŭɞ ɛɏůŬ 

ůŮ ˊŮŭɑɞ ɓŬɟɨŰɖŰŬɠ, g, ŰɏŰɞɘŬ ˊɞɡ Ŭˊɧ ɞˊɞɘɞŭɐˊɞŰŮ ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ ŬűŮɗŮɑ ɡɚɘəɧ ůɖɛŮɑɞ ɜŬ Űɖɜ ŭɘŬɔɟɎɣŮɘ, űŰɎɜŮɘ 

ůŰɞ əŬŰɩŰŬŰɞ ůɖɛŮɑɞ əɘɜɞɨɛŮɜɞ ɑŭɘɞ ɢɟɞɜɘəɧ ŭɘɎůŰɖɛŬ. H əŬɛˊɨɚɖ ŮɑɜŬɘ ɛɏɟɞɠ əɡəɚɞŮɘŭɞɨɠ. ȾŬŰŬůŰɟɩůŰŮ Űɞ 

ˊɟɧɓɚɖɛŬ əŬɘ ɛŮ ɞˊɞɘɞɜŭɐˊɞŰŮ Űɟɧˊɞ əŬŰŬɚɐɝŰŮ ůŰɞ ŬɜɤŰɏɟɤ ůɡɛˊɏɟŬůɛŬ. 

 

15. ȺűŬɟɛɧůŰŮ Űɖ ɛɏɗɞŭɞ Űɖɠ ŮɝɎɚŮɘɣɖɠ Űɖɠ ɔɤɜɘŬəɐɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɖɠ ůŰɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ Űɞɡ Kepler. ȼ 

ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɖ ŬɡŰɐ ŮɑɜŬɘ Ŭɔɜɞɐůɘɛɖ. ɈˊɞɗɏůŰŮ ɧŰɘ ɖ əɑɜɖůɖ ŮɑɜŬɘ ůŰɞ ŮˊɑˊŮŭɞ. ȸɟŮɑŰŮ Űɖɜ Űɟɞˊɞˊɞɘɖɛɏɜɖ 

ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ. ȸɟŮɑŰŮ Űɖɜ ŮɜŮɟɔŮɘŬəɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ əŬɘ ŭŮɑɝŰŮ ɧŰɘ ɘůɞɨŰŬɘ ɛŮ Űɖ ɛɖɢŬɜɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ. ȹŮɑɝŰŮ ɧŰɘ 

ŬɡŰɐ ŭɘŬŰɖɟŮɑŰŬɘ. ȷˊɧ Űɖ ŭɘŬŰɐɟɖůɐ Űɖɠ ŭŮɑɝŰŮ ˊɤɠ ɡˊɞɚɞɔɑɕŮŰŬɘ ɖ ˊɞɚɘəɐ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɖ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘ Űɞɡ 

ɢɟɧɜɞɡ, ( )r r t=  əŬɘ ůŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ ɖ ɔɤɜɘŬəɐ, ( )tq q= . ȸŮɓŬɘɤɗŮɑŰŮ ɧŰɘ əŬŰŬɚɐɔŮŰŮ ůŰɘɠ ɑŭɘŮɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ 

əɑɜɖůɖɠ ɧˊɤɠ əŬɘ ɛŮ Űɖɜ əŬɗɘŮɟɤɛɏɜɖ ɛɏɗɞŭɞ, ɢɤɟɑɠ Űɖɜ ŮɝɎɚŮɘɣɖ. 

 

16. ȹŮɑɝŰŮ ˊɤɠ ɚɨɜŮŰŬɘ Űɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ Űɞɡ ůűŬɘɟɘəɞɨ ŮəəɟŮɛɞɨɠ, ŮűŬɟɛɧɕɞɜŰŬɠ Űɖ ɛɏɗɞŭɞ ŮɝɎɚŮɘɣɖɠ Űɖɠ 

Ŭɔɜɞɐůɘɛɖɠ ɔɤɜɘŬəɐɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɖɠ (ŬɕɘɛɞɡɗɘŬəɐ ɔɤɜɑŬ), j , Űɤɜ ůűŬɘɟɘəɩɜ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ, ůŰɖɜ 

ˊŮɟɑˊŰɤůɖ Űɞɡ ůűŬɘɟɘəɞɨ ŮəəɟŮɛɞɨɠ. 
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17. ŪŮɤɟɐůŰŮ Űɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ὒ ώ ὼ ώ ώὼ. ȺűŬɟɛɧůŰŮ Űɖ ɛɏɗɞŭɞ ŮɝɎɚŮɘɣɖɠ Űɖɠ ŬɚɔŮɓɟɘəɐɠ 

ɛŮŰŬɓɚɖŰɐɠ x  əŬɘ ɚɨůŰŮ Űɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ. 

 

18. ŪŮɤɟɐůŰŮ Űɖɜ əɑɜɖůɖ ŮɚŮɨɗŮɟɞɡ ůɤɛŬŰɑɞɡ ůŰɞɜ ɢɩɟɞ. ȼ əɘɜɖŰɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ ɘůɞɨŰŬɘ ɛŮ Űɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ 

əŬɘ ɘůɢɨŮɘ ɖ ȷɟɢɐ Hamilton ůŰɖ ɛɞɟűɐ ɗŮɤɟɑŬɠ ɛŮŰŬɓɞɚɩɜ. ŪŮɤɟɐůŰŮ ɤɠ ŭŮŭɞɛɏɜɞ, ůŬɜ ŬɝɑɤɛŬ, ɧŰɘ ɔɘŬ 

ɛɘəɟɏɠ çŭɘŬŭɟɞɛɏɠè ɖ Ŭɟɢɐ ŬɡŰɐ ɛŮŰŬɓɞɚɩɜ ɚɏŮɘ ɧŰɘ ˊɟɎɔɛŬŰɘ ɖ Űɘɛɐ Űɞɡ ɞɚɞəɚɖɟɩɛŬŰɞɠ ŭɟɎůɖɠ ŮɑɜŬɘ 

ŮɚɎɢɘůŰɖ. ɀŮ ŬɡŰɧ əɎɜŰŮ ůɡɚɚɞɔɘůɛɧ ˊɞɡ ůŬɠ ɞŭɖɔŮɑ ůŰɞ ɧŰɘ ɖ ɛɎɕŬ ŭŮ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ŬɟɜɖŰɘəɐ ˊɞůɧŰɖŰŬ. 

 

19. ŪŮɤɟɐůŰŮ ɧŰɘ Űɞ əɡəɚɘəɎ ˊɞɚɤɛɏɜɞ ɓŬɟɡŰɘəɧ əɨɛŬ ˊŮɟɘɔɟɎűŮŰŬɘ Ŭˊɧ ŭɡɞ əŬŰŬůŰɎůŮɘɠ ɛŮ ˊɑɜŬəŮɠ, ɛɐŰɟŮɠ, 

ˊɧɚɤůɖɠ ( ) ( )R L

1 1
i ,   i

2 2
e e e e e e+ ³ + ³= + = -. ȺɑɜŬɘ əɎŰɘ ŬɜɎɚɞɔɞ Űɞɡ əɡəɚɘəɎ ˊɞɚɤɛɏɜɞɡ 

ɖɚŮəŰɟɞɛŬɔɜɖŰɘəɞɨ əɨɛŬŰɞɠ. Ƀɘ ŭŮɑəŰŮɠ R, LŬɜŬűɏɟɞɜŰŬɘ ůŮ ŭŮɝɘɧůŰɟɞűɖ əŬɘ ŬɟɘůŰŮɟɧůŰɟɞűɖ əɡəɚɘəɐ 

ˊɧɚɤůɖ, ŮɚɘəɧŰɖŰŬ. ȸɟŮɑŰŮ Űɞɡɠ ˊɑɜŬəŮɠ ŬɡŰɞɨɠ. ȼ ůŰɟɞűɐ əŬŰɎ ɔɤɜɑŬ q ůŰɞ ŮɔəɎɟůɘɞ, ɤɠ ˊɟɞɠ Űɖ ŭɘɎŭɞůɖ, 

ŮˊɑˊŮŭɞ ,x y ɔɑɜŮŰŬɘ ɛŮ ɢɟɐůɖ Űɖɠ ɛɐŰɟŬɠ 

 

1        0        0      0

0    cos    sin     0

0    -sin    cos    0

0        0         0      1

q q
L

q q
=  

 

ȼ ɛɐŰɟŬ ůŰɞűɩɜ ŭɟŬ ˊɎɜɤ ůŰɘɠ ɛɐŰɟŮɠ ˊɧɚɤůɖɠ. ȽůɢɨŮɘ ɖ ɔɜɤůŰɐ ůɢɏůɖ ɔɘŬ Űɘɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɏɜŮɠ 

ɛɐŰɟŮɠ ˊɧɚɤůɖɠ, 
Te eL L¡= . 

ũɘŬ ŮɡəɞɚɑŬ ˊŮɟɘɞɟɘůŰŮɑŰŮ ůŰɘɠ ɛɖ ɛɖŭŮɜɘəɏɠ (ɡˊɞ)ɛɐŰɟŮɠ 2x2 Űɤɜ 4x4 ɛɖŰɟɩɜ e. ɇɧŰŮ ɞɘ ůŰɟɞűɏɠ 

ɔɑɜɞɜŰŬɘ ɛŮ ɢɟɐůɖ Űɖɠ 
cos    sin

-sin    cos

q q
L

q q
= . ɄŮɟɘůŰɟɏɣŰŮ Űɖ ɛɐŰɟŬ Re  əŬŰɎ q. ũɘŬ ˊɞɘŬ Űɘɛɐ invq  ɖ ɛɐŰɟŬ Re

ɛɏɜŮɘ ŬɜŬɚɚɞɑɤŰɖ (R Re e¡= ); 

 

ɆŰɖɜ əɓŬɜŰɘəɐ ɗŮɤɟɑŬ ˊŮŭɑɞɡ Űɞ ůɤɛŬŰɑŭɘɞ ˊɞɡ ˊɟɞəɨˊŰŮɘ Ŭˊɧ Űɖɜ əɓɎɜŰɤůɖ Űɞɡ ˊŮŭɑɞɡ ɏɢŮɘ ůˊɘɜ ˊɞɡ 

ɡˊɞɚɞɔɑɕŮŰŬɘ Ŭˊɧ Űɖ ůɢɏůɖ 
inv

2ˊ
S
q
= .  

ɀɘŬ ŬɜɎɚɞɔɖ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ ɔɘŬ Űɞɜ ɖɚŮəŰɟɞɛŬɔɜɖŰɘůɛɧ ɞŭɖɔŮɑ ůŮ ɔɤɜɑŬ inv 2ˊq = , ˊɟɎɔɛŬ ˊɞɡ ůɖɛŬɑɜŮɘ 

ɧŰɘ Űɞ ůɤɛŬŰɑŭɘɞ ˊɞɡ ˊɟɞəɨˊŰŮɘ Ŭˊɧ Űɖɜ əɓɎɜŰɤůɖ Űɞɡ ˊŮŭɑɞɡ, ŭɖɚŬŭɐ Űɞ űɤŰɧɜɘɞ ɏɢŮɘ ůˊɘɜ ɑůɞ ɛŮ 1. 

 

20. Ŭ) ũɘŬ ŮɚŮɨɗŮɟɞ ŭɡɜɎɛŮɤɜ ůɤɛɎŰɘɞ ˊɞɡ əɘɜŮɑŰŬɘ ůŮ ɛɘŬ ŭɘɎůŰŬůɖ, ŭŮɑɝŰŮ ɧŰɘ ɖ Űɘɛɐ Űɖɠ ŭɟɎůɖɠ əŬŰɎ Űɖɜ 

ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐ əɚŬůɘəɐ əɑɜɖůɐ Űɞɡ, ŮɑɜŬɘ: 
( )

2

b a

cl

b a2

x xm
I

t t

-
=

-
.  

ɓ) ũɘŬ Űɞɜ Ŭɟɛɞɜɘəɧ ŰŬɚŬɜŰɤŰɐ ůŮ ɛɘŬ ŭɘɎůŰŬůɖ, ɧˊɞɡ ( )2 2 2

2

m
L x xw= - , ŭŮɑɝŰŮ ɧŰɘ ɖ ŭɟɎůɖ əŬŰɎ Űɖɜ 

ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐ əɚŬůɘəɐ əɑɜɖůɐ Űɞɡ ŮɑɜŬɘ: ( )2 2

cl a b a bcos( ) 2
2sin( )

m
I x x T x x

T

w
w

w
è ø= + -
ê ú, b aT t t= -. ɔ) ȸɟŮɑŰŮ 

Űɖɜ clI  əŬŰɎ Űɖɜ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐ əɚŬůɘəɐ əɑɜɖůɖ, ɔɘŬ ůɤɛɎŰɘɞ ˊɞɡ əɘɜŮɑŰŬɘ ůŮ ɛɘŬ ŭɘɎůŰŬůɖ ɡˊɧ Űɖɜ ŮˊɑŭɟŬůɖ 

ůŰŬɗŮɟɐɠ ŭɨɜŬɛɖɠ F . ȽůɢɨŮɘ, 
2 / 2L mx Fx= - .  
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21. Ŭ) ȼ əɚŬůɘəɐ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜɖ ɞɟɛɐ ŮɑɜŬɘ 
L

p
x

µ
=
µ

 (ɛɘŬ ŭɘɎůŰŬůɖ). ȹŮɑɝŰŮ ɧŰɘ ɖ ɞɟɛɐ ůŰŬ ŬəɟŬɑŬ ůɖɛŮɑŬ Űɖɠ 

ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐɠ ŰɟɞɢɘɎɠ ůɤɛŬŰɑɞɡ ŭɑɜŮŰŬɘ Ŭˊɧ Űɘɠ ůɢɏůŮɘɠ:  

 

b a

cl cl
b a

b a

,    
x x x x

I IL L
p p

x x x x= =

µ µµ µ
= = = =-
µ µ µ µ

. 

 

ɆɖɛŮɑɤůɖ: ȳŰŬɜ ɛŮŰŬɓɎɚɚŮŰŬɘ ɖ ɗɏůɖ ůŰɞ Ɏəɟɞ ɞ ɢɟɧɜɞɠ ůŰɞ Ɏəɟɞ ŮɑɜŬɘ ŭŮŭɞɛɏɜɞɠ, ŬɛŮŰɎɓɚɖŰɞɠ.  

 

ɓ) ŪŮɤɟɐůŰŮ ɧŰɘ əɚŬůɘəɎ ɖ ŮɜɏɟɔŮɘŬ ŮɑɜŬɘ (ɛɘŬ ŭɘɎůŰŬůɖ), 
L

E x L
x

µ
= -
µ

. ȹŮɑɝŰŮ ɧŰɘ ɖ ŮɜɏɟɔŮɘŬ ůŰŬ ŬəɟŬɑŬ 

ůɖɛŮɑŬ ŭɑɜŮŰŬɘ Ŭˊɧ Űɘɠ ůɢɏůŮɘɠ:  

 

b a

cl cl
b b b a a a

b a

( ) ,  ( )
x x x x

I IL L
E x L x E x L x

x t x t= =

µ µµ µ
= - =- = - =
µ µ µ µ

. 

 

ɆɖɛŮɑɤůɖ: ȳŰŬɜ ɛŮŰŬɓɎɚɚŮŰŬɘ ɞ ɢɟɧɜɞɠ ůŰɞ Ɏəɟɞ ɖ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɖ Űɞɡ Ɏəɟɞɡ ŮɑɜŬɘ ŭŮŭɞɛɏɜɖ, 

ŬɛŮŰɎɓɚɖŰɖ. 

ȾŬɘ ůŰɘɠ ŭɡɞ ˊŮɟɘˊŰɩůŮɘɠ, Űɞ clI  ŮɑɜŬɘ ɖ ŭɟɎůɖ əŬŰɎ Űɖɜ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐ əɚŬůɘəɐ əɑɜɖůɖ.  
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ȾŮűɎɚŬɘɞ 4: ɆɡɛɛŮŰɟɑŮɠ əŬɘ ŪŮɤɟɐɛŬŰŬ ȹɘŬŰɐɟɖůɖɠ ɔɘŬ ȹɘŬəɟɘŰɎ ɆɡůŰɐɛŬŰŬ 

ȷɟɔɧŰŮɟŬ, ɧŰŬɜ ŬůɢɞɚɖɗɞɨɛŮ ɛŮ ɆɡɜŮɢɐ ɆɡůŰɐɛŬŰŬ, ŭɖɚŬŭɐ ɛŮ ŪŮɤɟɑŬ ɄŮŭɑɞɡ, ɗŬ ɛŮɚŮŰɐůɞɡɛŮ Űɞ (ɄɟɩŰɞ) 

ŪŮɩɟɖɛŬ Űɖɠ Noether. ɀŮ ŬɡŰɧ Űɞ ɗŮɩɟɖɛŬ ɔɑɜŮŰŬɘ ɛɘŬ əŬɚɨŰŮɟɖ , ůŮ ɓɎɗɞɠ, əɞɛɣɐ əŬɘ ˊɞɚɨ ɔŮɜɘəɐ ɗŮɩɟɖůɖ 

ůɢŮŰɘəɎ ɛŮ Űɖ ŭɘŬŰɐɟɖůɖ ɛŮɔŮɗɩɜ, ɧŰŬɜ ŬɡŰɐ ůɡɜŭɏŮŰŬɘ ɛŮ Űɖɜ ɨˊŬɟɝɖ ŭɘŬűɧɟɤɜ ůɡɛɛŮŰɟɘɩɜ. ɆŮ ŬɡŰɧ Űɞ 

ůɖɛŮɑɞ ŭŮɜ ɗŬ əɎɜɞɡɛŮ ɢɟɐůɖ ŬɡŰɞɨ Űɞɡ ˊɞɚɨ ůɖɛŬɜŰɘəɞɨ ɗŮɤɟɐɛŬŰɞɠ.  

ɇɞ ɕɖŰɞɨɛŮɜɞ ŮɑɜŬɘ, ɢɤɟɑɠ ɜŬ ɚɨůɞɡɛŮ Űɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ, ɜŬ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ɓɟɞɨɛŮ ɧŰɘ əɎˊɞɘɞ ɛɏɔŮɗɞɠ (ˊɞůɧŰɖŰŬ), 

ůɡɜɎɟŰɖůɖ Űɤɜ , ,q q t, ɛɏɜŮɘ ůŰŬɗŮɟɧ əŬŰɎ Űɖ ŭɘɎɟəŮɘŬ Űɖɠ (ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐɠ) əɑɜɖůɖɠ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ. ȷɡŰɎ 

ɚɏɔɞɜŰŬɘ ůŰŬɗŮɟɏɠ (Űɖɠ) əɑɜɖůɖɠ ɐ ɞɚɞəɚɖɟɩɛŬŰŬ (Űɖɠ) əɑɜɖůɖɠ, ɐ ɞɚɞəɚɖɟɩɛŬŰŬ (Űɨˊɞɡ) Liouville. ũŮɜɘəɩɠ 

ɘůɢɨɞɡɜ ɞɘ ˊŬɟŬəɎŰɤ ůɢɏůŮɘɠ (4.1), ɖ ˊɟɩŰɖ ůŮɘɟɎ ŭŮɑɢɜŮɘ ɞɚɞəɚɖɟɩɛŬŰŬ Űɖɠ əɑɜɖůɖɠ. ȼ ŭŮɨŰŮɟɖ ůŮɘɟɎ ŭŮɑɢɜŮɘ 

Űɘ ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ɘůɢɨŮɘ ɩůŰŮ ɖ ɏəűɟŬůɖ ( , , )rF q q t ɜŬ ŮɑɜŬɘ ůŰŬɗŮɟɐ ɧŰŬɜ ɘůɢɨɞɡɜ ɞɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ. 
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ɀŮ ɏɜŬɜ Ŭˊɚɧ Űɟɧˊɞ, ɢɤɟɑɠ ŬɡůŰɖɟɧŰɖŰŬ, ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ůɡɛˊŮɟɎɜɞɡɛŮ ɧŰɘ ɏɜŬ ɛɖɢŬɜɘəɧ ůɨůŰɖɛŬ ɛŮ n  

(ɔɜɐůɘŮɠ) ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ɏɢŮɘ 2nůŰŬɗŮɟɏɠ Űɖɠ əɑɜɖůɖɠ. ȷɡŰɐ ɖ Ŭˊɚɞɥəɐ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ ŮɑɜŬɘ ɖ Ůɝɐɠ: 

ȷˊɧ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Lagrange əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŮ n  (ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ) ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ ŭŮɨŰŮɟɖɠ ŰɎɝɖɠ. Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ ɞɘ 

ɚɨůŮɘɠ Űɞɡɠ ɗŬ ɏɢɞɡɜ 2n  ůŰŬɗŮɟɏɠ, C, ɞɘ ɞˊɞɑŮɠ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ˊɟɞůŭɘɞɟɘůŰɞɨɜ Ŭˊɧ əŬŰɎɚɚɖɚŬ ŭŮŭɞɛɏɜŬ Űɖɠ 
əɑɜɖůɖɠ ɧˊɤɠ ŮɑɜŬɘ ɞɘ Ŭɟɢɘəɏɠ ůɡɜɗɐəŮɠ. Ƚůɢɨɞɡɜ ɞɘ ůɢɏůŮɘɠ, 

 

1 2 2

1 2 2

( , ,..., , )

( , ,..., , ),   1,2,...,   .

i i n

i i n

q q C C C t

q q C C C t i n

=

= =
 

 

ȷɜŰɘůŰɟɏűɞɡɛŮ ŬɡŰɏɠ Űɘɠ ůɢɏůŮɘɠ, ŭɖɚŬŭɐ ɚɨɜɞɡɛŮ ɤɠ ˊɟɞɠ ŰŬ 2n  iC  əŬɘ əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɘɠ 2n  ůɢɏůŮɘɠ, 

ɧˊɞɡ ɞ ɢɟɧɜɞɠ ŮɑɜŬɘ ɛɘŬ ˊŬɟɎɛŮŰɟɞɠ, 

 

( , , ) ůŰŬɗ. 1,2,...,2r rF q q t C r n= = = . 

 

ȹɖɚŬŭɐ ŮəűɟɎůŬɛŮ ŰŬ iC  ɤɠ ˊɟɞɠ ŰŬ ,i iq q  ́ ɞɡ ŮɑɜŬɘ Ůˊɑůɖɠ 2n  Űɞ ˊɚɐɗɞɠ, ɞ ɢɟɧɜɞɠ ŮɑɜŬɘ ɛɘŬ ˊɟɧůɗŮŰɖ 

ŬɜŮɝɎɟŰɖŰɖ ɛŮŰŬɓɚɖŰɐ ˊɞɡ ŮɘůɏɟɢŮŰŬɘ Ůŭɩ ɤɠ ɛɘŬ ˊŬɟɎɛŮŰɟɞɠ. ȷɡŰɎ ŮɑɜŬɘ 2n  ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŬ ɞɚɞəɚɖɟɩɛŬŰŬ 

əɑɜɖůɖɠ. ɀˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ůɢɖɛŬŰɑůɞɡɛŮ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ ŬɡŰɩɜ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ 1 2( , ,..., )rG G F F F= , ɛɘŬ ŰɏŰɞɘŬ 

ůɡɜɎɟŰɖůɖ ŮɑɜŬɘ Ůˊɑůɖɠ ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ əɑɜɖůɖɠ, ɧɛɤɠ ŬɡŰɧ ˊɞɡ ɛŬɠ ŮɜŭɘŬűɏɟŮɘ ŮɑɜŬɘ ŰŬ ɞɚɞəɚɖɟɩɛŬŰŬ əɑɜɖůɖɠ 

ɜŬ ŮɑɜŬɘ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŬ. Ɇɡɜɐɗɤɠ ɞɜɞɛɎɕɞɡɛŮ ůɡɜŰɖɟɖŰɘəɏɠ ɐ ŭɘŬŰɖɟɖŰɘəɏɠ ɐ ŭɘŬŰɖɟɞɨɛŮɜŮɠ (conservative) 

ˊɞůɧŰɖŰŮɠ ŮəŮɑɜŮɠ ˊɞɡ ŭŮɜ ɏɢɞɡɜ ɎɛŮůɖ ŮɝɎɟŰɖůɖ Ŭˊɧ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ ɞˊɧŰŮ ŮɑɜŬɘ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ, 

 

( , ) ůŰŬɗ.k kF q q C= =  

 

ɇɏŰɞɘɞɡ Ůɑŭɞɡɠ ůɖɛŬɜŰɘəɏɠ ˊɞůɧŰɖŰŮɠ ŮɑɜŬɘ ŮəŮɑɜŮɠ ˊɞɡ ůɢŮŰɑɕɞɜŰŬɘ ɛŮ Űɖɜ ɘůɞŰɟɞˊɑŬ Űɞɡ ɢɩɟɞɡ əŬɘ Űɖɜ 

ɞɛɞɔɏɜŮɘŬ Űɞɡ ɢɩɟɞɡ əŬɘ Űɞɡ ɢɟɧɜɞɡ.  

ȷɡŰɏɠ ɞɘ ůŰŬɗŮɟɏɠ ɏɢɞɡɜ ɛŮɔɎɚɖ ůɖɛŬůɑŬ ɔɘŬ Űɖ ɀɖɢŬɜɘəɐ ŭɘɧŰɘ ŮɑɜŬɘ ˊɟɞůɗŮŰɘəɏɠ. ȷɡŰɧ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ 

Ŭɜ ɏɜŬ ůɨůŰɖɛŬ ŬˊɞŰŮɚŮɑŰŬɘ Ŭˊɧ ŭɡɞ ůɡůŰɐɛŬŰŬ ˊɞɡ ŭŮɜ ŬɚɚɖɚŮˊɘŭɟɞɨɜ ɛŮŰŬɝɨ Űɞɡɠ, ŰɧŰŮ Űɞ ɎɗɟɞɘůɛŬ ŭɡɞ 

ŰɏŰɞɘɤɜ ůŰŬɗŮɟɩɜ ɛɘŬ Ŭˊɧ Űɞ əɎɗŮ ůɨůŰɖɛŬ ɘůɞɨŰŬɘ ɛŮ Űɖ ŬɜŰɑůŰɞɘɢɖ ůŰŬɗŮɟɎ Űɞɡ ɧɚɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ. 

ɆɖɛŮɘɩɜɞɡɛŮ Ůŭɩ ɧŰɘ ɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ, ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ ɎɛŮůŬ Ŭˊɧ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ Ŭɜ ɖ əɘɜɖŰɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ ɐ/əŬɘ 
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ɖ ŭɡɜŬɛɘəɐ ŮɝŬɟŰɩɜŰŬɘ ɎɛŮůŬ Ŭˊɧ ŬɡŰɧɜ. ũɘŬ Űɖɜ əɘɜɖŰɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ ŬɡŰɧ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ůɡɛɓŮɑ Ŭɜ əŬŰɎ Űɞɜ 

ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ ɡˊŮɘůɏɟɢŮŰŬɘ əŬɘ ɞ ɢɟɧɜɞɠ. ũɘŬ Űɖ ŭɡɜŬɛɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɞűŮɑɚŮŰŬɘ 

ůŰɞɜ ɑŭɘɞ ɚɧɔɞ ŬɚɚɎ əŬɘ ůŰɞ ɧŰɘ ɡˊɎɟɢŮɘ ŬɚɚɖɚŮˊɑŭɟŬůɖ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ɛŮ ŮɝɤŰŮɟɘəɧ ŬɑŰɘɞ ˊɞɡ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ 

Ŭˊɧ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ. ȳŰŬɜ ɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ŭŮɜ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ ɎɛŮůŬ Ŭˊɧ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ, ŰɧŰŮ ɔɘŬ ůɡůŰɐɛŬŰŬ ůɤɛŬŰɑɤɜ ɛŮ 

n  ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ɗɏůɖɠ, ɡˊɎɟɢɞɡɜ 2 1n-  ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŬ ŭɘŬŰɖɟɖŰɘəɎ ɛŮɔɏɗɖ. 

ɀˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ əɎɜɞɡɛŮ Űɞɜ Ŭəɧɚɞɡɗɞ Ŭˊɚɧ ůɡɚɚɞɔɘůɛɧ, ŬɜɎɚɞɔɞ Űɞɡ ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜɞɡ: Ⱥűɧůɞɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ 

n  ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ q, ˊɟɞəɨˊŰɞɡɜ n  ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ ŭŮɨŰŮɟɖɠ ŰɎɝɖɠ. ɆŰɘɠ ɚɨůŮɘɠ ŬɡŰɩɜ Űɤɜ 

ŮɝɘůɩůŮɤɜ əɑɜɖůɖɠ ɡˊɎɟɢɞɡɜ 2n  ůŰŬɗŮɟɏɠ, 1 2 2, ,..., nC C C , ɞɘ ɞˊɞɑŮɠ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ˊɟɞůŭɘɞɟɘůŰɞɨɜ Ŭˊɧ Űɘɠ 

Ŭɟɢɘəɏɠ ůɡɜɗɐəŮɠ. Ƀɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ ɔɘŬ ŰŬ ůɡůŰɐɛŬŰŬ ˊɞɡ ŮɝŮŰɎɕɞɡɛŮ ŰɩɟŬ, ŭŮɜ ŮɝŬɟŰɩɜŰŬɘ Ŭˊɧ Űɖɜ Ŭɟɢɐ 

Űɞɡ ɢɟɧɜɞɡ, 0t . ɀˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ɗŮɤɟɐůɞɡɛŮ Űɞ 0t ɤɠ ɛɘŬ Ŭˊɧ Űɘɠ ŬɜɤŰɏɟɤ ůŰŬɗŮɟɏɠ Űɞɡ ˊɟɞɓɚɐɛŬŰɞɠ, ɖ ɞˊɞɑŬ 

ɛɎɚɘůŰŬ ŮɑɜŬɘ ˊɟɞůɗŮŰɘəɐ ůŰɞɜ ɢɟɧɜɞ t, ɏůŰɤ ŬɡŰɐ ɛŮ ŭŮɑəŰɖ 2n , 2 0nC t= . ɀˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɑůɞɡɛŮ 

Űɞɜ ɢɟɧɜɞ ɓɎɕɞɜŰŬɠ ůŰɖ ɗɏůɖ Űɞɡ Űɖɜ ɏəűɟŬůɖ, 0t t+ . ȰŰůɘ ɔɘŬ Űɘɠ ɚɨůŮɘɠ əŬɘ Űɘɠ ŰŬɢɨŰɖŰɏɠ Űɞɡɠ ɏɢɞɡɛŮ ůɢɏůŮɘɠ 

Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ,  

 

1 2 2 1 0

1 2 2 1 0

( , ,..., , )

( , ,..., , ),   1,2,...,   .

i i n

i i n

q q C C C t t

q q C C C t t i n

-

-

= +

= + =
 

 

ȷɜŰɘůŰɟɏűɞɜŰŬɠ, ŮəűɟɎɕɞɡɛŮ Űɘɠ 2 1n-  ůŰŬɗŮɟɏɠ iC  ůɡɜŬɟŰɐůŮɘ ɛɧɜɞ Űɤɜ ,q q, Ůɜɩ ŬˊŬɚŮɑűŮŰŬɘ Űɞ 

0t t+ . ȹɖɚŬŭɐ əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŮ 2 1n-  ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŬ ɞɚɞəɚɖɟɩɛŬŰŬ əɑɜɖůɖɠ, ŰŬ ɞˊɞɑŬ ŭŮɜ ɏɢɞɡɜ ɎɛŮůɖ 

ŮɝɎɟŰɖůɖ Ŭˊɧ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ, ( , ),   1,2,...,2 1r rC F q q r n= = -, ŭɖɚŬŭɐ ŮɑɜŬɘ ˊɟɎɔɛŬŰɘ ŭɘŬŰɖɟɖŰɘəɎ (ůɡɜŰɖɟɖŰɘəɎ) 

ɛŮɔɏɗɖ. ȰɜŬɠ Ŭˊɚɞɥəɧɠ Űɟɧˊɞɠ ɜŬ ŭɞɨɛŮ ˊɤɠ ɔɑɜŮŰŬɘ ŬɡŰɧ ŮɑɜŬɘ ɞ Ůɝɐɠ: ɂŮɢɤɟɑɕɞɡɛŮ ɛɘŬ Ŭˊɧ Űɘɠ ˊŬɟŬˊɎɜɤ 2n  

ůɢɏůŮɘɠ, ɏůŰɤ Űɖɜ ŰŮɚŮɡŰŬɑŬ, 

 

( )1 2 2 1 0, ,..., ,n n nq q C C C t t-= + . 

 

ȿɨɜɞɡɛŮ ɤɠ ˊɟɞɠ 0t t+ , ɞˊɧŰŮ ɏɢɞɡɛŮ  

 

0 1 2 2 1( , ,... , )n nt t f C C C q-+ = . 

 

ȷˊŬɚŮɑűɞɡɛŮ ɛŮ ŬɜŰɘəŬŰɎůŰŬůɖ Űɞ 0t t+  Ŭˊɧ Űɘɠ ɡˊɧɚɞɘˊŮɠ 2 1n-  ůɢɏůŮɘɠ, ɞˊɧŰŮ ɓɟɑůəɞɡɛŮ, 

 

( )1 2 2 1 1 2 2 1, ,..., , ( , ,... , ) ,  1,2,...,2 1i i n n nq q C C C f C C C q i n- -= = - . 

 

ɇɩɟŬ ɏɢɞɡɛŮ 2 1n-  ůɢɏůŮɘɠ əŬɘ 2 1n-  ůŰŬɗŮɟɏɠ C  ˊɞɡ ɛˊɞɟɞɨɜ ɜŬ ŮəűɟŬůŰɞɨɜ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘ Űɤɜ 

, ,   1,2,...,i iq q i n= . ȰŰůɘ əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɞ ɕɖŰɞɨɛŮɜɞ, ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ɞɘ ŮəűɟɎůŮɘɠ  

 

( , ),   1,2,...,2 1r rC F q q r n= = -. 

 

ɀɘŬ Ɏɚɚɖ ɘŭɏŬ ŮɑɜŬɘ, ɜŬ ŬɜŰɘůŰɟɏɣɞɡɛŮ Űɞ Ŭɟɢɘəɧ ůɨůŰɖɛŬ ɛŮ Űɘɠ 2n  ůɢɏůŮɘɠ ůŰɘɠ ɞˊɞɑŮɠ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ɞɘ 

ůŰŬɗŮɟɏɠ 1 2 2 1, ,..., nC C C -  əŬɘ ůŰɞɜ ɧɟɞ 0t t+  ɖ ůŰŬɗŮɟɎ 2 0nC t= . ȰɢɞɡɛŮ 2n  əŬɘ 2n  ůŰŬɗŮɟɏɠ ˊɟɞɠ 

ˊɟɞůŭɘɞɟɘůɛɧ. ȰŰůɘ ɓɟɑůəɞɡɛŮ 

 

0

( , ),   1,2,...,2 1

( , )  .

r rC F q q r n

t t f q q

= = -

+ =
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ȼ ˊɟɩŰɖ ůŮɘɟɎ ŮɑɜŬɘ ŬɡŰɧ ˊɞɡ ɗɏɚŬɛŮ, ŭɖɚŬŭɐ ŰŬ ŭɘŬŰɖɟɞɨɛŮɜŬ ɛŮɔɏɗɖ, 2 1n-  Űɞ ˊɚɐɗɞɠ. ȼ ŰŮɚŮɡŰŬɑŬ 

ůɢɏůɖ ɔɑɜŮŰŬɘ 

 

0 2 2( , )  ɐ  ( , , )n nt f q q t C F q q t= - = . 

 

ȷɡŰɐ ŮɑɜŬɘ ůŰŬɗŮɟɎ Űɖɠ əɑɜɖůɖɠ ˊɞɡ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ ɎɛŮůŬ Ŭˊɧ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ əŬɘ ŭŮɜ ŬɜɐəŮɘ ůŰɖɜ əŬŰɖɔɞɟɑŬ Űɤɜ 

ůɡɜŰɖɟɖŰɘəɩɜ ɛŮɔŮɗɩɜ. ȷɡŰɧ ŮɑɜŬɘ ůɨɛűɤɜɞ ɛŮ ɧůŬ ŮɑˊŬɛŮ ˊɟɞɖɔɞɡɛɏɜɤɠ, ŭɖɚŬŭɐ ůɨůŰɖɛŬ ɛŮ n
ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ɗɏůɖɠ ɏɢŮɘ 2n  ɞɚɞəɚɖɟɩɛŬŰŬ əɑɜɖůɖɠ. ɆŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɐ ɛŬɠ ɛɧɜɞ 2 1n-  ɞɚɞəɚɖɟɩɛŬŰŬ 

əɑɜɖůɖɠ ŮɑɜŬɘ ůɡɜŰɖɟɖŰɘəɎ ɛŮɔɏɗɖ. ũŮɜɘəɩɠ, Ŭˊɧ ŰŬ ɞɚɞəɚɖɟɩɛŬŰŬ əɑɜɖůɖɠ ɛˊɞɟɞɨɜ ɜŬ ˊɟɞůŭɘɞɟɘůŰɞɨɜ ɞɘ 

ɚɨůŮɘɠ, Űɞɡ ɛɖɢŬɜɘəɞɨ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ɛŮ ŬɜŰɘůŰɟɞűɐ Űɞɡɠ. ȹɖɚŬŭɐ Ŭˊɧ Űɘɠ ůɢɏůŮɘɠ, 

 

( , , ) ,   1,2,...,2r rF q q t C r n= =  

 

ɓɟɑůəɞɡɛŮ ŰŬ 1 2 2 1 2 2( , ,..., , ),  ( , ,..., , ),   1,2,...,i i n i r nq q C C C t q q C C C t i n= = = . Ƀɘ ůŰŬɗŮɟɏɠ 

əŬɗɞɟɑɕɞɜŰŬɘ Ŭˊɧ əŬŰɎɚɚɖɚŬ ŭŮŭɞɛɏɜŬ ůŰɞɘɢŮɑŬ Űɖɠ əɑɜɖůɖɠ ɧˊɤɠ ŮɑɜŬɘ ɞɘ Ŭɟɢɘəɏɠ ůɡɜɗɐəŮɠ. 

Ⱥɜɩ ɖ ɨˊŬɟɝɖ ůɡɛɛŮŰɟɘɩɜ ůŰɞ ɛɖɢŬɜɘəɧ ůɨůŰɖɛŬ ɞŭɖɔŮɑ ůŮ ɞɚɞəɚɖɟɩɛŬŰŬ əɑɜɖůɖɠ əŬŰɎ Űɖɜ 

ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐ əɑɜɖůɖ, Űɞ ŬɜŰɑůŰɟɞűɞ ŭŮɜ ůɡɛɓŬɑɜŮɘ əŬŰô ŬɜɎɔəɖ. ȹɖɚŬŭɐ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ůŰŬɗŮɟɏɠ əɑɜɖůɖɠ ˊɞɡ ŭŮɜ 

ůɢŮŰɑɕɞɜŰŬɘ ɛŮ ůɡɛɛŮŰɟɑŮɠ.  

ɀɘŬ Ŭˊɚɐ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ŭɘŬŰɐɟɖůɖɠ ŮɑɜŬɘ ɖ Ůɝɐɠ, ɏůŰɤ ɧŰɘ ɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ŭŮɜ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ Ŭˊɧ əɎˊɞɘŬ 

ůɡɔəŮəɟɘɛɏɜɖ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɖ ɗɏůɖɠ, ɏůŰɤ Űɖɜ , Ůɜɩ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ˊŮɟɘɏɢŮɘ Űɖɜ ŬɜŰɑůŰɞɘɢɖ ŰŬɢɨŰɖŰŬ . ȼ 

ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɖ ŬɡŰɐ ɚɏɔŮŰŬɘ əɡəɚɘəɐ ɐ Ŭɔɜɞɐůɘɛɖ. ɀŮɟɘəɞɑ ɚɏɜŮ əɡəɚɘəɐ ŬɡŰɐɜ ˊɞɡ ŭŮɜ ɡˊɎɟɢŮɘ ůŰɖɜ əɘɜɖŰɘəɐ 

ŮɜɏɟɔŮɘŬ əŬɘ Ŭɔɜɞɐůɘɛɖ ŬɡŰɐɜ ˊɞɡ ŭŮɜ ɡˊɎɟɢŮɘ ůŰɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ. ɉɟɖůɘɛɞˊɞɘŮɑŰŬɘ əŬɘ ɞ ɧɟɞɠ əɘɜɞůɗŮɜɘəɐ 

(kinosthenic) ŬɜŰɑ Űɞɡ ɧɟɞɡ Ŭɔɜɞɐůɘɛɖ. ȷɜ ɏɢɞɡɛŮ Ŭɔɜɞɐůɘɛɖ ɛŮŰŬɓɚɖŰɐ, ŰɧŰŮ ɚɏɛŮ ɧŰɘ Űɞ ůɨůŰɖɛŬ ɏɢŮɘ ɛɘŬ 

ůɡɛɛŮŰɟɑŬ əŬɘ ŮɜɜɞɞɨɛŮ ɧŰɘ ɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ŭŮɜ ɛŮŰŬɓɎɚɚŮŰŬɘ əŬŰɎ ɛŮŰŬŰɧˊɘůɖ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ɤɠ ůɡɜɧɚɞɡ 

ůŰɞɜ ɗŮůɘəɧ ɢɩɟɞ ɤɠ ˊɟɞɠ ŬɡŰɐ Űɖ ɛŮŰŬɓɚɖŰɐ. ɃɟɑɕɞɡɛŮ ɤɠ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜɖ ɞɟɛɐ ˊɞɡ ůɢŮŰɑɕŮŰŬɘ ɛŮ ɛɘŬ 

ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɖ Űɖɜ ˊɞůɧŰɖŰŬ 

 

 .  (4.2) 

 

ȷɡŰɐ ɚɏɔŮŰŬɘ əŬɘ əŬɜɞɜɘəɐ ɞɟɛɐ ɐ ůɡɕɡɔɐɠ ɞɟɛɐ Űɖɠ . ɃɟɑɕɞɡɛŮ ɤɠ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɧ ůɨůŰɖɛŬ ŮəŮɑɜɞ 

ˊɞɡ ɔɘŬ Űɖɜ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɖ Űɞɡ  ɘůɢɨŮɘ  

 

 ,  (4.3) 

 

ȷɡŰɧ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ ŭŮɜ ɡˊŮɘůɏɟɢɞɜŰŬɘ ŭŮůɛŮɡŰɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ ɐ/əŬɘ ɎɚɚŮɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ. ȷɡŰɧ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɘůɢɨůŮɘ ɔɘŬ 

ɞɚɧɜɞɛŬ ůɡůŰɐɛŬŰŬ ɛŮ ɛɞɜɞɔŮɜŮɑɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ. ɇɧŰŮ ɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ Ŭˊɧ ɛɧɜɖ Űɖɠ əŬɗɞɟɑɕŮɘ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ 

əɑɜɖůɐɠ Űɞɡ. 

ȷűɞɨ Űɞ  ŭŮɜ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ Ŭˊɧ Űɖɜ  ˊɟɞűŬɜɩɠ  ɎɟŬ  

 

 .  (4.4) 

ȷűɞɨ ɘůɢɨɞɡɜ ɞɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ Űɞɡ Lagrange, ɖ ˊɞůɧŰɖŰŬ  ŭɘŬŰɖɟŮɑŰŬɘ əŬŰɎ Űɖɜ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐ 

əɑɜɖůɖ. ȼ Űɘɛɐ Űɖɠ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ Ŭˊɧ Űɘɠ Ŭɟɢɘəɏɠ ůɡɜɗɐəŮɠ. ȷɡŰɐ ɖ ɘŭɏŬ ɞŭɖɔŮɑ ůŰɖɜ Ůɝɐɠ ɛŮɗɞŭɞɚɞɔɑŬ ɔɘŬ Űɞɜ 

ˊɟɞůŭɘɞɟɘůɛɧ ůŰŬɗŮɟɩɜ Űɖɠ əɑɜɖůɖɠ: ɄɟɞůˊŬɗɞɨɛŮ ɜŬ ɓɟɞɨɛŮ ůɖɛŮɘŬəɧ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ ˊɞɡ ɜŬ ɞŭɖɔŮɑ ůŮ 
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ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ůŰɖɜ ɞˊɞɑŬ əɎˊɞɘŬ ɐ əɎˊɞɘŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ŮɑɜŬɘ ŬɔɜɞɐůɘɛŮɠ, ŰɧŰŮ ɞɘ ŬɜŰɑůŰɞɘɢŮɠ ůɡɕɡɔŮɑɠ 

ɞɟɛɏɠ ŮɑɜŬɘ ůŰŬɗŮɟɏɠ Űɖɠ əɑɜɖůɖɠ.  

ȷɜ ɏɢɞɡɛŮ űɞɟŰɘůɛɏɜɞ ůɤɛŬŰɑŭɘɞ ɛɏůŬ ůŮ ɖɚŮəŰɟɞɛŬɔɜɖŰɘəɧ ˊŮŭɑɞ ɔɘŬ ŰŬ ɞˊɞɑŬ ɞɨŰŮ Űɞ ŭɘŬɜɡůɛŬŰɘəɧ 

ɞɨŰŮ Űɞ ɓŬɗɛɤŰɧ ŭɡɜŬɛɘəɧ ŮɝŬɟŰɩɜŰŬɘ Ŭˊɧ Űɖɜ əŬɟŰŮůɘŬɜɐ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɖ , ŰɧŰŮ ŭɘŬŰɖɟŮɑŰŬɘ ɖ ŬɜŰɑůŰɞɘɢɖ 

ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜɖ ɞɟɛɐ 

 

 ůŰŬɗŮɟɎ (4.5) 

 

Ƀ ŭŮɨŰŮɟɞɠ ɧɟɞɠ Űɞɡ ŭŮɨŰŮɟɞɡ ɛɏɚɞɡɠ ůɢŮŰɑɕŮŰŬɘ ɛŮ Űɞ ɖɚŮəŰɟɞɛŬɔɜɖŰɘəɧ ˊŮŭɑɞ ɔɘŬ Űɞ ɞˊɞɑɞ ɝɏɟɞɡɛŮ 

ɧŰɘ ɏɢŮɘ ɞɟɛɐ. ȷɠ ɡˊɞɗɏůɞɡɛŮ ɧŰɘ ɏɢɞɡɛŮ ɏɜŬ əɚŮɘůŰɧ ůɨůŰɖɛŬ ůɤɛŬŰɑɤɜ, ŭɖɚŬŭɐ ůɨůŰɖɛŬ ɧˊɞɡ ŭŮɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ 

ŬɚɚɖɚŮˊɘŭɟɎůŮɘɠ Űɞɡɠ ɛŮ ŮɝɤŰŮɟɘəɎ ˊŮŭɑŬ ŬɚɚɎ ɛɧɜɞ ɛŮŰŬɝɨ Űɞɡɠ əŬɘ ŬɡŰɏɠ ŮəűɟɎɕɞɜŰŬɘ ɛŮ əŮɜŰɟɘəɏɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ 

ɛŮŰŬɝɨ ɧɚɤɜ Űɤɜ ɕŮɡɔŬɟɘɩɜ ůɤɛŬŰɑɤɜ. Ⱥˊɑůɖɠ, Ŭɠ ɡˊɞɗɏůɞɡɛŮ ˊɤɠ ŭŮɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ŭŮůɛɞɑ əŬɘ Ŭɠ ˊŮɟɘɞɟɘůŰɞɨɛŮ 

ůŮ əŬɟŰŮůɘŬɜɧ ɢɩɟɞ. ɃˊɞɘŬŭɐˊɞŰŮ ɛŮŰŬŰɧˊɘůɖ ˊɟɞɠ ɞˊɞɘŬŭɐˊɞŰŮ əŬŰŮɨɗɡɜůɖ ůŰɞɜ ɢɩɟɞ Űɞɡ ɧɚɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ 

ɤɠ ůɡɜɧɚɞɡ, ŬűɐɜŮɘ Űɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ŬɜŬɚɚɞɑɤŰɖ, ŰɧŰŮ ɖ ůɡɜɘůŰɩůŬ Űɖɠ ɞɚɘəɐɠ ɞɟɛɐɠ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ, ůŰɖɜ 

Ůɜ ɚɧɔɤ əŬŰŮɨɗɡɜůɖ ŮɑɜŬɘ ůŰŬɗŮɟɎ Űɖɠ əɑɜɖůɖɠ. ȺɑɜŬɘ ŭɘŬŰɖɟɖŰɘəɐ ˊɞůɧŰɖŰŬ. ɄɟɞűŬɜɩɠ ŭɘŬŰɖɟŮɑŰŬɘ əŬɘ ɖ 

ůɡɜɘůŰŬɛɏɜɖ ɞɟɛɐ ɤɠ ŭɘɎɜɡůɛŬ. ȷɡŰɧ ůɢŮŰɑɕŮŰŬɘ ɛŮ Űɖɜ ɞɛɞɔɏɜŮɘŬ Űɞɡ ɗŮůɘəɞɨ ɢɩɟɞɡ. ȰɜŬɠ Ɏɚɚɞɠ Űɟɧˊɞɠ 

ŭɘŬŰɨˊɤůɖɠ Űɞɡ ɑŭɘɞɡ ˊɟɎɔɛŬŰɞɠ ŮɑɜŬɘ ɧŰɘ: ȹŮɜ ˊŬɑɕŮɘ ɟɧɚɞ ɖ ˊŬɟɎɚɚɖɚɖ ɛŮŰŬŰɧˊɘůɖ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ Űɤɜ 

Ŭɝɧɜɤɜ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ, ɐ əŬɚɨŰŮɟŬ, ŭŮɜ ˊŬɑɕŮɘ ɟɧɚɞ ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ɖ Ŭɟɢɐ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ. 

ɆɖɛŮɘɩɜɞɡɛŮ ɧŰɘ ɖ ɞɟɛɐ, ůŮ ŬɜŰɑɗŮůɖ ɛŮ Űɖɜ ŮɜɏɟɔŮɘŬ ˊɞɡ ɗŬ ŭɞɨɛŮ ˊŬɟŬəɎŰɤ, ŮɑɜŬɘ ˊɟɞůɗŮŰɘəɧ ɛɏɔŮɗɞɠ 

ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŬ ɛŮ Űɞ Ŭɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ŬɚɚɖɚŮˊɘŭɟɎůŮɘɠ ɛŮŰŬɝɨ Űɤɜ ůɤɛŬŰɑɤɜ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ. ɆŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ Űɞɡ 

ɑŭɘɞɡ ɛɖɢŬɜɘəɞɨ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ Ŭɜ əɎɜɞɡɛŮ ɛɘŬ ˊŮɟɘůŰɟɞűɐ Űɞɡ ůɡɜɞɚɘəɞɨ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ˊŮɟɑ əɎˊɞɘɞɜ ɎɝɞɜŬ, ɖ 

ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ŭŮɜ ɛŮŰŬɓɎɚɚŮŰŬɘ, ŰɧŰŮ ŭɘŬŰɖɟŮɑŰŬɘ ɖ ɞɚɘəɐ ůŰɟɞűɞɟɛɐ ˊŮɟɑ ŬɡŰɧɜ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ. ūɡůɘəɎ ɞ ɎɝɞɜŬɠ 

ŮɑɜŬɘ ŬɡɗŬɑɟŮŰɞɠ ɞˊɧŰŮ ŭɘŬŰɖɟŮɑŰŬɘ əŬɘ ɖ ŭɘŬɜɡůɛŬŰɘəɐ ůŰɟɞűɞɟɛɐ ɤɠ ˊɟɞɠ ɞˊɞɘɞŭɐˊɞŰŮ ůɖɛŮɑɞ Űɞɡ ɗŮůɘəɞɨ 

ɢɩɟɞɡ. ȷɡŰɧ ůɢŮŰɑɕŮŰŬɘ ɛŮ Űɖɜ ɘůɞŰɟɞˊɑŬ Űɞɡ ɗŮůɘəɞɨ ɢɩɟɞɡ. ɀɘŬ Ɏɚɚɖ ŭɘŬŰɨˊɤůɖ ŮɑɜŬɘ ɧŰɘ ŭŮɜ ˊŬɑɕŮɘ ɟɧɚɞ ɞ 

ˊɟɞůŬɜŬŰɞɚɘůɛɧɠ Űɤɜ Ŭɝɧɜɤɜ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ůŰɞɜ ɢɩɟɞ. ȼ ůŰɟɞűɞɟɛɐ ŮɑɜŬɘ Ůˊɑůɖɠ ˊɟɞůɗŮŰɘəɧ ɛɏɔŮɗɞɠ, 

ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŬ Ŭˊɧ Űɞ Ŭɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ŬɚɚɖɚŮˊɘŭɟɎůŮɘɠ ɛŮŰŬɝɨ Űɤɜ ůɤɛŬŰɑɤɜ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ. ŪŬ ŭɞɨɛŮ Ŭɛɏůɤɠ 

ŰɩɟŬ Űɖ ůɡɛɛŮŰɟɑŬ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɖ ɛŮŰŬŰɧˊɘůɖ ůŰɞɜ ɢɟɧɜɞ. ȷɡŰɧ ůɢŮŰɑɕŮŰŬɘ ɛŮ Űɖɜ ɞɛɞɔɏɜŮɘŬ ůŰɞɜ 

ɢɟɧɜɞ əŬɘ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɘůɢɨŮɘ əŬɘ ɔɘŬ ůɡůŰɐɛŬŰŬ ˊɞɡ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ əɚŮɘůŰɎ. ɃɛɞɔɏɜŮɘŬ ůŰɞɜ ɢɟɧɜɞ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ ŭŮɜ 

ˊŬɑɕŮɘ ɟɧɚɞ Ŭˊɧ ˊɞɘŬ ɢɟɞɜɘəɐ ůŰɘɔɛɐ ŬɟɢɑɕŮɘ ɜŬ ɛŮŰɟɘɏŰŬɘ ɞ ɢɟɧɜɞɠ. ɆŮ ŬɡŰɐ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɗŬ ŭɞɨɛŮ ɧŰɘ 

ŭɘŬŰɖɟŮɑŰŬɘ ɖ ŮɜŮɟɔŮɘŬəɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ ˊɞɡ, ˊɞɚɚɏɠ űɞɟɏɠ, ŰŬɡŰɑɕŮŰŬɘ ɛŮ Űɖɜ ɛɖɢŬɜɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ.  

4.1 ȺɜŮɟɔŮɘŬəɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ. ȹɘŬŰɐɟɖůɖ Űɖɠ ŮɜɏɟɔŮɘŬɠ 

ɈˊɞɗɏŰɞɡɛŮ ɧŰɘ ŬůɢɞɚɞɨɛŬůŰŮ ɛŮ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɎ ůɡůŰɐɛŬŰŬ ůŰŬ ɞˊɞɑŬ ɞɘ ŭŮůɛɞɑ ŮɑɜŬɘ ɞɚɧɜɞɛɞɘ əŬɘ ɏɢɞɡɜ 

ŮɝŬɚŮɘűɗŮɑ ɛŮ ŮɘůŬɔɤɔɐ Űɤɜ əŬŰɎɚɚɖɚɤɜ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜɤɜ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ. ȷɠ ɗŮɤɟɐůɞɡɛŮ Űɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ 

. ũŮɜɘəɩɠ ɗŬ ɏɢɞɡɛŮ ɔɘŬ Űɖɜ Ůɝɏɚɘɝɐ Űɖɠ ůŰɞɜ ɢɟɧɜɞ 

 

 .  (4.6) 

 

Ⱥűɧůɞɜ ɛŮɚŮŰɞɨɛŮ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐ əɑɜɖůɖ ɘůɢɨɞɡɜ ɞɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɞɡ Lagrange ɞˊɧŰŮ 

 

 .  (4.7) 
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ɐ 

 

 .  (4.9) 

 

 

 ȯɟŬ .  (4.10) 

 

ȼ ˊŬɟɎůŰŬůɖ ůŰɖɜ ˊŬɟɏɜɗŮůɖ ɚɏɔŮŰŬɘ, ůɡɜɐɗɤɠ, ŮɜŮɟɔŮɘŬəɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ əŬɘ ůɡɛɓɞɚɑɕŮŰŬɘ ɛŮ .  

 

 .  (4.11) 

 

ȷɡŰɐ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ɖ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ, ˊɞɡ ɗŬ ŭɞɨɛŮ ŬɟɔɧŰŮɟŬ, ˊŬɟɧɚɞ ˊɞɡ ɏɢɞɡɜ ůŮ əɎɗŮ ŬɜŰɑůŰɞɘɢɞ ůɖɛŮɑɞ 

Űɞɡ ɢɩɟɞɡ əŬɘ Űɞɡ ɢɟɧɜɞɡ Űɖɜ ɑŭɘŬ Űɘɛɐ. ɀŮɟɘəɏɠ űɞɟɏɠ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘŮɑŰŬɘ Űɞ ɑŭɘɞ ůɨɛɓɞɚɞ əŬɘ ɔɘŬ Űɘɠ ŭɡɞ, Ŭűɞɨ 

ɖ ɛɘŬ ˊɟɞəɨˊŰŮɘ Ŭˊɧ Űɖɜ Ɏɚɚɖ ɛŮ Ŭˊɚɐ ŬɜŰɘəŬŰɎůŰŬůɖ ɛŮŰŬɓɚɖŰɩɜ ɛŮ Űɘɠ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ Űɞɡɠ ɤɠ ˊɟɞɠ ɎɚɚŮɠ 

ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ. ȾŬɚɧ ŮɑɜŬɘ ůŮ ŬɡŰɐ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɜŬ ɔɟɎűɞɡɛŮ ɔɘŬ Űɖɜ ŮɜŮɟɔŮɘŬəɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ . ȼ 

ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ ŮɑɜŬɘ ůɡɜɎɟŰɖůɖ Ɏɚɚɤɜ (ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɏɜɤɜ) ɛŮŰŬɓɚɖŰɩɜ, , ɧˊɞɡ  ˊŬɟɘůŰɎɜŮɘ Űɘɠ 

ůɡɕɡɔŮɑɠ ɞɟɛɏɠ.  

Ƀɘ Ⱥɝ. (4.10) əŬɘ (4.11) ɞŭɖɔɞɨɜ ůŰɖɜ Ⱥɝ. (4.12) 

 

 .  (4.12) 

 

ȷɜ ɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ŮɑɜŬɘ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ , ŭɖɚŬŭɐ ŭŮɜ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ ɎɛŮůŬ Ŭˊɧ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ, ŰɧŰŮ 

ůŰŬɗŮɟɧ, ŭɖɚŬŭɐ ŭɘŬŰɖɟŮɑŰŬɘ əŬŰɎ Űɖ ŭɘɎɟəŮɘŬ Űɖɠ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐɠ əɑɜɖůɖɠ Űɞɡ ŭɡɜŬɛɘəɞɨ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ. ȺɑɜŬɘ 

ŮɡɜɧɖŰɞ ɧŰɘ ůŮ ŬɡŰɐ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɞɨŰŮ Űɞ  ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ ɎɛŮůŬ Ŭˊɧ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ, ŭɖɚŬŭɐ ɘůɢɨŮɘ, . 

ȳɛɤɠ ŭŮɜ ɘůɢɨŮɘ əŬŰô ŬɜɎɔəɖ əŬɘ Űɞ ŬɜŰɑůŰɟɞűɞ, ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɘůɢɨŮɘ  ŬɚɚɎ ɔɘŬ Űɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ɜŬ 

ɘůɢɨŮɘ . ũɘŬ ŬɡŰɧ ŮɑɜŬɘ ŬˊŬɟŬɑŰɖŰɞ Űɞ əɟɘŰɐɟɘɞ Űɖɠ Ⱥɝ. (4.12). ɇɞ  ŮɑɜŬɘ ɏɜŬ 

ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ əɑɜɖůɖɠ əŬɘ ůɡɜɐɗɤɠ ɞɜɞɛɎɕŮŰŬɘ ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ Űɞɡ Jacobi. ɄɟɧəŮɘŰŬɘ ɔɘŬ ůɡɜŰɖɟɖŰɘəɐ 

(ŭɘŬŰɖɟɖŰɘəɐ) ˊɞůɧŰɖŰŬ (ɛɏɔŮɗɞɠ). Ⱥŭɩ ɏɢɞɡɛŮ ůɡɛɛŮŰɟɑŬ ˊɞɡ ůɢŮŰɑɕŮŰŬɘ ɛŮ Űɞ ɔŮɔɞɜɧɠ ɧŰɘ ɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ 

ŭŮɜ ŮˊɖɟŮɎɕŮŰŬɘ Ŭˊɧ ɛŮŰŬŰɧˊɘůɖ ůŰɞɜ ɢɟɧɜɞ. ŪŬ ŭɞɨɛŮ ŰɩɟŬ ɧŰɘ ůŮ Ůɘŭɘəɏɠ ˊŮɟɘˊŰɩůŮɘɠ ɖ ůɡɜɎɟŰɖůɖ  ŮɑɜŬɘ 

ɖ (ɞɚɘəɐ) ɛɖɢŬɜɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ Űɞɡ ŭɡɜŬɛɘəɞɨ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ. ɈˊɞɗɏŰɞɡɛŮ ɧŰɘ . ɆɨɛűɤɜŬ ɛŮ Űɞ 

ɄŬɟɎɟŰɖɛŬ Ʉ3, ɖ əɘɜɖŰɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ ɛɖɢŬɜɘəɞɨ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ɔɟɎűŮŰŬɘ ɤɠ 

 

  (4.13) 

 

Ƀ ˊɟɩŰɞɠ ɧɟɞɠ ŮɑɜŬɘ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰɞɠ Ŭˊɧ Űɘɠ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ, ɞ ŭŮɨŰŮɟɞɠ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ ɔɟŬɛɛɘəɎ Ŭˊɧ Űɘɠ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ 

əŬɘ ɞ ŰŮɚŮɡŰŬɑɞɠ ɧɟɞɠ ŮɑɜŬɘ ŰŮŰɟŬɔɤɜɘəɐ ɛɞɟűɐ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɘɠ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ. ȳɚɞɘ ɞɘ ɧɟɞɘ ŮɑɜŬɘ ɞɛɞɔŮɜŮɑɠ 

ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɘɠ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ, ɓŬɗɛɩɜ 0, 1 əŬɘ 2 ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ. ɇɞ ɗŮɩɟɖɛŬ Űɞɡ Euler ɚɏŮɘ ɧŰɘ ɔɘŬ ɛɘŬ 

ɞɛɞɔŮɜɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ , ɓŬɗɛɞɨ  ɤɠ ˊɟɞɠ ŰŬ , ɘůɢɨŮɘ  

 

 

  (4.14) 
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ɆŮ ˊɞɚɚɏɠ ˊŮɟɘˊŰɩůŮɘɠ ɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɔɟŬűŰŮɑ ůŮ ŬɜɎɚɞɔɖ ɛɞɟűɐ ɧˊɤɠ ɖ əɘɜɖŰɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ, 

ŭɖɚŬŭɐ 

 

  (4.15) 

 

ɧˊɞɡ ɞɘ ŰɟŮɘɠ ɧɟɞɘ ɏɢɞɡɜ ɞɛɞɔɏɜŮɘŬ 0,1,2 ɓŬɗɛɩɜ ŬɜŰɘůŰɞɑɢɤɠ ɧˊɤɠ ůɡɛɓŬɑɜŮɘ ůŰɖɜ əɘɜɖŰɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ. 

ɆŮ ŬɡŰɐ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɓɟɑůəɞɡɛŮ ɧŰɘ 

 

 .  (4.16) 

 

ȷɜ Űɞ  (ŬɡŰɧ ůɡɛɓŬɑɜŮɘ Ŭɜ ɞ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ ŭŮɜ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ ɎɛŮůŬ Ŭˊɧ 

Űɞɜ ɢɟɧɜɞ) əŬɘ Ŭɜ Ůˊɘˊɚɏɞɜ Űɞ ŭɡɜŬɛɘəɧ ŭŮɜ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ Ŭˊɧ Űɘɠ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ, ŭɖɚŬŭɐ,  

 

, 

 

ŰɧŰŮ Ŭˊɧ Űɖ ůɢɏůɖ 

 

 

 

 ůŮ ůɡɜŭɡŬůɛɧ ɛŮ Űɖ ůɢɏůɖ  

 

 

 

ŮɑɜŬɘ ŮɡɜɧɖŰɞ ɧŰɘ ɘůɢɨɞɡɜ 

 

,  əŬɘ , 

 

ɞˊɧŰŮ ɖ Ⱥɝ. (4.16) ɞŭɖɔŮɑ ůŰɖɜ 

 

 .  (4.17) 

 

ŪɡɛɑɕɞɡɛŮ ɝŬɜɎ ɧŰɘ ɖ ɘůɢɨɠ Űɖɠ ůɢɏůɖɠ 
 
ɞűŮɑɚŮŰŬɘ ůŰɞ ɧŰɘ ɞɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨ 

Ŭˊɧ Űɘɠ əŬɟŰŮůɘŬɜɏɠ ůŰɘɠ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ŭŮɜ ˊŮɟɘɏɢɞɡɜ ɎɛŮůŬ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ, ɓɚɏˊŮ ˊŬɟɎɟŰɖɛŬ Ʉ3. 

ȷɡŰɧ ůɢŮŰɑɕŮŰŬɘ əŬɘ ɛŮ Űɞ ɧŰɘ ŭŮɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ɢɟɞɜɞŮɝŬɟŰɩɛŮɜɞɘ ŭŮůɛɞɑ əŬɘ ɛŮ Űɞ ɧŰɘ ɞɘ ɜɏŮɠ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ 

ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ŭŮɜ Ŭɜɐəɞɡɜ ůŮ əɘɜɞɨɛŮɜɞ ůɨůŰɖɛŬ ŬɜŬűɞɟɎɠ. ɇɧŰŮ ɏɢɞɡɛŮ  əŬɘ . ȼ Ⱥɝ. 

(4.17) ɚɏŮɘ ɧŰɘ ɖ ŮɜŮɟɔŮɘŬəɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ ŮɑɜŬɘ əŬɘ ɖ ɞɚɘəɐ ɛɖɢŬɜɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ Űɞɡ ŭɡɜŬɛɘəɞɨ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ. Ɉˊɧ 

ŬɡŰɏɠ Űɘɠ ůɡɜɗɐəŮɠ əŬɘ Ŭɜ Ůˊɘˊɚɏɞɜ ɖ ŭɡɜŬɛɘəɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ (Űɞ ŭɡɜŬɛɘəɧ) ŮɑɜŬɘ , ŭɖɚŬŭɐ ŭŮɜ 

ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ ɎɛŮůŬ Ŭˊɧ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ, ɞɨŰŮ ɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ɗŬ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ ɎɛŮůŬ Ŭˊɧ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ, . ȯɟŬ 

ůɨɛűɤɜŬ ɛŮ Űɖɜ Ⱥɝ. (4.17) ˊɞɡ ŰɩɟŬ ɔɟɎűŮŰŬɘ ɤɠ 

 

 =0  (4.18) 

 

ɖ ŮɜɏɟɔŮɘŬ ŭɘŬŰɖɟŮɑŰŬɘ əŬŰɎ Űɖɜ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐ əɑɜɖůɖ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ, ŭɖɚŬŭɐ 

 

ůŰŬɗŮɟɐ. 

 

ɀŬɠ ŮɑɜŬɘ ɔɜɤůŰɧ ɧŰɘ ůɡůŰɐɛŬŰŬ ůŬɜ Űɞ ˊŬɟŬˊɎɜɤ, ɔɘŬ ŰŬ ɞˊɞɑŬ ŭɘŬŰɖɟŮɑŰŬɘ ɖ ŮɜɏɟɔŮɘŬ (ŮɑɜŬɘ 
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ŭɘŬŰɖɟɐůɘɛɖ, ůɡɜŰɖɟɖŰɘəɐ, ˊɞůɧŰɖŰŬ.) ɚɏɔɞɜŰŬɘ ůɡɜŰɖɟɖŰɘəɎ ůɡůŰɐɛŬŰŬ. 

ɇɞɜɑɕɞɡɛŮ ɝŬɜɎ, ˊɤɠ Ůɜɩ ɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ɔɘŬ əɎɗŮ ŭɡɜŬɛɘəɧ ůɨůŰɖɛŬ əŬɗɞɟɑɕŮŰŬɘ ˊɚɐɟɤɠ Ŭˊɧ Űɖ ůɢɏůɖ 

 

 

 

əŬɘ ŬɡŰɧ ɘůɢɨŮɘ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŬ Ŭˊɧ Űɘɠ Ůɘŭɘəɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ˊɞɡ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɞɨɜŰŬɘ, ɖ ŮɜŮɟɔŮɘŬəɐ 

ůɡɜɎɟŰɖůɖ  ɔɘŬ ŭŮŭɞɛɏɜɞ ŭɡɜŬɛɘəɧ ůɨůŰɖɛŬ, ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ɖ ɑŭɘŬ ŬɚɚɎ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ ůŮ ɛɏɔŮɗɞɠ ŬɚɚɎ əŬɘ ůŮ ɛɞɟűɐ 

(ɤɠ ůɡɜɎɟŰɖůɖ) Ŭˊɧ Űɘɠ Ůɘŭɘəɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ˊɞɡ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɞɨɜŰŬɘ. ũɘŬ Űɞ ɑŭɘɞ ŭɡɜŬɛɘəɧ ůɨůŰɖɛŬ Űɞ űɡůɘəɧ 

ɜɧɖɛɎ Űɖɠ ŮɑɜŬɘ ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɧ əŬɘ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ Ŭˊɧ Űɘɠ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɞɨɛŮɜŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ. 

ȷɠ ŭɞɨɛŮ ɝŬɜɎ Űɘ ɔɑɜŮŰŬɘ Ŭɜ ɏɢɞɡɛŮ ŭɡɜŬɛɘəɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ Űɖɠ ɔŮɜɘəɐɠ ɛɞɟűɐɠ . ɂŮəɘɜɞɨɛŮ 

Ŭˊɧ Űɖ ůɢɏůɖ , ůɢɖɛŬŰɑɕɞɡɛŮ Űɖɜ . 

ȺɨəɞɚŬ ɓɟɑůəɞɡɛŮ ɧŰɘ ɔŮɜɘəɩɠ ɘůɢɨŮɘ:.  

ȷɜ ɡˊɞɗɏůɞɡɛŮ ɧŰɘ , ŭɖɚŬŭɐ , ɏɢɞɡɛŮ 

 

. 

 

ɆɡɜɖɗɑɕŮŰŬɘ ɜŬ ɞɜɞɛɎɕɞɡɛŮ Űɖɜ ɏəűɟŬůɖ ůŰɖɜ ˊŬɟɏɜɗŮůɖ, ŭɡɜŬɛɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ, 

, ɖ ɞˊɞɑŬ ɧɛɤɠ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ əŬɘ Ŭˊɧ Űɘɠ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ əŬɘ Ŭˊɧ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ, ŰɧŰŮ 

ɏɢɞɡɛŮ Űɖɜ ŬɜɎɚɞɔɖ ůɢɏůɖ (űɞɟɛŬɚɘůŰɘəɎ) ˊɞɡ ɏɢɞɡɛŮ ɔɘŬ Űɖɜ ɞɚɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ, , ŭɖɚŬŭɐ . 

ȷɠ ˊɟɞɢɤɟɐůɞɡɛŮ Ŭəɧɛɖ ɏɜŬ ɓɐɛŬ ˊɘɞ ˊɏɟŬ əŬɘ Ŭɠ ɡˊɞɗɏůɞɡɛŮ ŬɡŰɧ ˊɞɡ ɏɢɞɡɛŮ ŬɜŬűɏɟŮɘ ůŰŬ ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜŬ, 

ŭɖɚŬŭɐ ɧŰɘ ɘůɢɨŮɘ . ɇɧŰŮ ɓɟɑůəɞɡɛŮ  əŬɘ Ůˊɞɛɏɜɤɠ 

ɓɟɑůəɞɡɛŮ Űɖ ɔɜɤůŰɐ ůɢɏůɖ . 

Ⱥŭɩ ůɖɛŮɘɩɜɞɡɛŮ ɧŰɘ Ŭűɞɨ ɖ ŭɡɜŬɛɘəɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ əŬɘ Ŭˊɧ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ, ɖ ɏŰůɘ ɞɟɘɕɧɛŮɜɖ ɞɚɘəɐ 

ɛɖɢŬɜɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ ŭŮɜ ŭɘŬŰɖɟŮɑŰŬɘ əŬŰɎ Űɖɜ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐ əɑɜɖůɖ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ əŬɘ ɏŰůɘ ɛˊɞɟŮɑ əɎˊɞɘɞɠ ɜŬ 

ŬɛűɘůɓɖŰɐůŮɘ Űɞɜ ɧɟɞ ˊɞɡ ŭɩůŬɛŮ, ŭɡɜŬɛɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ. ɄŬɟɧɚŬ ŬɡŰɎ ɞ ɧɟɞɠ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘŮɑŰŬɘ, ŬɚɚɎ ɖ ŬɝɑŬ Űɞɡ 

ŮɑɜŬɘ ˊŮɟɘůůɧŰŮɟɞ ɢɟɐůɘɛɖ ɧŰŬɜ ɏɢɞɡɛŮ ůɨůŰɖɛŬ ůɡɜŰɖɟɖŰɘəɧ, ŭɘŬŰɖɟɖŰɘəɧ, ŭɖɚŬŭɐ ůɨůŰɖɛŬ ˊɞɡ ŮəŰɧɠ Űɤɜ 

Ɏɚɚɤɜ əŬɘ ɖ ŭɡɜŬɛɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ ŮɑɜŬɘ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰɖ Űɞɡ ɢɟɧɜɞɡ. ɇɧŰŮ əŬŰɎ Űɖɜ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐ əɑɜɖůɖ Űɞɡ 

ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ, əɎɗŮ ɛŮŰŬɓɞɚɐ Űɖɠ əɘɜɖŰɘəɐɠ ŮɜɏɟɔŮɘŬɠ ( ŬɜŰɘůŰŬɗɛɑɕŮŰŬɘ Ŭˊɧ ŬɜŰɑůŰɞɘɢɖ ɛŮŰŬɓɞɚɐ Űɖɠ 

ŭɡɜŬɛɘəɐɠ ŮɜɏɟɔŮɘŬɠ, ɏŰůɘ ˊɞɡ ɖ ɞɚɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ, , ŭɘŬŰɖɟŮɑŰŬɘ. 

ȺɑɜŬɘ ůŬűɏɠ ɧŰɘ ɖ ŮɜŮɟɔŮɘŬəɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ əŬɘ ɖ ŮɜɏɟɔŮɘŬ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ˊɟɞůɗŮŰɘəɏɠ ɔɘŬ ŬɚɚɖɚŮˊɘŭɟɩɜŰŬ 

ůɡůŰɐɛŬŰŬ ɐ ůɤɛɎŰɘŬ. ȷɡŰɧ ŮɑɜŬɘ ŮɡɜɧɖŰɞ ŭɘɧŰɘ ɖ ŭɡɜŬɛɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ ɏɢŮɘ ɧɟɞɡɠ ɛŮ Űɘɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ 

ŰɞɡɚɎɢɘůŰɞɜ ŭɡɞ ůɤɛŬŰɑɤɜ. ȷɜ ŭŮɜ ɡˊɎɟɢŮɘ ŬɚɚɖɚŮˊɑŭɟŬůɖ ɛŮŰŬɝɨ Űɤɜ ůɤɛŬŰɑɤɜ ɐ Űɤɜ ůɡůŰɖɛɎŰɤɜ, ŰɧŰŮ 

ɛɧɜɞ ɖ  əŬɘ ɖ ŮɜɏɟɔŮɘŬ Űɞɡ ůɡɜɞɚɘəɞɨ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ, ɘůɞɨŰŬɘ ɛŮ Űɞ ɎɗɟɞɘůɛŬ Űɤɜ ˊɞůɞŰɐŰɤɜ ŬɡŰɩɜ ˊɞɡ ɏɢɞɡɜ 

ŰŬ Ůˊɘɛɏɟɞɡɠ ůɤɛɎŰɘŬ ɐ ůɡůŰɐɛŬŰŬ. 

ɀŮɟɘəɏɠ űɞɟɏɠ ɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ɎɗɟɞɘůɛŬ ɧɟɤɜ ˊɞɡ ɞ əŬɗɏɜŬɠ ŮɑɜŬɘ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰɞɠ Űɞɡ 

Ɏɚɚɞɡ, ŰɧŰŮ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɓɟŮɗɞɨɜ ɞɚɞəɚɖɟɩɛŬŰŬ əɑɜɖůɖɠ ɔɘŬ əɎɗŮ ɧɟɞ ɢɤɟɘůŰɎ. ɇɏɚɞɠ, ɛˊɞɟŮɑ ŬɡŰɧ ɜŬ ůɡɛɓŮɑ 

Ŭűɞɨ ɔɑɜŮɘ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ. 

ɄŬɟŬɟŰɐɛŬŰŬ ï ȺɘŭɘəɎ ɗɏɛŬŰŬ 

1. Ⱦɑɜɖůɖ ůŮ ˊŮŭɑɞ Schwarzschild 
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ȸɟŮɑŰŮ Űɘɠ (ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ) ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ ŭɞəɘɛŬůŰɘəɞɨ ůɤɛŬŰɑɞɡ ɛɏůŬ ůŰɞ ɓŬɟɡŰɘəɧ ˊŮŭɑɞ Schwarzschild. 

ɀɘŬ ɛɖ ŰŮŰɟɘɛɛɏɜɖ ɚɨůɖ Űɤɜ ŮɝɘůɩůŮɤɜ Űɞɡ Einstein ůŰɞɜ əŮɜɧ ɢɩɟɞ, ŭɖɚŬŭɐ ůŰɞɜ ɢɩɟɞ ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ŮəŰɧɠ Űɤɜ 

ˊɖɔɩɜ Űɞɡ ɓŬɟɡŰɘəɞɨ ˊŮŭɑɞɡ, ŮɑɜŬɘ ɖ ɚɨůɖ Schwarzschild ɛŮ ɛŮŰɟɘəɐ Űɖɜ Ůɝɐɠ 

 

 

 

 ŮɑɜŬɘ ɖ ŬəŰɑɜŬ Schwarzschild,  ŮɑɜŬɘ ɖ ɛɎɕŬ ůűŬɘɟɘəɐɠ əŬŰŬɜɞɛɐɠ ɨɚɞŮɜɏɟɔŮɘŬɠ, ɛŮ ůűŬɘɟɘəɐ 

ůɡɛɛŮŰɟɑŬ, ɢɤɟɑɠ ůɡůŰɟɞűɐ (ůˊɘɜ), ŬəɑɜɖŰɖɠ ůŰɖɜ Ŭɟɢɐ Űɤɜ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ.  ŮɑɜŬɘ ɞɘ ɔɜɤůŰɏɠ ůŰŬɗŮɟɏɠ. 

ɈˊɞɗɏůŰŮ ɧŰɘ . Ƀɘ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ɗɏůɖɠ əŬɘ ɞ ɢɟɧɜɞɠ ůɡɛˊɑˊŰɞɡɜ ɛŮ ŬɡŰɎ Űɞɡ Minkowski ɔɘŬ ɛŮɔɎɚŮɠ 

ŬˊɞůŰɎůŮɘɠ Ŭˊɧ Űɖɜ ˊɖɔɐ Űɞɡ ɓŬɟɡŰɘəɞɨ ˊŮŭɑɞɡ, , ɧˊɞɡ Űɞ ˊŮŭɑɞ ŮɑɜŬɘ ˊɟŬəŰɘəɩɠ ɛɖŭɏɜ, ɞɘ 

ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ɔɘŬ ɛŮɔɎɚŮɠ ŬˊɞůŰɎůŮɘɠ ŮɑɜŬɘ ɞɘ ůűŬɘɟɘəɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ. 

ɆŮ ŬɡŰɧ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ŬˊɚɎ ŬɜŬűɏɟɞɡɛŮ ɧŰɘ, ɖ ŬəŰɑɜŬ  ɢŬɟŬəŰɖɟɑɕŮɘ ŬɡŰɧ ˊɞɡ ɚɏɔŮŰŬɘ ɞɟɑɕɞɜŰŬɠ 

ɔŮɔɞɜɧŰɤɜ (event horizon). ūɤɠ ˊɞɡ ˊɏűŰŮɘ ůŰɞ ŮůɤŰŮɟɘəɧ Űɞɡ ɞɟɑɕɞɜŰŬ ɔŮɔɞɜɧŰɤɜ ˊŬɔɘŭŮɨŮŰŬɘ, ŭŮ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ 

ɓɔŮɘ ɏɝɤ. ɆŮ ŬɡŰɐ Űɖɜ ˊŮɟɘɞɢɐ ŬɜŰɘůŰɟɏűŮŰŬɘ Űɞ Ůɑŭɞɠ Űɤɜ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ ɞɘ ɢɤɟɞɛɞɟűɘəɏɠ ɔɑɜɞɜŰŬɘ 

ɢɟɞɜɞɛɞɟűɘəɏɠ əŬɘ ŬɜŰɘůŰɟɧűɤɠ. ȹŮɜ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɡˊɎɟɝŮɘ ŰɟɞɢɘɎ ůɤɛŬŰɑɞɡ, Űɞ ůɤɛɎŰɘɞ ɞŭŮɨŮɘ ˊɟɞɠ Űɞ əɏɜŰɟɞ. 

ȷɜ ɏɜŬ ůɩɛŬ ɏɢŮɘ ŬəŰɑɜŬ ɛɘəɟɧŰŮɟɖ Űɖɠ  ŬɡŰɧ ůɖɛŬɑɜŮɘ ˊɤɠ ɏɢŮɘ ɔɑɜŮɘ ɛŬɨɟɖ ŰɟɨˊŬ. 

 

ȿɨůɖ 

ũɘŬ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɐ ɛŬɠ ɞɘ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɞɡ ŰŮŰɟŬɢɩɟɞɡ ŮɑɜŬɘ . ȰɢɞɡɛŮ ɔɘŬ Űɖ ɛŮŰɟɘəɐ Űɞɡ 

ŰŮŰɟŬɢɩɟɞɡ 

 

 

 

ȳɚŮɠ ɞɘ ɛɖ ŭɘŬɔɩɜɘŮɠ ůɡɜɘůŰɩůŮɠ ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ, . 

ɆɨɛűɤɜŬ ɛŮ ɧůŬ ɏɢɞɡɛŮ ŬɜŬűɏɟŮɘ ůŰɖ ɗŮɤɟɑŬ ɛŮŰŬɓɞɚɩɜ, ɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ɔɘŬ çŮɚŮɨɗŮɟɞè ŭɞəɘɛŬůŰɘəɧ 

ůɤɛɎŰɘɞ ŮɑɜŬɘ 

 

 

 

ɆɖɛŮɘɩɜɞɡɛŮ ɧŰɘ ɔɘŬ Űɞɜ ȱɚɘɞ  əŬɘ ɔɘŬ Űɖ ũɖ .  

Ʉɞɚɚɏɠ űɞɟɏɠ, ɧŰŬɜ  ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ˊɟɞůŮɔɔɑůɞɡɛŮ Űɖɜ ɏəűɟŬůɖ . 

ŪŮɤɟɞɨɛŮ ŮɡɜɧɖŰɞ ɧŰɘ ɖ əɑɜɖůɖ ɔɑɜŮŰŬɘ ůŮ ŮˊɑˊŮŭɞ ɞˊɧŰŮ ɚŬɛɓɎɜɞɡɛŮ ɤɠ ŮˊɑˊŮŭɞ əɑɜɖůɖɠ ŬɡŰɧ ɛŮ 

. ȰŰůɘ ɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ɔɑɜŮŰŬɘ 
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ɇɞ ůɤɛɎŰɘɞ əɘɜŮɑŰŬɘ ˊɎɜɤ ůŮ ɔŮɤŭŬɘůɘŬəɐ. ũɘŬ ůɤɛɎŰɘɞ ɛɖ ɛɖŭŮɜɘəɐɠ ɛɎɕŬɠ ˊŬɑɟɜɞɡɛŮ ɤɠ ˊŬɟɎɛŮŰɟɞ 

Űɖɠ ɔŮɤŭŬɘůɘŬəɐɠ Űɞɜ ɘŭɘɧɢɟɞɜɞ, ŭɖɚŬŭɐ . ȼ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ŮɑɜŬɘ ɏɜŬ ˊɟɩŰɞ ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ (ůŰŬɗŮɟɎ) 

əɑɜɖůɖɠ. ɆɡɔəŮəɟɘɛɏɜŬ ɘůɢɨŮɘ 

 

 

 

ȼ  ɏɢŮɘ ŭɘŬůŰɎůŮɘɠ ŮɜɏɟɔŮɘŬɠ ŬɜɎ ɛɞɜɎŭŬ ɛɎɕŬɠ. 

ȼ  ŭŮɜ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ ɎɛŮůŬ Ŭˊɧ ŰŬ  ɞˊɧŰŮ ɏɢɞɡɛŮ əŬɘ Űɘɠ ŬəɧɚɞɡɗŮɠ ŭɡɞ ůŰŬɗŮɟɏɠ əɑɜɖůɖɠ, 

ŬɜŰɘůŰɞɑɢɤɠ 

 

,  

 

ɀˊɞɟŮɑ ɜŬ ŭŮɘɢŰŮɑ ɧŰɘ, Ůűɧůɞɜ ɏɢɞɡɛŮ ůŰŬŰɘəɧ ˊŮŭɑɞ, ɘůɢɨŮɘ  

 

. 

 

ȼ  ŬɜŰɘˊɟɞůɤˊŮɨŮɘ Űɖɜ ŮɜɏɟɔŮɘŬ ŬɜɎ ɛɞɜɎŭŬ ɛɎɕŬɠ Űɞɡ əɘɜɞɨɛŮɜɞɡ ůɤɛŬŰɑɞɡ əŬɘ ɖ  

ŬɜŰɘˊɟɞůɤˊŮɨŮɘ ůŰɟɞűɞɟɛɐ ŬɜɎ ɛɞɜɎŭŬ ɛɎɕŬɠ Űɞɡ ůɤɛŬŰɑɞɡ. ɇɞ ɧŰɘ ɖ  ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ŭɘŬŰɖɟɞɨɛŮɜɖ ˊɞůɧŰɖŰŬ 

əŬŰɎ Űɖɜ əɑɜɖůɖ Űɞɡ ůɤɛŬŰɑɞɡ, ŰŬɡŰɑɕŮŰŬɘ ɛŮ Űɖɜ ŮɜɏɟɔŮɘŬ űŬɑɜŮŰŬɘ Ŭˊɧ Űɞ ɔŮɔɞɜɧɠ ɧŰɘ ɔɘŬ  ɖ ůɢɏůɖ 

ŬɡŰɐ ŰŬɡŰɑɕŮŰŬɘ ɛŮ Űɖ ůɢɏůɖ ɔɘŬ Űɖ ůɢŮŰɘəɘůŰɘəɐ ɛɖɢŬɜɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ ůŰɞɜ ɢɩɟɞ Minkowski, Ůɘŭɘəɐ ɆɢŮŰɘəɧŰɖŰŬ. 

ȷˊɧ Űɘɠ ŰɟŮɘɠ ŬɡŰɏɠ ůɢɏůŮɘɠ ɓɟɑůəɞɡɛŮ ůɢɏůɖ ɖ ɞˊɞɑŬ ŮɑɜŬɘ ŬɜŰɑůŰɞɘɢɖ Űɖɠ ůɢɏůɖɠ ˊɞɡ ɘůɢɨŮɘ ɔɘŬ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ 

Űɖɠ ɜŮɡŰɩɜŮɘŬɠ ɛɖɢŬɜɘəɐɠ, ɔɘŬ Űɖ ŭɘŬŰɐɟɖůɖ Űɖɠ ŮɜɏɟɔŮɘŬɠ, Ůŭɩ ɏɢɞɡɛŮ 

 

 

 

ȼ ŬɜŰɑůŰɞɘɢɖ Űɖɠ ɜŮɡŰɩɜŮɘŬɠ ˊŮɟɑˊŰɤůɖɠ ɔɘŬ Űɖ ŭɘŬŰɐɟɖůɖ Űɖɠ ŮɜɏɟɔŮɘŬɠ (ɘůɢɨŮɘ ɞ ɜɧɛɞɠ Űɖɠ ˊŬɔəɧůɛɘŬɠ 

ɏɚɝɖɠ) ŮɑɜŬɘ 

 

 

 

ȷɜ ŬɔɜɞɐůɞɡɛŮ Űɞɡɠ ůŰŬɗŮɟɞɨɠ ɧɟɞɡɠ əŬɘ Űɞ ɔŮɔɞɜɧɠ ɧŰɘ ɞɘ ɢɟɧɜɞɘ (ˊŬɟɎɛŮŰɟɞɘ) ŮɑɜŬɘ ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɞɑ,  

ŬɜŰɘůŰɞɑɢɤɠ, ˊŬɟŬŰɖɟɞɨɛŮ ɧŰɘ ůŰɖ ũŮɜɘəɐ ɆɢŮŰɘəɧŰɖŰŬ ɡˊɎɟɢŮɘ ɞ Ůˊɘˊɚɏɞɜ ɧɟɞɠ ɛŮ ŮɝɎɟŰɖůɖ .  
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ɄɟɞűŬɜɩɠ ɘůɢɨŮɘ ɖ ůɢɏůɖ . ȼ ůɢɏůɖ  ŮɑɜŬɘ ɖ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ŰɟɞɢɘɎɠ Űɞɡ ůɤɛŬŰɑɞɡ 

ɢɤɟɑɠ Űɖ ɢɟɐůɖ ˊŬɟŬɛɏŰɟɞɡ, ɧˊɤɠ ŮɑɜŬɘ ɞ ɢɟɧɜɞɠ . ȷˊɧ Űɘɠ ŰɏůůŮɟɘɠ ŬɡŰɏɠ ůɢɏůŮɘɠ ˊɟɞəɨˊŰŮɘ ɖ  

 

 

 

ȼ ɜŮɡŰɩɜŮɘŬ ɗŮɩɟɖůɖ ŭɑɜŮɘ 

 

 

 

Ⱥˊɑůɖɠ ɖ Ůɝɑůɤůɖ əɑɜɖůɖɠ ɔɘŬ Űɖ ɛŮŰŬɓɚɖŰɐ  ŮɑɜŬɘ, 

 

 

 

Ƀ ŰŮɚŮɡŰŬɑɞɠ ɧɟɞɠ çŭɨɜŬɛɖɠè ŬɜŰɘůŰɞɘɢŮɑ ůŰɞɜ ɧɟɞ ŭɡɜŬɛɘəɐɠ ŮɜɏɟɔŮɘŬɠ ɛŮ ŮɝɎɟŰɖůɖ  ˊɞɡ ŮɑŭŬɛŮ 

ˊɟɞɖɔɞɡɛɏɜɤɠ. 

ȼ ɜŮɡŰɩɜŮɘŬ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ŭɑɜŮɘ 

 

. 

 

ȺɨəɞɚŬ ɛˊɞɟŮɑ əɎˊɞɘɞɠ ɜŬ ɓɟŮɘ əŬɘ Űɖɜ Ɏɚɚɖ (ŰŮɚɘəɐ ŭɘŬűɞɟɘəɐ) Ůɝɑůɤůɖ əɑɜɖůɖɠ ˊɞɡ ˊŮɟɘɏɢŮɘ ɛɏɢɟɘ 

əŬɘ ŭŮɨŰŮɟŮɠ ˊŬɟŬɔɩɔɞɡɠ Űɖɠ ɔɤɜɑŬɠ . ɆŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ əɘɜɞɨɛŮɜɞɡ ůɤɛŬŰɑɞɡ ɢɤɟɑɠ ɛɎɕŬ ɖ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ 

ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ŰɟɞˊɞˊɞɘɖɗŮɑ əŬŰɎɚɚɖɚŬ. ɆɨɛűɤɜŬ ɛŮ ɧůŬ ɏɢɞɡɛŮ ŬɜŬűɏɟŮɘ ůŰŬ ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜŬ , ɞˊɧŰŮ ɖ Űɘɛɐ 

Űɖɠ ŭɘŬŰɖɟɞɨɛŮɜɖɠ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐɠ əŬŰɎ Űɖɜ əɑɜɖůɖ (ŭɖɚŬŭɐ əŬŰɎ ɛɐəɞɠ Űɖɠ ɔŮɤŭŬɘůɘŬəɐɠ) ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ, 

 

 

 

ȷəɞɚɞɡɗɩɜŰŬɠ ŬɜɎɚɞɔɖ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ ɧˊɤɠ ˊɟɘɜ əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ˊɎɚɘ ůŰɘɠ ŭɘŬŰɖɟɞɨɛŮɜŮɠ ˊɞůɧŰɖŰŮɠ  

 

,  

 

Ⱥŭɩ ŰŬ  ɏɢɞɡɜ ŭɘŬůŰɎůŮɘɠ ˊɞɡ ŮɝŬɟŰɩɜŰŬɘ Ŭˊɧ Űɘɠ ŭɘŬůŰɎůŮɘɠ Űɖɠ ˊŬɟŬɛɏŰɟɞɡ . ȿŬɛɓɎɜɞɜŰŬɠ 

ɡˊɧɣɖ ɧŰɘ , Ŭˊɧ Űɖɜ ɏəűɟŬůɖ ɔɘŬ Űɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ɓɟɑůəɞɡɛŮ 
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ɄŬɟŬŰɖɟɞɨɛŮ ɧŰɘ ŰɩɟŬ ɚŮɑˊŮɘ Ŭˊɧ Űɞ ŭŮɨŰŮɟɞ ɛɏɚɞɠ ɞ ɧɟɞɠ ɛŮ Űɞ . 

2. ȹɘɎɜɡůɛŬ Laplace-Runge-Lenz 

ȹŮɑɝŰŮ ɧŰɘ ůŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ Űɖɠ əɑɜɖůɖɠ ůɤɛŬŰɑɞɡ ůŮ əŮɜŰɟɘəɧ ŭɡɜŬɛɘəɧ Űɞɡ Űɨˊɞɡ (ˊɟɧɓɚɖɛŬ Űɞɡ 

Kepler), Űɞ ŭɘɎɜɡůɛŬ Laplace-Runge-Lenz (LRL), , ŮɑɜŬɘ ůŰŬɗŮɟɎ Űɖɠ əɑɜɖůɖɠ. 

ȷɜŬűŮɟɧɛŬůŰŮ ůŮ ɛɖ ůɢŮŰɘəɘůŰɘəɐ əɑɜɖůɖ. 

 

ȿɨůɖ 

ɇɞ ɧŰɘ Űɞ ŭɘɎɜɡůɛŬ LRL ŮɑɜŬɘ ůŰŬɗŮɟɎ Űɖɠ əɑɜɖůɖɠ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŭŮɘɢŰŮɑ ɛŮ ɢɟɐůɖ Űɞɡ ɗŮɤɟɐɛŬŰɞɠ Űɖɠ Noether 

ɏɜŮəŬ ɡˊɎɟɝŮɤɠ əɎˊɞɘŬɠ ŬůɡɜɐɗɘůŰɖɠ ůɡɛɛŮŰɟɑŬɠ. ɇɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ Űɞɡ Kepler ŮɑɜŬɘ ɛŬɗɖɛŬŰɘəɎ ɘůɞŭɨɜŬɛɞ ɛŮ 

ůɤɛɎŰɘɞ ˊɞɡ əɘɜŮɑŰŬɘ ŮɚŮɨɗŮɟɞ ˊɎɜɤ ůŮ ůűŬɑɟŬ ůŮ ŰŮŰɟŬŭɘɎůŰŬŰɞ ɢɩɟɞ. ɇɞ ůɨůŰɖɛŬ ŮɑɜŬɘ ůɡɛɛŮŰɟɘəɧ ɡˊɧ 

Űɖɜ ŮˊɑŭɟŬůɖ ɞɟɘůɛɏɜɤɜ ˊŮɟɘůŰɟɞűɩɜ ůŮ ŬɡŰɧɜ Űɞɜ ŰŮŰɟŬŭɘɎůŰŬŰɞ ɢɩɟɞ, ɡˊɎɟɢŮɘ ůɡɛɛŮŰɟɑŬ SO(4). ȷɡŰɧ 

ɞŭɖɔŮɑ ůŰɖ ŭɘŬŰɐɟɖůɖ Űɞɡ ˊŬɟŬˊɎɜɤ ŭɘŬɜɨůɛŬŰɞɠ. Ⱥŭɩ ɗŬ ŬəɞɚɞɡɗɐůɞɡɛŮ Űɖɜ Ŭˊɚɐ ɗŮɩɟɖůɖ, ɢɤɟɑɠ Űɖ ɢɟɐůɖ 

Űɖɠ ˊŬɟŬˊɎɜɤ ůɡɛɛŮŰɟɑŬɠ. ȷɜ əŮɜŰɟɘəɐ ŭɨɜŬɛɖ  ŬůəŮɑŰŬɘ ůŮ ůɤɛɎŰɘɞ ɛɎɕŬɠ ɛŮ ɞɟɛɐ , ɏɢɞɡɛŮ Űɞɜ 

ɜɧɛɞ Űɞɡ ɁŮɨŰɤɜŬ  

 

 .  (4.19) 

 

ȼ ůŰɟɞűɞɟɛɐ  ŭɘŬŰɖɟŮɑŰŬɘ Ŭűɞɨ ɏɢɞɡɛŮ əŮɜŰɟɘəɐ ŭɨɜŬɛɖ, ɎɟŬ , Ůˊɞɛɏɜɤɠ ɛŮ ɢɟɐůɖ 

ŬɡŰɐɠ Űɖɠ ůɢɏůɖɠ əŬɘ ɗɏŰɞɜŰŬɠ , əŬɘ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɩɜŰŬɠ Űɖɜ ŰŬɡŰɧŰɖŰŬ 

, ɓɟɑůəɞɡɛŮ 

 

  (4.20) 

 

ɀŮ ɢɟɐůɖ əŬɘ Űɖɠ ŰŬɡŰɧŰɖŰŬɠ  əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɖ ůɢɏůɖ 

 

 .  (4.21) 

 

ɆŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ Űɖɠ əŮɜŰɟɘəɐɠ ŭɨɜŬɛɖɠ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ ɧˊɤɠ ůŰɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ Űɞɡ Kepler, ŭɖɚŬŭɐ ɧŰŬɜ ɏɢɞɡɛŮ 

, əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ, ŰŮɚɘəɩɠ, ůŰɖ ůɢɏůɖ 

 

 .  (4.22) 

 

ɇɞ ɆɢɐɛŬ 4.1 ˊɞɡ ŬəɞɚɞɡɗŮɑ ŭɑɜŮɘ əɎˊɞɘŮɠ ŮɝɖɔɐůŮɘɠ ɔɘŬ ŰŬ ŭɘɎűɞɟŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ ˊɞɡ ɡˊŮɘůɏɟɢɞɜŰŬɘ ůŰɞ 

ˊɟɧɓɚɖɛŬ Űɤɜ ŮɚɚŮɘˊŰɘəɩɜ Űɟɞɢɘɩɜ Kepler, ůŮ ŭɘɎűɞɟŬ ůɖɛŮɑŬ Űɖɠ ŰɟɞɢɘɎɠ. 
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ɆɢɐɛŬ 4.1 ȹɘɎɜɡůɛŬ  L-R-L ůŰɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ Kepler. 

 

ɇɞ ŭɘŬŰɖɟɞɨɛŮɜɞ ŬɡŰɧ ŭɘɎɜɡůɛŬ ŭŮɜ ɓɟɏɗɖəŮ ɔɘŬ ˊɟɩŰɖ űɞɟɎ Ŭˊɧ Űɞɡɠ ŰɟŮɘɠ Űɤɜ ɞˊɞɑɤɜ Űɞ ɧɜɞɛŬ űɏɟŮɘ. 

ȰɢŮɘ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɖɗŮɑ Ŭˊɧ Űɞɜ W. Lenz ůŮ ɛɘŬ ŮɟɔŬůɑŬ Űɞɡ ůɢŮŰɘəɐ ɛŮ Űɖɜ ˊŬɚɘɎ əɓŬɜŰɘəɐ ɗŮɩɟɖůɖ Űɞɡ ŬŰɧɛɞɡ 

Űɞɡ ɡŭɟɞɔɧɜɞɡ. Ƀ W. Pauli ɛŮ ɢɟɐůɖ ŬɡŰɞɨ Űɞɡ ŭɘŬɜɨůɛŬŰɞɠ (ɛŮ ŮɘůŬɔɤɔɐ ŰŮɚŮůŰɩɜ əŬɘ Űɖɠ ɗŮɤɟɑŬɠ Űɤɜ 

ɛɖŰɟɩɜ) ɓɟɐəŮ Űɘɠ ŮɜŮɟɔŮɘŬəɏɠ ůŰɎɗɛŮɠ Űɞɡ ŬŰɧɛɞɡ Űɞɡ ɡŭɟɞɔɧɜɞɡ ɢɤɟɑɠ Űɖ ɢɟɐůɖ Űɖɠ Ůɝɑůɤůɖɠ Űɞɡ 

Schroedinger. ȷɡŰɧ ɏɔɘɜŮ ɚɑɔɞ ˊɟɘɜ əɎɜŮɘ Űɞ ɑŭɘɞ ɞ Schroedinger ɛŮ ɢɟɐůɖ Űɖɠ Ůɝɑůɤůɐɠ Űɞɡ. ȺɑɜŬɘ ŮɜŭɘŬűɏɟɞɜ 

ɧŰɘ ɛŮ ɢɟɐůɖ ŬɡŰɞɨ Űɞ ŭɘŬɜɨůɛŬŰɞɠ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɓɟŮɘ, ŮɡəɞɚɧŰŮɟŬ, ŭɘɎűɞɟŮɠ ůɢɏůŮɘɠ Űɖɠ əɑɜɖůɖɠ Űɨˊɞɡ Kepler 

əŬɘ Űɖ ůɢɏůɖ ˊɞɡ ˊŮɟɘɔɟɎűŮɘ Űɘɠ Űɟɞɢɘɏɠ, ŭɖɚŬŭɐ Űɖɜ  ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ɖ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ŰɟɞɢɘɎɠ ůŮ ŮˊɑˊŮŭŮɠ 

ˊɞɚɘəɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ. 

3. ŪŮɩɟɖɛŬ Űɞɡ Bertrand  

ɇɞ ɗŮɩɟɖɛŬ (Űɞɡ) Bertrand ɚɏŮɘ ɧŰɘ, ůŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ Űɖɠ əŮɜŰɟɘəɐɠ əɑɜɖůɖɠ ɖ əɑɜɖůɖ ŮɑɜŬɘ əɚŮɘůŰɐ 

(ŮˊŬɜŬɚŬɛɓŬɜɧɛŮɜɖ) ŰɟɞɢɘɎ, ɛɧɜɞɜ ɧŰŬɜ ɖ ŭɨɜŬɛɖ ŮɑɜŬɘ ŮɚəŰɘəɐ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ  ɧˊɞɡ  ɐ . 

ȹɖɚŬŭɐ ůŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ Űɖɠ əɑɜɖůɖɠ Űɨˊɞɡ Kepler ɐ əɑɜɖůɖɠ ɡˊɧ Űɖɜ ŮˊɑŭɟŬůɖ ŭɨɜŬɛɖɠ Űɨˊɞɡ Hook, 

ɘůɞŰɟɞˊɘəɧɠ Ŭɟɛɞɜɘəɧɠ ŰŬɚŬɜŰɤŰɐɠ (ůŮ ŰɟŮɘɠ ŭɘŬůŰɎůŮɘɠ). 

 

ȿɨůɖ 

ɈˊɎɟɢɞɡɜ ŭɘɎűɞɟɞɘ Űɟɧˊɞɘ ŬɜŰɘɛŮŰɩˊɘůɖɠ Űɞɡ ˊɟɞɓɚɐɛŬŰɞɠ ŮəŰɧɠ Űɞɡ Ŭɟɢɘəɞɨ Űɟɧˊɞɡ ˊɞɡ ŬəɞɚɞɨɗɖůŮ ɞ 

Bertrand. ȷəɞɚɞɡɗɞɨɛŮ ɏɜŬɜ Ŭˊɧ ŬɡŰɞɨɠ. ŪŮɤɟɞɨɛŮ ɧŰɘ ŮɑɜŬɘ ɔɜɤůŰɧ ɧŰɘ ɖ əɑɜɖůɖ ɔɑɜŮŰŬɘ ůŰɞ ŮˊɑˊŮŭɞ əŬɘ 

ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɞɨɛŮ ˊɞɚɘəɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ . 

ŪŮɤɟɞɨɛŮ ɧŰɘ ŮɑɜŬɘ ɔɜɤůŰɧ ˊɤɠ ŭɘŬŰɖɟŮɑŰŬɘ ɖ ŮɜɏɟɔŮɘŬ  əŬɘ ɖ ůŰɟɞűɞɟɛɐ  ˊŮɟɑ ɎɝɞɜŬ əɎɗŮŰɞ ůŰɞ 

ŮˊɑˊŮŭɞ əɑɜɖůɖɠ, ɞ ɞˊɞɑɞɠ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊɧ Űɞ ŮɚəŰɘəɧ əɏɜŰɟɞ. ŪɏŰɞɜŰŬɠ  əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɖɜ çŮɝɑůɤůɖ 

ŮɜɏɟɔŮɘŬɠè  

 

 .  (4.23) 

 

ȷɡŰɐ ɖ ůɢɏůɖ ɛŬɠ ɚɏŮɘ ɧŰɘ ŮɑɜŬɘ ůŬɜ ɜŬ ɏɢɞɡɛŮ ɛɞɜɞŭɘɎůŰŬŰɖ əɑɜɖůɖ ɡɚɘəɞɨ ůɖɛŮɑɞɡ ɛɎɕŬɠ ɑůɖɠ ɛŮ Űɖ 

ɛɞɜɎŭŬ, ɛɏůŬ ůŮ çŮɜŮɟɔɧè (ɘůɞŭɨɜŬɛɞ) ŭɡɜŬɛɘəɧ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ  

 

 .  (4.24) 

 

ɆŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ ŬɜŰɑ ɔɘŬ  ɗŬ ɔɟɎűɞɡɛŮ Ŭˊɚɩɠ . ɂŬɜŬɔɟɎűɞɡɛŮ Űɖɜ Ⱥɝ. (4.23) ůŰɖ ɛɞɟűɐ 
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 .  (4.25) 

 

ŪŮɤɟɞɨɛŮ Űɞɜ ŭɘůŭɘɎůŰŬŰɞ ɢɩɟɞ ɛŮ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ , ɞɡůɘŬůŰɘəɎ ˊɟɧəŮɘŰŬɘ ɔɘŬ ɏɜŬ 

Ůɑŭɞɠ ŭɘůŭɘɎůŰŬŰɞɡ ɢɩɟɞɡ Űɤɜ űɎůŮɤɜ. ɄɟɞűŬɜɩɠ ɏɢɞɡɛŮ 

 

 .  (4.26) 

 

ȷˊɧ Űɞɜ ɞɟɘůɛɧ Űɞɡ  ˊɟɞəɨˊŰŮɘ ɧŰɘ ŮɜŭɘŬűɏɟŮɘ ɖ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ˊɞɡ . 

ɆŰɞɜ ŭɘůŭɘɎůŰŬŰɞ ŬɡŰɧ ɢɩɟɞ ɖ Ⱥɝ. (4.26) ˊŬɟɘůŰɎɜŮŰŬɘ Ŭˊɧ ɛɘŬ ůɡɜŮɢɐ (űŬůɘəɐ) əŬɛˊɨɚɖ ůɡɛɛŮŰɟɘəɐ 

ɤɠ ˊɟɞɠ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ . ȰɜŮəŬ Űɖɠ ůɡɛɛŮŰɟɑŬɠ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ˊŮɟɘɞɟɘůŰɞɨɛŮ ɛɧɜɞ ůŰɞɜ ɏɜŬ əɚɎŭɞ ŬɡŰɧɜ ɛŮ 

. ȷɜ ɖ Űɘɛɐ Űɖɠ ŮɜɏɟɔŮɘŬɠ  ŮɑɜŬɘ ŰɏŰɞɘŬ ˊɞɡ ɖ əŬɛˊɨɚɖ , ŰɟɞɢɘɎ Űɞɡ ůɤɛŬŰɑɞɡ ůŮ ˊɞɚɘəɏɠ 

ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ, ŮɑɜŬɘ əɚŮɘůŰɐ, ŰɧŰŮ ɖ ˊŬɟŬˊɎɜɤ űŬůɘəɐ əŬɛˊɨɚɖ ˊŮɟɜɎ Ŭˊɧ ŭɡɞ ůɖɛŮɑŬ ŰŬ  əŬɘ  

ˊɞɡ ɓɟɑůəɞɜŰŬɘ ˊɎɜɤ ůŰɞɜ ɎɝɞɜŬ . Ƚůɢɨɞɡɜ, . ɇŬ  ŮɑɜŬɘ 

ˊŮˊŮɟŬůɛɏɜŬ əŬɘ ŮɑɜŬɘ ɖ ŮɚɎɢɘůŰɖ əŬɘ ɖ ɛɏɔɘůŰɖ Űɘɛɐ Űɞɡ  ́ ɞɡ ŬɜŰɘůŰɞɘɢŮɑ ůŰɖ ɛɏɔɘůŰɖ əŬɘ ŮɚɎɢɘůŰɖ Űɘɛɐ Űɞɡ 

 əŬŰɎ ɛɐəɞɠ Űɖɠ əɚŮɘůŰɐɠ űŬůɘəɐɠ əŬɛˊɨɚɖɠ . ȷɡŰɎ ŬɜŰɘůŰɞɘɢɞɨɜ ůŰɞ ˊŮɟɑəŮɜŰɟɞ əŬɘ Űɞ 

ŬˊɧəŮɜŰɟɞ Űɖɠ əŬɛˊɨɚɖɠ , ŭɖɚŬŭɐ ůŰŬ ŬɣɘŭɤŰɎ (apsidal) Űɖɠ ůɖɛŮɑŬ. ȷˊɧ Űɞɜ ɞɟɘůɛɧ ˊɟɞəɨˊŰŮɘ ɧŰɘ 

. ȼ ŮˊɘűɎɜŮɘŬ ˊɞɡ ˊŮɟɘəɚŮɑŮŰŬɘ Ŭˊɧ ŬɡŰɐ Űɖɜ əɚŮɘůŰɐ űŬůɘəɐ əŬɛˊɨɚɖ ŮɑɜŬɘ 

 

 .  (4.27) 

 

ȷˊɧ Űɖɜ Ⱥɝ. (4.26) ˊɟɞəɨˊŰŮɘ ɖ ůɢɏůɖ 

 

  (4.28) 

 

Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ ɖ ɔɤɜɑŬ ɛŮŰŬɝɨ ŭɡɞ ŭɘŬŭɞɢɘəɩɜ ŬˊɧəŮɜŰɟɤɜ ɐ ˊŮɟɑəŮɜŰɟɤɜ ŭɑɜŮŰŬɘ Ŭˊɧ Űɖ ůɢɏůɖ 

 

  (4.29) 

 

ȷˊɧ Űɘɠ Ⱥɝ. (4.27), (4.29) ˊɟɞəɨˊŰŮɘ ɧŰɘ ɘůɢɨŮɘ 

 

 .  (4.30) 

 

ũɘŬ əɎˊɞɘŮɠ Űɘɛɏɠ Űɖɠ ŮɜɏɟɔŮɘŬɠ Űɞ  ɞˊɧŰŮ ɖ  ŮəŰŮɑɜŮŰŬɘ ůŰɞ ɎˊŮɘɟɞ, ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ əɚŮɘůŰɐ 

(ŮˊŬɜŬɚŬɛɓŬɜɧɛŮɜɖ) ŰɟɞɢɘɎ. ɆŮ ŬɡŰɐ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɡˊɎɟɢŮɘ ɛɧɜɞ ɏɜŬ ŬɣɘŭɤŰɧ ůɖɛŮɑɞ Űɞ ˊŮɟɑəŮɜŰɟɞ. ȷűɞɨ 

 ɗŬ ɏɢɞɡɛŮ  əŬɘ ɔɘŬ Űɞ ŮɛɓŬŭɧɜ Űɖɠ Ⱥɝ. (4.27) ůŰɞɜ űŬůɘəɧ ɢɩɟɞ ɏɢɞɡɛŮ  
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 .  (4.31) 

 

ȼ Ⱥɝ. (4.29) ɔɑɜŮŰŬɘ 

 

  (4.32) 

 

 ŮɑɜŬɘ ɖ ɔɤɜɑŬ ɛŮŰŬɝɨ Űɖɠ ŬůɨɛˊŰɤŰɖɠ (ŮɡɗŮɑŬɠ) Űɖɠ ŰɟɞɢɘɎɠ  əŬɘ Űɖɠ ŮɡɗŮɑŬɠ ɛŮŰŬɝɨ Űɞɡ 

ŮɚəŰɘəɞɨ əɏɜŰɟɞɡ əŬɘ Űɞɡ ůɖɛŮɑɞɡ Űɖɠ əŬɛˊɨɚɖɠ ˊɞɡ ŬˊɏɢŮɘ ŮɚɎɢɘůŰɖ ŬˊɧůŰŬůɖ Ŭˊɧ ŬɡŰɧ (ˊŮɟɑəŮɜŰɟɞ). 

ŪŬ ŮɝŮŰɎůɞɡɛŮ Űɘɠ űŬůɘəɏɠ əŬɛˊɨɚŮɠ  ɔɘŬ ɛɘəɟɏɠ ŬˊɞəɚɑůŮɘɠ Űɞɡɠ Ŭˊɧ Űɖɜ ɛɞɟűɐ Űɞɡɠ ɔɘŬ 

ŮɡůŰŬɗɐ əɡəɚɘəɐ əɑɜɖůɖ. ũɘŬ əɡəɚɘəɏɠ Űɟɞɢɘɏɠ  ɏɢɞɡɛŮ , ŭɘɧŰɘ ŰɧŰŮ 

ůŰŬɗŮɟɧ. Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ ɖ ŮɜɏɟɔŮɘŬ ɔɘŬ əɡəɚɘəɐ ŰɟɞɢɘɎ ŮɑɜŬɘ ůɨɛűɤɜŬ ɛŮ Űɖɜ Ⱥɝ. (4.25) ɧˊɞɡ Űɞ  

ŮɑɜŬɘ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ŬəɟɧŰŬŰɞɡ Űɖɠ , ŭɖɚŬŭɐ  ũɘŬ ŮɡůŰŬɗŮɑɠ əɡəɚɘəɏɠ Űɟɞɢɘɏɠ ɛˊɞɟŮɑ 

ɜŬ ŭŮɘɢŰŮɑ ɧŰɘ ɘůɢɨŮɘ . ɉɟɖůɘɛɞˊɞɘɞɨɛŮ Űɖɜ Ⱥɝ. (4.24) əŬɘ ɓɟɑůəɞɡɛŮ ɧŰɘ Űɞ  

ˊɟɞůŭɘɞɟɑɕŮŰŬɘ Ŭˊɧ Űɖ ůɢɏůɖ 

 

 .  (4.33) 

 

ȼ ŮɜɏɟɔŮɘŬ ɔɘŬ əɡəɚɘəɐ ŰɟɞɢɘɎ ŭɑɜŮŰŬɘ Ŭˊɧ Űɖ ůɢɏůɖ 

 

 .  (4.34) 

 

ȼ ůɡɜɗɐəɖ ŮɡůŰɎɗŮɘŬɠ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ 

 

 .  (4.35) 

 

ȼ əŬɛˊɨɚɖ ůŰɞɜ ɢɩɟɞ  ɔɘŬ əɡəɚɘəɐ ŰɟɞɢɘɎ ŮɑɜŬɘ ɏɜŬ ůɖɛŮɑɞ Űɞ . ȷɜ ɖ ŮɜɏɟɔŮɘŬ ɛŮŰŬɓɚɖɗŮɑ 

əŬŰɎ ɛɘəɟɐ ˊɞůɧŰɖŰŬ  ɏŰůɘ ˊɞɡ ůŰɟɞűɞɟɛɐ  ɜŬ ɛŮɑɜŮɘ ůŰŬɗŮɟɐ, ɏɢɞɡɛŮ ɧŰɘ 

, ɞˊɧŰŮ ɔɘŬ Űɖ űŬůɘəɐ əŬɛˊɨɚɖ ɏɢɞɡɛŮ 

 

 .  (4.36) 

 

ȷɜŬˊŰɨůůɞɡɛŮ Űɞ ŭɡɜŬɛɘəɧ  ůŮ ůŮɘɟɎ Taylor ɛɏɢɟɘ Űɖ ŭŮɨŰŮɟɖ ŰɎɝɖ ůŰɖɜ ˊŮɟɘɞɢɐ Űɞɡ  əŬɘ 

ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɞɨɛŮ Űɖ ůɡɜɗɐəɖ ɔɘŬ əɡəɚɘəɏɠ Űɟɞɢɘɏɠ ɞˊɧŰŮ əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɖ ůɢɏůɖ 
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 .  (4.37) 

 

ɉɟɖůɘɛɞˊɞɘɞɨɛŮ Űɖ ůɢɏůɖ  əŬɘ əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɞ ɧŰɘ ɏɢɞɡɛŮ űŬůɘəɐ əŬɛˊɨɚɖ ɖ ɞˊɞɑŬ ŮɑɜŬɘ 

ɏɚɚŮɘɣɖ ɛŮ əɏɜŰɟɞ Űɞ  əŬɘ ɖɛɘɎɝɞɜŮɠ  

 

  (4.38) 

 

ɈˊɞɚɞɔɑɕɞɡɛŮ Űɖ ɔɤɜɑŬ  ɛŮŰŬɝɨ Űɞɡ ŬˊɧəŮɜŰɟɞɡ əŬɘ Űɞɡ Ŭɛɏůɤɠ ŮˊɧɛŮɜɞɡ ˊŮɟɑəŮɜŰɟɞɡ ɛŮ ɢɟɐůɖ Űɖɠ 

ůɢɏůɖɠ 

 

 .  (4.39) 

 

ȼ ŮˊɘűɎɜŮɘŬ ˊɞɡ ˊŮɟɘəɚŮɑŮŰŬɘ Ŭˊɧ Űɖ űŬůɘəɐ əŬɛˊɨɚɖ ŮɑɜŬɘ 

 

 
. 

(4.40) 

 

ɀŮ ɢɟɐůɖ Űɖɠ Ⱥɝ. (4.30) ɓɟɑůəɞɡɛŮ, 

 

 
.  

(4.41) 

 

ũŮɜɘəɩɠ ɖ ɔɤɜɑŬ  ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ Ŭˊɧ Űɖɜ ŮɜɏɟɔŮɘŬ  əŬɘ Űɖ ůŰɟɞűɞɟɛɐ , . 

ɄɟɏˊŮɘ ɜŬ ɓɟŮɗŮɑ ŰɏŰɞɘŬ ŭɡɜŬɛɘəɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ (ŭɡɜŬɛɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ, ŭɖɚŬŭɐ ŭɡɜŬɛɘəɧ) ɩůŰŮ ɖ ɔɤɜɑŬ ŬɡŰɐ 

ɜŬ ɛɖɜ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ Ŭˊɧ ŬɡŰɏɠ Űɘɠ ˊɞůɧŰɖŰŮɠ. ȷɡŰɧ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɔɑɜŮɘ Ŭɜ  

 

 .  (4.42) 

 

ɀŮ ɢɟɐůɖ əŬɘ Űɖɠ Ⱥɝ. (4.33) əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɖ ůɢɏůɖ 

 

  (4.43) 

 

ȷˊŬɘŰɞɨɛŮ ŬɡŰɐ ɖ ůɢɏůɖ ɜŬ ɘůɢɨŮɘ ůŮ ɧɚɖ Űɖɜ ŮˊɘŰɟŮˊŰɐ ˊŮɟɘɞɢɐ Űɘɛɩɜ ɔɘŬ Űɞ . ȷɡŰɧ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ 

ŬɡŰɐ ɖ Ůɝɑůɤůɖ ŮɑɜŬɘ ůŰɖɜ ɞɡůɑŬ ŭɘŬűɞɟɘəɐ Ůɝɑůɤůɖ ɛŮ ɎɔɜɤůŰɖ (ˊɟɞɠ ˊɟɞůŭɘɞɟɘůɛɧ) ůɡɜɎɟŰɖůɖ Űɞ , 
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ɢɤɟɑɠ Űɞɜ ˊŮɟɘɞɟɘůɛɧ ˊɞɡ ŬɜŬűɏɟŮŰŬɘ ůŰɖ ɗɏůɖ . ȺɨəɞɚŬ ɓɟɑůəɞɡɛŮ ɧŰɘ ɖ ɚɨůɖ Űɖɠ ŮɑɜŬɘ 

 

. 

 

ũɘŬ  ɝŮəɘɜɞɨɛŮ Ŭˊɧ Űɖ ŭɘŬűɞɟɘəɐ Ůɝɑůɤůɖ əŬɘ ɓɟɑůəɞɡɛŮ Űɖ ɚɨůɖ ɔɘŬ Űɞ ŭɡɜŬɛɘəɧ ɖ ɞˊɞɑŬ ŮɑɜŬɘ 

ɚɞɔŬɟɘɗɛɘəɐɠ ɛɞɟűɐɠ,  ɎɟŬ əŬɘ . ȼ ŰɟɞɢɘɎ ˊɞɡ ˊɟɞəɨˊŰŮɘ ŮɑɜŬɘ ˊŮɟɘɞɟɘůɛɏɜɖ (ŭŮɜ ˊɎŮɘ ůŰɞ 

ɎˊŮɘɟɞ) ŬɚɚɎ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ əɚŮɘůŰɐ ɞˊɧŰŮ ŬˊɞɟɟɑˊŰŮŰŬɘ. ũɘŬ ŬˊɚɞɨůŰŮɡůɖ ɔɟɎűɞɡɛŮ Űɖ ɚɨůɖ ůŰɖ ɛɞɟűɐ 

 

 .  (4.44) 

 

ȷˊɧ Űɖ ůɡɜɗɐəɖ ŮɡůŰɎɗŮɘŬɠ Ⱥɝ. (4.35) ˊɟɞəɨˊŰŮɘ ɧŰɘ , ɞˊɧŰŮ Ŭűɞɨ  ɗŬ ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ 

ɘůɢɨŮɘ ɧŰɘ .  

ȷɜŰɘəŬɗɘůŰɞɨɛŮ Űɞ  ůŰɖɜ Ⱥɝ. (4.41) əŬɘ ɓɟɑůəɞɡɛŮ 

 

 .  (4.45) 

 

ũɘŬ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ŬɡŰɏɠ ɞɘ ŮɚŬűɟɎ ŭɘŬŰŬɟŬɔɛɏɜŮɠ (ůŮ ůɢɏůɖ ɛŮ Űɖɜ əɡəɚɘəɐ) Űɟɞɢɘɏɠ əɚŮɘůŰɏɠ (ŭɖɚŬŭɐ 

ŮˊŬɜŬɚŬɛɓŬɜɧɛŮɜŮɠ), ˊɟɏˊŮɘ Űɞ  ɜŬ ŮɑɜŬɘ ɟɖŰɧɠ Ŭɟɘɗɛɧɠ (ˊɖɚɑəɞ ŬəŮɟŬɑɤɜ). ȳɛɤɠ ɔɘŬ ɜŬ ɞŭɖɔŮɑ Űɞ 

ŭɡɜŬɛɘəɧ ůŮ ˊŮɟɘɞɟɘůɛɏɜŮɠ Űɟɞɢɘɏɠ ˊɞɡ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ɧɚŮɠ əɚŮɘůŰɏɠ ˊɟɏˊŮɘ ɖ ɔɤɜɑŬ  ɜŬ ŮɑɜŬɘ ŬɜɎɚɞɔɖ Űɞɡ , ɧˊɞɡ 

ɞ ůɡɜŰŮɚŮůŰɐɠ ŬɜŬɚɞɔɑŬɠ (ɧˊɤɠ ůŰɖɜ Ⱥɝ. (4.45)) ɜŬ ŮɑɜŬɘ ɟɖŰɧɠ Ŭɟɘɗɛɧɠ, ɧɢɘ ɛɧɜɞ ɔɘŬ Űɘɠ ŮɚŬűɟɎ ŭɘŬŰŬɟŬɔɛɏɜŮɠ 

Űɟɞɢɘɏɠ ˊɞɡ ŬɜŬűŮɟɗɐəŬɛŮ ůŰŬ ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜŬ, ŬɚɚɎ ɔɘŬ əɎɗŮ ˊŮɟɘɞɟɘůɛɏɜɖ ŰɟɞɢɘɎ. ɆɡɜɞɣɑɕɞɡɛŮ, ɖ ůɢɏůɖ ˊɞɡ 

ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ɘůɢɨŮɘ ɔɘŬ Űɘɠ əɚŮɘůŰɏɠ Űɟɞɢɘɏɠ, ŭɖɚŬŭɐ ɖ ůɢɏůɖ (4.45) ŭŮɑɝŬɛŮ ɧŰɘ ɘůɢɨŮɘ ɛɧɜɞ ɔɘŬ  ˊɞɡ ŭŮɜ 

ŭɘŬűɏɟŮɘ ˊɞɚɨ Ŭˊɧ Űɞ . ɉɟŮɘɎɕŮŰŬɘ ɜŬ ɓɟɞɨɛŮ ɔŮɜɘəɧŰŮɟŮɠ ůɡɜɗɐəŮɠ ɔɘŬ Űɘɠ ɞˊɞɑŮɠ əɎɗŮ ˊŮɟɘɞɟɘůɛɏɜɖ 

ŰɟɞɢɘɎ ŮɑɜŬɘ əɚŮɘůŰɐ. 

ũɘŬ ŭɡɜŬɛɘəɧ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ Űɖɠ Ⱥɝ. (4.44), Űɞ  ˊɟɞůŭɘɞɟɑɕŮŰŬɘ Ŭˊɧ Űɖɜ Ⱥɝ. (4.33) Ŭˊɧ ɧˊɞɡ ɏɢɞɡɛŮ 

 

 .  (4.46) 

 

ȷˊɧ ŬɡŰɐ Űɖ ůɢɏůɖ ˊɟɞəɨˊŰŮɘ ɧŰɘ ŰŬ  ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ɛŮŰŬɝɨ Űɞɡɠ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŬ. ȷűɞɨ , ɘůɢɨŮɘ ɧŰɘ 

. ȰŰůɘ ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ŮɝŮŰɎůɞɡɛŮ ŭɡɞ ˊŮɟɘˊŰɩůŮɘɠ, Ŭ)  əŬɘ ɓ) . ɆŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ 

Ŭ) Űɞ  əŬɘ . 

ȼ ŮɜɏɟɔŮɘŬ ɔɘŬ əɡəɚɘəɐ ŰɟɞɢɘɎ ŮɑɜŬɘ 

 

 .  (4.47) 

 

ɀŮ ɢɟɐůɖ əŬɘ Űɖɠ Ⱥɝ. (4.46) əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɖ ůɢɏůɖ 

 

 .  (4.48) 

 

ũɘŬ Űɞ ɛɞɜɞŭɘɎůŰŬŰɞ ŭɡɜŬɛɘəɧ ɏɢɞɡɛŮ 
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 .  (4.49) 

 

ũɘŬ ŬɟəɞɨɜŰɤɠ ɛɘəɟɏɠ Űɘɛɏɠ Űɞɡ ɏɢɞɡɛŮ ɧŰɘ  əŬɘ ɔɘŬ ŬɟəɞɨɜŰɤɠ ɛŮɔɎɚŮɠ Űɘɛɏɠ Űɞɡ  

əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɖ ůɢɏůɖ . ȷɡŰɐ ɖ ůɡɛˊŮɟɘűɞɟɎ Űɞɡ ŭɡɜŬɛɘəɞɨ əŬɘ ŮˊŮɘŭɐ , ɞŭɖɔɞɨɜ ůŰɞ 

ɧŰɘ ɔɘŬ ŮɜɏɟɔŮɘŮɠ , ŰɏŰɞɘŮɠ ˊɞɡ ɜŬ ɘůɢɨŮɘ ɖ ůɢɏůɖ  ɞɘ Űɟɞɢɘɏɠ ŮɑɜŬɘ ˊɎɜŰɞŰŮ ˊŮɟɘɞɟɘůɛɏɜŮɠ. ɆŰɖ 

ůɡɜɏɢŮɘŬ ɗŬ ŮɝŮŰɎůɞɡɛŮ Űɞ ɧɟɘɞ Űɖɠ űŬůɘəɐɠ əŬɛˊɨɚɖɠ ˊɞɡ ůɡɜŭɏŮŰŬɘ ɛŮ ˊŮɟɘɞɟɘůɛɏɜŮɠ Űɟɞɢɘɏɠ əŬɗɩɠ ɖ 

ŮɜɏɟɔŮɘŬ ŰŮɑɜŮɘ ůŰɞ ɎˊŮɘɟɞ. ũɘŬ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ (ŮˊŬɜŬűɞɟɎɠ) ůŰŬ ɞˊɞɑŬ ŬɜŰɘůŰɞɘɢɞɨɜ ŰŬ  ɧŰŬɜ , 

ɘůɢɨɞɡɜ 

 

  (4.50) 

 

ũɘŬ Űɞɜ ˊɟɞůŭɘɞɟɘůɛɧ Űɖɠ ɞɟɘŬəɐɠ űŬůɘəɐɠ əŬɛˊɨɚɖɠ ɧŰŬɜ , ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɞɨɛŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ 

ŮɜɏɟɔŮɘŬɠ, Ⱥɝ. (4.23) əŬɘ Űɖɜ Ⱥɝ. (4.44) ɞˊɧŰŮ ɓɟɑůəɞɡɛŮ 

 

 . (4.51) 

 

ȷűɞɨ , ɧŰŬɜ  ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ŬɔɜɞɐůɞɡɛŮ Űɞɜ ŰɟɑŰɞ ɧɟɞ Űɞɡ ˊɟɩŰɞɡ ɛɏɚɞɡɠ əŬɘ ɛŮ ɢɟɐůɖ 

Űɖɠ ŭŮɨŰŮɟɖɠ ůɢɏůɖɠ Ŭˊɧ Űɖɜ Ⱥɝ. (4.50) ɓɟɑůəɞɡɛŮ 

 

 .  (4.52) 

 

ȷˊɧ ŬɡŰɐɜ ůɡɛˊŮɟŬɑɜɞɡɛŮ ɧŰɘ Űɞ ɧɟɘɞ Űɖɠ űŬůɘəɐɠ əŬɛˊɨɚɖɠ əŬɗɩɠ Űɞ , ŮɑɜŬɘ ɏɜŬ ɖɛɘəɨəɚɘɞ 

ŬəŰɑɜŬɠ . ɃˊɧŰŮ Űɞ ŮɛɓŬŭɧɜ Űɖɠ ˊŮɟɘəɚŮɘɧɛŮɜɖɠ ŮˊɘűɎɜŮɘŬɠ ŮɑɜŬɘ . ȼ ůɡɛˊŮɟɘűɞɟɎ ůŰɞ ɧɟɘɞ 

Űɖɠ ɔɤɜɑŬɠ  ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɓɟŮɗŮɑ Ŭˊɧ Űɘɠ Ⱥɝ. (4.30) əŬɘ (4.39), ɞˊɧŰŮ ɏɢɞɡɛŮ 

 

 .  (4.53) 

 

ɃˊɧŰŮ ůŮ ůɡɜŭɡŬůɛɧ ɛŮ Űɖɜ Ⱥɝ. (4.45) ɓɟɑůəɞɡɛŮ ɧŰɘ ɖ ůɡɜɗɐəɖ ɔɘŬ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ɧɚŮɠ ɞɘ ˊŮɟɘɞɟɘůɛɏɜŮɠ 

Űɟɞɢɘɏɠ əɚŮɘůŰɏɠ ŮɑɜŬɘ 

 

 .  (4.54) 

 

Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ Ŭűɞɨ  ɖ ŭɡɜŬɛɘəɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ (Űɞ ŭɡɜŬɛɘəɧ) ŮɑɜŬɘ 

 

 .  (4.55) 

 

ȷɡŰɧ ŮɑɜŬɘ Űɞ ŭɡɜŬɛɘəɧ Űɞɡ ɘůɞŰɟɞˊɘəɞɨ Ŭɟɛɞɜɘəɞɨ ŰŬɚŬɜŰɤŰɐ. 
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ɇɩɟŬ ɗŬ ŬɜŬɚɨůɞɡɛŮ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɓ) ɛŮ . ȺˊŮɘŭɐ ɘůɢɨŮɘ ɖ ůɡɜɗɐəɖ ŮɡůŰɎɗŮɘŬɠ ɢɟŮɘɎɕŮŰŬɘ 

ɜŬ ŮɝŮŰŬůŰŮɑ ɛɧɜɞ ɖ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ . ɇɞ ɛɞɜɞŭɘɎůŰŬŰɞ ŭɡɜŬɛɘəɧ ŮɑɜŬɘ 

 

 . (4.56) 

 

ũɘŬ ŬɟəɞɨɜŰɤɠ ɛŮɔɎɚŮɠ Űɘɛɏɠ Űɞɡ  ɞ ŮˊɘəɟŬŰɏůŰŮɟɞɠ ɧɟɞɠ ŮɑɜŬɘ ɞ ˊɟɩŰɞɠ, ŭɖɚŬŭɐ . ũɘŬ 

ɛɘəɟɏɠ Űɘɛɏɠ Űɞɡ  Űɞ ŭɡɜŬɛɘəɧ ŬɡŰɧ ŰŮɑɜŮɘ ůŰɞ ɛɖŭɏɜ əŬɘ əɡɟɘŬɟɢŮɑ ɞ ŭŮɨŰŮɟɞɠ ɧɟɞɠ, ŭɖɚŬŭɐ 

. Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ, ɧˊɤɠ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŭɘŬˊɘůŰɤɗŮɑ əŬɘ Ŭˊɧ Űɖɜ Ⱥɝ. (4.48), ɖ ŮɚɎɢɘůŰɖ Űɘɛɐ Űɞɡ 

, ɖ ɞˊɞɑŬ əŬɗɞɟɑɕŮɘ Űɖɜ əɡəɚɘəɐ ŰɟɞɢɘɎ, ŮɑɜŬɘ ŬɟɜɖŰɘəɐ. 

ȳɚŮɠ ɞɘ ˊŮɟɘɞɟɘůɛɏɜŮɠ Űɟɞɢɘɏɠ ɏɢɞɡɜ ŮɜɏɟɔŮɘŮɠ , ůŰɞ ŭɘɎůŰɖɛŬ . ȼ ɞɟɘŬəɐ ŰɟɞɢɘɎ ɔɘŬ 

 ɏɢŮɘ ɛɧɜɞ ɏɜŬ ŬɣɘŭɤŰɧ ůɖɛŮɑɞ ůŮ ˊŮˊŮɟŬůɛɏɜɖ ŬˊɧůŰŬůɖ (Űɞ Ɏɚɚɞ ŮɑɜŬɘ ůŰɞ ɎˊŮɘɟɞ), ŭɘɧŰɘ ůŮ ŬɡŰɐ 

Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ . ȷɡŰɧ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ ɧŰŬɜ  ɖ ŰɟɞɢɘɎ ŮɑɜŬɘ ŬɜɞɘɢŰɐ. Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ  

 

. 

 

ȼ  ŭɑɜŮŰŬɘ Ŭˊɧ Űɖɜ Ⱥɝ. (4.32) ɔɘŬ . Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ ɘůɢɨŮɘ 

 

 .  (4.57) 

 

ȼ  ɓɟɑůəŮŰŬɘ Ŭˊɧ Űɖ ůɢɏůɖ  

 

 .  (4.58) 

 

ȷˊɧ Űɘɠ Ⱥɝ. (4.56) əŬɘ (4.58) ɓɟɑůəɞɡɛŮ ɧŰɘ ɘůɢɨŮɘ ɖ ůɢɏůɖ 

 

 .  (4.59) 

 

ɇɞ ɛɞɜɞŭɘɎůŰŬŰɞ ŭɡɜŬɛɘəɧ ˊŬɑɟɜŮɘ Űɖ ɛɞɟűɐ  

 

 .  (4.60) 

 

ȷˊɧ ŬɡŰɐɜ əŬɘ Űɖɜ Ⱥɝ. (4.57) ɓɟɑůəɞɡɛŮ 
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(4.61) 
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ȾɎɜɞɡɛŮ ŬɚɚŬɔɐ ɛŮŰŬɓɚɖŰɐɠ ůɨɛűɤɜŬ ɛŮ Űɖ ůɢɏůɖ 

 

 .  (4.62) 

 

ȺɑɜŬɘ Ůɨəɞɚɞ ɜŬ ŭɞɨɛŮ ɧŰɘ ɘůɢɨŮɘ 

 

 .  (4.63) 

 

ɀŮ Űɞɜ ůɡɜŭɡŬůɛɧ Űɤɜ Űɟɘɩɜ ŰŮɚŮɡŰŬɑɤɜ ůɢɏůŮɤɜ əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɖ ůɢɏůɖ 

 

 .  (4.64) 

 

ȷɡŰɧ Űɞ ŬˊɞŰɏɚŮůɛŬ ůɡɛˊɑˊŰŮɘ ɛŮ ŬɡŰɧ Űɖɠ Ⱥɝ. (4.45) ɛɧɜɞɜ Ŭɜ , ˊɟɎɔɛŬ ˊɞɡ ɘůɢɨŮɘ 

ɛɧɜɞɜ ɧŰŬɜ . Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ ůŮ ŬɡŰɐ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ, Űɞ ŭɡɜŬɛɘəɧ ɔɘŬ ɧɚŮɠ Űɘɠ ˊŮɟɘɞɟɘůɛɏɜŮɠ əɚŮɘůŰɏɠ Űɟɞɢɘɏɠ 

ŮɑɜŬɘ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ 

 

 .  (4.65) 

 

ȷˊɧ ŰŬ ɓŬůɘəɎ ŭɡɜŬɛɘəɎ ˊɞɡ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ůŰɖ űɨůɖ, ˊɟɧəŮɘŰŬɘ ɔɘŬ Űɞ ɜŮɡŰɩɜŮɘɞ ŭɡɜŬɛɘəɧ, 

ůɡɛˊŮɟɘɚŬɛɓŬɜɞɛɏɜɞɡ Űɞɡ ŮɚəŰɘəɞɨ ŭɡɜŬɛɘəɞɨ Coulomb. ɇɞ ůɡɛˊɏɟŬůɛŬ ŮɑɜŬɘ ɧŰɘ ŰŬ ɛɧɜŬ əŮɜŰɟɘəɎ ŭɡɜŬɛɘəɎ 

ŰŬ ɞˊɞɑŬ ɞŭɖɔɞɨɜ ůŮ əɚŮɘůŰɏɠ Űɟɞɢɘɏɠ ŮɑɜŬɘ Űɞ ŭɡɜŬɛɘəɧ Űɨˊɞɡ ɘůɞŰɟɞˊɘəɞɨ Ŭɟɛɞɜɘəɞɨ ŰŬɚŬɜŰɤŰɐ əŬɘ Űɞ 

ɜŮɡŰɩɜŮɘɞɡ Űɨˊɞɡ ŭɡɜŬɛɘəɧ, ůɡɛˊŮɟɘɚŬɛɓŬɜɞɛɏɜɞɡ Űɞɡ ŮɚəŰɘəɞɨ ŭɡɜŬɛɘəɞɨ Coulomb. ȷɡŰɐ ŮɑɜŬɘ ɖ 

ŭɘŬŰɨˊɤůɖ Űɞɡ ɗŮɤɟɐɛŬŰɞɠ Űɞɡ Beltrand. 

4. ŪŮɩɟɖɛŬ virial 

ȼ ɚɏɝɖ virial ŮɑɜŬɘ Ŭˊɧ ŰŬ ȿŬŰɘɜɘəɎ ɧˊɞɡ ůɖɛŬɑɜŮɘ ŭɨɜŬɛɖ ɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ. ŪŬ ŬˊɞŭŮɑɝɞɡɛŮ Űɞ ɗŮɩɟɖɛŬ virial. ȷɡŰɧ 

ŮɑɜŬɘ ɏɜŬ ɢɟɐůɘɛɞ ɗŮɩɟɖɛŬ Űɖɠ ɛɖɢŬɜɘəɐɠ Űɞ ɞˊɞɑɞ ŮɑɜŬɘ ůŰŬŰɘůŰɘəɞɨ ɢŬɟŬəŰɐɟŬ. ɆɡɔəŮəɟɘɛɏɜŬ, ɗŮɤɟɞɨɛŮ ɧŰɘ 

ɏɢɞɡɛŮ ɏɜŬ ůɨůŰɖɛŬ ůɤɛŬŰɑɤɜ ˊɎɜɤ ůŰŬ ɞˊɞɑŬ ŬůəɞɨɜŰŬɘ ŭɡɜɎɛŮɘɠ (ŮɜŮɟɔɖŰɘəɏɠ əŬɘ ŭɡɜɎɛŮɘɠ ŭŮůɛɩɜ). 

ɈˊɞɗɏŰɞɡɛŮ ɧŰɘ ɖ əɘɜɖŰɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ŮɑɜŬɘ ůɡɜɎɟŰɖůɖ ŰŮŰɟŬɔɤɜɘəɐɠ ɛɞɟűɐɠ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɘɠ 

ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ. ɈˊɞɗɏŰɞɡɛŮ Ŭəɧɛɖ ɧŰɘ Űɞ ůɨůŰɖɛŬ ŮəŰŮɚŮɑ əɑɜɖůɖ ůŮ ˊŮˊŮɟŬůɛɏɜɞ ɛɏɟɞɠ Űɞɡ ɢɩɟɞɡ ɛŮ 

ˊŮˊŮɟŬůɛɏɜŮɠ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ, ɛˊɞɟŮɑ Űɞ ůɨůŰɖɛŬ ɜŬ ŮɑɜŬɘ əŬɘ ˊŮɟɘɞŭɘəɧ. ŪŬ ŭŮɑɝɞɡɛŮ ɧŰɘ  

 

. 

 

ɇɞ ŭŮɨŰŮɟɞ ɛɏɚɞɠ ɚɏɔŮŰŬɘ Űɞ (ɐ ɖ) virial (Űɞɡ Clausius) Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ. Ƀɘ ɛɏůɞɘ ɧɟɞɘ ɚŬɛɓɎɜɞɜŰŬɘ ɤɠ 

ˊɟɞɠ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ əŬɘ ɔɘŬ ɢɟɞɜɘəɧ ŭɘɎůŰɖɛŬ ɑůɞ ɛŮ ɛɘŬ ˊŮɟɑɞŭɞ ɐ ɔɘŬ ɢɟɞɜɘəɧ ŭɘɎůŰɖɛŬ ˊɞɡ ŰŮɑɜŮɘ ůŰɞ .  

 

ȿɨůɖ 

ɂŮəɘɜɞɨɛŮ Ŭˊɧ Űɘɠ ůɢɏůŮɘɠ . ɆŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ ɓɟɑůəɞɡɛŮ 
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Ƀ ˊɟɩŰɞɠ ɧɟɞɠ Űɞɡ ŭŮɡŰɏɟɞɡ ɛɏɚɞɡɠ ɔɑɜŮŰŬɘ  

 

. 

 

Ƀ ŭŮɨŰŮɟɞɠ ɧɟɞɠ Űɞɡ ŭŮɡŰɏɟɞɡ ɛɏɚɞɡɠ ɔɑɜŮŰŬɘ, ɛŮ ɢɟɐůɖ Űɞɡ ɗŮɛŮɚɘɩŭɞɡɠ ɜɧɛɞɡ Űɞɡ ɁŮɨŰɤɜŬ,  

 

. 

 

Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ ɓɟɑůəɞɡɛŮ 

 

. 

 

ȿŬɛɓɎɜɞɡɛŮ Űɖ ɛɏůɖ Űɘɛɐ Űɞɡ ˊɟɩŰɞɡ əŬɘ Űɞɡ ŭŮɨŰŮɟɞɡ ɛɏɚɞɡɠ ŬɡŰɐɠ Űɖɠ ůɢɏůɖɠ ɔɘŬ Űɞ ɢɟɞɜɘəɧ 

ŭɘɎůŰɖɛŬ , ɞˊɧŰŮ ɏɢɞɡɛŮ 

 

, 

 

ɃˊɧŰŮ 

 

. 

 

ȷɜ ɖ əɑɜɖůɖ ŮɑɜŬɘ ˊŮɟɘɞŭɘəɐ əŬɘ ɤɠ  ɚɖűɗŮɑ ɛɘŬ ˊŮɟɑɞŭɞɠ, ŰɧŰŮ , ɞˊɧŰŮ Űɞ ŭŮɨŰŮɟɞ ɛɏɚɞɠ 

ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ. ȷɜ ɖ əɑɜɖůɖ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ˊŮɟɘɞŭɘəɐ ŬɚɚɎ ɧɚŮɠ ɞɘ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ əŬɘ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ ŮɑɜŬɘ ˊŮˊŮɟŬůɛɏɜŮɠ 

ɞˊɧŰŮ əŬɘ ɖ  ŮɑɜŬɘ ˊŮˊŮɟŬůɛɏɜɖ (ɎɟŬ ŮɑɜŬɘ űɟŬɔɛɏɜɖ) , ŰɧŰŮ ɚŬɛɓɎɜɞɜŰŬɠ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ  ŬɟəɞɨɜŰɤɠ ɛŮɔɎɚɞ, 

ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ˊɞɨɛŮ ɧŰɘ ɖ ɏəűɟŬůɖ Űɞɡ ŭŮɡŰɏɟɞɡ ɛɏɚɞɡɠ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɔɑɜŮɘ ŬɟəɞɨɜŰɤɠ ɛɘəɟɐ, ŭɖɚŬŭɐ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ 

ɚɖűɗŮɑ ɑůɖ ɛŮ ɛɖŭɏɜ. ȰŰůɘ əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ŰŮɚɘəɩɠ ůŰɖ ůɢɏůɖ 

 

. 

 

ȷɡŰɐ ɖ ůɢɏůɖ ŮəűɟɎɕŮɘ Űɞ ɗŮɩɟɖɛŬ virial.  
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ɄɟɞɓɚɐɛŬŰŬ 

1. ŪŮɤɟɐůŰŮ ůɤɛɎŰɘɞ ɛɎɕŬɠ  ˊɞɡ əɘɜŮɑŰŬɘ ɛɏůŬ ůŮ ŭŮŭɞɛɏɜɞ ˊŮŭɑɞ ɓŬɟɨŰɖŰŬɠ əŬɘ ɖ ŭɡɜŬɛɘəɐ Űɞɡ ŮɜɏɟɔŮɘŬ 

ŮɑɜŬɘ , ŭɖɚŬŭɐ ŬůəŮɑŰŬɘ ˊɎɜɤ Űɞɡ əŮɜŰɟɘəɐ ŭɨɜŬɛɖ. ŪŮɤɟɐůŰŮ ɤɠ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɘɠ 

ůűŬɘɟɘəɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɞɡ ůɤɛŬŰɑɞɡ . ɈˊɞɗɏůŰŮ ɧŰɘ əŬɘ ɧŰɘ ɘůɢɨŮɘ ɖ əɚŬůɘəɐ ɗŮɤɟɑŬ Űɞɡ 

ɁŮɨŰɤɜŬ ɔɘŬ Űɖ ɓŬɟɨŰɖŰŬ. ȸɟŮɑŰŮ Űɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ əŬɘ Ŭˊɧ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɤɜ Euler-Langrange ɓɟŮɑŰŮ Űɘɠ 

ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ ɔɘŬ Űɘɠ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ. ȹŮɑɝŰŮ ɧŰɘ ɖ əɑɜɖůɖ ɔɑɜŮŰŬɘ ůŮ ɏɜŬ ůŰŬɗŮɟɧ ŮˊɑˊŮŭɞ. 

ɆŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ ɡˊɞɗɏůŰŮ ɧŰɘ ɖ əɑɜɖůɖ ɔɑɜŮŰŬɘ ůŰɞ ůŰŬɗŮɟɧ ŮˊɑˊŮŭɞ ɔɘŬ Űɞ ɞˊɞɑɞ , ɞˊɧŰŮ ɞɡůɘŬůŰɘəɎ 

ɛˊɞɟŮɑŰŮ ɜŬ ŮɟɔŬůŰŮɑŰŮ ůŮ ˊɞɚɘəɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ . ɇɩɟŬ ɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ ɛɧɜɞ Ŭˊɧ ŬɡŰɏɠ Űɘɠ 

ŭɡɞ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ . ȹŮɑɝŰŮ ɧŰɘ ŭɘŬŰɖɟŮɑŰŬɘ ɖ ůŰɟɞűɞɟɛɐ ˊŮɟɑ ɎɝɞɜŬ əɎɗŮŰɞ ůŰɞ ŮˊɑˊŮŭɞ 

əɑɜɖůɖɠ ˊɞɡ ˊŮɟɜɎ Ŭˊɧ Űɖɜ Ŭɟɢɐ Űɤɜ Ŭɝɧɜɤɜ. ȹŮɑɝŰŮ ɧŰɘ ŭɘŬŰɖɟŮɑŰŬɘ ɖ ɛɖɢŬɜɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ . ȹŮɑɝŰŮ 

ɧŰɘ ɔɘŬ ŭŮŭɞɛɏɜɖ ůŰɟɞűɞɟɛɐ , ɛˊɞɟŮɑŰŮ ɜŬ ɞɟɑůŮŰŮ ɛɘŬ ŮɜŮɟɔɧ ŭɡɜŬɛɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ ɔɘŬ Űɞ 

ůɤɛɎŰɘɞ ɏŰůɘ ˊɞɡ Űɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ ɜŬ ɔɑɜŮɘ ɛɞɜɞŭɘɎůŰŬŰɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ ɛŮ ɛɧɜɖ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜɖ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɖ Űɞ . ɆŮ 

ɧŰɘ ŬəɞɚɞɡɗŮɑ ɡˊɞŰɑɗŮŰŬɘ ɖ ŰɟɞɢɘɎ ŮɑɜŬɘ ŮɡůŰŬɗɐɠ. ȹŮɑɝŰŮ ɧŰɘ ɧŰŬɜ ɖ ŰɟɞɢɘɎ Űɞɡ ůɤɛŬŰɑɞɡ ŮɑɜŬɘ əɨəɚɞɠ ŬəŰɑɜŬɠ 

 ŰɧŰŮ Űɞ  ŮɑɜŬɘ ŮɚɎɢɘůŰɞ ɔɘŬ . ɄɟɞůŭɘɞɟɑůŰŮ Űɞ . ɆŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ ɡˊɞɗɏůŰŮ ɧŰɘ ɖ ŰɟɞɢɘɎ ŮɑɜŬɘ 

ˊŮɟɑˊɞɡ əɨəɚɞɠ əŬɘ ɧŰɘ Űɞ  ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ Ŭəɟɘɓɩɠ ɑůɞ ɛŮ  ŬɚɚɎ ɡˊɎɟɢŮɘ ɛɘŬ ɛɘəɟɞɨ ˊɚɎŰɞɡɠ ŰŬɚɎɜŰɤůɖ Űɞɡ  

ɛŮ əɏɜŰɟɞ Űɞ . ȷɜŬˊŰɨɝŰŮ Űɖɜ ŮɜŮɟɔɧ ŭɡɜŬɛɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ ůŰɖɜ ˊŮɟɘɞɢɐ Űɞɡ  əŬɘ əɟŬŰɐůŰŮ ɛɏɢɟɘ Űɞɜ ɧɟɞ 

ŭŮɡŰɏɟɞɡ ɓŬɗɛɞɨ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɖɜ ŬˊɞɛɎəɟɡɜůɖ . ȸɟŮɑŰŮ Űɖɜ əɡəɚɘəɐ ůɡɢɜɧŰɖŰŬ çŰŬɚɎɜŰɤůɖɠè Űɞɡ 

, ŭɖɚŬŭɐ Űɖɜ əɡəɚɘəɐ ůɡɢɜɧŰɖŰŬ Űɖɠ ɔɤɜɘŬəɐɠ əɑɜɖůɖɠ . 

ȷˊɧ Űɞ ˊŬɟŬˊɎɜɤ ŬɜɎˊŰɡɔɛŬ Űɖɠ ŮɜŮɟɔɞɨ ŭɡɜŬɛɘəɐɠ ŮɜɏɟɔŮɘŬɠ ˊɟɞůŭɘɞɟɑůŰŮ Űɖɜ əɡəɚɘəɐ ůɡɢɜɧŰɖŰŬ 

Űɖɠ ŬəŰɘɜɘəɐɠ ŰŬɚɎɜŰɤůɖɠ. ȷɜ ŬɡŰɏɠ ɞɘ ŭɡɞ ůɡɢɜɧŰɖŰŮɠ ŮɑɜŬɘ ɑůŮɠ, ŰɧŰŮ ɖ əɑɜɖůɖ ŬɜŰɘůŰɞɘɢŮɑ ůŮ 

ŮˊŬɜŬɚŬɛɓŬɜɧɛŮɜɖ əɚŮɘůŰɐ ůŰŬɗŮɟɐ ŰɟɞɢɘɎ. ȷɜ ɞɘ ŭɡɞ ůɡɢɜɧŰɖŰŮɠ ŭɘŬűɏɟɞɡɜ ɚɑɔɞ, ŰɧŰŮ ɗŬ ŮɑɢŬɛŮ ŬɡŰɧ ˊɞɡ 

ɚɏɛŮ ɛŮŰɎˊŰɤůɖ Űɖɠ ŰɟɞɢɘɎɠ. ȾɎɜŰŮ ŮűŬɟɛɞɔɐ ɔɘŬ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ Űɖɠ əɑɜɖůɖɠ ˊɚŬɜɖŰɩɜ ɞˊɧŰŮ ůɨɛűɤɜŬ ɛŮ 

Űɞɜ ɜɧɛɞ Űɖɠ ˊŬɔəɧůɛɘŬɠ ɏɚɝɖɠ əŬɘ Ŭɜ ɞ ȱɚɘɞɠ ŮɑɜŬɘ ŬəɑɜɖŰɞɠ ŰɧŰŮ ɏɢɞɡɛŮ 

 

.  

 

ȸɟŮɑŰŮ Űɘɠ ŭɡɞ ůɡɢɜɧŰɖŰŮɠ, . ɇɘ ɓɚɏˊŮŰŮ; 

 

ȼ ũŮɜɘəɐ ɆɢŮŰɘəɧŰɖŰŬ ŭɑɜŮɘ ɛɘŬ ɛɘəɟɐ (ɔɘŬ Űɞ ˊɚŬɜɖŰɘəɧ ɛŬɠ ůɨůŰɖɛŬ) ŭɘɧɟɗɤůɖ ɔɘŬ Űɖ ŭɡɜŬɛɘəɐ 

ŮɜɏɟɔŮɘŬ ˊɞɡ ɛˊŬɑɜŮɘ ůŰɖɜ ŬɜɤŰɏɟɤ ɜŮɡŰɩɜŮɘŬ ˊŮɟɘɔɟŬűɐ. Ⱥˊɑůɖɠ ɞ ɢɟɧɜɞɠ ˊɞɡ ɡˊŮɘůɏɟɢŮŰŬɘ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ɞ 

ůɡɜɐɗɖɠ ŬˊɧɚɡŰɞɠ ɢɟɧɜɞɠ,, Űɖɠ ɁŮɡŰɩɜŮɘŬɠ ɛɖɢŬɜɘəɐɠ, ŬɚɚɎ ɞ ɘŭɘɧɢɟɞɜɞɠ Űɖɠ ũŮɜɘəɐɠ ɆɢŮŰɘəɧŰɖŰŬɠ, ɞˊɧŰŮ 

, . Ƀ ɧɟɞɠ ˊɞɡ ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ˊɟɞůŰŮɗŮɑ ůŰɖɜ ŮɜɏɟɔŮɘŬ ɤɠ ɛɘəɟɐ ŭɘɧɟɗɤůɖ ŮɑɜŬɘ 

. ȾɎɜŰŮ Űɖɜ ŬɜɤŰɏɟɤ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ əŬɘ Ŭűɞɨ ˊɟɞůŭɘɞɟɑůŮŰŮ ŰŬ  ɓɟŮɑŰŮ Űɖ ŭɘŬűɞɟɎ Űɞɡɠ 

, ɡˊɞɗɏůŰŮ ɧŰɘ . ȷɡŰɐ ɖ ŭɘŬűɞɟɎ ɏɢŮɘ Űɖ ɛŮɔŬɚɨŰŮɟɖ Űɘɛɐ ɔɘŬ Űɞɜ 

ˊɚŬɜɐŰɖ Ⱥɟɛɐ. ȾɎɜŰŮ ŮűŬɟɛɞɔɐ ɔɘŬ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ Űɞɡ Ⱥɟɛɐ. Ƚůɢɨɞɡɜ, ˊŮɟɑɞŭɞɠ əɑɜɖůɖɠ Űɞɡ Ⱥɟɛɐ ˊŮɟɑ Űɞɜ 

ȱɚɘɞ , ɔɐɘɜɞ ɏŰɞɠ , ɛɎɕŬ ȱɚɘɞɡ , ɛɏůɖ ŬəŰɑɜŬ ŰɟɞɢɘɎɠ 

Űɞɡ Ⱥɟɛɐ , , . ȸɟŮɑŰŮ Űɖ ɔɤɜɑŬ ɛŮŰɎˊŰɤůɖɠ 

ŬɜɎ ˊŮɟɘűɞɟɎ ˊŮɟɑ Űɞɜ ȱɚɘɞ. ŪŬ ɓɟŮɑŰŮ ɧŰɘ ɖ Űɘɛɐ Űɖɠ ɔɤɜɑŬɠ ɛŮŰɎˊŰɤůɖɠ Űɞɡ Ⱥɟɛɐ ůŮ ɢɟɧɜɞ ɑůɞ ɛŮ 100 ɔɐɘɜŬ 

ɢɟɧɜɘŬ ŮɑɜŬɘ 43 ŭŮɨŰŮɟŬ ɚŮˊŰɎ Űɖɠ ɛɞɑɟŬɠ. ɀŮ ɢɟɐůɖ ɚɞɔɘůɛɘəɞɨ ˊŬəɏŰɞɡ ůɢŮŭɘɎůŰŮ Űɖɜ ŰɟɞɢɘɎ Űɞɡ Ⱥɟɛɐ, 

, ɔɘŬ ˊɞɚɚɏɠ ˊŮɟɘűɞɟɏɠ. ȷɜ Űɞ əɟɑɜŮŰŮ, ɛˊɞɟŮɑŰŮ ɜŬ ŭɩůŮŰŮ ɛɖ ɟŮŬɚɘůŰɘəɏɠ Űɘɛɏɠ ɩůŰŮ ɜŬ űŬɜŮɑ ɖ 

ɛŮŰɎˊŰɤůɖ. 

 

2. ɇɞ ŭɘɎůŰɖɛŬ ůŰɖ ɛŮŰɟɘəɐ Schwarzschild ŭɑɜŮŰŬɘ Ŭˊɧ Űɖ ůɢɏůɖ 
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ȼ ɛŮŰɟɘəɐ ŬɡŰɐ ɘůɢɨŮɘ ɔɘŬ Űɞ ŮɝɤŰŮɟɘəɧ ůűŬɘɟɘəɐɠ əŬŰŬɜɞɛɐɠ ɛɎɕŬɠ , ˊɞɡ ɛˊɞɟŮɑ əŬɘ ɜŬ ˊɎɚɚŮŰŬɘ 

ŬəŰɘɜɘəɎ. ɇŬ  ŮɑɜŬɘ ɞɘ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɞɡ ůɡɔəŮəɟɘɛɏɜɞɡ ůɖɛŮɑɞɡ Űɞɡ ŰŮŰɟŬɢɩɟɞɡ. ɇɞ űɡůɘəɧ Űɞɡɠ 

ɜɧɖɛŬ ŮɑɜŬɘ ɧŰɘ ˊɟɧəŮɘŰŬɘ ɔɘŬ Űɘɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Minkowski ɧŰŬɜ ŭŮɜ ɡˊɎɟɢŮɘ ɓŬɟɨŰɖŰŬ, ɐ ŮɑɜŬɘ ɞɘ 

ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ˊɞɡ ŬɜŰɘůŰɞɘɢɞɨɜ ůŮ ˊŬɟŬŰɐɟɖůɖ Ŭˊɧ ˊɞɚɨ ɛŬəɟɘɜɏɠ ŬˊɞůŰɎůŮɘɠ Ŭˊɧ Űɖɜ əŬŰŬɜɞɛɐ ɛɎɕŬɠ, 

ɞˊɧŰŮ ɘůɢɨŮɘ . Ƀɘ ɢɤɟɘəɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ  ŮɑɜŬɘ ɞɘ ɔɜɤůŰɏɠ ůűŬɘɟɘəɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ. 

ɄɟɞůŭɘɞɟɑůŰŮ Űɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ŭɞəɘɛŬůŰɘəɞɨ ůɤɛŬŰɑɞɡ ɛɏůŬ ůŰɞ ˊŬɟŬˊɎɜɤ ˊŮŭɑɞ ɓŬɟɨŰɖŰŬɠ. ɈˊɞɗɏůŰŮ ɧŰɘ 

ŮəŰŮɚŮɑ ˊŮɟɘɞɟɘůɛɏɜɖ əɑɜɖůɖ, ŭɖɚŬŭɐ ŭŮɜ űŰɎɜŮɘ ůŰɞ ɎˊŮɘɟɞ əŬɘ Ůˊɑůɖɠ ŭŮɜ ˊɚɖůɘɎɕŮɘ ˊɞɚɨ əɞɜŰɎ ůŰɞ əɏɜŰɟɞ 

Űɖɠ əŬŰŬɜɞɛɐɠ. ɈˊɞɗɏůŰŮ ɧŰɘ . Ƀ ɢɟɧɜɞɠ ŮɑɜŬɘ ɞ ɘŭɘɧɢɟɞɜɞɠ .ȸɟŮɑŰŮ ŰɟɑŬ ɞɚɞəɚɖɟɩɛŬŰŬ Űɖɠ əɑɜɖůɖɠ. 

ȺɜŰɞˊɑůŰŮ Űɞɜ ˊɟɧůɗŮŰɞ ɧɟɞ ůŰɖɜ ŮɜŮɟɔɧ ŭɡɜŬɛɘəɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ ůŮ ůɢɏůɖ ɛŮ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ Űɖɠ ɛɖ 

ɆɢŮŰɘəɘůŰɘəɐɠ ɀɖɢŬɜɘəɐɠ, ŭɖɚŬŭɐ Űɞɜ ɧɟɞ . ɈˊɞɗɏůŰŮ ɧŰɘ  əŬɘ ŭŮɑɝŰŮ ɧŰɘ 

, əŬɘ  ŮɑɜŬɘ ɏɜŬ ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ ŰɟɞɢɘɎɠ. 

ȷɡŰɐ ɖ ůɢɏůɖ ɔɘŬ ɛɘəɟɧ  ɞŭɖɔŮɑ ůŰɞɜ ɡˊɞɚɞɔɘůɛɧ Űɖɠ ɛŮŰɎˊŰɤůɖɠ Űɖɠ ŰɟɞɢɘɎɠ Ůɜɧɠ ˊɚŬɜɐŰɖ ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ 

, ŰŬ  ŬɜŰɘůŰɞɘɢɞɨɜ ůŰɞ ůɨɜɖɗŮɠ Ŭűɐɚɘɞ əŬɘ ˊŮɟɘɐɚɘɞ (Űɖɠ ˊŮɟɑˊɞɡ) 

ŮɚɚŮɘˊŰɘəɐɠ ŰɟɞɢɘɎɠ. ȷɜ ɡˊɞɗɏůɞɡɛŮ ɧŰɘ ɞ ɛŮɔɎɚɞɠ ɖɛɘɎɝɞɜŬɠ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ ŮɑɜŬɘ  əŬɘ ɖ ŮəəŮɜŰɟɧŰɖŰɎ Űɖɠ 

ŮɑɜŬɘ , ɏɢɞɡɛŮ Űɖ ůɢɏůɖ . ȾɞɘŰɎɝŰŮ Űɞɡɠ ˊɑɜŬəŮɠ ɛŮ ŰŬ ɢŬɟŬəŰɖɟɘůŰɘəɎ Űɤɜ 

ˊɚŬɜɖŰɩɜ ɛŬɠ əŬɘ ŮɝɖɔɐůŰŮ ɔɘŬŰɑ Űɞ űŬɘɜɧɛŮɜɞ ŮɑɜŬɘ ɏɜŰɞɜɞ ɛɧɜɞ ɔɘŬ Űɞɜ Ⱥɟɛɐ. 

 

3. ũɘŬ Űɖɜ əɑɜɖůɖ ůɤɛŬŰɑɞɡ ůŮ əŮɜŰɟɘəɧ ˊŮŭɑɞ ŭɡɜɎɛŮɤɜ ɛŮ ŭɡɜŬɛɘəɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ , ŭŮɑɝŰŮ ɧŰɘ ůŰɖ 

ɛɖ ůɢŮŰɘəɘůŰɘəɐ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɔɘŬ Űɖɜ ŰɟɞɢɘɎ ɏɢɞɡɛŮ Űɖ ůɢɏůɖ, 

 

. 

 

ɇŬ  ŮɑɜŬɘ ɞɘ ɔɜɤůŰɏɠ ˊɞɚɘəɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ɛŮ Ŭɟɢɐ Űɤɜ Ŭɝɧɜɤɜ Űɞ ŮɚəŰɘəɧ əɏɜŰɟɞ. ȺɑɜŬɘ ɔɜɤůŰɧ 

ɧŰɘ Ŭɜ ɗŮɤɟɐůɞɡɛŮ ɧŰɘ ɘůɢɨŮɘ ɞ ɜɧɛɞɠ Űɖɠ ˊŬɔəɧůɛɘŬɠ ɏɚɝɖɠ ɐ əɎˊɞɘɞɠ ŬɜɎɚɞɔɞɠ (ˊ.ɢ. Űɞɡ Coulomb), ŬɡŰɧ 

ɞŭɖɔŮɑ ůŰɖɜ ˊŬɟŬəɎŰɤ ɚɨůɖ ɖ ɞˊɞɑŬ ŮəűɟɎɕŮɘ ŮˊŬɜŬɚŬɛɓŬɜɧɛŮɜɖ ŰɟɞɢɘɎ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ  

, ůɡɔəŮəɟɘɛɏɜŬ ŮɑɜŬɘ ɏɚɚŮɘɣɖ. Ƀɘ ůŰŬɗŮɟɏɠ  ŮɝŬɟŰɩɜŰŬɘ Ŭˊɧ Űɘɠ 

Ŭɟɢɘəɏɠ ůɡɜɗɐəŮɠ əŬɘ Űɖ ůɡɔəŮəɟɘɛɏɜɖ ŬɚɚɖɚŮˊɑŭɟŬůɖ,  ŮɑɜŬɘ ɖ ŮəəŮɜŰɟɧŰɖŰŬ Űɖɠ ŰɟɞɢɘɎɠ. 

ȾɎɜŰŮ ɢɟɐůɖ Űɖɠ Ⱥɘŭɘəɐɠ ɆɢŮŰɘəɧŰɖŰŬɠ əŬɘ ŭŮɑɝŰŮ ɧŰɘ ɘůɢɨŮɘ ɖ ůɢɏůɖ, 

 

. 

 

2
2 2 2 2 2 2 2 2 2

2

2

2 (d )
(d ) ( d ) 1 (d ) (d ) sin (d )

2
1

GM r
s c c t r r

GMc r

c r

t q q j
å õ

= = - - - -æ ö
ç ÷ -

M

, , ,t r q j

2

2
1

GM

c r
<< , ,r q j

ˊ

2
q= t

2

2 3

( / )GMm l m

c r
-

1
u

r
=

( )0

0
3 2

d
,  ( , ,  ůŰŬɗŮɟɏɠ)

u

u

u

u u u
j j a b g

a b g
- =

- + +
ñ 0 0,u u j j= =

a

2

3 1 1
ȹ 2ˊ+ˊ

A P

GM

c r r
j

å õ
º +æ ö

ç ÷
,A Pr r

a

e
2 2

6
ȹ 2ˊ+ˊ

(1 )

GM

c a
j

e
º

-

( )V r

2

2

2 2

d 2 2 1
(1/ ) ,   

d

u m m
u V u E u

l l rj

å õ
+ + = =æ ö

ç ÷

,r j

[ ]0

1
1 cos( )C

r
e j j= + -

0, ,Ce j

e

( ) ( )( )
2

22

2 2 2 2 2 2

d 2 1 2
1 1/ 1/ 1

d 2

u m E m E
u V u V u E

l mc c l l mcj

å õ å õ å õ
+ + + - = +æ ö æ öæ ö

ç ÷ ç ÷ç ÷



Ⱥ. ȷ. ȹɟɖɠ, Ū. ȼ. ȷɚŮɝɧˊɞɡɚɞɠ      163 

ȸɟŮɑŰŮ Űɖ ůɢɏůɖ ˊɞɡ ɘůɢɨŮɘ ɧŰŬɜ . ɆŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɓŬɟɡŰɘəɐɠ ɏɚɝɖɠ ɏɢɞɡɛŮ 

. ɀŮ ɓɎůɖ ŰŬ ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜŬ, ŭɘəŬɘɞɚɞɔɐůŰŮ ɔɘŬŰɑ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɡˊɎɟɢŮɘ ɛŮŰɎˊŰɤůɖ Űɖɠ ŰɟɞɢɘɎɠ. 

ɈˊɞɚɞɔɑůŰŮ Űɖɜ ɔɘŬ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ Űɞɡ Ⱥɟɛɐ əŬɘ ůɡɔəɟɑɜŮŰɏ Űɖɜ ɛŮ ŬɡŰɐɜ Űɖɠ ũŮɜɘəɐɠ ɆɢŮŰɘəɧŰɖŰŬɠ. ɄɟɏˊŮɘ 

ɜŬ ɓɟŮɑŰŮ, . ɀˊɞɟŮɑŰŮ ɜŬ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɐůŮŰŮ əɎˊɞɘɞ ɚɞɔɘůɛɘəɧ əŬɘ ɜŬ ůɢŮŭɘɎůŮŰŮ Űɞ 

 ɔɘŬ ˊɞɚɚɏɠ ˊŮɟɘűɞɟɏɠ. ȷɜ ɜɞɛɑɕŮŰŮ, ɛˊɞɟŮɑŰŮ ɜŬ ŭɩůŮŰŮ ɛɖ ɟŮŬɚɘůŰɘəɏɠ Űɘɛɏɠ ůŰɘɠ ůŰŬɗŮɟɏɠ ɩůŰŮ ɜŬ 

űŬɜŮɑ ˊɘɞ ɏɜŰɞɜŬ Űɞ űŬɘɜɧɛŮɜɞ. ɆŮ ŬɡŰɐ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ, ˊɞɡ ɏɢɞɡɛŮ ɛɧɜɞ Ⱥɘŭɘəɐ ɆɢŮŰɘəɧŰɖŰŬ, ɖ ɛŮŰɎˊŰɤůɖ 

ŮɑɜŬɘ ˊŮɟɑˊɞɡ Űɞ 1/6 Űɖɠ ɛŮŰɎˊŰɤůɖɠ Ŭˊɧ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ Űɖɠ ũŮɜɘəɐɠ ɆɢŮŰɘəɧŰɖŰŬɠ. ɆŮ 100 ɔɐɘɜŬ ɢɟɧɜɘŬ ɖ 

ɛŮŰɎˊŰɤůɖ ŮɑɜŬɘ ˊŮɟɑˊɞɡ 7,2 ŭŮɨŰŮɟŬ ɚŮˊŰɎ Űɖɠ ɛɞɑɟŬɠ.  

 

4. ȷɜŬűŮɟɧɛŬůŰŮ ůŮ ŮˊɑˊŮŭɖ əɑɜɖůɖ, ɧɚŬ ŰŬ ůɩɛŬŰŬ ɏɢɞɡɜ ŮˊɑˊŮŭŬ ůɢɐɛŬŰŬ. ɀɘŬ ůŰŮűɎɜɖ ŬəŰɑɜŬɠ  ɛŮ ɛɎɕŬ 

 ɞɛɞɘɧɛɞɟűŬ əŬŰŬɜŮɛɖɛɏɜɖ, əɡɚɑŮŰŬɘ ɢɤɟɑɠ ɞɚɑůɗɖůɖ ůŮ əŮəɚɘɛɏɜɞ ŮˊɑˊŮŭɞ ŭɖɚŬŭɐ əŮəɚɘɛɏɜɖ ŮɡɗŮɑŬ, ˊɞɡ 

ŮɑɜŬɘ ɖ ɡˊɞŰŮɑɜɞɡůŬ ɞɟɗɞɔɩɜɘɞɡ Űɟɘɔɩɜɞɡ, ɛɘŬ ůűɐɜŬ. ȼ ůűɐɜŬ ɏɢŮɘ ɛɎɕŬ  əŬɘ ɖ ɡˊɞŰŮɑɜɞɡůŬ Űɞɡ 

ɞɟɗɞɔɩɜɘɞɡ Űɟɘɔɩɜɞɡ Űɖɠ ůɢɖɛŬŰɑɕŮɘ ɔɤɜɑŬ  ɛŮ Űɞ ɞɟɘɕɧɜŰɘɞ (ŬəɑɜɖŰɞ) ŮˊɑˊŮŭɞ, ŮɡɗŮɑŬ. ȼ ɛɘŬ əɎɗŮŰɖ ˊɚŮɡɟɎ 

Űɞɡ Űɟɘɔɩɜɞɡ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɞɚɘůɗŬɑɜŮɘ ɢɤɟɑɠ Űɟɘɓɐ ůŰɞ ŬəɑɜɖŰɞ ɞɟɘɕɧɜŰɘɞ ŮˊɑˊŮŭɞ. Ƀɘ əɘɜɐůŮɘɠ ɔɑɜɞɜŰŬɘ ůŰɞ ɑŭɘɞ 

əŬŰŬəɧɟɡűɞ ŮˊɑˊŮŭɞ ɛɏůŬ ůŰɞ ˊŮŭɑɞ ɓŬɟɨŰɖŰŬɠ. ȹɘŬɚɏɝŰŮ ɤɠ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɖɜ  ́ ɞɡ əŬɗɞɟɑɕŮɘ 

Űɖɜ (ɞɟɘɕɧɜŰɘŬ) ɗɏůɖ Űɞɡ əŮəɚɘɛɏɜɞɡ Ůˊɘˊɏŭɞɡ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɞ ɞɟɘɕɧɜŰɘɞ ŮˊɑˊŮŭɞ əŬɘ Űɖɜ  ˊɞɡ əŬɗɞɟɑɕŮɘ Űɖ ɗɏůɖ 

Űɞɡ əɏɜŰɟɞɡ Űɖɠ ůŰŮűɎɜɖɠ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɞ əŮəɚɘɛɏɜɞ ŮˊɑˊŮŭɞ. ȸɟŮɑŰŮ ŰɏůůŮɟɘɠ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ ůŰŬɗŮɟɏɠ Űɖɠ əɑɜɖůɖɠ 

ɔɘŬ Űɞ ůɨůŰɖɛŬ. 

 

5. ȰůŰɤ ɛɖ ůɢŮŰɘəɘůŰɘəɧ ůɨůŰɖɛŬ ůɤɛŬŰɑɤɜ ůŰŬ ɞˊɞɑŬ ŬůəɞɨɜŰŬɘ ɛɧɜɞ ŬɚɚɖɚŮˊɘŭɟɎůŮɘɠ ɛŮŰŬɝɨ Űɞɡɠ (əɚŮɘůŰɧ 

ůɨůŰɖɛŬ). ɇŬ ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ ŭɡɜŬɛɘəɎ ŮɝŬɟŰɩɜŰŬɘ ɛɧɜɞ Ŭˊɧ Űɘɠ ɛŮŰŬɝɨ Űɤɜ ůɤɛŬŰɘŭɑɤɜ ŬˊɞůŰɎůŮɘɠ. ȹŮɑɝŰŮ ɧŰɘ 

ŭɘŬŰɖɟŮɑŰŬɘ ɖ ɞɚɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ, ɖ ɞɚɘəɐ ɞɟɛɐ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ əŬɘ ɖ ɞɚɘəɐ ůŰɟɞűɞɟɛɐ Űɞɡ 

ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ. 

 

6. ȺűŬɟɛɧůŰŮ Űɞ ɗŮɩɟɖɛŬ virial ɔɘŬ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ˊɞɡ ɔɘŬ Űɘɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ ɘůɢɨɞɡɜ, . ɆŰɖ 

ůɡɜɏɢŮɘŬ ɡˊɞɗɏůŰŮ ɧŰɘ ɏɢŮŰŮ ɏɜŬ ɛɧɜɞ ůɤɛɎŰɘɞ ůŰɞ ɞˊɞɑɞ ŬůəŮɑŰŬɘ əŮɜŰɟɘəɐ ŮɚəŰɘəɐ ŭɨɜŬɛɖ ɛŮ ŭɡɜŬɛɘəɐ 

ůɡɜɎɟŰɖůɖ, , ŭŮɑɝŰŮ ɧŰɘ ɔɘŬ Űɖɜ əɘɜɖŰɘəɐ əŬɘ Űɖ ŭɡɜŬɛɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ ɘůɢɨŮɘ 

.  

ȹŮɑɝŰŮ ɧŰɘ ŬɡŰɐ ɖ ůɢɏůɖ ɛˊɞɟŮɑ Ůˊɑůɖɠ ɜŬ ˊɟɞəɨɣŮɘ ɧŰŬɜ Űɞ  ŮɑɜŬɘ ɞɛɞɔŮɜɐɠ ůɡɜɎɟŰɖůɖ Űɖɠ 

ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɖɠ , ɛŮ ɓŬɗɛɧ ɞɛɞɔɏɜŮɘŬɠ . ȸŮɓŬɘɤɗŮɑŰŮ ɧŰɘ ɔɘŬ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ , ŮɚəŰɘəɐ ŭɨɜŬɛɖ 

ŬɜŰɘůŰɟɧűɞɡ ŰŮŰɟŬɔɩɜɞɡ, ɏɢɞɡɛŮ . 

 

7. ɀŮ ɢɟɐůɖ Űɞɡ ŭɘŬɜɨůɛŬŰɞɠ Laplace-Runge-Lenz ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ŰɟɞɢɘɎɠ ɔɘŬ Űɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ Kepler. 

 

8. ŪŮɤɟɐůŰŮ Űɞ ɔɜɤůŰɧ ˊɟɧɓɚɖɛŬ Űɤɜ ŭɡɞ ůɤɛɎŰɤɜ. ɄɟɧəŮɘŰŬɘ ɔɘŬ ŭɡɞ ɡɚɘəɎ ůɖɛŮɑŬ. ȹŮɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ 

ŮɝɤŰŮɟɘəɏɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ, ɖ ɛŮŰŬɝɨ Űɞɡɠ ŬɚɚɖɚŮˊɑŭɟŬůɖ ŮɑɜŬɘ ŰɏŰɞɘŬ ˊɞɡ ɖ ŭɡɜŬɛɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ŮɑɜŬɘ 

Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ , ɧˊɞɡ  ɖ ɛŮŰŬɝɨ Űɞɡɠ ŬˊɧůŰŬůɖ əŬɘ  ɗŮŰɘəɐ ůŰŬɗŮɟɎ. ȸɟŮɑŰŮ Űɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ Űɞɡ 

ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ. ɄɧůŮɠ (ɔɜɐůɘŮɠ) ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ɏɢŮɘ Űɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ; ɆɨɛűɤɜŬ ɛŮ Űɖ ɛŮɗɞŭɞɚɞɔɑŬ ˊŮɟɑ əɚŮɘůŰɩɜ 

ůɡůŰɖɛɎŰɤɜ ˊɞɡ ŬɜŬűɏɟŬɛŮ, ˊɧůŮɠ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ ůŰŬɗŮɟɏɠ əɑɜɖůɖɠ ɡˊɎɟɢɞɡɜ;  

ɈˊɧŭŮɘɝɖ: ȺɑɜŬɘ ɓɞɚɘəɧ ɜŬ ɝŮəɘɜɐůŮŰŮ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɩɜŰŬɠ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ ɗɏůɖɠ  ɔɘŬ ŰŬ ŭɡɞ ůɤɛɎŰɘŬ. 

ȺɑɜŬɘ ɢɟɐůɘɛɞ ɜŬ ŬɝɘɞˊɞɘɐůŮŰŮ Űɞ ɔŮɔɞɜɧɠ ɧŰɘ ɖ ɞɚɘəɐ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɔɟŬűŰŮɑ ɤɠ ɎɗɟɞɘůɛŬ ŭɡɞ 

ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɩɜ ˊɞɡ ŭŮɜ ɏɢɞɡɜ əɞɘɜɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ. Ƀɘ (ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ) ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ ˊɞɡ ˊɟɞəɨˊŰɞɡɜ Ŭˊɧ 

Űɖ ɛɞɜŬŭɘəɐ Ŭɟɢɘəɐ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ, ŮɑɜŬɘ ɞɘ ɑŭɘŮɠ ɛŮ ŬɡŰɏɠ ˊɞɡ ˊɟɞəɨˊŰɞɡɜ Ŭˊɧ Űɘɠ ŭɡɞ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɏɠ ɛŬɕɑ. 

ȷɡŰɧ ŮɑɜŬɘ ůɖɛŬɜŰɘəɧ ŭɘɧŰɘ ɞɟɑɕɞɡɜ ŭɡɞ ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɏɠ ŮɜŮɟɔŮɘŬəɏɠ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ. ɀŮ ɢɟɐůɖ Űɤɜ ůɡɛɛŮŰɟɘɩɜ 

Űɤɜ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɩɜ, ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ əŬŰŬɚɐɝŮŰŮ ůŮ ŰɧůŮɠ ůŰŬɗŮɟɏɠ əɑɜɖůɖɠ, ɧůŮɠ ˊɟɞɓɚɏɣŬŰŮ ˊŬɟŬˊɎɜɤ. 
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9. ŪŮɤɟɐůŰŮ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ Űɞɡ ɔɜɤůŰɞɨ ɛɞɜɞŭɘɎůŰŬŰɞɡ Ŭˊɚɞɨ Ŭɟɛɞɜɘəɞɨ ŰŬɚŬɜŰɤŰɐ. 

ȹɘŬŰɖɟŮɑŰŬɘ ɖ űɡůɘɞɚɞɔɘəɐ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ, ɖ ɞˊɞɑŬ ɡˊɞɚɞɔɑɕŮŰŬɘ Ŭˊɧ Űɖ ůɢɏůɖ ; 

 

10. ŪŮɤɟɐůŰŮ Űɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ . ȸɟŮɑŰŮ Ŭɜ ɖ ˊɞůɧŰɖŰŬ 

, ɖ ɞˊɞɑŬ ɛɎɚɘůŰŬ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ ɎɛŮůŬ Ŭˊɧ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ, ŭɘŬŰɖɟŮɑŰŬɘ ɐ ɧɢɘ əŬŰɎ Űɖɜ əɑɜɖůɖ ˊɞɡ 

ˊɟɞəɨˊŰŮɘ Ŭˊɧ Űɖɜ ŬɜɤŰɏɟɤ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ. 

 

11. ŪŮɤɟɐůŰŮ Űɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ . ɈˊɞɚɞɔɑůŰŮ Űɖɜ ŮɜŮɟɔŮɘŬəɐ 

ůɡɜɎɟŰɖůɖ . ŪŬ ŭŮɑŰŮ ɧŰɘ ŭŮɜ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ ɎɛŮůŬ Ŭˊɧ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ. ȺɑɜŬɘ ɖ  ůŰŬɗŮɟɎ Űɖɠ əɑɜɖůɖɠ; 

 

12. ȰůŰɤ ɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ əɎˊɞɘɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ,  

Ŭ) . ȸŮɓŬɘɤɗŮɑŰŮ ɧŰɘ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ɞɘ Ůɝɐɠ 4 ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ 

ůŰŬɗŮɟɏɠ əɑɜɖůɖɠ. ȷɡŰɧ ŮɑɜŬɘ ůɨɛűɤɜɞ ɛŮ Űɖ ɗŮɤɟɑŬ ɧˊɞɡ ɔɘŬ 2 ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ŬɜŬɛɏɜɞɜŰŬɘ 4 ůŰŬɗŮɟɏɠ 

əɑɜɖůɖɠ. 

 

 

 

ɓ) ɄɟɞůˊŬɗɐůŰŮ ɜŬ ɓɟŮɑŰŮ 3 ůɡɜŰɖɟɖŰɘəɏɠ ˊɞůɧŰɖŰŮɠ (ɞɚɞəɚɖɟɩɛŬŰŬ əɑɜɖůɖɠ ˊɞɡ ŭŮɜ ŮɝŬɟŰɩɜŰŬɘ ɎɛŮůŬ Ŭˊɧ 

Űɞɜ ɢɟɧɜɞ). ɈˊɧŭŮɘɝɖ: ɀˊɞɟŮɑŰŮ ɜŬ ɚɎɓŮŰŮ ɡˊɧɣɖ ɧŰɘ ɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ɘůɞɨŰŬɘ ɛŮ ɎɗɟɞɘůɛŬ ŭɡɞ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɩɜ 

ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ ɛŮŰŬɝɨ Űɞɡɠ.  

Ⱥˊɑůɖɠ ɛˊɞɟŮɑŰŮ ɜŬ ŬˊɞŭŮɑɝŮŰŮ Űɖ ŭŮɨŰŮɟɖ ůɢɏůɖ , ɝŮəɘɜɩɜŰŬɠ ɛŮ Űɞɜ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ 

(ůɖɛŮɑɞɡ),  ə.ɚˊ. 

 

13. ŪŮɤɟɐůŰŮ ůɤɛɎŰɘɞ ˊɞɡ əɘɜŮɑŰŬɘ ɛɏůŬ ůŰɞ ˊŮŭɑɞ ɓŬɟɨŰɖŰŬɠ, . ȼ əɑɜɖůɖ ɔɑɜŮŰŬɘ ůŮ əŬŰŬəɧɟɡűɞ ŮˊɑˊŮŭɞ 

əŬɘ ˊŮɟɘɔɟɎűŮŰŬɘ ɤɠ ˊɟɞɠ ŬŭɟŬɜŮɘŬəɧ ůɨůŰɖɛŬ. Ƀ əŬŰŬəɧɟɡűɞɠ ɎɝɞɜŬɠ , ŮɑɜŬɘ ɗŮŰɘəɧɠ ˊɟɞɠ ŰŬ əɎŰɤ, ɞ 

ɞɟɘɕɧɜŰɘɞɠ ŮɑɜŬɘ ɞ . ȸɟŮɑŰŮ Űɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ůŮ ŬɡŰɏɠ Űɘɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ. ɀŮ ɢɟɐůɖ Űɤɜ ŮɝɘůɩůŮɤɜ Lagrange 

ɓɟŮɑŰŮ Űɘɠ ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ. ȸɟŮɑŰŮ Űɖɜ ŮɜŮɟɔŮɘŬəɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ əŬɘ Űɖɜ ŮɜɏɟɔŮɘŬ ɛŮ ŬɡŰɏɠ Űɘɠ 

ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ. ȺɑɜŬɘ ŬɡŰɎ ŰŬ ɛŮɔɏɗɖ ůŰŬɗŮɟɏɠ Űɖɠ əɑɜɖůɖɠ; ɆŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ ɗŮɤɟɐůŰŮ ɧŰɘ Űɖ ɢɟɞɜɘəɐ ůŰɘɔɛɐ 

, ɏɜŬ ŭŮɨŰŮɟɞ ůɨůŰɖɛŬ ŬɜŬűɞɟɎɠ ŬɟɢɑɕŮɘ ɜŬ əɘɜŮɑŰŬɘ ˊɟɞɠ ŰŬ əɎŰɤ ɏŰůɘ ˊɞɡ ɖ ɗɏůɖ Űɖɠ Ŭɟɢɐɠ Űɞɡ ɤɠ ˊɟɞɠ 

Űɞ ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜɞ ɜŬ ŮɑɜŬɘ . Ƀɘ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ɤɠ ˊɟɞɠ ŬɡŰɧ ŮɑɜŬɘ , ɞ ɎɝɞɜŬɠ  ŮɑɜŬɘ 

ɗŮŰɘəɧɠ ˊɟɞɠ ŰŬ əɎŰɤ. ȸɟŮɑŰŮ Űɞɜ ůɖɛŮɘŬəɧ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ ɛŮŰŬɝɨ Űɤɜ ŭɡɞ ůɡůŰɖɛɎŰɤɜ. 

ɄɞɘŬ ŮɑɜŬɘ ɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ɛŮ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɘɠ . ȸɟŮɑŰŮ Űɘɠ ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ ɔɘŬ Űɘɠ ɜɏŮɠ 

ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ. ȺəűɟɎůŰŮ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɘɠ ɜɏŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɖɜ ŮɜɏɟɔŮɘŬ əŬɘ Űɖɜ ŮɜŮɟɔŮɘŬəɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ (ɤɠ 

ˊɟɞɠ Űɞ Ŭɟɢɘəɧ ůɨůŰɖɛŬ ŬɜŬűɞɟɎɠ). ȷɡŰɏɠ ŭɘŬŰɖɟɞɨɜŰŬɘ; ɆŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ çˊɖɔŬɑɜɞɜŰŬɠ 

ˊɎɜɤè ůŰɞ ŮˊɘŰŬɢɡɜɧɛŮɜɞ ŭŮɨŰŮɟɞ ůɨůŰɖɛŬ ŬɜŬűɞɟɎɠ, ɛŮ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɘɠ . Ʉɤɠ ůɢŮŰɑɕŮŰŬɘ ɛŮ Űɖ 

ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ˊɞɡ ɡˊɞɚɞɔɑůŬŰŮ ˊɟɞɖɔɞɡɛɏɜɤɠ ɛŮ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ŰŬ . ũɟɎɣŰŮ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ ɛŮ 

ɢɟɐůɖ Űɤɜ ŮɝɘůɩůŮɤɜ Lagrange. Ɇɡɛűɤɜɞɨɜ ɛŮ Űɘɠ ůɢɏůŮɘɠ ˊɞɡ ɓɟɐəŬŰŮ ɔɘŬ ŬɡŰɏɠ Űɘɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ 

ˊɟɞɖɔɞɡɛɏɜɤɠ; ɄɞɘŬ ŮɑɜŬɘ ɖ ŮɜŮɟɔŮɘŬəɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ əŬɘ ɖ ŮɜɏɟɔŮɘŬ ůŮ ŬɡŰɐ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ; ȺɑɜŬɘ ůŰŬɗŮɟɏɠ Űɖɠ 

əɑɜɖůɖɠ; 
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ȾŮűɎɚŬɘɞ 5: ȿŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɧɠ ūɞɟɛŬɚɘůɛɧɠ Űɖɠ ȹɡɜŬɛɘəɐɠ ůŰɖɜ Ⱥɘŭɘəɐ 

ɆɢŮŰɘəɧŰɖŰŬ  

ɆŮ ɧ,Űɘ ŬəɞɚɞɡɗŮɑ, ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ɢɟɐůɘɛɞ Űɞ ɄŬɟɎɟŰɖɛŬ Ʉ4. ɆŮ ŬɡŰɧ Űɞ ȾŮűɎɚŬɘɞ, ɗŬ ˊŮɟɘɞɟɘůŰɞɨɛŮ ůŰɖɜ 

əɑɜɖůɖ űɞɟŰɘůɛɏɜɞɡ ůɤɛŬŰɘŭɑɞɡ ɛɏůŬ ůŮ ŮɝɤŰŮɟɘəɧ ɖɚŮəŰɟɞɛŬɔɜɖŰɘəɧ ˊŮŭɑɞ. ȼ ɔŮɜɘəɐ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ 

ŰɏŰɞɘɤɜ ůɤɛŬŰɘŭɑɤɜ ɛŮ ɛŮŰŬɝɨ Űɞɡɠ ŬɚɚɖɚŮˊɘŭɟɎůŮɘɠ ŮɑɜŬɘ ˊɞɚɨˊɚɞəɖ ůŰŬ ˊɚŬɑůɘŬ Űɖɠ Ⱥɘŭɘəɐɠ ɆɢŮŰɘəɧŰɖŰŬɠ. 

ȷəɧɛɖ əŬɘ ɢɤɟɑɠ ŬɚɚɖɚŮˊɘŭɟɎůŮɘɠ ɞɘ ɔɜɤůŰɏɠ ɏɜɜɞɘŮɠ Ŭˊɧ Űɖ ɜŮɡŰɩɜŮɘŬ ɛɖɢŬɜɘəɐ, ɧˊɤɠ əɏɜŰɟɞ ɛɎɕŬɠ ə.ɚˊ., 

ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ɞɟɘůŰɞɨɜ ɛŮ ɘŭɘŬɑŰŮɟɖ ˊɟɞůɞɢɐ. ũɘŬ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ˊɞɡ ɗŬ ŬɜŬˊŰɨɝɞɡɛŮ Ůŭɩ, ɡˊɎɟɢɞɡɜ ŭɡɞ Űɟɧˊɞɘ 

ŬɜŰɘɛŮŰɩˊɘůɖɠ, ɞ ɏɜŬɠ Űɟɧˊɞɠ ŮɑɜŬɘ ˊɘɞ Ůɨəɞɚɞɠ əŬɘ ůŰɖɟɑɕŮŰŬɘ ůŮ Ŭˊɚɏɠ ɔŮɜɘəŮɨůŮɘɠ Űɖɠ ɜŮɡŰɩɜŮɘŬɠ ɛɖɢŬɜɘəɐɠ 

ɩůŰŮ ɜŬ ůɡɛˊŮɟɘɚɎɓŮɘ ŰŬ ůɢŮŰɘəɘůŰɘəɎ űŬɘɜɧɛŮɜŬ ůŮ əɎˊɞɘɞ ŬŭɟŬɜŮɘŬəɧ ůɨůŰɖɛŬ ŬɜŬűɞɟɎɠ, ůɨůŰɖɛŬ (Űɞɡ) 

Lorentz. Ƀ Ɏɚɚɞɠ Űɟɧˊɞɠ ŮɑɜŬɘ ɞ (ŮɛűŬɜɩɠ) ůɡɜŬɚɚɞɑɤŰɞɠ űɞɟɛŬɚɘůɛɧɠ [(manifestly) covariant formulation]. 

ɆŮ ŬɡŰɧɜ Űɞɜ űɞɟɛŬɚɘůɛɧ ɞ ɢɟɧɜɞɠ ɛŬɕɑ ɛŮ Űɞɜ ɢɩɟɞ ůɢɖɛŬŰɑɕɞɡɜ Űɞɜ ɢɤɟɧɢɟɞɜɞ əŬɘ ŮɘůɎɔɞɜŰŬɘ ɤɠ ɞɘ ŰɏůůŮɟɘɠ 

ůɡɜɘůŰɩůŮɠ Ůɜɧɠ ŰŮŰɟŬŭɘŬɜɨůɛŬŰɞɠ. ũŮɜɘəɩɠ, ɧɚŬ ŰŬ űɡůɘəɎ ɛŮɔɏɗɖ ŮɑɜŬɘ ůɡɜɘůŰɩůŮɠ ŰŬɜɡůŰɩɜ, 

ŰŮŰɟŬŭɘŬɜɡůɛɎŰɤɜ, ŮɑɜŬɘ ůˊɑɜɞɟŮɠ ɐ ŮɑɜŬɘ ŬɜŬɚɚɞɑɤŰŬ ɛŮɔɏɗɖ (scalar, ɓŬɗɛɤŰɎ). ɀŮ ŬɡŰɧ Űɞɜ Űɟɧˊɞ ɔɑɜŮŰŬɘ 

ˊɟɞűŬɜɏɠ Űɞ ůɡɜŬɚɚɞɑɤŰɞ Űɤɜ ůɢɏůŮɤɜ ůŮ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨɠ Űɞɡ Lorentz. ȷɡŰɧɠ ŮɑɜŬɘ ɞ ˊɘɞ əɞɛɣɧɠ Űɟɧˊɞɠ 

əŬɘ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰɞɠ Ŭˊɧ Űɞ (ŬŭɟŬɜŮɘŬəɧ) ůɨůŰɖɛŬ ŬɜŬűɞɟɎɠ ˊɞɡ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘŮɑŰŬɘ, ŬɚɚɎ ŮɑɜŬɘ ɚɑɔɞ ˊɘɞ ŭɨůəɞɚɞɠ 

ůŰɖɜ əŬŰŬɜɧɖůɖ əŬɘ ɢɟɐůɖ.  

5.1 ȷˊɚɐ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ ɔɘŬ Űɖɜ ŮɨɟŮůɖ ɛɘŬɠ ůɢŮŰɘəɘůŰɘəɐɠ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐɠ 

ɆŰɖɜ Ŭɟɢɐ ɗŬ ŬəɞɚɞɡɗɐůɞɡɛŮ Űɖɜ ˊɟɩŰɖ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ ˊɞɡ ŬɜŬűɏɟŬɛŮ ˊɟɞɖɔɞɡɛɏɜɤɠ. ŪŬ ˊɟɞůˊŬɗɐůɞɡɛŮ ɜŬ 

ɓɟɞɨɛŮ ɛɘŬ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ˊɞɡ ɛŬɠ ɞŭɖɔŮɑ ůŰɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɞɡ Lagrange ɛŮ ɢɟɐůɖ Űɖɠ Ŭɟɢɐɠ Űɞɡ Hamilton. 

ȰɢɞɡɛŮ Űɖɜ Ŭɟɢɐ ɛŮŰŬɓɞɚɩɜ Űɞɡ Hamilton 

 

  (5.1) 

 

Ƀɘ ůɢŮŰɘəɘůŰɘəɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ ˊɞɡ ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ɓɟɞɨɛŮ ɔɘŬ ɏɜŬ ůɤɛŬŰɑŭɘɞ, ůŮ əŬɟŰŮůɘŬɜɏɠ 

ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ əŬɘ ŬŭɟŬɜŮɘŬəɧ ůɨůŰɖɛŬ ŬɜŬűɞɟɎɠ (Űɞɡ Lorentz), ŮɑɜŬɘ  

 

 .  (5.2) 

 

ɀɘŬ əŬŰɎɚɚɖɚɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ, ɛŮ ŭɡɜŬɛɘəɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ  ɖ ɞˊɞɑŬ ŭŮɜ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ Ŭˊɧ Űɘɠ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ, 

ŮɑɜŬɘ ɖ  

 

  (5.3) 

 

ɧˊɞɡ  ŮɑɜŬɘ ɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ Űɞɡ ŮɚŮɨɗŮɟɞɡ ůɤɛŬŰɘŭɑɞɡ (ŮɚŮɨɗŮɟɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ, ŭɖɚŬŭɐ 

ɢɤɟɑɠ ŬɚɚɖɚŮˊɑŭɟŬůɖ) əŬɘ  ŮɑɜŬɘ ɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ŬɚɚɖɚŮˊɑŭɟŬůɖɠ ɛŮ ŮɝɤŰŮɟɘəɐ ŭɡɜŬɛɘəɐ 

ůɡɜɎɟŰɖůɖ (ŭɡɜŬɛɘəɧ). ɆŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ əɎɜɞɡɛŮ Űɖɜ Ŭəɧɚɞɡɗɖ Ůˊɘɚɞɔɐ ɔɘŬ Űɖɜ ŮɚŮɨɗŮɟɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ, 

 

  (5.4) 

 

ɈˊɎɟɢɞɡɜ əŬɘ ɎɚɚŮɠ Ůˊɘɚɞɔɏɠ ɔɘŬ Űɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ˊɞɡ ɞŭɖɔɞɨɜ ůŰɘɠ ɑŭɘŮɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɞɡ Lagrange, ŬɚɚɎ 

ŬɡŰɐ Ůŭɩ ɔɑɜŮŰŬɘ ŭɘɧŰɘ ɞŭɖɔŮɑ ůŰɞ ɧŰɘ ɖ ˊŬɟŬəɎŰɤ Ⱥɝ. (5.9) ŭɑɜŮɘ əŬɘ Űɖɜ ŮɜɏɟɔŮɘŬ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ əŬɘ Ůˊɑůɖɠ 

ɞɘ ůɡɕɡɔŮɑɠ ɞɟɛɏɠ ɡˊɞɚɞɔɑɕɞɜŰŬɘ ɧˊɤɠ əŬɘ ůŰɖ ɜŮɡŰɩɜŮɘŬ ɛɖɢŬɜɘəɐ. ȼ Ŭɟɢɐ ɛŮŰŬɓɞɚɩɜ Űɞɡ Hamilton ɛŬɠ 

ɞŭɖɔŮɑ ůŰɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɞɡ Lagrange 
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 .  (5.5) 

 

ȰɢɞɡɛŮ ɧɛɤɠ  

 

 .  (5.6) 

 

Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ ɞɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ ɔɘŬ ŬɡŰɐ Űɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ Űɤɜ Ⱥɝ. (5.3) əŬɘ Ⱥɝ. (5.4) ŮɑɜŬɘ 

 

 .  (5.7) 

 

ȸɟɐəŬɛŮ Űɘɠ Ⱥɝ. (5.2) ˊɞɡ ɗɏɚŬɛŮ, Ůˊɞɛɏɜɤɠ ŬɡŰɐ ɖ Ůˊɘɚɞɔɐ Űɖɠ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐɠ ŮɑɜŬɘ ɛɘŬ ůɤůŰɐ Ůˊɘɚɞɔɐ. 

ɄŬɟɎ Űɘɠ ŭɡůəɞɚɑŮɠ ˊɞɡ ŬɜŬűɏɟŬɛŮ ɔɘŬ ůɡůŰɐɛŬŰŬ ˊɞɚɚɩɜ ůɤɛŬŰɘŭɑɤɜ, ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ɔɟɎɣɞɡɛŮ Űɘɠ ůɢɏůŮɘɠ 

ɔɘŬ ůɨůŰɖɛŬ ɛŮ ˊɞɚɚɎ ůɤɛŬŰɑŭɘŬ, ɛɖ ŬɚɚɖɚŮˊɘŭɟɩɜŰŬ ɛŮŰŬɝɨ Űɞɡɠ, ɗŮɤɟɩɜŰŬɠ ɤɠ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ Űɞɡ 

ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ Űɞ ɎɗɟɞɘůɛŬ Űɤɜ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɩɜ Űɤɜ Ůˊɘɛɏɟɞɡɠ ůɤɛŬŰɘŭɑɤɜ ɔɘŬ ůɡɔəŮəɟɘɛɏɜɞ ŬŭɟŬɜŮɘŬəɧ 

ůɨůŰɖɛŬ ŬɜŬűɞɟɎɠ. ũɘŬ ůɤɛŬŰɑŭɘŬ ɖ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜɖ ɞɟɛɐ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ɗŬ ŮɑɜŬɘ əŬŰɎ ŰŬ ɔɜɤůŰɎ  

 

 .  (5.8) 

 

ȼ ŮɜŮɟɔŮɘŬəɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ ŮɑɜŬɘ əŬɘ ůŮ ŬɡŰɐ Űɖ ůɢŮŰɘəɘůŰɘəɐ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ 

 

 .  (5.9) 

 

ȷɜ , ŭɖɚŬŭɐ ɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ŭŮɜ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ ɎɛŮůŬ Ŭˊɧ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ, ŰɧŰŮ ɖ  ŭɘŬŰɖɟŮɑŰŬɘ əŬŰɎ 

Űɖɜ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐ əɑɜɖůɖ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ Ŭűɞɨ ɘůɢɨŮɘ ɖ ɔɜɤůŰɐ ůɢɏůɖ 

 

 

 

ũŮɜɘəɩɠ ɖ ŬɜɤŰɏɟɤ ůɢŮŰɘəɘůŰɘəɐ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ , ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ɎɗɟɞɘůɛŬ ɞɛɞɔŮɜɩɜ 

ůɡɜŬɟŰɐůŮɤɜ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɘɠ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ ɎɟŬ ɞɨŰŮ əŬɘ ɞɛɞɔŮɜɐɠ ɓŬɗɛɞɨ 2, ɔɘô ŬɡŰɧ ŭŮɜ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ˊɞɨɛŮ Ůə Űɤɜ 

ˊɟɞŰɏɟɤɜ ɧŰɘ ɖ  ŮɑɜŬɘ ɖ ŮɜɏɟɔŮɘŬ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ. 

ȷɜ əɎɜɞɡɛŮ Űɞɜ ɡˊɞɚɞɔɘůɛɧ Űɖɠ  Ŭˊɧ Űɘɠ Ⱥɝ. (5.3), (5.4) əŬɘ Ⱥɝ. (5.9), ɓɟɑůəɞɡɛŮ 

 

 
 

(5.10) 

 

ɄŬɟŬŰɖɟɞɨɛŮ ɧŰɘ əŬɘ ůŰɖ ůɢŮŰɘəɘůŰɘəɐ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɖ  ŮɑɜŬɘ ɖ ɞɚɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ (ŭɖɚŬŭɐ 
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əɘɜɖŰɘəɐ+ŭɡɜŬɛɘəɐ) əŬɘ ɛɎɚɘůŰŬ ŮɑɜŬɘ ɖ ůɢŮŰɘəɘůŰɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ Ŭűɞɨ ˊŮɟɘɚŬɛɓɎɜŮɘ əŬɘ Űɘɠ ŮɜɏɟɔŮɘŮɠ ɖɟŮɛɑŬɠ 

Űɤɜ ůɤɛŬŰɘŭɑɤɜ. ȼ ɞɚɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ ŭɘŬŰɖɟŮɑŰŬɘ Ŭɜ ɖ ŭɡɜŬɛɘəɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ, ɎɟŬ əŬɘ ɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ, ŭŮɜ 

ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ ɎɛŮůŬ Ŭˊɧ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ.  

ȰůŰɤ ɖ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ Űɖɠ ŮɝɤŰŮɟɘəɐɠ ɖɚŮəŰɟɞɛŬɔɜɖŰɘəɐɠ ŮˊɑŭɟŬůɖɠ ůŮ űɞɟŰɘůɛɏɜɞ əɘɜɞɨɛŮɜɞ ůɤɛŬŰɑŭɘɞ, 

ɖ əŬŰɎɚɚɖɚɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ŮɑɜŬɘ 

 

  (5.11) 

 

Ⱥŭɩ ɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ŬɚɚɖɚŮˊɑŭɟŬůɖɠ ŮɑɜŬɘ  

 

 .  (5.12) 

 

ȼ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜɖ ɞɟɛɐ ŮɑɜŬɘ  

 

 .  (5.13) 

 

ȼ ŮɜŮɟɔŮɘŬəɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ ɘůɞɨŰŬɘ ɛŮ Űɖ ůɢŮŰɘəɘůŰɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ, ůɡɔəŮəɟɘɛɏɜŬ ɏɢɞɡɛŮ 

 

  (5.14) 

 

ȹɖɚŬŭɐ ɖ ůɢŮŰɘəɘůŰɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ ŭɑɜŮŰŬɘ Ŭˊɧ Űɖɜ ɑŭɘŬ ůɢɏůɖ Ⱥɝ. (5.10). ȼ ŮɜŮɟɔŮɘŬəɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ əŬɘ ɖ 

ɑůɖ Űɖɠ (ůɢŮŰɘəɘůŰɘəɐ) ɛɖɢŬɜɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ ŮɝŬɟŰɩɜŰŬɘ ɛɧɜɞ Ŭˊɧ Űɞ ɓŬɗɛɤŰɧ ŭɡɜŬɛɘəɧ. ȼ ůɢŮŰɘəɘůŰɘəɐ ɛɖɢŬɜɘəɐ 

ŮɜɏɟɔŮɘŬ ŮɑɜŬɘ ɎɗɟɞɘůɛŬ Űɖɠ ŮɜɏɟɔŮɘŬɠ ɖɟŮɛɑŬɠ, Űɖɠ əɘɜɖŰɘəɐɠ ŮɜɏɟɔŮɘŬɠ əŬɘ Űɞɡ ɧɟɞɡ Űɖɠ ŭɡɜŬɛɘəɐɠ 

ůɡɜɎɟŰɖůɖɠ ˊɞɡ ˊŮɟɘɏɢŮɘ Űɞ ɓŬɗɛɤŰɧ ŭɡɜŬɛɘəɧ, ŬɡŰɐ ŮɑɜŬɘ ɞɡůɘŬůŰɘəɎ ɖ ŭɡɜŬɛɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ. ɆŰɞ əɘɜɞɨɛŮɜɞ 

ůɤɛŬŰɑŭɘɞ ɛɏůŬ ůŮ ɖɚŮəŰɟɞɛŬɔɜɖŰɘəɧ ˊŮŭɑɞ ŬůəŮɑŰŬɘ ɖɚŮəŰɟɘəɐ ŭɨɜŬɛɖ 

 əŬɘ ɛŬɔɜɖŰɘəɐ ŭɨɜŬɛɖ . 

ɆŰɖ ɛɖɢŬɜɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ ɡˊŮɘůɏɟɢɞɜŰŬɘ ɧɟɞɘ ˊɞɡ ůɢŮŰɑɕɞɜŰŬɘ ɛŮ Űɖɜ ɖɚŮəŰɟɘəɐ ŭɨɜŬɛɖ ˊɞɡ ˊɟɞəɨˊŰŮɘ Ŭˊɧ 

Űɖɜ əɚɑůɖ Űɞɡ ɓŬɗɛɤŰɞɨ ŭɡɜŬɛɘəɞɨ, ŭɖɚŬŭɐ ɞ ɧɟɞɠ ŮɑɜŬɘ Űɞ ɓŬɗɛɤŰɧ ŭɡɜŬɛɘəɧ Ůˊɑ Űɞ űɞɟŰɑɞ. ȼ ɛŬɔɜɖŰɘəɐ 

ŭɨɜŬɛɖ ŭŮɜ ˊɟɞəɨˊŰŮɘ ɛŮ ŰɏŰɞɘɞ Űɟɧˊɞ əŬɘ ŭŮɜ ˊŬɟɎɔŮɘ ɏɟɔɞ əŬŰɎ Űɖɜ əɑɜɖůɖ Űɞɡ űɞɟŰɑɞɡ. ɃɨŰŮ ɞ Ɏɚɚɞɠ ɧɟɞɠ 

Űɖɠ ɖɚŮəŰɟɘəɐɠ ŭɨɜŬɛɖɠ ˊɟɞəɨˊŰŮɘ ɏŰůɘ, ŮɑɜŬɘ ɧɟɞɠ ˊɞɡ ɞűŮɑɚŮŰŬɘ ůŰɖɜ ɖɚŮəŰɟɞɛŬɔɜɖŰɘəɐ ŮˊŬɔɤɔɐ əŬɘ ɛˊɞɟŮɑ 

ɜŬ ˊŬɟɎɔŮɘ ɏɟɔɞ Ůˊɑ Űɞɡ ůɤɛŬŰɘŭɑɞɡ. ɇŮɚɘəɩɠ ůɡɛˊŮɟŬɑɜɞɡɛŮ ɧŰɘ ɞɘ ɧɟɞɘ ˊɞɡ ˊŮɟɘɏɢɞɡɜ Űɞ ŭɘŬɜɡůɛŬŰɘəɧ 

ŭɡɜŬɛɘəɧ ŭŮɜ ˊŬɑɕɞɡɜ ɟɧɚɞ ůŰɖ ɛɖɢŬɜɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ əŬɘ Ůˊɞɛɏɜɤɠ Űɞ ŭɘŬɜɡůɛŬŰɘəɧ ŭɡɜŬɛɘəɧ ŭŮɜ ɡˊŮɘůɏɟɢŮŰŬɘ 

ůŰɖ ɛɖɢŬɜɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ. ȰɢɞɡɛŮ ŬɜŬűɏɟŮɘ ɝŬɜɎ ɧŰɘ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɞɟɘůŰŮɑ ɤɠ ŭɡɜŬɛɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ, Űɞ ɛɏɔŮɗɞɠ 
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ȼ ɛɖɢŬɜɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ ŮɑɜŬɘ  
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ȼ ŮɜɏɟɔŮɘŬ ɖɟŮɛɑŬɠ, , ŭŮɜ ɢɟŮɘɎɕŮŰŬɘ ůŰɖ ɛɖ ůɢŮŰɘəɘůŰɘəɐ ɛɖɢŬɜɘəɐ, ŭɘɧŰɘ ůŮ ŬɡŰɐ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ, 

ŮɑɜŬɘ ˊɎɜŰɞŰŮ ůŰŬɗŮɟɐ Ŭűɞɨ ŭŮɜ ɔɑɜŮŰŬɘ ɛŮŰŬŰɟɞˊɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬɠ ɖɟŮɛɑŬɠ ůŮ əɘɜɖŰɘəɐ ɐ ŭɡɜŬɛɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ. 

ȹɖɚŬŭɐ, ɑŭɘŬ ɘůɢɨɞɡɜ ɔɘŬ ɛɖ ůɢŮŰɘəɘůŰɘəɐ ɛɖɢŬɜɘəɐ ɛŮ Űɖ ŭɘŬűɞɟɎ ˊɤɠ ŭŮɜ ɡˊɎɟɢŮɘ ɞ ɧɟɞɠ ŮɜɏɟɔŮɘŬɠ ɖɟŮɛɑŬɠ. 

5.2 ȺɛűŬɜɩɠ ůɡɜŬɚɚɞɑɤŰɞɠ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɧɠ űɞɟɛŬɚɘůɛɧɠ  

ɆŮ ɧŰɘ ŬəɞɚɞɡɗŮɑ ůŮ ŬɡŰɐ Űɖɜ ŮɜɧŰɖŰŬ, ɘůɢɨŮɘ ɖ Ɏɗɟɞɘůɖ Ɏɜɤ əŬɘ əɎŰɤ ŭŮɘəŰɩɜ ˊɞɡ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘŮɑŰŬɘ ůŰɞɜ 

ŰŬɜɡůŰɘəɧ ɚɞɔɘůɛɧ. ȼ Ŭɟɢɐ Űɞɡ Hamilton ɗŬ ŮɑɜŬɘ ůŮ ɛɞɟűɐ ŮɛűŬɜɩɠ ůɡɜŬɚɚɞɑɤŰɖ (manifestly covariant). 

ȷɡŰɧ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ əŬŰɎ Űɖɜ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐ əɑɜɖůɖ, Űɞ ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ ŭɟɎůɖɠ ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ɛɘŬ ˊŬɔəɧůɛɘŬ 

ɓŬɗɛɤŰɐ ˊɞůɧŰɖŰŬ (ŬɜŮɝɎɟŰɖŰɖ Ŭˊɧ Űɞ ůɨůŰɖɛŬ ŬɜŬűɞɟɎɠ). ȾŬŰɎ Űɖɜ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐ əɑɜɖůɖ, ɞ ɢɟɧɜɞɠ ŭŮɜ ɗŬ 

ŮɑɜŬɘ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰɞɠ Ŭˊɧ Űɘɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ɗɏůɖɠ əŬɘ ɛŬɕɑ Űɞɡɠ ɗŬ ůɢɖɛŬŰɑɕŮɘ ɏɜŬ ŰŮŰɟŬŭɘɎɜɡůɛŬ. ũɘŬ Űɖɜ 

ˊŮɟɘɔɟŬűɐ Űɖɠ Ůɝɏɚɘɝɖɠ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ůŰɞɜ ɗŮůɘəɧ ɢɩɟɞ ůŰɞɜ űɞɟɛŬɚɘůɛɧ ɛŮ ɗŮɤɟɑŬ ɛŮŰŬɓɞɚɩɜ ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ 

ŭɘŬɚɏɝɞɡɛŮ ɛɘŬ ɓŬɗɛɤŰɐ ˊŬɟɎɛŮŰɟɞ. ȷɡŰɎ ůɖɛŬɑɜɞɡɜ ɧŰɘ əŬɘ ɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ɗŬ ŮɑɜŬɘ ɓŬɗɛɤŰɧ ɛɏɔŮɗɞɠ. 

Ⱥˊɑůɖɠ, ɛŮ ŬɡŰɐ Űɖ űɘɚɞůɞűɑŬ, ɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ůɡɜɎɟŰɖůɖ ɧɢɘ Űɤɜ ůɡɜɐɗɤɜ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ 

ŬɚɚɎ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ Űɞɡ ɢɩɟɞɡ Űɞɡ Minkowski (ŰŮŰɟŬɢɩɟɞɠ) əŬɘ Űɤɜ ˊŬɟŬɔɩɔɤɜ Űɞɡɠ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɖɜ ŬɜɤŰɏɟɤ 

ˊŬɟɎɛŮŰɟɞ. ŪŬ ŬůɢɞɚɖɗɞɨɛŮ ɛɧɜɞ ɛŮ ůɨůŰɖɛŬ Ůɜɧɠ ůɤɛŬŰɘŭɑɞɡ ɛŮ ɛɖ ɛɖŭŮɜɘəɐ ɛɎɕŬ. ɀɘŬ ɓŬɗɛɤŰɐ 

ˊŬɟɎɛŮŰɟɞɠ ˊɞɡ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘŮɑŰŬɘ ɔɘŬ Űɖɜ ˊŮɟɘɔɟŬűɐ Űɖɠ Ůɝɏɚɘɝɖɠ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ůŰɞɜ ɗŮůɘəɧ ɢɩɟɞ, ŮɑɜŬɘ ɞ 

ɘŭɘɧɢɟɞɜɞɠ (əɨɟɘɞɠ ɢɟɧɜɞɠ) Űɞɡ ůɤɛŬŰɘŭɑɞɡ (proper time) . ɆŮ ŬɡŰɐ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ, əŬŰɎ Űɖɜ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐ 

əɑɜɖůɖ, ɞɘ ůɡɜɘůŰɩůŮɠ Űɖɠ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜɖɠ ŰŬɢɨŰɖŰŬɠ  ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ ɛŮŰŬɝɨ Űɞɡɠ 

ŬɚɚɎ ɘəŬɜɞˊɞɘɞɨɜ Űɖ ŭŮůɛŮɡŰɘəɐ ůɢɏůɖ 

 

  (5.15) 

 

ŪɡɛɑɕɞɡɛŮ Űɘɠ ůɢɏůŮɘɠ 

 

 
 

(5.16) 

 

ȼ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ŮɚŮɨɗŮɟɞɡ ůɤɛŬŰɘŭɑɞɡ Űɖɠ Ⱥɝ. (5.4), , ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɔɟŬűŰŮɑ ɤɠ 

 

 .  (5.17) 

 

ɇɞ ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ ŭɟɎůɖɠ ɔɑɜŮŰŬɘ 

 

 .  (5.18) 

 

ȼ Ůɝɑůɤůɖ əɑɜɖůɖɠ ˊɞɡ ˊŮɟɘɛɏɜɞɡɛŮ ɜŬ ˊɎɟɞɡɛŮ ŮűŬɟɛɧɕɞɜŰŬɠ Űɖɜ Ŭɟɢɐ Űɞɡ Hamilton ŮɑɜŬɘ ɖ 

 ́ ɞɡ ˊɟɞűŬɜɩɠ ɘůɢɨŮɘ ɔɘŬ ŮɚŮɨɗŮɟɞ ůɤɛŬŰɑŭɘɞ. ȳɛɤɠ, ɧˊɤɠ ŮɑˊŬɛŮ, ɏɢɞɡɛŮ Űɖ ŭŮůɛŮɡŰɘəɐ ůɢɏůɖ 

Űɖɠ Ⱥɝ. (5.15) ɐ Űɖɜ ɘůɞŭɨɜŬɛɐ Űɖɠ  
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 .  (5.19) 

 

ɈˊɎɟɢɞɡɜ ŭɘɎűɞɟɞɘ Űɟɧˊɞɘ ŬɜŰɘɛŮŰɩˊɘůɖɠ Űɞɡ ɗɏɛŬŰɞɠ. ũɘŬ ˊŬɟɎŭŮɘɔɛŬ, ɛˊɞɟŮɑ əɎˊɞɘɞɠ ɜŬ ɡˊɞɗɏůŮɘ 

ɧŰɘ ŬɡŰɐ ɖ ŭŮůɛŮɡŰɘəɐ ůɢɏůɖ ɘůɢɨŮɘ əŬɘ ɔɘŬ Űɘɠ ɔŮɘŰɞɜɘəɏɠ ɛɖ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɏɠ Űɟɞɢɘɏɠ əŬɘ ɜŬ ɢŮɘɟɘůŰŮɑ Űɞ ɗɏɛŬ ɛŮ 

ɢɟɐůɖ Űɖɠ ŰŮɢɜɘəɐɠ Űɤɜ ˊɞɚɚŬˊɚŬůɘŬůŰɩɜ Űɞɡ Lagrange. Ⱥŭɩ ɗŬ ŬəɞɚɞɡɗɐůɞɡɛŮ Űɖ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ ɧˊɞɡ ɖ 

ŭŮůɛŮɡŰɘəɐ ůɢɏůɖ ŭŮɜ ɘůɢɨŮɘ ɔɘŬ Űɘɠ ˊŬɟŬɚɚŬɔɛɏɜŮɠ ŭɘŬŭɟɞɛɏɠ ŬɚɚɎ ɛɧɜɞ ɔɘŬ Űɖɜ ŰŮɚɘəɐ, Űɖɜ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐ 

ŭɘŬŭɟɞɛɐ. ɃɡůɘŬůŰɘəɎ ɞɘ Ⱥɝ. (5.15), (5.19) ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ůɡɜɐɗŮɘɠ, ŭɡɜŬɛɘəɏɠ, ŭŮůɛŮɡŰɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ Űɖɠ əɑɜɖůɖɠ, 

ŮɑɜŬɘ ɛɘŬ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɐ ůɡɜɏˊŮɘŬ Űɞɡ Űɟɧˊɞɡ ˊɞɡ ɞɟɑůŰɖəŮ Űɞ . ȷɡŰɏɠ ɞɘ ŭŮůɛŮɡŰɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ ɛŬɠ ɚɏɜŮ ɧŰɘ ŭŮ 

ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ɓɟɘůəɧɛŬůŰŮ ůŰɞɜ ɧɚɞ ŰŮŰɟŬŭɘɎůŰŬŰɞ ɢɩɟɞ Űɞɡ . ȺɑɛŬůŰŮ ˊŮɟɘɞɟɘůɛɏɜɞɘ ůŮ ɛɘŬ ŰɟɘůŭɘɎůŰŬŰɖ 

ŮˊɘűɎɜŮɘŬ Űɞɡ ɧɚɞɡ ɢɩɟɞɡ. Ƀ Dirac ɞɜɞɛɎɕŮɘ ŰɏŰɞɘŮɠ ŭŮůɛŮɡŰɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ ŬůɗŮɜŮɑɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ. ɆɨɛűɤɜŬ ɛŮ 

ŬɡŰɐ Űɖɜ ɘŭɏŬ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ɗŮɤɟɐůɞɡɛŮ ŰŬ  ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŬ əŬɘ Ŭűɞɨ ɔɑɜɞɡɜ ɧɚŮɠ ɞɘ ˊŬɟŬɔɤɔɑůŮɘɠ, ůŰɞ Űɏɚɞɠ 

ɜŬ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɖɗɞɨɜ ɞɘ ŬɜɤŰɏɟɤ ŭŮůɛŮɡŰɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ. ȼ ŭɘŬűɞɟɘəɐ ˊŬɟɎůŰŬůɖ ɛɏůŬ ůŰɞ ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ ůŰɖɜ 

Ⱥɝ. (5.18) ŮɑɜŬɘ Űɞ ůŰɞɘɢŮɘɩŭŮɠ ɛɐəɞɠ ůŰɞɜ ŰŮŰɟŬɢɩɟɞ, ˊɟɎɔɛŬŰɘ 

 

 
 

ɧˊɞɡ  

 

 

 

ȾŬŰɎ Űɖɜ əɑɜɖůɖ əŬɘ ůŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ Űɖɠ Ⱥɘŭɘəɐɠ ɆɢŮŰɘəɧŰɖŰŬɠ, Űɞ ŰŮŰɟŬɛɐəɞɠ ŮɑɜŬɘ ůŰɎůɘɛɞ. 

ȿŬɛɓɎɜɞɡɛŮ ɤɠ ˊŬɟɎɛŮŰɟɞ ˊŮɟɘɔɟŬűɐɠ Űɖɠ əɑɜɖůɖɠ ɛɘŬ ˊŬɟɎɛŮŰɟɞ  ˊɞɡ Űɞ ɢŬɟŬəŰɖɟɘůŰɘəɧ Űɖɠ ŮɑɜŬɘ ˊɤɠ 

ŮɑɜŬɘ ɛɞɜɧŰɞɜɖ ůɡɜɎɟŰɖůɖ Űɞɡ ɘŭɘɧɢɟɞɜɞɡ , əŬŰɎ ɛɐəɞɠ Űɖɠ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐɠ ŰɟɞɢɘɎɠ. ȾŬŰɎ ŰŬ ɎɚɚŬ ŮɑɜŬɘ 

ŬɡɗŬɑɟŮŰɖ ˊŬɟɎɛŮŰɟɞɠ. ȷɡŰɎ ɛŬɠ ɞŭɖɔɞɨɜ ůŰɞ ɜŬ ŬɜŰɘəŬŰŬůŰŬɗŮɑ Űɞ ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ ŭɟɎůɖɠ Űɖɠ Ⱥɝ. (5.18) ɛŮ Űɞ 

ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ ŭɟɎůɖɠ  

 

  (5.20) 

 

ȾŬŰɎ ɛɐəɞɠ Űɖɠ əɑɜɖůɖɠ (ɛɧɜɞ), Ƀɘ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ŮɑɜŬɘ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ Űɞɡ , 

. ȷűɞɨ ŭŮɜ ɏɢɞɡɛŮ ŭŮůɛŮɡŰɘəɐ ůɢɏůɖ, ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ əɎɜɞɡɛŮ Űɘɠ ŭɡɜŬŰɏɠ ɛŮŰŬɓɞɚɏɠ ŮɚŮɨɗŮɟŬ. 

ɃɟɑɕɞɡɛŮ . ȼ Ŭɟɢɐ Űɤɜ ɛŮŰŬɓɞɚɩɜ, Ŭɟɢɐ Űɞɡ Hamilton, ŭɑɜŮɘ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɤɜ Euler- Lagrange, 

 

  (5.21) 

 

ɃˊɧŰŮ ɏɢɞɡɛŮ 

 

  (5.22) 

 

ɆŮ ŬɡŰɧ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ˊɞɡ əŬŰŬɚɐɝŬɛŮ ůŰɖ (ŭɘŬűɞɟɘəɐ) Ůɝɑůɤůɖ ɔɘŬ Űɖɜ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐ əɑɜɖůɖ, ŮˊɘɓɎɚɞɡɛŮ 

Űɖ ŭŮůɛŮɡŰɘəɐ ůɢɏůɖ (5.15) ɞˊɧŰŮ ɏɢɞɡɛŮ  

 

d
0

d

u
u u u

a
a

a a
t
= =

t
u

un

d d d d ds u u x x g x xa a a b

a a abt t= = =

00 11 22 331,  1,  1,  1

0,  ,  d d .

g g g g

g s cmn m n t

= =- =- =-

= ¸ =

q
t

2

1

d d
d

d d

x x
mc g

q a b

ab

q

I q
q q

=-ñ

2 ůŰŬɗ.L mc=- = q

( )x xa aq=

d

d

x
x

a
a

q
¡=

d
0

d

L L

x xa aq

µ µ
- =

¡µ µ

( )
1/2

d
0

d

x

x x

a

a

b
q

¡
=

¡ ¡



Ⱥ. ȷ. ȹɟɖɠ, Ū. ȼ. ȷɚŮɝɧˊɞɡɚɞɠ      171 

 

 

ȼ ůɢɏůɖ (5.22) ɘůɢɨŮɘ əŬŰɎ Űɖɜ (ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐ) əɑɜɖůɖ, Űɞ  ɔɑɜŮŰŬɘ , ɞˊɧŰŮ ɞ ˊŬɟɞɜɞɛŬůŰɐɠ ŮɑɜŬɘ ɛɘŬ 

ůŰŬɗŮɟɎ, ɏŰůɘ ɓɟɑůəɞɡɛŮ Űɘɠ ɔɜɤůŰɏɠ ůɢɏůŮɘɠ  

 

  (5.23) 

 

ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ɞɘ ůɢŮŰɘəɘůŰɘəɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ ŮɚŮɨɗŮɟɞɡ ůɤɛŬŰɘŭɑɞɡ. ɇɞ ŰŮŰɟŬɛɐəɞɠ Űɖɠ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐɠ 

ŭɘŬŭɟɞɛɐɠ (əɞůɛɘəɐɠ ŰɟɞɢɘɎɠ Űɞɡ ůɤɛŬŰɘŭɑɞɡ) ůŰɞɜ ŰŮŰɟŬɢɩɟɞ, ůŮ ŬɡŰɐ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ, ɔɑɜŮŰŬɘ ɛɏɔɘůŰɞ. 

ȹɖɚŬŭɐ ɏɢɞɡɛŮ Űɞɜ ɛɏɔɘůŰɞ ɘŭɘɧɢɟɞɜɞ ɛŮŰŬɝɨ Űɤɜ ŭɡɞ Ɏəɟɤɜ. ȼ ŰɟɞɢɘɎ ŮɑɜŬɘ ɔŮɤŭŬɘůɘŬəɐ ŰɟɞɢɘɎ. ɆŰɖɜ 

ˊŮɟɑˊŰɤůɖ űɞɟŰɘůɛɏɜɞɡ ůɤɛŬŰɘŭɑɞɡ ůŮ ŮɝɤŰŮɟɘəɧ ɖɚŮəŰɟɞɛŬɔɜɖŰɘəɧ ˊŮŭɑɞ ɖ ɛɞɟűɐ ɔɘŬ Űɖɜ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ 

ŬɚɚɖɚŮˊɑŭɟŬůɖɠ ŮɑɜŬɘ ŬɡŰɐ Űɖɠ Ⱥɝ. (5.12), ɝŮəɘɜɞɨɛŮ ɛŮ Űɖɜ ɞɚɘəɐ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ 

 

  (5.24) 

 

ɀŮ Űɖɜ ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜɖ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ ɓɟɑůəɞɡɛŮ 

 

  (5.25) 

 

ɇŮɚɘəɩɠ əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Euler-Lagrange 

 

 .  (5.26) 

 

ɀŮŰɎ Ŭˊɧ ˊɟɎɝŮɘɠ ŬɡŰɐ ɔɑɜŮŰŬɘ 

 

 .  (5.27) 

 

ȳɛɤɠ ɏɢɞɡɛŮ 

 

 

 

ɎɟŬ 

 

 .  (5.28) 
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ɄŬɟɎŭŮɘɔɛŬ 

ɆɢŮŰɘəɘůŰɘəɐ əɑɜɖůɖ űɞɟŰɘůɛɏɜɞɡ ůɤɛŬŰɘŭɑɞɡ ɛɏůŬ ůŮ ůŰŬɗŮɟɧ ɞɛɞɔŮɜɏɠ ɛŬɔɜɖŰɘəɧ ˊŮŭɑɞ . 

ɇɞ ɓŬɗɛɤŰɧ ŭɡɜŬɛɘəɧ . ȹŮɑɝŰŮ ɧŰɘ əŬŰɎɚɚɖɚɞ ŭɘŬɜɡůɛŬŰɘəɧ ŭɡɜŬɛɘəɧ ŮɑɜŬɘ Űɞ 

 , ɧˊɞɡ  ŮɑɜŬɘ ɞɘ əŬɟŰŮůɘŬɜɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɞɡ ůɤɛŬŰɘŭɑɞɡ.  

 

ȿɨůɖ 

ŪŬ ŭŮɑɝɞɡɛŮ ɧŰɘ Űɞ ɛŬɔɜɖŰɘəɧ ˊŮŭɑɞ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ˊɟɞɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊɧ Űɞ ŭɘŬɜɡůɛŬŰɘəɧ ŭɡɜŬɛɘəɧ.  

ȰɢɞɡɛŮ, ,  . 

 

 

 

ȼ ŭɡɜŬɛɘəɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ ŮɑɜŬɘ  .  

ɆŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ ŮɑɜŬɘ ɓɞɚɘəɧ ɜŬ ɛŮŰŬɓɞɨɛŮ ůŮ əɡɚɘɜŭɟɘəɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ. ȰɢɞɡɛŮ

, ɞˊɧŰŮ  . 

 . ȼ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ŮɑɜŬɘ  

 

 

 

Ⱥűɧůɞɜ ɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɖ ŭŮɜ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ ɎɛŮůŬ Ŭˊɧ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ, ŭɘŬŰɖɟŮɑŰŬɘ ɖ ŮɜŮɟɔŮɘŬəɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ ˊɞɡ 

ůɡɛˊɑˊŰŮɘ ɛŮ Űɖɜ ŮɜɏɟɔŮɘŬ.  

 

 

 

ȷɡŰɧ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ Űɞ ɛɏŰɟɞ Űɖɠ ŰŬɢɨŰɖŰŬɠ ŮɑɜŬɘ ůŰŬɗŮɟɎ Űɖɠ əɑɜɖůɖɠ, ,   

ũɟɎűɞɡɛŮ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Lagrange. 
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ȷűɞɨ = ůŰŬɗ., , ɛŮŰɎ Ŭˊɧ ˊɟɎɝŮɘɠ ɓɟɑůəɞɡɛŮ: 

 

 

 

 

 

ȷˊɧ Űɖɜ ŰŮɚŮɡŰŬɑŬ ŭɘŬűɞɟɘəɐ Ůɝɑůɤůɖ ˊɟɞəɨˊŰŮɘ ɧŰɘ  ɆɖɛŮɘɩɜɞɡɛŮ ɧŰɘ ɖ Ŭɟɢɐ 

Űɤɜ Ŭɝɧɜɤɜ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɚɖűɗŮɑ ɞˊɞɡŭɐˊɞŰŮ ůŰɞɜ ɢɩɟɞ. ɇɞ ɛɧɜɞ ˊɞɡ ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ɘůɢɨŮɘ ŮɑɜŬɘ ɞ ɎɝɞɜŬɠ  ɜŬ ɏɢŮɘ 

Űɖɜ əŬŰŮɨɗɡɜůɖ Űɞɡ  . ɀŮ ŬɡŰɧ ůŰɞ ɛɡŬɚɧ ɛŬɠ, ɣɎɢɜɞɡɛŮ ɔɘŬ ɎɝɞɜŮɠ ŰɏŰɞɘɞɡɠ ˊɞɡ ɜŬ ɘůɢɨŮɘ  

Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ  . 

ȼ ˊɟɩŰɖ Ůɝɑůɤůɖ ɞŭɖɔŮɑ ŰŮɚɘəɩɠ ůŰɖ ůɢɏůɖ, 

 

 ,  

 

 ŮɑɜŬɘ ɖ əɡəɚɘəɐ ůɡɢɜɧŰɖŰŬ əɡəɚɞŰɟɞɜɑɞɡ (əɡəɚɞŰɟɞɜɘəɐ ůɡɢɜɧŰɖŰŬ). ȹɖɚŬŭɐ ɏɢɞɡɛŮ ŮɚɘəɞŮɘŭɐ 

əɑɜɖůɖ ˊŮɟɑ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ . ȹɖɚŬŭɐ ɛŮŰŬŰɧˊɘůɖ ɛŮ ůŰŬɗŮɟɐ ŰŬɢɨŰɖŰŬ  əŬŰɎ ɛɐəɞɠ Űɞɡ  əŬɘ ˊŮɟɘůŰɟɞűɘəɐ 

əɑɜɖůɖ ˊŮɟɑ Űɞɜ ɑŭɘɞ ɎɝɞɜŬ, ɛŮ ůŰŬɗŮɟɐ ɔɤɜɘŬəɐ ůɡɢɜɧŰɖŰŬ əŬɘ ŬəŰɑɜŬ . ȼ ŬəŰɑɜŬ ˊɟɞůŭɘɞɟɑɕŮŰŬɘ Ŭˊɧ Űɖ 

ůɢɏůɖ, 

 ȰɢɞɡɛŮ  ɄɟɧəŮɘŰŬɘ ɔɘŬ Űɖɜ ŰŬɢɨŰɖŰŬ 

ůŰɞ əɎɗŮŰɞ ůŰɞɜ ɎɝɞɜŬ  ŮˊɑˊŮŭɞ, ŮɔəɎɟůɘŬ ŰŬɢɨŰɖŰŬ. ɃˊɧŰŮ Ŭűɞɨ  ȰɢɞɡɛŮ 

 ɐ  . ȼ ŰŮɚŮɡŰŬɑŬ ůɢɏůɖ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɖɗŮɑ ɔɘŬ Űɞɜ 

ˊɟɞůŭɘɞɟɘůɛɧ (ɛɏŰɟɖůɖ) Űɖɠ ŮɔəɎɟůɘŬɠ  (ůɢŮŰɘəɘůŰɘəɐɠ) ɞɟɛɐɠ  ůɤɛŬŰɘŭɑɞɡ ɧŰŬɜ ŮɑɜŬɘ ɔɜɤůŰɏɠ ɞɘ ɎɚɚŮɠ 

ˊɞůɧŰɖŰŮɠ.  

ɇɞ ŬˊɞŰɏɚŮůɛŬ ŭŮɜ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ Ŭˊɧ Űɞ ůɨůŰɖɛŬ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ. ɀŮ ɓɎůɖ ŰŬ ŬɜɤŰɏɟɤ, Ŭˊɧ Űɞ ˊŮŭɑɞ  

əŬɘ Űɖɜ Ŭɟɢɘəɐ ŭɘŬɜɡůɛŬŰɘəɐ ŰŬɢɨŰɖŰŬ  ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ɓɟɞɨɛŮ Űɖ ɗɏůɖ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ əɡɚɘɜŭɟɘəɩɜ 

ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ ɔɘŬ Űɞ ɞˊɞɑɞ ɘůɢɨɞɡɜ ɞɘ ůɢɏůŮɘɠ ˊɞɡ ŬɜŬűɏɟŬɛŮ ˊɟɞɖɔɞɡɛɏɜɤɠ. ɇŮɚɘəɩɠ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ˊɞɨɛŮ 

ɧŰɘ ɔɘŬ əɎɗŮ Ŭɟɢɘəɐ ŭɘŬɜɡůɛŬŰɘəɐ ŰŬɢɨŰɖŰŬ űɞɟŰɘůɛɏɜɞɡ ůɤɛŬŰɘŭɑɞɡ ɗŬ ɏɢɞɡɛŮ Űɖɜ əɑɜɖůɖ ˊɞɡ ˊŮɟɘɔɟɎɣŬɛŮ 

ˊɟɞɖɔɞɡɛɏɜɤɠ. ȼ ɗɏůɖ Űɞɡ ɎɝɞɜŬ Űɖɠ ŮɚɘəɞŮɘŭɞɨɠ əɑɜɖůɖɠ əŬɘ ɖ ŬəŰɑɜŬ ˊɟɞůŭɘɞɟɑɕɞɜŰŬɘ Ŭˊɧ ɧůŬ ŬɜŬűɏɟŬɛŮ 

ůŰɖɜ ŬɜɎɚɡůɐ ɛŬɠ. 

ɇɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŬɜŰɘɛŮŰɤˊɘůŰŮɑ əŬɘ ůŮ əŬɟŰŮůɘŬɜɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ. 
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ɄɟɞɓɚɐɛŬŰŬ 

1. ŪŮɤɟɐůŰŮ ůɤɛŬŰɑŭɘɞ ɛɎɕŬɠ Űɞ ɞˊɞɑɞ əɘɜŮɑŰŬɘ ůŮ ŮɡɗŮɑŬ, ɎɝɞɜŬ . ȼ ŭɡɜŬɛɘəɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ (ŭɡɜŬɛɘəɧ) 

ŮɑɜŬɘ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ . ȼ ůɢŮŰɘəɘůŰɘəɐ əɘɜɖŰɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘɎ Űɞɡ ŮɑɜŬɘ 

 

. 

 

ɆɢɖɛŬŰɑůŰŮ Űɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ɛŮ Űɖ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ . ɀŮ ɢɟɐůɖ Űɖɠ Ůɝɑůɤůɖɠ Űɞɡ Lagrange ŭŮɑɝŰŮ 

ɧŰɘ ŭŮɜ əŬŰŬɚɐɔŮŰŮ ůŰɖɜ ŬɜŬɛŮɜɧɛŮɜɖ ůɢŮŰɘəɘůŰɘəɐ (ŭɘŬűɞɟɘəɐ) Ůɝɑůɤůɖ əɑɜɖůɖɠ. ȹŮɢŰŮɑŰŮ ɧŰɘ əŬɘ ɔɘŬ Űɖɜ 

ˊŮɟɑˊŰɤůɖ Űɖɠ ůɢŮŰɘəɘůŰɘəɐɠ ɞɟɛɐɠ ɘůɢɨŮɘ ɖ ɔɜɤůŰɐ ůɢɏůɖ ˊɞɡ ɞɟɑɕŮɘ Űɖ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜɖ ɞɟɛɐ Ŭˊɧ Űɖ 

ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ. ɀŮ ɓɎůɖ ŬɡŰɧ, ɓɟŮɑŰŮ Űɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ  ɔɘŬ ŮɚŮɨɗŮɟɞ (ŭɡɜɎɛŮɤɜ) 

ůɤɛŬŰɑŭɘɞ . ɆŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ ŭŮɑɝŰŮ ɧŰɘ ɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ  ɞŭɖɔŮɑ ůŰɖ ůɤůŰɐ Ůɝɑůɤůɖ 

əɑɜɖůɖɠ 

 

 . 

 

2. ȷɠ ɗŮɤɟɐůɞɡɛŮ ůɨůŰɖɛŬ  ɛɖ ŬɚɚɖɚŮˊɘŭɟɩɜŰɤɜ ůɤɛŬŰɘŭɑɤɜ ɛŮ ůɢŮŰɘəɘůŰɘəɐ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ Űɖɜ 

 

. 

 

ȹŮɑɝŰŮ ɧŰɘ ŭɘŬŰɖɟŮɑŰŬɘ ɖ ɞɟɛɐ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ.  

 

3. ŪŮɤɟɐůŰŮ Űɖ ůɢŮŰɘəɘůŰɘəɐ əɑɜɖůɖ űɞɟŰɘůɛɏɜɞɡ ůɤɛŬŰɘŭɑɞɡ ɛɎɕŬɠ  əŬɘ űɞɟŰɑɞɡ , ɛɏůŬ ůŮ ůŰŬɗŮɟɧ 

ɞɛɞɔŮɜɏɠ ɛŬɔɜɖŰɘəɧ ˊŮŭɑɞ . ɇɞ ɓŬɗɛɤŰɧ ŭɡɜŬɛɘəɧ . ŪŮɤɟɐůŰŮ ŭɘŬɜɡůɛŬŰɘəɧ ŭɡɜŬɛɘəɧ Űɖɠ 

ɛɞɟűɐɠ , ɧˊɞɡ  ŮɑɜŬɘ ɞɘ əŬɟŰŮůɘŬɜɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɞɡ 

ůɤɛŬŰɘŭɑɞɡ. ɈˊɞɚɞɔɑůŰŮ Űɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ. ɀŮ Űɖ ɛɏɗɞŭɞ Űɞɡ Lagrange ŭŮɑɝŰŮ ɧŰɘ Űɞ ůɤɛŬŰɑŭɘɞ ŮəŰŮɚŮɑ 

ŮɚɘəɞŮɘŭɐ əɑɜɖůɖ ˊŮɟɑ ɎɝɞɜŬ ˊŬɟɎɚɚɖɚɞ ˊɟɞɠ Űɞ , ɛŮ ůŰŬɗŮɟɐ ɔɤɜɘŬəɐ ŰŬɢɨŰɖŰŬ. ȸɟŮɑŰŮ Űɖ ɔɤɜɘŬəɐ 

ŰŬɢɨŰɖŰŬ əŬɘ Űɖ ɗɏůɖ Űɞɡ ɎɝɞɜŬ ˊŮɟɘůŰɟɞűɐɠ ɛŮ ŭŮŭɞɛɏɜŮɠ Űɘɠ Ŭɟɢɘəɏɠ Űɘɛɏɠ, 

.  

ɆŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ ɡˊɞɚɞɔɑůŰŮ Űɖɜ ŮɜŮɟɔŮɘŬəɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ əŬɘ Űɖɜ ŮɜɏɟɔŮɘŬ əŬɘ ɢɤɟɑɠ ɜŬ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɐůŮŰŮ Űɖ 

ɚɨůɖ,  ŬɚɚɎ ɛɧɜɞ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ, ɓɟŮɑŰŮ Ŭɜ ŭɘŬŰɖɟɞɨɜŰŬɘ əŬŰɎ Űɖɜ əɑɜɖůɖ. 

ȸɟŮɑŰŮ Űɖɜ ɏəűɟŬůɖ ɔɘŬ Űɖ ɛɖɢŬɜɘəɐ ɞɟɛɐ, Űɖɜ ɖɚŮəŰɟɞɛŬɔɜɖŰɘəɐ ɞɟɛɐ əŬɘ Űɘɠ ŬɜŰɑůŰɞɘɢŮɠ ůŰɟɞűɞɟɛɏɠ ˊŮɟɑ 

Űɞɜ ɎɝɞɜŬ  Űɤɜ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ. ɉɤɟɑɠ ɜŬ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɐůŮŰŮ Űɖ ɚɨůɖ,  ŬɚɚɎ 

ɛɧɜɞ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ, ŭŮɑɝŰŮ ɧŰɘ ɖ ɞɚɘəɐ ůŰɟɞűɞɟɛɐ ˊŮɟɑ ŬɡŰɧɜ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ ŭɘŬŰɖɟŮɑŰŬɘ Ůɜɩ ŭŮɜ 

ŭɘŬŰɖɟŮɑŰŬɘ ɖ əɎɗŮ ɛɘŬ Ŭˊɧ Űɘɠ ŭɡɞ ɢɤɟɘůŰɎ. ȹŮɑɝŰŮ ɧŰɘ əŬɘ ɞɘ ŭɡɞ ŬɜɤŰɏɟɤ ůŰɟɞűɞɟɛɏɠ ˊŮɟɑ Űɞɜ ŬɜɤŰɏɟɤ 

ɎɝɞɜŬ ˊŮɟɘůŰɟɞűɐɠ ŭɘŬŰɖɟɞɨɜŰŬɘ. Tɞ ŰŮɚŮɡŰŬɑɞ, ˊŬɟɧɚɞ ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ŮɡɜɧɖŰɞ, ŮˊɘɓŮɓŬɘɩůŰŮ Űɞ Ŭűɞɨ əɎɜŮŰŮ 

ɢɟɐůɖ Űɖɠ ůɢɏůɖɠ ˊɞɡ ŭɑɜŮɘ Űɖ ɗɏůɖ ŬɡŰɞɨ Űɞɡ ɎɝɞɜŬ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘ Űɤɜ Ŭɟɢɘəɩɜ Űɘɛɩɜ əŬɘ Űɞ ɧŰɘ ɖ ˊŮɟɘůŰɟɞűɐ 

ůŰɞ ŮˊɑˊŮŭɞ  ɔɑɜŮŰŬɘ ůŮ əɨəɚɞ (ɖ ŬəŰɑɜŬ ŮɑɜŬɘ ůŰŬɗŮɟɐ).  
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ȾŮűɎɚŬɘɞ 6: ɉŬɛɘɚŰoɜɘŬɜɧɠ ūɞɟɛŬɚɘůɛɧɠ 

ɆŮ ŬɡŰɧ Űɞ əŮűɎɚŬɘɞ ɗŬ ŬůɢɞɚɖɗɞɨɛŮ ɛŮ ɛɘŬ Ɏɚɚɖ ɗŮɩɟɖůɖ Űɖɠ ɛɖɢŬɜɘəɐɠ ˊɞɡ ŬɜŬűɏɟŮŰŬɘ ɤɠ űɞɟɛŬɚɘůɛɧɠ 

Űɞɡ Hamilton, ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɧɠ űɞɟɛŬɚɘůɛɧɠ. ȷˊɧ ˊɚŮɡɟɎɠ űɡůɘəɐɠ ŭŮɜ ˊɟɞůŰɑɗŮŰŬɘ əɎŰɘ əŬɘɜɞɨɟɔɘɞ, ɧɛɤɠ 

ˊɟɧəŮɘŰŬɘ ɔɘŬ ɛɘŬ ˊɘɞ ŭɡɜŬŰɐ ɛɏɗɞŭɞ ŮɟɔŬůɑŬɠ ɛŮ Űɘɠ Ŭɟɢɏɠ Űɖɠ űɡůɘəɐɠ ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ɐŭɖ əŬɗɘŮɟɤɛɏɜŮɠ. ȼ 

ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ ɛɏɗɞŭɞɠ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ŬɜɩŰŮɟɖ Ŭˊɧ Űɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ɛɏɗɞŭɞ əŬŰɎ Űɖɜ ɎɛŮůɖ ɚɨůɖ ˊɟɞɓɚɖɛɎŰɤɜ Űɖɠ 

ɛɖɢŬɜɘəɐɠ. ɇɞ ˊɟɞůɧɜ ŬɡŰɐɠ Űɖɠ ɛŮɗɧŭɞɡ ŮɑɜŬɘ ɧŰɘ ŮɑɜŬɘ ɖ ɓɎůɖ Űɖɠ ˊɟɞɢɤɟɖɛɏɜɖɠ ɗŮɤɟɖŰɘəɐɠ ɛɖɢŬɜɘəɐɠ əŬɘ 

ɓɎɕŮɘ ŰŬ ɗŮɛɏɚɘŬ ɔɘŬ ɗŮɤɟɖŰɘəɏɠ ŮˊŮəŰɎůŮɘɠ ůŮ ˊɞɚɚɏɠ ˊŮɟɘɞɢɏɠ Űɖɠ űɡůɘəɐɠ. ɇɏŰɞɘŮɠ ˊŮɟɘˊŰɩůŮɘɠ ůŰŬ ˊɚŬɑůɘŬ 

Űɖɠ ɑŭɘŬɠ Űɖɠ ɛɖɢŬɜɘəɐɠ ŮɑɜŬɘ ɖ ɗŮɤɟɑŬ Űɤɜ Hamilton-Jacobi, ŭɘŬŰŬɟŬɢɏɠ əŬɘ ɢɎɞɠ. Ȱɝɤ Ŭˊɧ Űɖɜ ɛɖɢŬɜɘəɐ Űɖɜ 

ɑŭɘŬ, ŬɡŰɧɠ ɞ űɞɟɛŬɚɘůɛɧɠ ˊŬɟɏɢŮɘ ɏɜŬ ɛŮɔɎɚɞ ɛɏɟɞɠ Ŭˊɧ Űɖ ɔɚɩůůŬ Űɖɠ ůŰŬŰɘůŰɘəɐɠ ɛɖɢŬɜɘəɐɠ əŬɘ Űɖɠ 

əɓŬɜŰɞɛɖɢŬɜɘəɐɠ. ɆŮ ɧ,Űɘ ŬəɞɚɞɡɗŮɑ, ɡˊɞɗɏŰɞɡɛŮ ɧŰɘ ɞɘ ŭɡɜɎɛŮɘɠ ŮɑɜŬɘ ɛɞɜɞɔŮɜŮɑɠ, ŰŬ ůɡůŰɐɛŬŰŬ ŮɑɜŬɘ ɞɚɧɜɞɛŬ 

ɢɤɟɑɠ ŭŮůɛɞɨɠ, ŭɖɚŬŭɐ ɞɘ ŭŮůɛɞɑ ɏɢɞɡɜ ŬˊŬɚŮɘűŰŮɑ ɛŮ Űɖɜ əŬŰɎɚɚɖɚɖ Ůˊɘɚɞɔɐ (ɔɜɐůɘɤɜ) ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜɤɜ 

ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ, ɏɢɞɡɛŮ ŭɖɚŬŭɐ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɎ ůɡůŰɐɛŬŰŬ. ɆŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ˊɞɡ ůŰɞɜ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɧ 

űɞɟɛŬɚɘůɛɧ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ɞɚɧɜɞɛɞɘ ɞɚɞəɚɖɟɤɛɏɜɞɘ ŭŮůɛɞɑ, ŮɑɜŬɘ ŭɡɜŬŰɧ ɜŬ ɔɑɜŮŰŬɘ Űɟɞˊɞˊɞɑɖůɖ Űɖɠ 

ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐɠ ɛŮ ˊɞɚɚŬˊɚŬůɘŬůŰɏɠ Lagrange, ůŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ ɜŬ ɡˊɞɚɞɔɘůŰŮɑ ɖ Űɟɞˊɞˊɞɘɖɛɏɜɖ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ 

əŬɘ ɜŬ ɔɟŬűŰɞɨɜ, ɔɘŬ ŬɡŰɐɜ ɞɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Hamilton. Ƀ ɔŮɜɘəɧɠ Űɟɧˊɞɠ ɢŮɘɟɘůɛɞɨ ŭɘŬűɧɟɤɜ ŭŮůɛɩɜ ůŰɞɜ 

ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɧ űɞɟɛŬɚɘůɛɧ, ɔɑɜŮŰŬɘ ɛŮ Űɖ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ Űɞɡ Dirac ɛŮ ɢɟɐůɖ Ŭɔəɡɚɩɜ, ˊɞɡ ɚɏɔɞɜŰŬ ŬɔəɨɚŮɠ Dirac. 

ȼ ɛɏɗɞŭɞɠ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘŮɑŰŬɘ ɔɘŬ ɛŮŰɎɓŬůɖ ůŰɖɜ əɓŬɜŰɞɛɖɢŬɜɘəɐ ɧŰŬɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ŭŮůɛɞɑ. 

6.1 ȺɝɘůɩůŮɘɠ Űɞɡ Hamilton  

Ƀɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Lagrange ŬɜŰɘˊɟɞůɤˊŮɨɞɡɜ ŮɝɘůɩůŮɘɠ ŭŮɨŰŮɟɖɠ ŰɎɝɖɠ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ. ȷɡŰɧ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ ɖ 

əɑɜɖůɖ əŬɗɞɟɑɕŮŰŬɘ Ŭˊɧ  Ŭɟɢɘəɏɠ Űɘɛɏɠ. ȷɡŰɏɠ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ɞɘ Űɘɛɏɠ Űɤɜ  əŬɘ ɞɘ Űɘɛɏɠ Űɤɜ 

 əɎˊɞɘŬ ɢɟɞɜɘəɐ ůŰɘɔɛɐ , ɐ ɞɘ Űɘɛɏɠ Űɤɜ  ŭɡɞ ɢɟɞɜɘəɏɠ ůŰɘɔɛɏɠ , ŭɖɚŬŭɐ ɏɢɞɡɛŮ  

ŬɟɢɘəɎ ɛŮɔɏɗɖ. Ƀɘ  ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ŮɑɜŬɘ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ. ŪŬ ŭɞɨɛŮ ɧŰɘ ɞɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ (Űɞɡ) Hamilton 

ŮɑɜŬɘ  Űɞ ˊɚɐɗɞɠ əŬɘ ŮɑɜŬɘ ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ ˊɟɩŰɖɠ ŰɎɝɖɠ. Ƀɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Hamilton ůɡɜɖɗɑɕŮŰŬɘ ɜŬ 

ɚɏɔɞɜŰŬɘ əŬɘ əŬɜɞɜɘəɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ. ɀˊɞɟŮɑ əɎˊɞɘɞɠ ɜŬ əŬŰŬɚɐɝŮɘ ůŰɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Hamilton ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɩɜŰŬɠ 

Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Lagrange əŬɘ Űɞɜ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ Űɞɡ Legendre, ŬɚɚɎ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŬəɞɚɞɡɗɐůŮɘ əŬɘ Ɏɚɚɖ ɛɏɗɞŭɞ, 

ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɐůŮɘ Űɖ ɛɏɗɞŭɞ Űɤɜ ˊɞɚɚŬˊɚŬůɘŬůŰɩɜ Űɞɡ Lagrange. ŪŬ ŬəɞɚɞɡɗɐůɞɡɛŮ Űɖ ɛɏɗɞŭɞ Űɞɡ 

ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨ Legendre (ɓɚɏˊŮ ˊŬɟɎɟŰɖɛŬ Ʉ5). Ƀɘ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ ůŰɞɜ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɧ űɞɟɛŬɚɘůɛɧ ŮɑɜŬɘ ɞɘ 

, Ůɜɩ ůŰɞɜ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɧ űɞɟɛŬɚɘůɛɧ ŮɑɜŬɘ ɞɘ  ɧˊɞɡ  ɞɘ ůɡɕɡɔŮɑɠ ɞɟɛɏɠ, ɧˊɤɠ ɗŬ ŭɞɨɛŮ ůŮ ɚɑɔɞ. 

ɆŰɞɜ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɧ űɞɟɛŬɚɘůɛɧ ˊɞɡ ɗŬ ŬɜŬˊŰɨɝɞɡɛŮ ŭŮ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ŭŮůɛŮɡŰɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ ɛŮŰŬɝɨ 

Űɤɜ ɛŮŰŬɓɚɖŰɩɜ , ŬɡŰɏɠ ŮɑɜŬɘ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ. ŪŬ ŮˊŬɜɏɚɗɞɡɛŮ ůŮ ŬɡŰɧ Űɞ ɗɏɛŬ ŬɟɔɧŰŮɟŬ.  

ŪŬ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɐůɞɡɛŮ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ Legendre ɤɠ ˊɟɞɠ Űɘɠ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ . Ƀɘ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ ɗŬ ɗŮɤɟɞɨɜŰŬɘ 

ɤɠ ŮɜŮɟɔɖŰɘəɏɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ Űɤɜ  əŬɘ ɧɚŮɠ ɞɘ ɎɚɚŮɠ ŮɑɜŬɘ ˊŬɗɖŰɘəɏɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ, ŮɑɜŬɘ ˊŬɟɎɛŮŰɟɞɘ 

ˊɞɡ ŭŮɜ ůɡɛɛŮŰɏɢɞɡɜ ůŰɞɜ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ. ȷɡŰɏɠ ŮɑɜŬɘ ɞɘ  Űɞ ˊɚɐɗɞɠ . ȷəɞɚɞɡɗɞɨɛŮ ŬɜɎɚɞɔɖ 

ɛŮɗɞŭɞɚɞɔɑŬ ɧˊɤɠ ůŰɞ ɄŬɟɎɟŰɖɛŬ Ʉ5, ŬɚɚɎ ɔɘŬ ˊɞɚɚɏɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ. ɀˊɞɟŮɑ ɜŬ ŭŮɘɢŰŮɑ ɧŰɘ ɘůɢɨɞɡɜ ɞɘ 

ˊɟɞɦˊɞɗɏůŮɘɠ ɔɘŬ ɜŬ ŮűŬɟɛɞůŰŮɑ ɞ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ Legendre ůŰɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ. 

 

1) ȺɘůɎɔɞɡɛŮ Űɘɠ ɜɏŮɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ, Űɘɠ ůɡɕɡɔŮɑɠ ɞɟɛɏɠ ɐ ŬˊɚɎ ɞɟɛɏɠ ɛŮ Űɖ ůɢɏůɖ, 

 

 .  (6.1) 

 

2) ȺɘůɎɔɞɡɛŮ Űɖ ɜɏŬ ůɡɜɎɟŰɖůɖ  ˊɞɡ ɗŬ ɛŬɠ ɞŭɖɔɐůŮɘ ůŰɖ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ, ŭɖɚŬŭɐ Űɖ 

ůɡɜɎɟŰɖůɖ 
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3) ȿɨɜɞɡɛŮ (ŬɜŰɘůŰɟɏűɞɡɛŮ) Űɘɠ Ⱥɝ. (6.1) ɤɠ ˊɟɞɠ  ɞˊɧŰŮ . ȷɜŰɘəŬɗɘůŰɞɨɛŮ ůŰɖɜ (6.2). 

ȰŰůɘ əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɖɜ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ  

 

 
. 

ȹɖɚŬŭɐ,  .  

(6.3) 

 

ȹɘŬűɞɟɑɕɞɡɛŮ Űɖɜ (6.2) əŬɘ ɓɟɑůəɞɡɛŮ, 

 

 . 

 

ȳɛɤɠ Ŭˊɧ Űɞɜ ɞɟɘůɛɧ , ɞˊɧŰŮ  

 

 . 

 

ȷˊɧ Űɖ ŭɘŬűɧɟɘůɖ Űɖɠ (6.3) ɏɢɞɡɛŮ, 

  

 . 

 

ȽůɢɨŮɘ , ɞˊɧŰŮ ŮɝɘůɩɜɞɡɛŮ Űɞɡɠ ŬɜŰɑůŰɞɘɢɞɡɠ ɧɟɞɡɠ Űɤɜ ŭɡɞ ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜɤɜ əŬɘ ɓɟɑůəɞɡɛŮ 

 

  (6.4) 

 

Ƀɘ ŭɨɞ ˊɟɩŰŮɠ ŮɑɜŬɘ ůɢɏůŮɘɠ ɛŮŰŬɝɨ Űɤɜ ˊŬɗɖŰɘəɩɜ ɛŮŰŬɓɚɖŰɩɜ. ȼ ŰŮɚŮɡŰŬɑŬ ŮɑɜŬɘ ɖ ŬɜŰŮůŰɟŬɛɛɏɜɖ 

Ůɝɑůɤůɖ ɞɟɘůɛɞɨ , ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ əɎŰɘ əŬɘɜɞɨɟɔɘɞ. 

ȷˊɧ ŬɡŰɐ Űɖ ůɢɏůɖ ɓɟɑůəɞɡɛŮ .  

ɆŮ ŬɡŰɧ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɚŬɛɓɎɜɞɡɛŮ ɡˊɧɣɖ ɧŰɘ ɘůɢɨɞɡɜ ɞɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Lagrange, ŭɖɚŬŭɐ Űɞ ůɨůŰɖɛŬ əɘɜŮɑŰŬɘ, 

ŮəŰŮɚŮɑ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐ əɑɜɖůɖ. ɇɧŰŮ  , ɞˊɧŰŮ Ŭˊɧ Űɘɠ ŭɡɞ ŰŮɚŮɡŰŬɑŮɠ əŬɘ Ůűɧůɞɜ , 

ɓɟɑůəɞɡɛŮ ɧŰɘ, 

. 

 

ȷɡŰɏɠ ɛŬɕɑ ɛŮ Űɘɠ  ŬˊɞŰŮɚɞɨɜ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Hamilton ɐ əŬɜɞɜɘəɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ, ŭɖɚŬŭɐ Űɘɠ 
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 .  (6.5) 

 

ȺɑɜŬɘ ůɨůŰɖɛŬ Ŭˊɧ  ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ ˊɟɩŰɖɠ ŰɎɝɖɠ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ. ȺɑɜŬɘ ɘůɞŭɨɜŬɛŮɠ ɛŮ Űɘɠ 

ŬɜŰɑůŰɞɘɢŮɠ  ŮɝɘůɩůŮɘɠ ŭŮɨŰŮɟɖɠ ŰɎɝɖɠ Űɞɡ Lagrange. ɄŬɟɧɚɞ ˊɞɡ, ɧˊɤɠ ŮɑˊŬɛŮ, ɞɘ  ˊɟɩŰŮɠ Ŭˊɧ Űɘɠ 

əŬɜɞɜɘəɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ ŮɑɜŬɘ ɞɘ ŬɜŰŮůŰɟŬɛɛɏɜŮɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ ɞɟɘůɛɞɨ Űɤɜ ůɡɕɡɔɩɜ ɞɟɛɩɜ Ⱥɝ. (6.1) əŬɘ ŭŮɜ ŭɑɜɞɡɜ 

Ůˊɞɛɏɜɤɠ ŰɑˊɞŰŬ əŬɘɜɞɨɟɔɘɞ, ɧɛɤɠ ůɖɛŮɘɩɜɞɡɛŮ ɧŰɘ ɞɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɞɡ Hamilton ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɚɖűɗɞɨɜ ɤɠ ɖ Ŭɟɢɐ 

əŬɘ ɧɢɘ ɧŰɘ ˊɟɞɐɚɗŬɜ Ŭˊɧ Űɞɜ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ Űɞɡ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɞɨ űɞɟɛŬɚɘůɛɞɨ. ȹɖɚŬŭɐ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ 

ɝŮəɘɜɐůɞɡɛŮ ɛŮ ɛɘŬ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ ˊɞɡ ŭŮɜ ɏɢŮɘ ůɖɛŬůɑŬ ˊɤɠ Űɖ ɓɟɐəŬɛŮ, Ŭˊɧ ŬɡŰɐɜ ɔɟɎűɞɡɛŮ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ 

Hamilton. ɇɧŰŮ ɖ Ⱥɝ. (6.1) ŭŮɜ ˊɟɞɦˊɎɟɢŮɘ əŬɘ ŭŮɜ ɢɟŮɘɎɕŮŰŬɘ ɔɘŬ Űɞɜ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɧ űɞɟɛŬɚɘůɛɧ.  

ɆɡɜɞɣɑɕɞɜŰŬɠ, ŰŬ ɓŬůɘəɎ ɢŬɟŬəŰɖɟɘůŰɘəɎ Űɞɡ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨ ŮɑɜŬɘ: 

 

ɄɑɜŬəŬɠ 6.1 ɇŬ ɓŬůɘəɎ ɢŬɟŬəŰɖɟɘůŰɘəɎ Űɞɡ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨ 

 ɄŬɚɘɧ ůɨůŰɖɛŬ Ɂɏɞ ůɨůŰɖɛŬ 

   
ɆɡɜɎɟŰɖůɖ: ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ  ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ  

ȺɜŮɟɔɖŰɘəɏɠ ɀŮŰŬɓɚɖŰɏɠ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ,  ɞɟɛɏɠ,  

ɄŬɗɖŰɘəɏɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ əŬɘ ůŰɘɠ ŭɡɞ ˊŮɟɘˊŰɩůŮɘɠ: ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ɗɏůɖɠ əŬɘ ɢɟɧɜɞɠ, . 

 

Ƀ ŭɡɥəɧɠ ɢŬɟŬəŰɐɟŬɠ Űɞɡ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨ ŮəűɟɎɕŮŰŬɘ ɛŮ Űɞ ŮˊɧɛŮɜɞ ůɢɐɛŬ, ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ɔŮɜɑəŮɡůɖ ɔɘŬ 

ˊɞɚɚɏɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ ŬɡŰɩɜ ˊɞɡ ŬɜŬűɏɟɞɜŰŬɘ ůŰɞ ˊŬɟɎɟŰɖɛŬ Ʉ5: 

 

 
 

(6.6) 

 

ȹɖɚŬŭɐ ɞ ŭɡɥəɧɠ ɢŬɟŬəŰɐɟŬɠ Űɞɡ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨ Legandre ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ ɛ́ ɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ɝŮəɘɜɐůɞɡɛŮ 

Ŭˊɧ Űɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ əŬɘ ɛŮ ɛɘŬ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ ɜŬ əŬŰŬɚɐɝɞɡɛŮ ůŰɖ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ əŬɘ Ůˊɑůɖɠ ɜŬ ŬəɞɚɞɡɗɐůɞɡɛŮ 

Ŭəɟɘɓɩɠ ɑŭɘŬ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ ŬɜŰɑůŰɟɞűŬ, əŬɘ Ŭˊɧ Űɖ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ ɜŬ əŬŰŬɚɐɝɞɡɛŮ ůŰɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ. 

ɈˊɎɟɢɞɡɜ ˊɞɚɚɏɠ ˊŮɟɘˊŰɩůŮɘɠ ˊɞɡ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ŬˊɚɞˊɞɘɐůɞɡɛŮ Űɖɜ ŬɜɤŰɏɟɤ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ ŮɨɟŮůɖɠ Űɖɠ 

ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐɠ. ȳˊɤɠ ɝɏɟɞɡɛŮ, ɛŮɟɘəɏɠ űɞɟɏɠ ɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɔɟŬűŰŮɑ ɤɠ ɎɗɟɞɘůɛŬ ɞɛɞɔŮɜɩɜ ɧɟɤɜ 

ɤɠ ˊɟɞɠ Űɘɠ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ, ɓŬɗɛɩɜ 0,1,2. ɇɧŰŮ ɖ ŮɜŮɟɔŮɘŬəɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ  ˊɞɡ ɞɟɑɕŮŰŬɘ Ŭˊɧ Űɖɜ Ⱥɝ. (4.11) ˊɞɡ 

ŮɑɜŬɘ ɖ ɑŭɘŬ ɛŮ Űɖɜ Ⱥɝ. (6.2) ɖ ɞˊɞɑŬ ɞɟɑɕŮɘ Űɖɜ, ŭɑɜŮŰŬɘ Ŭˊɧ Űɖ ůɢɏůɖ 

 

 .  (6.7) 

 

ɇŬ  ŮɑɜŬɘ ŮəűɟɎůŮɘɠ Űɞɡ ɑŭɘɞɡ ɛŮɔɏɗɞɡɠ ɤɠ ˊɟɞɠ ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɏɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ. ɀŮɟɘəɞɑ ůɡɔɔɟŬűŮɑɠ 

ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɞɨɜ Űɞ ɑŭɘɞ ůɨɛɓɞɚɞ ɔɘŬ ɧɚŮɠ, Űɞ . ȷɜ ŮəűɟɎůɞɡɛŮ Űɘɠ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ ɛŮ Űɖ ɢɟɐůɖ Űɤɜ Ⱥɝ. (6.1) 

ůɡɜŬɟŰɐůŮɘ Űɤɜ , ɓɟɑůəɞɡɛŮ Ŭˊɧ Űɖɜ , Űɖ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ,  

 

 .  (6.8) 

 

ȷɜ Ůˊɘˊɚɏɞɜ , Űɞ  ŭŮɜ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ ɎɛŮůŬ Ŭˊɧ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ, ŰɧŰŮ . ȳˊɤɠ ɏɢɞɡɛŮ 

ɝŬɜŬˊŮɑ ůŰɖɜ ˊŬɟɎɔɟŬűɞ 4.1 ŬɡŰɧ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ůɡɛɓŮɑ, ˊ.ɢ. Ŭɜ ɞɘ ůɢɏůŮɘɠ ˊɞɡ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɑɕɞɡɜ Ŭˊɧ Űɘɠ 

əŬɟŰŮůɘŬɜɏɠ ůŰɘɠ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ŭŮɜ ˊŮɟɘɏɢɞɡɜ ɎɛŮůŬ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ. ɆŰɖɜ ɑŭɘŬ ˊŬɟɎɔɟŬűɞ ŮɑŭŬɛŮ ɧŰɘ 
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Ŭɜ Ůˊɘˊɚɏɞɜ ɖ ŭɡɜŬɛɘəɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ ŭŮɜ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ Ŭˊɧ Űɘɠ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ ɞˊɧŰŮ  , ŰɧŰŮ . ɆŮ 

ŬɡŰɐ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ  

 

 , (6.9) 

 

ŭɖɚŬŭɐ ɖ ŮɜŮɟɔŮɘŬəɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ ŮɑɜŬɘ ɖ ɞɚɘəɐ ɛɖɢŬɜɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ. ȷɜ ŮəűɟɎůɞɡɛŮ ɛŮ ɢɟɐůɖ Űɤɜ Ⱥɝ. 

(6.1) Űɘɠ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘ Űɤɜ  ŰɧŰŮ, Ŭɜ ɝɏɟɞɡɛŮ Űɖɜ ɏəűɟŬůɖ Űɖɠ ɞɚɘəɐɠ ŮɜɏɟɔŮɘŬɠ, əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ 

ůŰɖ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ, ŭɘɧŰɘ ŰɩɟŬ 

 

 .  (6.10) 

 

ɆŰɞɜ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɧ űɞɟɛŬɚɘůɛɧ ɖ əɑɜɖůɖ Ůɜɧɠ ŭɡɜŬɛɘəɞɨ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ˊŮɟɘɔɟɎűŮŰŬɘ ůŰɞɜ ɗŮůɘəɧ ɢɩɟɞ 

ɛŮ Űɘɠ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ . ɆŰɞɜ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɧ űɞɟɛŬɚɘůɛɧ ɖ əɑɜɖůɖ Ůɜɧɠ 

ŭɡɜŬɛɘəɞɨ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ˊŮɟɘɔɟɎűŮŰŬɘ ůŰɞɜ űŬůɘəɧ ɢɩɟɞ (phase space) ɧˊɞɡ ɞɘ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ 

ŮɑɜŬɘ ŰŬ . 

6.2 ȷɔɜɞɐůɘɛŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ əŬɘ ɗŮɤɟɐɛŬŰŬ ŭɘŬŰɐɟɖůɖɠ 

ȷɜŮɝɎɟŰɖŰŬ Űɞɡ ˊɤɠ ɓɟɐəŬɛŮ Űɖ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ˊɞɡ ŮɝŮŰɎɕɞɡɛŮ, Ŭɜ ɚŮɑˊŮɘ Ŭˊɧ Űɖ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ 

ɖ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɖ , ŰɧŰŮ ɖ ŬɜŰɑůŰɞɘɢɖ əŬɜɞɜɘəɐ Ůɝɑůɤůɖ Űɞɡ Hamilton ŭɑɜŮɘ 

 

 
 

(6.11) 

 

ȷɜ ɛɘŬ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɖ ɚŮɑˊŮɘ Ŭˊɧ Űɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ (ŮɑɜŬɘ Ŭɔɜɞɐůɘɛɖ, əɡəɚɘəɐ), ˊɟɞűŬɜɩɠ ɗŬ ɚŮɑˊŮɘ əŬɘ 

Ŭˊɧ Űɖ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ ɧŰŬɜ ŬəɞɚɞɡɗŮɑŰŬɘ ɖ ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜɖ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ ɔɘŬ ɜŬ əŬŰŬůəŮɡɎůɞɡɛŮ Űɖ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ 

Ŭˊɧ Űɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ. 

ȷɜ ɖ  ŭŮɜ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ ɎɛŮůŬ Ŭˊɧ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ, ŰɧŰŮ ɛŮ ɢɟɐůɖ əŬɘ Űɤɜ ŮɝɘůɩůŮɤɜ Űɞɡ Hamilton ɗŬ 

ŭŮɑɝɞɡɛŮ ɧŰɘ ŮɑɜŬɘ ůŰŬɗŮɟɎ Űɖɠ əɑɜɖůɖɠ. ɄɟɎɔɛŬŰɘ ɏɢɞɡɛŮ 

 

 

 

(6.12) 

 

ȼ ŰŮɚŮɡŰŬɑŬ ůɢɏůɖ ɘůɢɨŮɘ əŬŰɎ Űɖɜ əɑɜɖůɖ, ɎɟŬ 

 

 
ůŰŬɗŮɟɎ Űɖɠ əɑɜɖůɖɠ .  

 
(6.13) 

 

ȷɜ ɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ŭŮɜ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ ɎɛŮůŬ Ŭˊɧ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ əŬɘ ɖ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ ˊɟɞůŭɘɞɟɑɕŮŰŬɘ Ŭˊɧ Űɖ 

ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ɧˊɤɠ ˊŮɟɘɔɟɎɣŬɛŮ ˊɟɘɜ, ŰɧŰŮ ɞɨŰŮ ɖ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ ɗŬ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ ɎɛŮůŬ Ŭˊɧ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ. 

ȷɜ ɞɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨ ŭŮɜ ˊŮɟɘɏɢɞɡɜ ɎɛŮůŬ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ əŬɘ ɖ ŭɡɜŬɛɘəɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ ŭŮɜ 

ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ Ŭˊɧ Űɘɠ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ (), ŰɧŰŮ ɖ ŮɜɏɟɔŮɘŬ ɘůɞɨŰŬɘ ɛŮ Űɖɜ ŮɜŮɟɔŮɘŬəɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ əŬɘ ɛŮ Űɖ 

ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ Ŭűɞɨ ɖ ŰŮɚŮɡŰŬɑŬ ŮɑɜŬɘ ɖ ŮɜŮɟɔŮɘŬəɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ ɛŮ ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ, ŭɖɚŬŭɐ Űɘɠ 
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 .  (6.14) 

 

ȷɜ Ůˊɘˊɚɏɞɜ ɖ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ ŭŮɜ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ ɎɛŮůŬ Ŭˊɧ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ (Ůŭɩ, ŬɡŰɧ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ ), 

ŰɧŰŮ ɏɢɞɡɛŮ, ůŰŬɗŮɟɎ Űɖɠ əɑɜɖůɖɠ, ŭɘŬŰɖɟɞɨɛŮɜɖ ˊɞůɧŰɖŰŬ.  

ũŮɜɘəɩɠ, Ŭɜ ɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ɐ ɖ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ ɛɏɜɞɡɜ ŬɜŬɚɚɞɑɤŰŮɠ ůŰɖ ɛɞɟűɐ ɤɠ ˊɟɞɠ ŭɘɎűɞɟɞɡɠ 

ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨɠ, ˊ.ɢ. ůŮ ˊŮɟɘůŰɟɞűɏɠ ˊŮɟɑ ɎɝɞɜŬ, ŰɧŰŮ ɡˊɎɟɢŮɘ əɎˊɞɘŬ ůɡɕɡɔɐɠ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜɖ ɞɟɛɐ, ɖ 

ůŰɟɞűɞɟɛɐ ˊŮɟɑ Űɞɜ Ůɜ ɚɧɔɤ ɎɝɞɜŬ, ˊɞɡ ŭɘŬŰɖɟŮɑŰŬɘ. ȷɡŰɎ, ɧˊɤɠ ɏɢɞɡɛŮ ŬɜŬűɏɟŮɘ əŬɘ ˊɟɞɖɔɞɡɛɏɜɤɠ, 

ŮəűɟɎɕɞɜŰŬɘ ˊɞɚɨ əŬɚɨŰŮɟŬ ɛŮ ɢɟɐůɖ Űɞɡ ˊɟɩŰɞɡ ɗŮɤɟɐɛŬŰɞɠ Űɖɠ Noether. ɇɞ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ɖ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ ɐ ɖ 

ŮɜŮɟɔŮɘŬəɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ ůŰŬɗŮɟɎ Űɖɠ əɑɜɖůɖɠ ŮɑɜŬɘ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰɞ Ŭˊɧ Űɞ Ŭɜ ŮɑɜŬɘ ɑůŮɠ ɛŮ Űɖ ɛɖɢŬɜɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ. 

Ⱥˊɑůɖɠ ɛˊɞɟŮɑ ɞɘ ŬɜɤŰɏɟɤ ŮɝɘůɩůŮɘɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨ ɜŬ ŮɝŬɟŰɩɜŰŬɘ ɎɛŮůŬ Ŭˊɧ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ Ůɜɩ ɖ 

ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ ɐ ɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ɜŬ ɛɖɜ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ, ŰɧŰŮ ŭɘŬŰɖɟŮɑŰŬɘ ɖ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ ɐ ɖ ŮɜŮɟɔŮɘŬəɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ 

ŬɚɚɎ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ɑůŮɠ ɛŮ Űɖɜ ŮɜɏɟɔŮɘŬ.  

ȼ ŮɜŮɟɔŮɘŬəɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ ɐ ɖ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŭɘŬŰɖɟŮɑŰŬɘ ɔɘŬ əɎˊɞɘŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ əŬɘ ɔɘŬ 

ɎɚɚŮɠ ɧɢɘ. Ⱥˊɑůɖɠ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ɖ ŮɜɏɟɔŮɘŬ ɔɘŬ əɎˊɞɘŮɠ əŬɘ ɔɘŬ ɎɚɚŮɠ ɜŬ ɛɖɜ ŮɑɜŬɘ.  

ɆɖɛŮɘɩɜɞɡɛŮ ɧŰɘ Űɞ əɟɘŰɐɟɘɞ ɔɘŬ Űɖ ŭɘŬŰɐɟɖůɖ Űɖɠ ŮɜŮɟɔŮɘŬəɐɠ ůɡɜɎɟŰɖůɖɠ ŮɑɜŬɘ . ũɘŬ Űɖ 

ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ Űɞ əɟɘŰɐɟɘɞ ŭɘŬŰɐɟɖůɐɠ Űɖɠ ŮɑɜŬɘ . 

Ʉɟɞůɞɢɐ ůŰŬ əɟɘŰɐɟɘŬ! ȷɜ, ɔɘŬ ˊŬɟɎŭŮɘɔɛŬ, ɖ ɏəűɟŬůɖ Űɖɠ ɛɖɢŬɜɘəɐɠ ŮɜɏɟɔŮɘŬɠ ŭŮɜ ˊŮɟɘɏɢŮɘ ɎɛŮůŬ Űɞɜ 

ɢɟɧɜɞ, ŬɡŰɧ ŭŮɜ ůɖɛŬɑɜŮɘ ˊɤɠ ŬɡŰɐ ŭɘŬŰɖɟŮɑŰŬɘ.  

ɇɞ Ŭˊɚɧ ɛɞɜɞŭɘɎůŰŬŰɞ ˊŬɟɎŭŮɘɔɛŬ ˊɞɡ ŬəɞɚɞɡɗŮɑ ŮɑɜŬɘ ɢɟɐůɘɛɞ ɔɘŬ Űɖɜ əŬŰŬɜɧɖůɖ ŬɡŰɩɜ Űɤɜ Ůɜɜɞɘɩɜ. 

ɆŰɞ Ɇɢ.(6.1) ɏɢɞɡɛŮ ɏɜŬ ůɤɛɎŰɘɞ ɛɎɕŬɠ  ůŰŮɟŮɤɛɏɜɞ ůŰɞ Ɏəɟɞ ŮɚŬŰɖɟɑɞɡ ɛŮ ůŰŬɗŮɟɎ ŮˊŬɜŬűɞɟɎɠ , Űɞɡ 

ɞˊɞɑɞɡ Űɞ Ɏɚɚɞ Ɏəɟɞ ŮɑɜŬɘ ůŰŮɟŮɤɛɏɜɞ ůŮ əŬɟɧŰůɘ ˊɞɡ əɘɜŮɑŰŬɘ ɛŮ ůŰŬɗŮɟɐ ŰŬɢɨŰɖŰŬ . ȼ ɗŮŰɘəɐ űɞɟɎ ŮɑɜŬɘ 

ɟ́ɞɠ ŰŬ ŭŮɝɘɎ. ȰůŰɤ  ɖ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɖ Űɞɡ ůɤɛŬŰɑɞɡ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɞ ŬəɑɜɖŰɞ (ŬŭɟŬɜŮɘŬəɧ) ůɨůŰɖɛŬ ŬɜŬűɞɟɎɠ 

ɤɠ ˊɟɞɠ Űɞ ɞˊɞɑɞ əɘɜŮɑŰŬɘ Űɞ əŬɟɧŰůɘ. ɄɟɞűŬɜɩɠ əŬɘ Űɞ əŬɟɧŰůɘ ŮɑɜŬɘ ŬŭɟŬɜŮɘŬəɧ ůɨůŰɖɛŬ. ȰůŰɤ  ɖ 

ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɖ Űɞɡ ůɤɛŬŰɑɞɡ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɞ ůŰŬɗŮɟɧ ůŰɞ əŬɟɧŰůɘ Ɏəɟɞ Űɞɡ ŮɚŬŰɖɟɑɞɡ, ŭɖɚŬŭɐ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɞ 

əɘɜɞɨɛŮɜɞ ɛŮ Űɞ əŬɟɧŰůɘ ůɨůŰɖɛŬ ŬɜŬűɞɟɎɠ. Ƀ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ ɛŮŰŬɝɨ  ŮɑɜŬɘ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ 

ˊɞɡ ˊŮɟɘɏɢŮɘ ɎɛŮůŬ əŬɘ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ. ȷɠ ˊŮɟɘɔɟɎɣɞɡɛŮ Űɖɜ əɑɜɖůɖ ɛŮ ɓɎůɖ Űɖ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɖ . ȼ ŭɡɜŬɛɘəɐ 

ŮɜɏɟɔŮɘŬ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ Ŭˊɧ Űɖɜ Ůˊɘɛɐəɡɜůɖ Űɞɡ ŮɚŬŰɖɟɑɞɡ. 

 

 

ɆɢɐɛŬ 6.1 ȷɟɛɞɜɘəɧɠ ŰŬɚŬɜŰɤŰɐɠ ůŰŮɟŮɤɛɏɜɞɠ ůŮ əŬɟɧŰůɘ ˊɞɡ əɘɜŮɑŰŬɘ ɛŮ ůŰŬɗŮɟɐ ŰŬɢɨŰɖŰŬ. 

ũɘŬ ŮɡəɞɚɑŬ, Ŭɠ ɡˊɞɗɏůɞɡɛŮ ɧŰɘ ɏɢɞɡɛŮ ɛɘŬ əŬŰɎɚɚɖɚɖ əŬŰŬůəŮɡɐ ŰɏŰɞɘŬ ˊɞɡ Űɞ çűɡůɘəɧ ɛɐəɞɠè Űɞɡ 

ŮɚŬŰɖɟɑɞɡ ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ, ŭɖɚŬŭɐ ɧŰŬɜ  ɖ ŭɨɜŬɛɖ ŮˊŬɜŬűɞɟɎɠ Űɞɡ ŮɚŬŰɖɟɑɞɡ ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ. ŪŮɤɟɞɨɛŮ 

Ůˊɑůɖɠ ɧŰɘ Űɖ ůŰɘɔɛɐ  Űɞ ŭŮɛɏɜɞ ůŰɞ əŬɟɧŰůɘ Ɏəɟɞ Űɞɡ ŮɚŬŰɖɟɑɞɡ ˊŮɟɜɎ Ŭˊɧ Űɖɜ Ŭɟɢɐ Űɞɡ ŬəɑɜɖŰɞɡ 

ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ŬɜŬűɞɟɎɠ. 

ŪŬ ɝŮəɘɜɐůɞɡɛŮ ɜŬ ɡˊɞɚɞɔɑɕɞɡɛŮ ŰŬ ŭɘɎűɞɟŬ ɛŮɔɏɗɖ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɞ ŬŭɟŬɜŮɘŬəɧ (ŬəɑɜɖŰɞ ůɨůŰɖɛŬ) 

ŬɜŬűɞɟɎɠ, ɛŮ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɖ Űɖɜ . ȼ ŭɡɜŬɛɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ ŮɑɜŬɘ  
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ȰɢɞɡɛŮ ɔɘŬ Űɖɜ əɘɜɖŰɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɞ ŬəɑɜɖŰɞ ůɨůŰɖɛŬ 

 

 

 . (6.16) 

 

Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ 

 

 .  (6.17) 

 

ɇɞ ŭɡɜŬɛɘəɧ ŭŮɜ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ Ŭˊɧ Űɖɜ ŰŬɢɨŰɖŰŬ. ȼ ŮɜŮɟɔŮɘŬəɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ, ɖ ŮɜɏɟɔŮɘŬ əŬɘ ɖ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜɖ 

ɞɟɛɐ ŮɑɜŬɘ:  

 

 

 

(6.18) 

 

ɆɨɛűɤɜŬ ɛŮ ɧůŬ ŮɑˊŬɛŮ ɓɟɑůəɞɡɛŮ ɧŰɘ ɖ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ ŮɑɜŬɘ: 

 

  (6.19) 

 

ȰɢɞɡɛŮ ɧŰɘ . ȷűɞɨ ɖ  ŭŮɜ ŭɘŬŰɖɟɞɨɜŰŬɘ ɖ  əŬɘ ɖ  əŬŰɎ Űɖɜ əɑɜɖůɖ 

Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ, ɎɟŬ ŭŮɜ ŭɘŬŰɖɟŮɑŰŬɘ ɞɨŰŮ ɖ ŮɜɏɟɔŮɘŬ. ȷɡŰɧ ŮɑɜŬɘ əŬŰŬɜɞɖŰɧ ŭɘɧŰɘ ɞ ŭŮůɛɧɠ ɞ ɞˊɞɑɞɠ ŬɜŬɔəɎɕŮɘ 

Űɞ Ɏəɟɞ Űɞɡ ŮɚŬŰɖɟɑɞɡ ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ůŰŮɟŮɤɛɏɜɞ ůŰɞ əŬɟɧŰůɘ ɜŬ əɘɜŮɑŰŬɘ ɛŮ ŰŬɢɨŰɖŰŬ , ŬůəŮɑ ŭɨɜŬɛɖ (ŭŮůɛɞɨ) 

ˊɞɡ ŮəŰŮɚŮɑ ɏɟɔɞ Ůˊɑ Űɞɡ ŮɚŬŰɖɟɑɞɡ əŬŰɎ Űɖɜ (ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐ) əɑɜɖůɖ, Ůűɧůɞɜ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ŮűŬɟɛɞɔɐɠ Űɖɠ 

ɛŮŰŬŰɞˊɑɕŮŰŬɘ ɛŮ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ. 

ȰůŰɤ ůŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ ɧŰɘ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɞɨɛŮ əŬɘ ˊɎɚɘ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɞ ŬəɑɜɖŰɞ ůɨůŰɖɛŬ ŬɜŬűɞɟɎɠ, ɤɠ 

ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɖ Űɖɜ  
 

 .  (6.20) 

 

ȷɡŰɧɠ ŮɑɜŬɘ ɞ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ ɛŮŰŬɝɨ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ ˊɞɡ ˊŮɟɘɏɢŮɘ ɎɛŮůŬ əŬɘ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ. ũɘŬ Űɖɜ 

əɘɜɖŰɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ, ɔɘŬ Űɖ ŭɡɜŬɛɘəɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ əŬɘ ɔɘŬ Űɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ , ɤɠ ˊɟɞɠ Űɞ ŬəɑɜɖŰɞ ůɨůŰɖɛŬ, 

ɓɟɑůəɞɡɛŮ 

 

  (6.21) 
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ȼ  ŮɑɜŬɘ: 
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(6.22) 

 

Ⱥűɧůɞɜ  ŰŬ  ŭɘŬŰɖɟoɨɜŰŬɘ əŬŰɎ Űɖɜ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐ əɑɜɖůɖ, ŬɚɚɎ, ɧˊɤɠ 

ůɖɛŮɘɩůŬɛŮ əŬɘ ɗŬ ŭɞɨɛŮ ˊŬɟŬəɎŰɤ, ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ɖ ŮɜɏɟɔŮɘŬ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɞ ŬəɑɜɖŰɞ ůɨůŰɖɛŬ 

ŬɜŬűɞɟɎɠ ˊɞɡ ŮɟɔŬɕɧɛŬůŰŮ. ɀŮ ŰŬ ˊŬɟŬˊɎɜɤ əɟɘŰɐɟɘŬ ŭŮɜ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ŬˊɞűŬɜɗɞɨɛŮ Ŭɜ ɖ ŮɜɏɟɔŮɘŬ 

ŭɘŬŰɖɟŮɑŰŬɘ. ȼ ŮɜɏɟɔŮɘŬ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɞ ŬəɑɜɖŰɞ ůɨůŰɖɛŬ, ɛŮ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ ŰŬ əŬɘ , ŮɑɜŬɘ: 

 

 

 

(6.23) 

 

Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ, ˊɟɎɔɛŬŰɘ . ŪŬ ŮɝŮŰɎůɞɡɛŮ ɢɤɟɘůŰɎ Űɘ ɔɑɜŮŰŬɘ ɛŮ 

Űɖɜ ŮɜɏɟɔŮɘŬ. ȼ ŮɜɏɟɔŮɘŬ ŮɑɜŬɘ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰɖ Űɞɡ ɢɟɧɜɞɡ, Ŭɠ ŭɞɨɛŮ Ŭɜ ŭɘŬŰɖɟŮɑŰŬɘ ɐ ɧɢɘ. ɈˊɞɚɞɔɑɕɞɡɛŮ Űɖɜ 

ɏəűɟŬůɖ  əŬɘ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ əɑɜɖůɖɠ Űɖɜ ɞˊɞɑŬ ɗŬ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɐůɞɡɛŮ ɔɘŬ ɜŬ ɓɟɞɨɛŮ Űɖɜ Ůɝɏɚɘɝɖ Űɖɠ 

ŮɜɏɟɔŮɘŬɠ ɛŮ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ əŬŰɎ Űɖɜ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐ əɑɜɖůɖ:  

  

  (6.24) 

 

ɄŬɟŬŰɖɟɞɨɛŮ ɧŰɘ , Ůˊɞɛɏɜɤɠ ɖ ŮɜɏɟɔŮɘŬ ˊŬɟɧɚɞ ˊɞɡ ŭŮɜ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ ɎɛŮůŬ Ŭˊɧ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ, ŭŮɜ 

ŭɘŬŰɖɟŮɑŰŬɘ əŬŰɎ Űɖɜ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐ əɑɜɖůɖ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ.  

ȷɠ ɛŮŰŬɓɞɨɛŮ ŰɩɟŬ ůŰɞ əɘɜɞɨɛŮɜɞ ůɨůŰɖɛŬ ŬɜŬűɞɟɎɠ ɧˊɞɡ ɗŬ ŮɝŮŰɎůɞɡɛŮ ɛɧɜɞ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɛŮ 

ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɖ Űɖɜ  ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ əŬɘ Űɞ ˊɚɏɞɜ çűɡůɘɞɚɞɔɘəɧè ɜŬ əɎɜɞɡɛŮ. ȷɡŰɧ Űɞ ůɨůŰɖɛŬ ŮɑɜŬɘ Ůˊɑůɖɠ 

ŬŭɟŬɜŮɘŬəɧ Ůˊɞɛɏɜɤɠ ŭŮɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ŬŭɟŬɜŮɘŬəɏɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ, ɏɢɞɡɛŮ: 
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(6.25) 

 

ȳˊɤɠ ŬɜŬɛɏɜŬɛŮ ɘůɢɨɞɡɜ , Ůˊɞɛɏɜɤɠ ŰŬ  

ŭɘŬŰɖɟɞɨɜŰŬɘ. 

ɇɩɟŬ ɗŬ ɝŮəɘɜɐůɞɡɛŮ Ŭˊɧ Űɖɜ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ůŰɞ ŬəɑɜɖŰɞ ůɨůŰɖɛŬ, ɛŮ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɖ Űɖɜ  əŬɘ ɛŮ Ŭˊɚɐ 

ŮűŬɟɛɞɔɐ Űɞɡ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨ Ŭˊɧ  ɗŬ ŭɞɨɛŮ ůŮ Űɘ əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ. 

 

 

 

(6.26) 

 

 ȼ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ˊɞɡ ɓɟɑůəɞɡɛŮ ŭɘŬűɏɟŮɘ Ŭˊɧ ŬɡŰɐɜ ˊɞɡ ɓɟɐəŬɛŮ əɎɜɞɜŰŬɠ ɡˊɞɚɞɔɘůɛɞɨɠ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɞ 

əɘɜɞɨɛŮɜɞ ůɨůŰɖɛŬ, ɧɛɤɠ ɖ ŭɘŬűɞɟɎ ŮɑɜŬɘ əŬŰɎ ɛɘŬ ůŰŬɗŮɟɎ əŬɘ ɛɘŬ ɞɚɘəɐ ˊŬɟɎɔɤɔɞ ůɡɜɎɟŰɖůɖɠ Űɞɡ . 

ȷɡŰɧ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ əŬɘ ŬɡŰɐ ɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ŮɑɜŬɘ ůɤůŰɐ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ əŬɘ ɞŭɖɔŮɑ ůŰɘɠ ɑŭɘŮɠ 

ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ. ȷˊɧ ɧɚŮɠ Űɘɠ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ ˊɞɡ ŬɜŬűɏɟŬɛŮ ɛɧɜɞ ɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ˊŮɘ əɎˊɞɘɞɠ ɧŰɘ 

ŮɑɜŬɘ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰɖ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ ůɡɛˊŮɟɘɚŬɛɓŬɜɞɛɏɜɞɡ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ŬɜŬűɞɟɎɠ. 

ɆɨɛűɤɜŬ ɛŮ ŰŬ ˊŬɟŬˊɎɜɤ, ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ŬɜŬűŮɟɧɛŬůŰŮ ůŮ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ əɎˊɞɘɞɡ ɛɖɢŬɜɘəɞɨ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ, 

ɔŮɜɘəɩɠ, ɢɤɟɑɠ ŬɜŬűɞɟɎ ůŰɘɠ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ˊɞɡ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɞɨɜŰŬɘ. 

6.3 ȼ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ Űɞɡ Routh  

Ƀ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɧɠ űɞɟɛŬɚɘůɛɧɠ ŭŮɜ ɓɞɖɗɎ ůŰɖɜ əŬŰŮɡɗŮɑŬɜ ɚɨůɖ ɛɖɢŬɜɘəɩɜ ˊɟɞɓɚɖɛɎŰɤɜ. ȰɢɞɡɛŮ ŭɘˊɚɎůɘŮɠ 

ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ ˊɟɩŰɖɠ ŰɎɝɖɠ ůŮ ůɢɏůɖ ɛŮ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ Űɞɡ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɞɨ űɞɟɛŬɚɘůɛɞɨ ɧˊɞɡ ɏɢɞɡɛŮ 

Űɘɠ ɛɘůɏɠ ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ ŬɚɚɎ ŭŮɨŰŮɟɖɠ ŰɎɝɖɠ. ɆŰɖɜ ˊɟɎɝɖ ŬˊŬɚŮɑűɞɡɛŮ Űɘɠ ůɡɕɡɔŮɑɠ ɞɟɛɏɠ əŬɘ 

əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɖ ɚɨůɖ ŭɘŬűɞɟɘəɩɜ ŮɝɘůɩůŮɤɜ Űɞɡ Lagrange ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ɞɘ ɛɘůɏɠ ŬɚɚɎ ŭŮɨŰŮɟɖɠ ŰɎɝɖɠ. ȼ 

ɛŮɗɞŭɞɚɞɔɑŬ ɛŮ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɞɡ Hamilton ŮɑɜŬɘ ɢɟɐůɘɛɖ ɔɘŬ ŬɔɜɞɐůɘɛŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ. ȰůŰɤ ɧŰɘ ɖ 

ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɖ  ŮɑɜŬɘ Ŭɔɜɞɐůɘɛɖ, ŰɧŰŮ , ˊŬɟɧɚŬ ŬɡŰɎ ˊɟɏˊŮɘ əŬɜŮɑɠ ɜŬ 

ůɡɛˊŮɟɘɚɎɓŮɘ Űɖɜ ŬɜŰɑůŰɞɘɢɖ Ůɝɑůɤůɖ Űɞɡ Lagrange ɔɘŬ ɜŬ ɚɨůŮɘ Űɞ ŭɡɜŬɛɘəɧ ˊɟɧɓɚɖɛŬ. ɆŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɧɛɤɠ 

Űɞɡ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬəɞɨ űɞɟɛŬɚɘůɛɞɨ ɏɢɞɡɛŮ ɧŰɘ ɔɘŬ Űɖ ůɡɕɡɔɐ ɞɟɛɐ =ůŰŬɗŮɟɎ əŬɘ ɖ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ ɔɑɜŮŰŬɘ 

 

 

 

ȹɖɚŬŭɐ Űɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ ŮɑɜŬɘ ˊɟɧɓɚɖɛŬ ɛŮ  ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ . ȼ ůŰŬɗŮɟɎ  ˊɟɞůŭɘɞɟɑɕŮŰŬɘ Ŭˊɧ Űɘɠ 

Ŭɟɢɘəɏɠ ůɡɜɗɐəŮɠ. ɄɟɞűŬɜɩɠ ɖ Ůɝɏɚɘɝɖ ɛŮ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ Űɖɠ Ŭɔɜɞɐůɘɛɖɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɖɠ ˊɟɞůŭɘɞɟɑɕŮŰŬɘ Ŭˊɧ Űɖ 

ɚɨůɖ Űɖɠ Ůɝɑůɤůɖɠ ˊɞɡ ŬəɞɚɞɡɗŮɑ Ŭűɞɨ ˊɟɞůŭɘɞɟɘůŰɞɨɜ ŰŬ ɡˊɧɚɞɘˊŬ . ȰŰůɘ ɗŬ 
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ɏɢɞɡɛŮ 

 

 

 

ȼ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ Űɞɡ Routh ŮəɛŮŰŬɚɚŮɨŮŰŬɘ ŰŬ ˊɚŮɞɜŮəŰɐɛŬŰŬ Űɞɡ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬəɞɨ űɞɟɛŬɚɘůɛɞɨ ůŰɖɜ 

ˊŮɟɑˊŰɤůɖ Ŭɔɜɞɐůɘɛɤɜ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ ůɡɜŭɡɎɕɞɜŰɎɠ Űɞɜ ɛŮ Űɞɜ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɧ űɞɟɛŬɚɘůɛɧ. ȷɡŰɧ ˊɞɡ ɔɑɜŮŰŬɘ 

ŮɑɜŬɘ ɧŰɘ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɑɕŮɘ əŬɜŮɑɠ ɛɧɜɞ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɘɠ ŬɔɜɞɐůɘɛŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Ŭˊɧ  ůŮ  Ůɜɩ ŬűɐɜŮɘ Űɘɠ ɎɚɚŮɠ 

ŬˊŮɑɟŬɢŰŮɠ. ȰŰůɘ ɔɘŬ Űɘɠ ŬɔɜɞɐůɘɛŮɠ əŬŰŬɚɐɔŮɘ ůŮ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɞɡ Hamilton Ůɜɩ ɔɘŬ Űɘɠ ɎɚɚŮɠ ůŮ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɞɡ 

Lagrange. ȷɡŰɧ ɔɑɜŮŰŬɘ ɛŮ ɢɟɐůɖ ɛɘŬɠ ůɡɜɎɟŰɖůɖɠ ˊɞɡ ˊŬɑɕŮɘ Űɞɜ ɟɧɚɞ əŬɘ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐɠ əŬɘ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐɠ 

əŬɘ ɚɏɔŮŰŬɘ routhian (ɟɞɡɗɘŬɜɐ). 

ȰůŰɤ ɧŰɘ ɞɘ ŬɔɜɞɐůɘɛŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ŮɑɜŬɘ ɞɘ  ŭɖɚŬŭɐ ɞɘ  

ŭɖɚŬŭɐ ɞɘ ŰŮɚŮɡŰŬɑŮɠ  Űɞ ˊɚɐɗɞɠ. ɃɟɑɕɞɡɛŮ Űɖ ɟɞɡɗɘŬɜɐ ɤɠ ˊɟɞɠ ŬɡŰɏɠ ɛŮ ŰŬ Ůɝɐɠ ɓɐɛŬŰŬ ɧˊɤɠ əɎɜŬɛŮ 

əŬɘ ɔɘŬ Űɞɜ ˊɟɞůŭɘɞɟɘůɛɧ Űɖɠ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐɠ 

 

 
 

(6.27) 

 

ȹɘŬűɞɟɑɕɞɡɛŮ Űɖɜ ˊɟɩŰɖ ůɢɏůɖ ɞˊɧŰŮ ɓɟɑůəɞɡɛŮ 

 

  (6.28) 

 

ȷˊɧ Űɖ ŭɘŬűɧɟɘůɖ Űɖɠ ŰɟɑŰɖɠ ɏɢɞɡɛŮ 

 

 .  (6.29) 

 

ɄɟɞűŬɜɩɠ  ɎɟŬ ɓɟɑůəɞɡɛŮ ɧŰɘ 

 

  (6.30) 

 

ȼ ůɢɏůɖ  ɔɘŬ , ɘůɢɨŮɘ əŬŰɎ ŰŮŰɟɘɛɛɏɜɞ Űɟɧˊɞ ŭɘɧŰɘ ŰŬ  ŮɑɜŬɘ ůŰŬɗŮɟɏɠ Űɖɠ əɑɜɖůɖɠ əŬɘ 
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ɖ  ŭŮɜ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ Ŭˊɧ ŰŬ . Ƀɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ ˊɞɡ ɘůɢɨɞɡɜ ɔɘŬ  ɞɡůɘŬůŰɘəɎ 

ɛŬɠ ɚɏɜŮ ɧŰɘ ɘůɢɨɞɡɜ ɞɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɞɡ Lagrange ɔɘŬ Űɘɠ ɛɖ ŬɔɜɞɐůɘɛŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ɛŮ Űɖ ɟɞɡɗɘŬɜɐ ůŰɖ ɗɏůɖ 

Űɖɠ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐɠ, ŭɖɚŬŭɐ 

 

  (6.31) 

 

Ƀɘ ɡˊɧɚɞɘˊŮɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ ɛŮ , ŭɖɚŬŭɐ ɔɘŬ Űɘɠ ŬɔɜɞɐůɘɛŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ŮɑɜŬɘ ɞɘ 

ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɞɡ Hamilton ɛŮ Űɖ ɟɞɡɗɘŬɜɐ ůŰɖ ɗɏůɖ Űɖɠ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐɠ, ŭɖɚŬŭɐ ŮɑɜŬɘ ɞɘ ŭŮɨŰŮɟɖ ůŮɘɟɎ Űɤɜ 

ůɢɏůŮɤɜ Űɖɠ Ⱥɝ. (6.30), ŭɖɚŬŭɐ ɏɢɞɡɛŮ 

 

  (6.32) 

 

ȺɑɜŬɘ ŮɡɜɧɖŰɞ ɧŰɘ ɛɘŬ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɖ ˊɞɡ ŭŮɜ ɡˊɎɟɢŮɘ ůŰɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ŭŮɜ ɗŬ ɡˊɎɟɢŮɘ ɞɨŰŮ ůŰɖ 

ɟɞɡɗɘŬɜɐ. Ƀɘ ůɡɕɡɔŮɑɠ ɞɟɛɏɠ  ŮɑɜŬɘ ůŰŬɗŮɟɏɠ Űɖɠ əɑɜɖůɖɠ, 

 əŬɘ ˊɟɞůŭɘɞɟɑɕɞɜŰŬɘ Ŭˊɧ Űɘɠ Ŭɟɢɘəɏɠ ůɡɜɗɐəŮɠ. ȰŰůɘ ɖ ɟɞɡɗɘŬɜɐ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ 

ɔɟŬűŰŮɑ ɤɠ ůɡɜɎɟŰɖůɖ ɛɧɜɞ Űɤɜ ɛɖ Ŭɔɜɞɐůɘɛɤɜ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ, Űɤɜ ŰŬɢɡŰɐŰɤɜ Űɞɡɠ əŬɘ Űɞɡ ɢɟɧɜɞɡ.  

 

 .  (6.33) 

 

ȰɜŬ Ŭˊɚɧ ˊŬɟɎŭŮɘɔɛŬ Űɖɠ ɛŮɗɧŭɞɡ Űɞɡ Routh ŮɑɜŬɘ ɖ ŮˊɑˊŮŭɖ əɑɜɖůɖ ůɤɛŬŰɑɞɡ ůŮ əŮɜŰɟɘəɧ ŭɡɜŬɛɘəɧ 

Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ . ȺɟɔŬɕɧɛŬůŰŮ ůŮ ˊɞɚɘəɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ əŬɘ ɏɢɞɡɛŮ ˊɟɞűŬɜɩɠ, 

 

 .  (6.34) 

 

ȼ  ŮɑɜŬɘ Ŭɔɜɞɐůɘɛɖ. 

 

  (6.35) 

 

ũɘŬ Űɞ ɛɖ Ŭɔɜɞɐůɘɛɞ  ɖ Ůɝɑůɤůɖ Űɞɡ Lagrange ŭɑɜŮɘ 

 

 .  (6.36) 

 

ũɘŬ Űɖɜ Ŭɔɜɞɐůɘɛɖ  ɏɢɞɡɛŮ Ŭˊɧ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɞɡ Hamilton 
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  (6.37) 

 

ɇɞ  ŭɘŬŰɖɟŮɑŰŬɘ əŬɘ ŮɑɜŬɘ ɖ ůŰɟɞűɞɟɛɐ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ əɎɗŮŰɞ ůŰɞ ŮˊɑˊŮŭɞ əɑɜɖůɖɠ ˊɞɡ ˊŮɟɜɎ Ŭˊɧ 

Űɞ ŮɚəŰɘəɧ əɏɜŰɟɞ.  

6.4 Ƀɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɞɡ Hamilton Ŭˊɧ ɛɘŬ Ŭɟɢɐ ɛŮŰŬɓɞɚɩɜ 

ȳˊɤɠ ŮɑŭŬɛŮ ɞɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɞɡ Lagrange ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɓɔɞɡɜ Ŭˊɧ ɛɘŬ Ŭɟɢɐ ɛŮŰŬɓɞɚɩɜ (ˊŬɟŬɚɚŬɔɩɜ) , ŭɖɚŬŭɐ Űɖɜ 

Ŭɟɢɐ Űɞɡ Hamilton. ŪŬ ɓɟɞɨɛŮ ɛɘŬ Ŭɟɢɐ ɛŮŰŬɓɞɚɩɜ (ˊŬɟŬɚɚŬɔɩɜ) ˊɞɡ ɜŬ ɛŬɠ ɞŭɖɔŮɑ ůŰɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɞɡ 

Hamilton. ɇɏŰɞɘŮɠ ɛŮɗɞŭɞɚɞɔɑŮɠ ŮɑɜŬɘ ɢɟɐůɘɛŮɠ ŭɘɧŰɘ ŮˊŮəŰŮɑɜɞɜŰŬɘ ŮɨəɞɚŬ ůŮ ůɡůŰɐɛŬŰŬ ˊɞɡ ŭŮɜ ɓɟɑůəɞɜŰŬɘ 

ůŰɖɜ ˊŮɟɘɞɢɐ Űɖɠ ɛɖɢŬɜɘəɐɠ. ȷɠ ɝŮəɘɜɐůɞɡɛŮ Ŭˊɧ Űɖɜ Ŭɟɢɐ Űɞɡ Hamilton, ɔɘŬ ůɡůŰɐɛŬŰŬ ˊɞɡ ˊŮɟɘɔɟɎűɞɜŰŬɘ 

ˊɚɐɟɤɠ Ŭˊɧ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ɢɤɟɑɠ ɜŬ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ŭŮůɛɞɑ əŬɘ ɎɚɚŮɠ ŮɜŮɟɔɖŰɘəɏɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ. ȷɡŰɐ ɖ Ŭɟɢɐ ŬɜŬűɏɟŮŰŬɘ 

ůŮ Űɟɞɢɘɏɠ ůŰɞɜ ɗŮůɘəɧ ɢɩɟɞ Űɤɜ  ŭɘŬůŰɎůŮɤɜ. ȰɢɞɡɛŮ 

 

 .  (6.38) 

 

Ƀɘ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ ůŰɞɜ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɧ űɞɟɛŬɚɘůɛɧ ŮɑɜŬɘ ŰŬ 
 
(ˊɞɡ ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ) ŮɑɜŬɘ ɛŮŰŬɝɨ Űɞɡɠ 

ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ. ȺɑɛŬůŰŮ ůŰɞɜ űŬůɘəɧ ɢɩɟɞ ɛŮ  ŭɘŬůŰɎůŮɘɠ. ɉɟɖůɘɛɞˊɞɘɞɨɛŮ Űɖ ůɢɏůɖ ˊɞɡ ɞɟɑɕŮɘ Ŭˊɧ Űɖ 

ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ Űɖ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ ɞˊɧŰŮ ɏɢɞɡɛŮ 

 

 .  (6.39) 

 

ȷɡŰɐ ŬɜŬűɏɟŮŰŬɘ ɤɠ Űɟɞˊɞˊɞɘɖɛɏɜɖ Ŭɟɢɐ Űɞɡ Hamilton (modified Hamiltonôs principle).  

Ⱥűɧůɞɜ ɖ ɡˊɧ ɞɚɞəɚɐɟɤůɖ ˊŬɟɎůŰŬůɖ  

 

 

 

ŮɑɜŬɘ ůɡɜɎɟŰɖůɖ Űɤɜ  əŬɗɩɠ Ůˊɑůɖɠ əŬɘ Űɤɜ ɢɟɞɜɘəɩɜ ˊŬɟŬɔɩɔɤɜ Űɞɡɠ (Ůŭɩ ɓɏɓŬɘŬ ŭŮɜ 

ɡˊɎɟɢɞɡɜ ŰŬ ) əŬɘ Űɞɡ ɢɟɧɜɞɡ  , ɖ Ŭɟɢɐ ˊŬɟŬɚɚŬɔɩɜ ɗŬ ɞŭɖɔɐůŮɘ ůŰɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɞɡ Lagrange. ȰɢɞɡɛŮ 

 

 .  (6.40) 

 

ȯɟŬ 

 

. 

 

Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ 

 

 .  (6.41) 
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ȹɖɚŬŭɐ ɓɟɑůəɞɡɛŮ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɞɡ Hamilton. Ⱥŭɩ ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ŰɞɜɑůɞɡɛŮ ŰŬ Ůɝɐɠ, ůŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ Űɖɠ 

ɗŮɤɟɑŬɠ ˊŬɟŬɚɚŬɔɩɜ (ɛŮŰŬɓɞɚɩɜ) ůŰŬ ɎəɟŬ Űɖɠ ɞɚɞəɚɐɟɤůɖɠ ŬˊŬɘŰɞɨɛŮ ɞɘ ɛŮŰŬɓɞɚɏɠ Űɤɜ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ 

ɜŬ ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ. ȹɖɚŬŭɐ ɧɚŮɠ ɞɘ Űɟɞɢɘɏɠ ˊŮɟɜɞɨɜ Ŭˊɧ ŰŬ ɑŭɘŬ Ŭɟɢɘəɧ əŬɘ ŰŮɚɘəɧ ůɖɛŮɑŬ. Ⱥŭɩ ɞ ɢɩɟɞɠ ŮɑɜŬɘ ɞ 

ɢɩɟɞɠ Űɤɜ űɎůŮɤɜ ŭɖɚŬŭɐ ɞɘ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ, ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ɞɘ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɞɡ ɢɩɟɞɡ ŬɡŰɞɨ ŮɑɜŬɘ ŰŬ  ɎɟŬ ŮɑɜŬɘ 

űɡůɘəɧ ɜŬ ŬˊŬɘŰɐůɞɡɛŮ ɧŰɘ  

 

. 

 

ɀɘŬ ˊɟɞůŮəŰɘəɐ ɛŬŰɘɎ ůŮ ɧůŬ ŮɑˊŬɛŮ ůŰŬ ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜŬ ŭŮɑɢɜŮɘ ɧŰɘ ɖ ŬˊŬɑŰɖůɖ ŬɡŰɐ ɢɟŮɘɎɕŮŰŬɘ ɧŰŬɜ 

ɡˊɎɟɢɞɡɜ ɞɘ ˊŬɟɎɔɤɔɞɘ Űɤɜ ɛŮŰŬɓɚɖŰɩɜ ɔɘŬŰɑ ɏŰůɘ ɛŮŰɎ Űɖɜ ˊŬɟŬɔɞɜŰɘəɐ ɞɚɞəɚɐɟɤůɖ ˊɞɡ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘŮɑŰŬɘ, 

űŮɨɔɞɡɜ ɞɘ ɧɟɞɘ ˊɞɡ ˊɟɞəɨˊŰɞɡɜ ɞɘ ɞˊɞɑɞɘ ɏɢɞɡɜ ɤɠ ˊŬɟɎɔɞɜŰŮɠ Űɘɠ ŬɜɤŰɏɟɤ ɛŮŰŬɓɞɚɏɠ ůŰŬ ɎəɟŬ Űɤɜ 

ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ. ȷɜ ŭŮɜ ɡˊɎɟɢŮɘ əɎˊɞɘŬ ˊŬɟɎɔɤɔɞɠ ŭŮɜ ɢɟŮɘɎɕŮŰŬɘ ɖ ŬɜŰɑůŰɞɘɢɖ ŭŮůɛŮɡŰɘəɐ ůɢɏůɖ Űɖɠ 

ɛŮŰŬɓɚɖŰɐɠ ŭɘɧŰɘ ŭŮɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ɞɘ ɧɟɞɘ ůɡɜɧɟɞɡ. ɆŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɐ ɛŬɠ Ůűɧůɞɜ ɝŮəɘɜɐůŬɛŮ Ŭˊɧ Űɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ 

ɔɘŬ ɜŬ əŬɗɞɟɑůɞɡɛŮ Űɖ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ, ɖ ˊɟɞəɨˊŰɞɡůŬ ɏəűɟŬůɖ ůŰɞ ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ Űɟɞˊɞˊɞɘɖɛɏɜɖɠ ŭɟɎůɖɠ ŭŮɜ 

ˊŮɟɘɏɢŮɘ ˊŬɟŬɔɩɔɞɡɠ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ Űɤɜ ɛŮŰŬɓɚɖŰɩɜ  ɎɟŬ ŭŮɜ ɢɟŮɘɎɕŮŰŬɘ ɜŬ ŬˊŬɘŰɐůɞɡɛŮ ɜŬ ɘůɢɨɞɡɜ 

.  

ȳɛɤɠ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ˊɚŮɞɜŮəŰɐɛŬŰŬ ɜŬ ŬˊŬɘŰɐůɞɡɛŮ əɎŰɘ ŰɏŰɞɘɞ ŮˊŮɘŭɐ ɞ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɧɠ űɞɟɛŬɚɘůɛɧɠ 

ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɗŮɤɟɖɗŮɑ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰɞɠ Űɞɡ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɞɨ. ȳˊɤɠ ůɡɛɓŬɑɜŮɘ ɛŮ Űɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ, ɡˊɎɟɢɞɡɜ 

ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɏɠ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɏɠ ˊɞɡ ɞŭɖɔɞɨɜ ůŰɘɠ ɑŭɘŮɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Hamilton, ɑŭɘŮɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ. ɀˊɞɟɞɨɛŮ 

ɜŬ ɓɟɞɨɛŮ ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɏɠ ŰɏŰɞɘŮɠ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɏɠ ɛŮ Űɞɜ Ůɝɐɠ ɔɜɤůŰɧ Űɟɧˊɞ: ȳŰŬɜ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɞɨɛŮ Űɖɜ ȷɟɢɐ 

Hamilton, ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ˊɟɞůɗɏůɞɡɛŮ ůŰɖɜ ɡˊɧ ɞɚɞəɚɐɟɤůɖ ˊɞůɧŰɖŰŬ Űɖɜ ɞɚɘəɐ ˊŬɟɎɔɤɔɞ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ 

ɞˊɞɘŬůŭɐˊɞŰŮ əŬɚɎ ůɡɛˊŮɟɘűŮɟɧɛŮɜɖɠ ůɡɜɎɟŰɖůɖɠ Űɤɜ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ əŬɘ Űɞɡ ɢɟɧɜɞɡ əŬɘ ŬɡŰɧ ɜŬ ɞŭɖɔɐůŮɘ 

ůŰɘɠ ɑŭɘŮɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Hamilton, ɑŭɘŮɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ. ŪɡɛɑɕɞɡɛŮ ɧŰɘ ŬɡŰɧ ůɡɛɓŬɑɜŮɘ ŭɘɧŰɘ ŰŬ ɎəɟŬ 

ɞɚɞəɚɐɟɤůɖɠ ŮɑɜŬɘ ɑŭɘŬ ɔɘŬ ɧɚŮɠ Űɘɠ Űɟɞɢɘɏɠ ůŰɘɠ ɑŭɘŮɠ Ŭɟɢɘəɐ əŬɘ ŰŮɚɘəɐ ɢɟɞɜɘəɏɠ ůŰɘɔɛɏɠ. ɆŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɐ ɛŬɠ 

ɖ ůɡɜɎɟŰɖůɖ ŮɑɜŬɘ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ əŬɘ ɖ ˊŬɟɎɔɤɔɧɠ Űɖɠ  ́ ɞɡ ˊɟɞűŬɜɩɠ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŮɘůŬɔɎɔŮɘ 

ˊŬɟŬɔɩɔɞɡɠ əŬɘ Űɤɜ , ɞˊɧŰŮ ɢɟŮɘɎɕoɜŰŬɘ ɞɘ ŭŮůɛŮɡŰɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ ůŰɞ ůɨɜɞɟɞ (ůŰŬ ɎəɟŬ) əŬɘ ɔɘŬ ŰŬ . ȰɜŬ 

Ŭˊɚɧ ˊŬɟɎŭŮɘɔɛŬ ŮɑɜŬɘ ɖ ˊɟɞůɗɐəɖ ůŰɖ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ Ůɜɧɠ ɧɟɞɡ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ  ŬɡŰɧ ɞŭɖɔŮɑ ůŰɖ ůɢɏůɖ 

 

. 

 

ȷˊɧ ŬɡŰɐɜ ŮɨəɞɚŬ ˊɟɞəɨˊŰɞɡɜ ɞɘ ɑŭɘŮɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Hamilton ˊɞɡ ˊɟɞəɨˊŰɞɡɜ ɢɤɟɑɠ Űɖɜ ˊɟɞůɗɐəɖ Űɞɡ 

ɧɟɞɡ ŬɡŰɞɨ, ˊɟɏˊŮɘ ɧɛɤɠ ɜŬ ŭŮůɛŮɨůɞɡɛŮ ŰŬ  ůŰŬ ɎəɟŬ ɩůŰŮ ɜŬ ɘůɢɨɞɡɜ əŬɘ ɔɘŬ ŬɡŰɎ ɞɘ ůɢɏůŮɘɠ 

.  

6.5 ȼ Ŭɟɢɐ Űɖɠ ŮɚɎɢɘůŰɖɠ ŭɟɎůɖɠ 

ɄɟɧəŮɘŰŬɘ ɔŮɜɘəɩɠ ɔɘŬ ůŰɎůɘɛɖ əŬŰɎůŰŬůɖ Űɖɠ ŭɟɎůɖɠ əŬɘ ɧɢɘ ˊɎɜŰŬ ɔɘŬ ŮɚɎɢɘůŰɖ ŭɟɎůɖ. ɄŬɟɧɚŬ ŬɡŰɎ ɏɢŮɘ 

ŮˊɘəɟŬŰɐůŮɘ ɞ ɧɟɞɠ ŮɚɎɢɘůŰɖ ŭɟɎůɖ. ȷɡŰɐ ɖ Ŭɟɢɐ ůɢŮŰɑɕŮŰŬɘ ɛŮ Űɞɜ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɧ űɞɟɛŬɚɘůɛɧ. ȷɜŬűɏɟŮŰŬɘ ůŮ 

ůɡůŰɐɛŬŰŬ ˊɞɡ ŭɘŬŰɖɟŮɑŰŬɘ ɖ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ, ŭɖɚŬŭɐ ɖ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ ŭŮɜ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ ɎɛŮůŬ Ŭˊɧ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ,  

 

. 

 

ɆŮ ŬɡŰɐ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ŮɘůɎɔŮŰŬɘ ɛɘŬ Ɏɚɚɖ ɏɜɜɞɘŬ ɛŮŰŬɓɞɚɐɠ ɛŮɔŮɗɩɜ ɖ ɚŮɔɧɛŮɜɖ ɛŮŰŬɓɞɚɐ Űɨˊɞɡ ȹ. 

ɆŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ Űɖɠ ɔɜɤůŰɐɠ ɛŮŰŬɓɞɚɐɠ Űɨˊɞɡ ŭ ɧɚŮɠ ɞɘ ˊŬɟŬɚɚŬɔɛɏɜŮɠ Űɟɞɢɘɏɠ Ŭɟɢɑɕɞɡɜ əŬɘ ŰŮɟɛŬŰɑɕɞɡɜ ůŰŬ 

ɑŭɘŬ ůɖɛŮɑŬ ůŰɞɜ ɗŮůɘəɧ ɢɩɟɞ əŬŰɎ Űɘɠ ɑŭɘŮɠ ɢɟɞɜɘəɏɠ ůŰɘɔɛɏɠ ɛŮ Űɖɜ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐ ŰɟɞɢɘɎ. Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ ɔɘŬ ŰŬ 
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ŬəɟŬɑŬ ůɖɛŮɑŬ ɧɚɤɜ Űɤɜ Űɟɞɢɘɩɜ ɘůɢɨɞɡɜ  ɆŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ Űɖɠ ɛŮŰŬɓɞɚɐɠ Űɨˊɞɡ ȹ ɞɘ 

ˊŬɟŬɚɚŬɔɛɏɜŮɠ Űɟɞɢɘɏɠ ɏɢɞɡɜ ɎəɟŬ ˊɞɡ ŬɜŰɘůŰɞɘɢɞɨɜ ůŮ ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɞɨɠ ɢɟɧɜɞɡɠ Ŭˊɧ ŬɡŰɞɨɠ Űɖɠ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐɠ 

ŰɟɞɢɘɎɠ əŬɘ ŰŬ ɎəɟŬ Űɖɠ əɎɗŮ ɛɘŬɠ ŰɟɞɢɘɎɠ ůŰɞɜ ɗŮůɘəɧ ɢɩɟɞ ŮɑɜŬɘ ɔŮɜɘəɩɠ ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɎ. ɀˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ 

ˊŬɟŬɛŮŰɟɞˊɞɘɐůɞɡɛŮ Űɘɠ Űɟɞɢɘɏɠ, ɧˊɤɠ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ əɎɜɞɡɛŮ əŬɘ ɔɘŬ Űɘɠ ɛŮŰŬɓɞɚɏɠ Űɨˊɞɡ , ɛŮ ɢɟɐůɖ ɛɘŬɠ 

ˊŬɟŬɛɏŰɟɞɡ, ɏůŰɤ , ɞˊɧŰŮ ɏɢɞɡɛŮ ɔɘŬ Űɘɠ ŭɘɎűɞɟŮɠ Űɟɞɢɘɏɠ, . ɇɞ  ɔɘŬ Űɖɜ 

ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐ ŰɟɞɢɘɎ, ŭɖɚŬŭɐ 

 

 .  (6.42) 

 

ȰůŰɤ ɧŰɘ əɎɜɞɡɛŮ Űɖɜ ˊŬɟŬɛŮŰɟɞˊɞɑɖůɖ  

 

 .  (6.43) 

 

ŪŬ ˊŮɟɘɞɟɘůŰɞɨɛŮ ůŮ ɛɘəɟɏɠ Űɘɛɏɠ Űɞɡ , ŭɖɚŬŭɐ ůŮ ŬˊŮɘɟɞůŰɏɠ ɛŮŰŬɓɞɚɏɠ, çŬˊŮɘɟɞůŰɎè əɞɜŰɎ Űɟɞɢɘɏɠ. 

Ƀɘ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ ŮɑɜŬɘ ŬɡɗŬɑɟŮŰŮɠ ŬɚɚɎ ˊŬɟŬɔɤɔɑůɘɛŮɠ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ. ũɘŬ ɜŬ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ɏɢɞɡɛŮ Űɖ 

ŭɡɜŬŰɧŰɖŰŬ ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɩɜ ɢɟɧɜɤɜ  əŬɘ ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɩɜ ɢɟɧɜɤɜ  ɔɘŬ əɎɗŮ ˊŬɟŬɚɚŬɔɛɏɜɖ ŰɟɞɢɘɎ (ůŰŬ ɎəɟŬ), 

əŬŰɎ Űɖ ɛŮŰŬɓɞɚɐ-ȹ, ŰŬ ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ ůɖɛŮɑŬ ŮɑɜŬɘ ɧˊɤɠ űŬɑɜŮŰŬɘ ůŰɞ Ɇɢ.(6.2), ɧˊɞɡ ŮɘəɞɜɑɕŮŰŬɘ ɖ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐ 

əŬɘ ɛɘŬ Űɨˊɞɡ ȹ ˊŬɟŬɚɚŬɔɛɏɜɖ ŰɟɞɢɘɎ, ɔɘŬ Űɖɜ Ŭˊɚɐ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ŭɡɞ ɛŮŰŬɓɚɖŰɩɜ ůŰɞɜ ɗŮůɘəɧ ɢɩɟɞ. ȹɖɚŬŭɐ, 

ůŰɖɜ ɔŮɜɘəɐ ŬɡŰɐ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ, ŰŬ ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ ůɖɛŮɑŬ Űɖɠ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐɠ ŰɟɞɢɘɎɠ əŬɘ Űɖɠ ɞˊɞɘŬůŭɐˊɞŰŮ 

ˊŬɟŬɚɚŬɔɛɏɜɖɠ ŭŮɜ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɏɢɞɡɜ ɑŭɘŬ , Ůɜɩ ŬɡŰɧ ɔɑɜŮŰŬɘ Ŭɜ ɧɚɞɘ ɞɘ Ŭɟɢɘəɞɑ ɢɟɧɜɞɘ  ŮɑɜŬɘ ɑůɞɘ ɛŮŰŬɝɨ 

Űɞɡɠ əŬɘ ŬɜŰɘůŰɞɑɢɤɠ ɞɘ ŰŮɚɘəɞɑ . ȷɡŰɧ ɘůɞŭɡɜŬɛŮɑ ɛŮ Űɞ ɔŮɔɞɜɧɠ ɧŰɘ, ɞɘ ŬɜŰɑůŰɞɘɢɞɘ ɢɟɧɜɞɘ  ůŰɖɜ 

ˊŬɟŬɚɚŬɔɛɏɜɖ ŰɟɞɢɘɎ Űɤɜ ɢɟɧɜɤɜ  Űɖɠ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐɠ ŰɟɞɢɘɎɠ ŮɝŬɟŰɩɜŰŬɘ əŬɘ Ŭˊɧ Űɖɜ ˊŬɟɎɛŮŰɟɞ . ɀŮ 

ɢɟɐůɖ Űɖɠ Ŭˊɚɐɠ ˊŮɟɑˊŰɤůɖɠ Űɞɡ Ɇɢ. 6.2 ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ əŬŰŬɚɐɝɞɡɛŮ, ůŮ ˊɟɩŰɖ ˊɟɞůɏɔɔɘůɖ ɤɠ ˊɟɞɠ ɛɘəɟɏɠ 

ɛŮŰŬɓɞɚɏɠ, ůŰɖ ůɢɏůɖ  

 

. 

 

ɀˊɞɟɞɨɛŮ Ůˊɑůɖɠ ɜŬ ŭŮɑɝɞɡɛŮ ŬɡŰɐ Űɖ ůɢɏůɖ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɩɜŰŬɠ Űɖɜ ˊŬɟŬɛŮŰɟɞˊɞɑɖůɖ Űɖɠ Ⱥɝ. (6.43). 

ȷˊɧ Űɖɜ ˊŬɟŬɛŮŰɟɞˊɞɑɖůɖ ɏɢɞɡɛŮ ɔɘŬ ɞˊɞɘŬŭɐˊɞŰŮ ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ ůɖɛŮɑŬ ɧŰɘ 

 

 

 

 

ɆɢɐɛŬ 6.2 ȼ ɛŮŰŬɓɞɚɐ-ȹ ůŰɞɜ ɗŮůɘəɧ ɢɩɟɞ. 
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ɆŮ ˊɟɩŰɖ ˊɟɞůɏɔɔɘůɖ, ɔɘŬ ɛɘəɟɏɠ ˊɞůɧŰɖŰŮɠ ɏɢɞɡɛŮ 

 

 .  (6.44) 

 

ɄɟɞűŬɜɩɠ ɖ ɛŮŰŬɓɞɚɐ-ȹ ŭŮɜ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŮɜŬɚɚŬɢŰŮɑ ɛŮ Űɖ ůɡɜɐɗɖ ŭɘŬűɧɟɘůɖ d, Ůɜɩ ŬɡŰɧ ɔɑɜŮŰŬɘ ɔɘŬ Űɖ 

ɛŮŰŬɓɞɚɐ-ŭ. ũɘŬ ŰŬ ɎəɟŬ 1,2 ɏɢɞɡɛŮ ɔɘŬ əɎɗŮ ˊŬɟŬɚɚŬɔɛɏɜɖ ŰɟɞɢɘɎ , ŬɡŰɎ ŮɑɜŬɘ 

ˊɟɞűŬɜɩɠ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ Űɖɠ ˊŬɟŬɛɏŰɟɞɡ  Űɖɠ ŬɜŰɑůŰɞɘɢɖɠ ŰɟɞɢɘɎɠ. Ƀɘ Ⱥɝ. (6.44) ŭɑɜɞɡɜ ɔɘŬ ŰŬ ɎəɟŬ 

 

  (6.45) 

 

ȷɠ ɡˊɞɚɞɔɑůɞɡɛŮ Űɖ ɛŮŰŬɓɞɚɐ-ȹ Űɞɡ ɞɚɞəɚɖɟɩɛŬŰɞɠ ŭɟɎůɖɠ, . 

 

 .  (6.46) 

 

ũɘŬ Űɞ ˊɟɩŰɞ ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ Űɞɡ ŭŮɨŰŮɟɞɡ ɛɏɚɞɡɠ ɘůɢɨŮɘ 

 

 .  (6.47) 

 

ȾɎɜɞɜŰŬɠ ˊɟɩŰɖ ˊɟɞůɏɔɔɘůɖ ůŰŬ ŬˊŮɘɟɞůŰɎ ɔɘŬ Űɞ ŭŮɨŰŮɟɞ əŬɘ ŰɟɑŰɞ ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ Űɞɡ ŭŮɨŰŮɟɞɡ ɛɏɚɞɡɠ 

Űɖɠ Ⱥɝ. (6.47), ɓɟɑůəɞɡɛŮ Ŭˊɧ Űɖɜ Ⱥɝ. (6.46) 

 

  (6.48) 

 

ȺˊŮɘŭɐ ŰŬ ɞɚɞəɚɖɟɩɛŬŰŬ Űɞɡ ŭŮɡŰɏɟɞɡ ɛɏɚɞɡɠ ɏɢɞɡɜ ŰŬ ɑŭɘŬ ɎəɟŬ , ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ˊɎɟɞɡɛŮ ɤɠ 

ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ ůɖɛŮɑŬ Űɖɠ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐɠ əŬɘ Űɖɠ ˊŬɟŬɚɚŬɔɛɏɜɖɠ ŰɟɞɢɘɎɠ ůɖɛŮɑŬ ɧˊɞɡ. ɇɧŰŮ ɧɛɤɠ ůɨɛűɤɜŬ 

ɛŮ Űɖɜ Ⱥɝ. (6.44) ɞɘ ɛŮŰŬɓɞɚɏɠ ȹ əŬɘ ŭ ůɡɛˊɑˊŰɞɡɜ ɞˊɧŰŮ  

 

  (6.49) 

 

ũɘŬ Űɖ ɛŮŰŬɓɞɚɐ-ŭ ɏɢɞɡɛŮ ˊɟɞűŬɜɩɠ ɧŰɘ 

 

 .  (6.50) 

 

Ƀ ɧɟɞɠ Ŭˊɧ Űɖɜ ˊŬɟŬɔɞɜŰɘəɐ ɞɚɞəɚɐɟɤůɖ ŭŮɜ ɛɖŭŮɜɑɕŮŰŬɘ ŭɘɧŰɘ ŰŬ ůŰŬ ɎəɟŬ ŭŮɜ ɛɖŭŮɜɑɕɞɜŰŬɘ 

ůŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ Űɖɠ ɛŮŰŬɓɞɚɐɠ-ȹ. Ƚůɢɨɞɡɜ ɞɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɞɡ Lagrange əŬɘ ɖ ůɢɏůɖ , Ůˊɞɛɏɜɤɠ ɞɘ 

Ⱥɝ. (6.49) əŬɘ (6.50) ɞŭɖɔɞɨɜ ůŰɖɜ 
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 .  (6.51) 

 

ɇŬ  ůŰɖɜ Ⱥɝ. (6.51) ŮɑɜŬɘ ɞɘ ɛŮŰŬɓɞɚɏɠ ˊɞɡ űŬɑɜɞɜŰŬɘ ůŰɞ Ɇɢ.(6.2) ɔɘŬ ŰŬ ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ 

ůɖɛŮɑŬ Űɤɜ Ɏəɟɤɜ Űɖɠ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐɠ əŬɘ Űɖɠ ˊŬɟŬɚɚŬɔɛɏɜɖɠ ŰɟɞɢɘɎɠ. ɆŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ ɗɏɚɞɡɛŮ ɜŬ ŮəűɟɎůɞɡɛŮ Űɖ 

ɛŮŰŬɓɞɚɐ -ȹ Űɞɡ ɞɚɞəɚɖɟɩɛŬŰɞɠ Űɖɠ Ⱥɝ. (6.51) ɤɠ ˊɟɞɠ Űɘɠ ɛŮŰŬɓɞɚɏɠ  Űɤɜ  ɛŮŰŬɝɨ ˊŬɟŬɚɚŬɔɛɏɜɖɠ 

əŬɘ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐɠ ŰɟɞɢɘɎɠ ɔɘŬ ŰŬ ŬəɟŬɑŬ ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ ůɖɛŮɑŬ Űɞɡɠ ɚŬɛɓɎɜɞɜŰŬɠ ɡˊɧɣɖ əŬɘ Űɞɡɠ ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɞɨɠ 

ɢɟɧɜɞɡɠ ɔɘŬ ŰŬ ɎəɟŬ Űɖɠ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐɠ əŬɘ Űɖɠ ˊŬɟŬɚɚŬɔɛɏɜɖɠ ŰɟɞɢɘɎɠ. Ƀɘ ůɢɏůŮɘɠ Űɖɠ Ⱥɝ. (6.54) ɞŭɖɔɞɨɜ Ŭˊɧ 

Űɖɜ Ⱥɝ. (6.51) ůŰɖɜ  

 

 .  (6.52) 

 

ɇɞ ŮˊɧɛŮɜɞ ɓɐɛŬ ɔɘŬ ɜŬ ɓɟɞɨɛŮ Űɖ ɚŮɔɧɛŮɜɖ Ŭɟɢɐ Űɖɠ ŮɚɎɢɘůŰɖɠ ŭɟɎůɖɠ ŮɑɜŬɘ ɜŬ ɓɎɚɞɡɛŮ Űɞɡɠ 

ˊŬɟŬəɎŰɤ ˊŮɟɘɞɟɘůɛɞɨɠ. 

 

1. ŪŮɤɟɞɨɛŮ ɛɧɜɞ ŭɡɜŬɛɘəɎ ůɡůŰɐɛŬŰŬ ˊɞɡ ɖ  ŭŮɜ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ ɎɛŮůŬ Ŭˊɧ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ ɞˊɧŰŮ ŮɑɜŬɘ ůŰŬɗŮɟɎ 

Űɖɠ əɑɜɖůɖɠ. 

 

2. ȼ ˊŬɟŬɚɚŬɔɐ ŮɑɜŬɘ ŰɏŰɞɘŬ ˊɞɡ ɖ ŭɘŬŰɖɟŮɑŰŬɘ əŬɘ ůŰɖɜ ˊŬɟŬɚɚŬɔɛɏɜɖ ɧˊɤɠ əŬɘ ůŰɖɜ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐ ŰɟɞɢɘɎ 

(ůŰɞɜ ɗŮůɘəɧ ɢɩɟɞ) ŬɚɚɎ ɔɘŬ əɎɗŮ ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɐ ŰɟɞɢɘɎ ɏɢŮɘ, ɔŮɜɘəɩɠ, ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɧ ɛɏɔŮɗɞɠ ɔɘŬ əɎɗŮ ɛɘŬ 

ˊŬɟŬɚɚŬɔɛɏɜɖ ŰɟɞɢɘɎ əŬɘ ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɐ (ɔŮɜɘəɩɠ)  ɔɘŬ Űɖɜ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐ. 

 

3. ũɘŬ ŰŬ ɎəɟŬ Űɤɜ ˊŬɟŬɚɚŬɔɛɏɜɤɜ Űɟɞɢɘɩɜ ɗɏŰɞɡɛŮ , Ůɜɩ . ȹɖɚŬŭɐ ɞɘ 

Űɟɞɢɘɏɠ ŰɏɛɜɞɜŰŬɘ ůŰŬ ɎəɟŬ (1) əŬɘ (2) ůŰɞɜ ɗŮůɘəɧ ɢɩɟɞ ŭɡɞ ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɏɠ ůŰɘɔɛɏɠ, ɎɟŬ ɏɢɞɡɛŮ ɧŰɘ ŰŬ  

ŮɑɜŬɘ ɧɚŬ ɑůŬ ɞˊɧŰŮ =ůŰŬɗŮɟɎ. 

ȰŰůɘ ɖ Ⱥɝ. (6.52) ɔɑɜŮŰŬɘ 

 

 .  (6.53) 

 

Ɉˊɧ Űɘɠ ɑŭɘŮɠ ůɡɜɗɐəŮɠ ɏɢɞɡɛŮ ɔɘŬ Űɞ ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ Űɖɠ ŭɟɎůɖɠ 

 

 .  (6.54) 

 

ũɘŬ Űɖɜ ɛŮŰŬɓɞɚɐ-ȹ ŬɡŰɐɠ Űɖɠ ɏəűɟŬůɖɠ ɏɢɞɡɛŮ ɧŰɘ 

 

 .  (6.55) 

 

ȷˊɧ Űɘɠ Ⱥɝ. (6.53) əŬɘ (6.55) ɓɟɑůəɞɡɛŮ Űɖɜ Ŭɟɢɐ Űɖɠ ŮɚɎɢɘůŰɖɠ ŭɟɎůɖɠ ˊɞɡ űŬɑɜŮŰŬɘ ůŰɖɜ Ⱥɝ. (6.56) 

 

 .  (6.56) 
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ɄŬɚɘɎ Űɞ ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ ůŰɖɜ Ⱥɝ. (6.56) ɚɏɔɞɜŰŬɜ ŭɟɎůɖ ɐ ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ ŭɟɎůɖɠ, ůɐɛŮɟŬ ɧɛɤɠ ɏŰůɘ 

ɚɏɔŮŰŬɘ Űɞ ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ Űɖɠ Ŭɟɢɐɠ Űɞɡ Hamilton, əŬɘ Űɞ ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ Űɖɠ Ⱥɝ. (6.56) ɚɏɔŮŰŬɘ ŬˊɚɞɡůŰŮɡɛɏɜɖ (ɐ 

ůɡɜɞˊŰɘəɐ) ŭɟɎůɖ (abbreviated action).  

ȼ Ŭɟɢɐ Űɖɠ ŮɚɎɢɘůŰɖɠ ŭɟɎůɖɠ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ˊɎɟŮɘ ŭɘɎűɞɟŮɠ ɛɞɟűɏɠ. ȰůŰɤ ɧŰɘ ɖ əɘɜɖŰɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ ŮɑɜŬɘ 

ŰŮŰɟŬɔɤɜɘəɐ ɛɞɟűɐ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɘɠ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ ɢɤɟɑɠ ɎɛŮůɖ ŮɝɎɟŰɖůɖ Ŭˊɧ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ, ŭɖɚŬŭɐ ɏɢŮɘ Űɖ ɛɞɟűɐ 

 

 .  (6.57) 

 

ȰůŰɤ Ůˊɘˊɚɏɞɜ ɧŰɘ ɖ ŭɡɜŬɛɘəɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ ŭŮɜ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ ɎɛŮůŬ Ŭˊɧ ŰŬ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ, , ŰɧŰŮ ɞɘ 

əŬɜɞɜɘəɏɠ ɞɟɛɏɠ ˊɟɞůŭɘɞɟɑɕɞɜŰŬɘ ɛɧɜɞ Ŭˊɧ Űɞ  əŬɘ ɘůɢɨŮɘ 

 

 

 

ŰɧŰŮ ɖ Ŭɟɢɐ Űɖɠ ŮɚɎɢɘůŰɖɠ ŭɟɎůɖɠ ˊŬɑɟɜŮɘ Űɖ ɛɞɟűɐ 

 

 .  (6.58) 

 

ȰůŰɤ Ůˊɑůɖɠ ɧŰɘ ŭɘŬŰɖɟŮɑŰŬɘ ɖ əɘɜɖŰɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ, ŰɧŰŮ ɖ Ŭɟɢɐ Űɖɠ ŮɚɎɢɘůŰɖɠ ŭɟɎůɖɠ ɔɑɜŮŰŬɘ 

 

 .  (6.59) 

 

ȷɡŰɧ ůɡɛɓŬɑɜŮɘ, ɔɘŬ ˊŬɟɎŭŮɘɔɛŬ, ůŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ůŰŮɟŮɞɨ ůŰɞ ɞˊɞɑɞ ŭŮɜ ŮűŬɟɛɧɕɞɜŰŬɘ ŬůəɞɨɛŮɜŮɠ 

ŭɡɜɎɛŮɘɠ ŬɚɚɎ ɛɧɜɞ ŭɡɜɎɛŮɘɠ ŭŮůɛɩɜ ŰɏŰɞɘŮɠ ˊɞɡ ɔɘŬ ɞˊɞɘŬŭɐˊɞŰŮ ɛŮŰŬŰɧˊɘůɖ Űɞɡ ůŰŮɟŮɞɨ ŭŮɜ ˊŬɟɎɔɞɡɜ ɏɟɔɞ. 

ȼ Ⱥɝ. (6.59) ŭŮɑɢɜŮɘ ɔɘŬŰɑ ůŰɖɜ Ŭɟɢɐ Űɖɠ ŮɚɎɢɘůŰɖɠ ŭɟɎůɖɠ ɢɟŮɘɎɕŮŰŬɘ ɜŬ ŮˊɘŰɟɏˊɞɜŰŬɘ əŬɘ ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɞɑ ɢɟɧɜɞɘ 

Ɏəɟɤɜ, ŭɖɚŬŭɐ ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɎ ŭɘŬůŰɐɛŬŰŬ ɢɟɧɜɞɡ ŭɘŬɔɟŬűɐɠ Űɤɜ Űɟɞɢɘɩɜ.  

ȼ ůɢɏůɖ Űɖɠ Ⱥɝ. (6.59) ɚɏŮɘ ɧŰɘ, ɡˊɧ Űɘɠ ŬɜɤŰɏɟɤ ˊɟɞɦˊɞɗɏůŮɘɠ, Ŭˊɧ ɧɚŮɠ Űɘɠ ˊɘɗŬɜɏɠ Űɟɞɢɘɏɠ ɛŮŰŬɝɨ ŭɡɞ 

ůɖɛŮɑɤɜ, ɧˊɞɡ ɖ ŮɜɏɟɔŮɘŬ ŭɘŬŰɖɟŮɑŰŬɘ əŬŰɎ Űɖɜ ŭɘŬɔɟŬűɐ Űɤɜ Űɟɞɢɘɩɜ, Űɞ ůɨůŰɖɛŬ əɘɜŮɑŰŬɘ əŬŰɎ ɛɐəɞɠ ŮəŮɑɜɖɠ 

Űɖɠ ŰɟɞɢɘɎɠ (ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐ) ɔɘŬ Űɖɜ ɞˊɞɑŬ ɞ ɢɟɧɜɞɠ ŭɘŬŭɟɞɛɐɠ ŮɑɜŬɘ ɞ ɛɘəɟɧŰŮɟɞɠ (ˊɘɞ ůɤůŰɎ ŮɑɜŬɘ ůŰɎůɘɛɞɠ). 

ɀˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ űŰɘɎɝɞɡɛŮ ɏɜŬ ɗŮůɘəɧ ɢɩɟɞ ɧˊɞɡ ŰŬ  Űɖɠ Ⱥɝ. (6.57) ɜŬ ůɢɖɛŬŰɑɕɞɡɜ Űɞɜ ɛŮŰɟɘəɧ ŰŬɜɡůŰɐ 

Űɞɡ ɢɩɟɞɡ. ɇɞ ůŰɞɘɢŮɑɞ ɛɐəɞɡɠ  ŬɡŰɞɨ Űɞɡ, ɔŮɜɘəɩɠ əŬɛˊɨɚɞɡ əŬɘ ɛɖ ɞɟɗɞɔɩɜɘɞɡ, ɢɩɟɞɡ ɗŬ ŭɑɜŮŰŬɘ Ŭˊɧ 

Űɖɜ Ⱥɝ. (6.60) 

 

 .  (6.60) 

 

ȼ əɘɜɖŰɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ ɗŬ ŮɑɜŬɘ 

 

 .  (6.61) 

 

ȷˊɧ ŬɡŰɐɜ ɓɟɑůəɞɡɛŮ 

 

 .  (6.62) 
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ȷɚɚɎɕɞɡɛŮ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰɖ ɛŮŰŬɓɚɖŰɐ ůŰɖɜ Ⱥɝ. (6.58) ɞˊɧŰŮ ɖ Ŭɟɢɐ Űɖɠ ŮɚɎɢɘůŰɖɠ ŭɟɎůɖɠ ɔɑɜŮŰŬɘ 

 

 .  (6.63) 

 

ɇŮɚɘəɩɠ ɏɢɞɡɛŮ 

 

 .  (6.64) 

 

ɆŮ ŬɡŰɐ Űɖ ůɢɏůɖ ŭŮɜ ŮɛűŬɜɑɕŮŰŬɘ ɎɛŮůŬ ɞ ɢɟɧɜɞɠ əŬɘ ɏɢɞɡɛŮ ɛɧɜɞ Űɟɞɢɘɏɠ ɢɤɟɑɠ ɜŬ űŬɑɜŮŰŬɘ ˊɤɠ 

ŭɘŬɔɟɎűɞɜŰŬɘ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘ Űɞɡ ɢɟɧɜɞɡ. ŪɡɛɑɕɞɡɛŮ ɧŰɘ ɞɘ ˊŬɟŬɚɚŬɔɛɏɜŮɠ Űɟɞɢɘɏɠ əŬɘ ɖ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐ ŰɟɞɢɘɎ 

ˊŮɟɜɞɨɜ ɧɚŮɠ Ŭˊɧ ŰŬ ŭɡɞ ɑŭɘŬ ůɖɛŮɑŬ , Űɞɡ ɗŮůɘəɞɨ ɢɩɟɞɡ. ɉɟɖůɘɛɞˊɞɘɩɜŰŬɠ Űɖɜ Ⱥɝ. (6.60) ɓɟɑůəɞɡɛŮ 

 

  (6.65) 

 

ȼ Ⱥɝ. (6.64), ɧˊɤɠ əŬɘ ɖ ɘůɞŭɨɜŬɛɐ Űɖɠ Ⱥɝ. (6.65), ɚɏɔŮŰŬɘ ůɡɢɜɎ ɛɞɟűɐ Űɞɡ Jacobi Űɖɠ Ŭɟɢɐɠ Űɖɠ 

ŮɚɎɢɘůŰɖɠ ŭɟɎůɖɠ. ȷɡŰɐ ɖ Ŭɟɢɐ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɔɟŬűŰŮɑ ůŮ ˊɘɞ ˊɟŬəŰɘəɐ ɛɞɟűɐ, ŮəűɟɎɕɞɜŰŬɠ Űɘɠ əŬɛˊɨɚŮɠ 

ůɡɜŬɟŰɐůŮɘ ɛɘŬɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɐɠ  ́ ɞɡ ɛŮŰŬɓɎɚɚŮŰŬɘ ɛɞɜɧŰɞɜŬ əŬŰɎ Űɖ ŭɘŬɔɟŬűɐ Űɖɠ əɎɗŮ əŬɛˊɨɚɖɠ ůŰɞɜ ɗŮůɘəɧ 

ɢɩɟɞ əŬɘ əŬŰɎ Űɖ ɛŮŰŬɓɞɚɐ-ȹ ɘůɢɨŮɘ ɧŰɘ Űɞ =ůŰŬɗŮɟɧ. ȼ  ˊŬɑɕŮɘ Űɞɜ ɟɧɚɞ Űɖɠ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰɖɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɐɠ 

Űɖɠ ɗŮɤɟɑŬɠ ˊŬɟŬɚɚŬɔɩɜ əŬɘ Ŭűɞɨ əŬŰɎ Űɖ ɛŮŰŬɓɞɚɐ-ȹ ɖ (ŬɜŮɝɎɟŰɖŰɖ) ɛŮŰŬɓɚɖŰɐ ɞɚɞəɚɐɟɤůɖɠ  ŮɑɜŬɘ 

ůŰŬɗŮɟɐ, ɖ ɛŮŰŬɓɞɚɐ-ȹ ɔɑɜŮŰŬɘ ɛŮŰŬɓɞɚɐ-ŭ. ɆɨɛűɤɜŬ ɛŮ ŰŬ ŬɜɤŰɏɟɤ ɗŬ ɏɢɞɡɛŮ 

 

 
 

(6.66) 

 

ŪɏŰɞɡɛŮ 

 

  (6.67) 

 

ȷɡŰɧ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ ɏɢɞɡɛŮ ˊɟɧɓɚɖɛŬ ɗŮɤɟɑŬɠ ˊŬɟŬɚɚŬɔɩɜ Űɨˊɞɡ ɛŮŰŬɓɞɚɩɜ-ŭ ɞˊɧŰŮ ɗŬ əŬŰŬɚɐɝɞɡɛŮ 

ůŰɘɠ ɔɜɤůŰɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɞɡ Euler, ŭɖɚŬŭɐ ɘůɢɨɞɡɜ 

 

  (6.68) 
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ɀŮɟɘəɏɠ űɞɟɏɠ ŬɜŰɑ Űɖɠ  ɛˊɞɟŮɑ ɖ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰɖ ɛŮŰŬɓɚɖŰɐ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ɛɘŬ Ŭˊɧ Űɘɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ɗɏůɖɠ. 

ɇɞɜɑɕɞɡɛŮ ɧŰɘ əŬŰŬɚɐɝŬɛŮ ůŮ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɖɠ ȹɘŬűɞɟɘəɐɠ ũŮɤɛŮŰɟɑŬɠ, ɢɤɟɑɠ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ, ŭɖɚŬŭɐ ɏɢɞɡɛŮ Űɘɠ 

Űɟɞɢɘɏɠ ɢɤɟɑɠ ɜŬ ŮɛűŬɜɑɕŮŰŬɘ ɖ əɑɜɖůɖ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ. ȷɜ ŭŮɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ŮɜŮɟɔɖŰɘəɏɠ (ŬůəɞɨɛŮɜŮɠ) ŭɡɜɎɛŮɘɠ 

ŰɧŰŮ Űɞ  ŮɑɜŬɘ ůŰŬɗŮɟɧ əŬŰɎ Űɖɜ əɑɜɖůɖ əŬɘ ɖ Ŭɟɢɐ Űɞɡ Jacobi ɚɏŮɘ ɧŰɘ Űɞ ůɖɛŮɑɞ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ůŰɞɜ 

ŬɜɤŰɏɟɤ ɗŮůɘəɧ ɢɩɟɞ ŬəɞɚɞɡɗŮɑ ŭɟɧɛɞ ɛŮŰŬɝɨ ŭɡɞ ůɖɛŮɑɤɜ ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ůŰɎůɘɛɞɠ. ȽůɞŭɨɜŬɛŬ ɚɏɛŮ ɧŰɘ Űɞ ůɖɛŮɑɞ 

əɘɜŮɑŰŬɘ ˊɎɜɤ ůŮ ɔŮɤŭŬɘůɘŬəɐ əŬɛˊɨɚɖ.  

ȼ Ŭɟɢɐ Űɖɠ ŮɚɎɢɘůŰɖɠ ŭɟɎůɖɠ ůŰɖ ɛɞɟűɐ Űɖɠ Ŭɟɢɐɠ Űɞɡ Fermat ɓɟɑůəŮɘ ˊɞɚɚɏɠ ɢɟɐůɘɛŮɠ ŮűŬɟɛɞɔɏɠ ůŰɖ 

ɔŮɤɛŮŰɟɘəɐ ɞˊŰɘəɐ əŬɘ Űɖɜ çɞˊŰɘəɐè ŭŮůɛɩɜ ɖɚŮəŰɟɞɜɑɤɜ. 

ɈˊɎɟɢɞɡɜ əŬɘ ɎɚɚŮɠ ˊŬɟɧɛɞɘŮɠ Ŭɟɢɏɠ ɛŮŰŬɓɞɚɩɜ ůŰɖɜ əɚŬůɘəɐ ɛɖɢŬɜɘəɐ. ȰɜŬ ˊŬɟɎŭŮɘɔɛŬ ŮɑɜŬɘ ɖ Ŭɟɢɐ 

Űɖɠ ŮɚɎɢɘůŰɖɠ əŬɛˊɡɚɧŰɖŰŬɠ Űɞɡ Hertz. ɆɨɛűɤɜŬ ɛŮ ŬɡŰɐɜ Űɖɜ Ŭɟɢɐ, ɔɘŬ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ˊɞɡ ŭŮɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ 

ŬůəɞɨɛŮɜŮɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ ˊŬɟɎ ɛɧɜɞ ŭɡɜɎɛŮɘɠ Űɤɜ ůɡɜŭɏůɛɤɜ, Űɞ ůɖɛŮɑɞ ˊɞɡ ˊŮɟɘɔɟɎűŮɘ Űɞ ůɨůŰɖɛŬ əɘɜŮɑŰŬɘ ůŮ 

ŰɟɞɢɘɎ ŮɚɎɢɘůŰɖɠ əŬɛˊɡɚɧŰɖŰŬɠ. Ⱥˊɑůɖɠ ɡˊɎɟɢŮɘ ɖ Ŭɟɢɐ Űɞɡ ŮɚɎɢɘůŰɞɡ ŮɝŬɜŬɔəŬůɛɞɨ. 
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ɄŬɟŬŭŮɑɔɛŬŰŬ ï ȺɘŭɘəɎ ɗɏɛŬŰŬ 

1. ɄɧŰŮ ŰŬ ůŰɎůɘɛŬ ůɖɛŮɑŬ ŮɑɜŬɘ ůɖɛŮɑŬ ŮɚɎɢɘůŰɞɡ 

ŪŬ ŭɘŬŰɡˊɩůɞɡɛŮ ɏɜŬ ɗŮɩɟɖɛŬ ˊɞɡ ɛŬɠ ɚɏŮɘ ˊɧŰŮ ɏɜŬ ůŰɎůɘɛɞ ůɖɛŮɑɞ Űɞɡ ɞɚɞəɚɖɟɩɛŬŰɞɠ Űɖɠ ɞˊɞɘŬůŭɐˊɞŰŮ 

ɛɞɟűɐɠ ŭɟɎůɖɠ ŮɑɜŬɘ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɎ ůɖɛŮɑɞ ŮɚɎɢɘůŰɞɡ. ȷɠ ɗŮɤɟɐůɞɡɛŮ ɧŰɘ ɓɟɘůəɧɛŬůŰŮ ůŰɞɜ ɗŮůɘəɧ ɢɩɟɞ Ůɜɧɠ 

ɛɖɢŬɜɘəɞɨ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ. ȰůŰɤ ɏɜŬ ůɖɛŮɑɞ ȷ ɛɘŬɠ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐɠ ŰɟɞɢɘɎɠ ůŰɞ ɗŮůɘəɧ ɢɩɟɞ. ȰůŰɤ ɧŰɘ Ŭˊɧ Űɞ ɑŭɘɞ 

ůɖɛŮɑɞ ˊŮɟɜɎ əŬɘ ɛɘŬ Ɏɚɚɖ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐ ŰɟɞɢɘɎ ˊɞɡ ůɢɖɛŬŰɑɕŮɘ ɛɘəɟɐ ɔɤɜɑŬ ɛŮ Űɖɜ ˊɟɩŰɖ ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ ȷ. ȰůŰɤ 

ɧŰɘ ɖ ŭŮɨŰŮɟɖ ŰɟɞɢɘɎ ůɡɜŬɜŰɎ Űɖɜ ˊɟɩŰɖ ůŮ ɏɜŬ Ɏɚɚɞ ůɖɛŮɑɞ, ɏůŰɤ ȸ. ūŬɜŰŬɕɧɛŬůŰŮ ɧŰɘ Ůɜɩ ɖ ˊɟɩŰɖ ŰɟɞɢɘɎ 

ˊŬɟŬɛɏɜŮɘ ůŰŬɗŮɟɐ ɖ ŭŮɨŰŮɟɖ ɛŮŰŬɓɎɚɚŮŰŬɘ Ůɜɩ ůɡɜŬɜŰɎ ůŰɞ ůŰŬɗŮɟɧ ůɖɛŮɑɞ ȷ Űɖɜ ˊɟɩŰɖ, ŰɧŰŮ ɗŬ 

ɛŮŰŬɓɎɚɚŮŰŬɘ Ůˊɑůɖɠ ɖ ɗɏůɖ Űɞɡ ůɖɛŮɑɞɡ ȸ. ȼ ɞɟɘŬəɐ ɗɏůɖ Űɞɡ ůɖɛŮɑɞɡ ȸ ɧŰŬɜ ɖ ɔɤɜɑŬ ůŰɞ ȷ ɛŮŰŬɝɨ Űɤɜ ŭɡɞ 

ˊɟŬɔɛŬŰɘəɩɜ Űɟɞɢɘɩɜ ŰŮɑɜŮɘ ůŰɞ ɛɖŭɏɜ, ɚɏɔŮŰŬɘ əɘɜɖŰɘəɐ ŮůŰɑŬ (kinetic focus) Űɞɡ ȷ ůŰɖɜ ˊɟɩŰɖ ŰɟɞɢɘɎ ɐ ɚɏɛŮ 

ɧŰɘ Űɞ ȸ ŮɑɜŬɘ Űɞ ůɡɕɡɔɏɠ ůɖɛŮɑɞ Űɞɡ ȷ. ɇɞ ɗŮɩɟɖɛŬ ɚɏŮɘ ŬɡŰɧ ˊɞɡ ŬəɞɚɞɡɗŮɑ. ɇɞ ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ əŬŰɎ ɛɐəɞɠ 

Űɖɠ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐɠ ŰɟɞɢɘɎɠ ɛŮŰŬɝɨ ŭɡɞ ŭŮŭɞɛɏɜɤɜ ůɖɛŮɑɤɜ ŮɑɜŬɘ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɧ ŮɚɎɢɘůŰɞ, ɛŮ Űɖɜ ˊɟɞɦˊɧɗŮůɖ ɧŰɘ 

əŬŰɎ Űɖ ŭɘŬŭɟɞɛɐ Ŭˊɧ Űɞ Ŭɟɢɘəɧ ůɖɛŮɑɞ Űɞɡ ɞɚɞəɚɖɟɩɛŬŰɞɠ űŰɎɜɞɡɛŮ ůŰɞ ŰŮɚɘəɧ ɢɤɟɑɠ ɜŬ ůɡɜŬɜŰɐůɞɡɛŮ Űɖɜ 

əɘɜɖŰɘəɐ ŮůŰɑŬ Űɞɡ Ŭɟɢɘəɞɨ ůɖɛŮɑɞɡ. ȷɜ űŰɎɜɞɡɛŮ ůŰɞ ŰŮɚɘəɧ ůɖɛŮɑɞ ůɡɜŬɜŰɩɜŰŬɠ əŬŰɎ Űɖ ŭɘŬŭɟɞɛɐ Űɖɜ 

əɘɜɖŰɘəɐ ŮůŰɑŬ, ŰɧŰŮ ŭŮɜ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ŬˊɞűŬɜɗɞɨɛŮ Ŭɜ Űɞ ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ ŮɑɜŬɘ ŮɚɎɢɘůŰɞ ɐ ɧɢɘ. ȹɖɚŬŭɐ ɛˊɞɟɞɨɛŮ 

ɜŬ ˊɞɨɛŮ ɧŰɘ ɔɘŬ ŬɟəɞɨɜŰɤɠ ɛɘəɟɎ ŭɘŬůŰɐɛŬŰŬ ůŰŬ ɞˊɞɑŬ ɡˊɞɚɞɔɑɕŮŰŬɘ Űɞ ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ, ŬɡŰɧ ɏɢŮɘ ŮɚɎɢɘůŰɞ.  

ɀɘŬ Ŭˊɚɐ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ŮɑɜŬɘ ɖ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ůɤɛŬŰɑɞɡ ŭŮůɛŮɡɛɏɜɞɡ ɜŬ əɘɜŮɑŰŬɘ ůŮ ɚŮɑŬ ůűŬɘɟɘəɐ ŮˊɘűɎɜŮɘŬ 

ɢɤɟɑɠ Űɖ ŭɟɎůɖ ŬůəɞɨɛŮɜɤɜ ŭɡɜɎɛŮɤɜ. Ƀɘ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɏɠ Űɟɞɢɘɏɠ ŮɑɜŬɘ ɛɏɔɘůŰɞɘ əɨəɚɞɘ. ȼ ŬˊɚɞɡůŰŮɡɛɏɜɖ 

ŭɟɎůɖ əŬŰɎ ɛɐəɞɠ ɞˊɞɘŬůŭɐˊɞŰŮ ŰɟɞɢɘɎɠ, ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŬ Űɞɡ Ŭɜ ŮɑɜŬɘ ɛɏɔɘůŰɞɠ əɨəɚɞɠ ɐ ɧɢɘ (ŬɟəŮɑ ɖ ŮɜɏɟɔŮɘŬ ɜŬ 

ŮɑɜŬɘ ŭŮŭɞɛɏɜɖ, ůŰŬɗŮɟɐ) ŮɑɜŬɘ ŬɜɎɚɞɔɖ Űɞɡ ɛɐəɞɡɠ Űɖɠ ŰɟɞɢɘɎɠ. ȼ əɘɜɖŰɘəɐ ŮůŰɑŬ ɞˊɞɘɞɡŭɐˊɞŰŮ ůɖɛŮɑɞɡ ȷ 

ŮɑɜŬɘ Űɞ ŭɘŬɛŮŰɟɘəɎ ŬɜŰɑɗŮŰɞ ůɖɛŮɑɞ Űɞɡ ȷ Űɞ . ɇɞ ɗŮɩɟɖɛŬ ˊɞɡ ŬɜŬűɏɟŬɛŮ ɚɏŮɘ ɧŰɘ ɞˊɞɘɞŭɐˊɞŰŮ Űɧɝɞ 

ɛɏɔɘůŰɞɡ əɨəɚɞɡ ˊɞɡ ŮɜɩɜŮɘ ɞˊɞɘŬŭɐˊɞŰŮ ŭɡɞ ůɖɛŮɑŬ ɏɢŮɘ ŮɚɎɢɘůŰɞ ɛɐəɞɠ ůŮ ůɢɏůɖ ɛŮ Űɘɠ Űɟɞɢɘɏɠ ˊɎɜɤ ůŰɖ 

ůűŬɑɟŬ ˊɞɡ Ůɜɩɜɞɡɜ ŰŬ ɑŭɘŬ ŬɡŰɎ ůɖɛŮɑŬ, ŬɟəŮɑ Űɞ ɛɐəɞɠ Űɞɡ Űɧɝɞɡ ŬɡŰɞɨ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ɛɘəɟɧŰŮɟɞ Ŭˊɧ Űɞ ɛɘůɧ Űɞɡ 

ɛɐəɞɡɠ Ůɜɧɠ ɛɏɔɘůŰɞɡ əɨəɚɞɡ Űɖɠ ůűŬɑɟŬɠ.  

2. ũŮɜɘəɎ ɢŬɟŬəŰɖɟɘůŰɘəɎ Űɖɠ əɑɜɖůɖɠ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ  

ũŮɜɘəɩɠ, ɖ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐ əɑɜɖůɖ Ůɜɧɠ ůɡɔəŮəɟɘɛɏɜɞɡ ɛɖɢŬɜɘəɞɨ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ůŰɞɜ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɧ űɞɟɛŬɚɘůɛɧ, 

ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ˊɟɞůŭɘɞɟɘůŰŮɑ Ŭˊɧ Űɘɠ (Ŭɟɢɘəɏɠ) ɗɏůŮɘɠ əŬɘ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ əɎˊɞɘŬ ŭŮŭɞɛɏɜɖ (Ŭɟɢɘəɐ) ůŰɘɔɛɐ. ȷɡŰɧ 

ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ ŰŬ ŰɟɑŬ ɛŮɔɏɗɖ  ɛɘŬɠ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐɠ əɑɜɖůɖɠ ŭŮɜ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ Ŭɜɐəɞɡɜ ůŮ ŭɡɞ ɐ 

ˊŮɟɘůůɧŰŮɟŮɠ ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɏɠ əɘɜɐůŮɘɠ Űɞɡ ɑŭɘɞɡ ɛɖɢŬɜɘəɞɨ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ. ȷɡŰɧ ˊɟɞəɨˊŰŮɘ Ŭˊɧ Űɘɠ (ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ) 

ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ Euler-Lagrange ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ ŭŮɨŰŮɟɖɠ ŰɎɝɖɠ. ȺɝŬɑɟŮůɖ ŬˊɞŰŮɚɞɨɜ 

ɘŭɘɎɕɞɜŰŬ ůɖɛŮɑŬ ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ůɖɛŮɑŬ ɘůɞɟɟɞˊɑŬɠ, ɧˊɞɡ . ɆŮ ŬɡŰɎ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŰŮɑɜɞɡɜ ˊɞɚɚɏɠ 

əɘɜɐůŮɘɠ ɐ əŬɛɑŬ. 

ɆŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ Űɞɡ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɞɨ űɞɟɛŬɚɘůɛɞɨ, ɖ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐ əɑɜɖůɖ Ůɜɧɠ ůɡɔəŮəɟɘɛɏɜɞɡ ɛɖɢŬɜɘəɞɨ 

ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ, ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ˊɟɞůŭɘɞɟɘůŰŮɑ Ŭˊɧ Űɘɠ ɗɏůŮɘɠ əŬɘ ɞɟɛɏɠ əɎˊɞɘŬ ŭŮŭɞɛɏɜɖ (Ŭɟɢɘəɐ) ůŰɘɔɛɐ. ȷɡŰɧ 

ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ ŰŬ ŰɟɑŬ ɛŮɔɏɗɖ  ɛɘŬɠ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐɠ əɑɜɖůɖɠ ŭŮɜ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ Ŭɜɐəɞɡɜ ůŮ ŭɡɞ ɐ 

ˊŮɟɘůůɧŰŮɟŮɠ ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɏɠ əɘɜɐůŮɘɠ Űɞɡ ɑŭɘɞɡ ɛɖɢŬɜɘəɞɨ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ. ȷɡŰɧ ˊɟɞəɨˊŰŮɘ Ŭˊɧ Űɘɠ (ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ) 

ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ Űɞɡ Hamilton ɞɘ ɞˊɞɑŮɠ ŮɑɜŬɘ ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ ˊɟɩŰɖɠ ŰɎɝɖɠ. ȺɝŬɑɟŮůɖ ŬˊɞŰŮɚɞɨɜ əŬɘ 

ˊɎɚɘ ɘŭɘɎɕɞɜŰŬ ůɖɛŮɑŬ, ŭɖɚŬŭɐ ůɖɛŮɑŬ ɘůɞɟɟɞˊɑŬɠ ɧˊɞɡ . ŪŬ ŬɜŬűŮɟɗɞɨɛŮ ˊŮɟɘůůɧŰŮɟɞ 

ůŰŬ ůɖɛŮɑŬ ɘůɞɟɟɞˊɑŬɠ, ŬɟɔɧŰŮɟŬ. ȼ əɑɜɖůɖ ˊɟɞəɨˊŰŮɘ Ŭˊɧ Űɖ ɚɨůɖ Űɤɜ ŮɝɘůɩůŮɤɜ Űɞɡ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɞɨ ɐ Űɞɡ 

ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɞɨ űɞɟɛŬɚɘůɛɞɨ. ũŮɜɘəɩɠ ˊɟɧəŮɘŰŬɘ ɔɘŬ ůɡůŰɐɛŬŰŬ ŭɘŬűɞɟɘəɩɜ ŮɝɘůɩůŮɤɜ. ȷɜ ɞɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ ŬɡŰɏɠ 

ŭŮɜ ˊŮɟɘɏɢɞɡɜ ɎɛŮůŬ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ ŰɧŰŮ ŮɑɜŬɘ ŬɡŰɧɜɞɛŮɠ ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əŬɘ Űɞ ŬɜŰɑůŰɞɘɢɞ ŭɡɜŬɛɘəɧ 

ůɨůŰɖɛŬ ɚɏɔŮŰŬɘ ŬɡŰɧɜɞɛɞ. ũɘŬ ɏɜŬ ɛɖ ŬɡŰɧɜɞɛɞ ůɨůŰɖɛŬ ɖ ɚɨůɖ Űɤɜ ŮɝɘůɩůŮɤɜ əɑɜɖůɖɠ ɗŬ ŮɑɜŬɘ ɔɘŬ Űɘɠ 

ˊŮɟɘˊŰɩůŮɘɠ Űɤɜ ŭɡɞ űɞɟɛŬɚɘůɛɩɜ, ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ, Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ 

 

 

  

 

 

(6.69) 

ȷ¡

( ( ), ( ), )q t q t t

( ( ) 0, ( ) 0, )q t q t t= =

( ( ), ( ), )q t p t t

( ( ) 0, ( ) 0, )q t p t t= =

0 0 0( , , , ),    1,2,...,i iq q q q t t i n= =

0 0 0

0 0 0

( , , , )

( , , , ),    1,2,...,

i i

i i

q q q p t t

p p q p t t i n

=

= =



Ⱥ. ȷ. ȹɟɖɠ, Ū. ȼ. ȷɚŮɝɧˊɞɡɚɞɠ      195 

ũɘŬ ɏɜŬ ŬɡŰɧɜɞɛɞ ůɨůŰɖɛŬ ɖ ɚɨůɖ Űɤɜ ŮɝɘůɩůŮɤɜ əɑɜɖůɖɠ ɗŬ ŮɑɜŬɘ ɔɘŬ Űɘɠ ˊŮɟɘˊŰɩůŮɘɠ Űɤɜ ŭɡɞ 

űɞɟɛŬɚɘůɛɩɜ, ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ, Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ 

 
 

 

 

 
(6.70) 

 

ɈˊɎɟɢŮɘ ůɖɛŬɜŰɘəɐ ŭɘŬűɞɟɎ ɛŮŰŬɝɨ Űɤɜ ŬɡŰɧɜɞɛɤɜ əŬɘ Űɤɜ ɛɖ ŬɡŰɧɜɞɛɤɜ ůɡůŰɖɛɎŰɤɜ. ɆŮ ɏɜŬ ɛɖ 

ŬɡŰɧɜɞɛɞ ůɨůŰɖɛŬ ɖ əɑɜɖůɖ, ɛŮŰɎ Űɖɜ Ŭɟɢɘəɐ ůŰɘɔɛɐ, ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ ŮəŰɧɠ Ŭˊɧ Űɘɠ Ŭɟɢɘəɏɠ Űɘɛɏɠ  ɐ 

ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ əŬɘ Ŭˊɧ Űɖɜ Ŭɟɢɘəɐ ůŰɘɔɛɐ . ɀŮ ɎɚɚŬ ɚɧɔɘŬ ɔɘŬ Űɘɠ ɑŭɘŮɠ Ŭɟɢɘəɏɠ Űɘɛɏɠ  ɐ 

ɏɢɞɡɛŮ ɔŮɜɘəɩɠ ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɏɠ əɘɜɐůŮɘɠ Ŭɜ ɞɘ Ŭɟɢɘəɞɑ ɢɟɧɜɞɘ  ŮɑɜŬɘ ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɞɑ. ɆŮ ɏɜŬ ŬɡŰɧɜɞɛɞ ůɨůŰɖɛŬ 

ɖ əɑɜɖůɖ ɛŮŰɎ Űɖɜ Ŭɟɢɘəɐ ůŰɘɔɛɐ ŭŮɜ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ Ŭˊɧ Űɞ  ŬɚɚɎ ɛɧɜɞ Ŭˊɧ Űɘɠ Ŭɟɢɘəɏɠ Űɘɛɏɠ  ɐ . 

ȰɜŬ ůɨůŰɖɛŬ ˊɞɡ ˊŮɟɘɔɟɎűŮŰŬɘ ˊɚɐɟɤɠ ɛɧɜɞ Ŭˊɧ Űɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ Űɞɡ ɢɤɟɑɠ ˊɟɧůɗŮŰŮɠ ŮɜŮɟɔɖŰɘəɏɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ 

əŬɘ ŭŮůɛɞɨɠ, ɗŬ ŮɑɜŬɘ ŬɡŰɧɜɞɛɞ Ŭɜ . ȷɜɎɚɞɔŬ ɘůɢɨɞɡɜ ɔɘŬ ůɨůŰɖɛŬ ůŰɞɜ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɧ 

űɞɟɛŬɚɘůɛɧ, ŮɑɜŬɘ ŬɡŰɧɜɞɛɞ Ŭɜ . ȼ ˊŮɟɘɔɟŬűɐ ŭɡɜŬɛɘəɩɜ ůɡůŰɖɛɎŰɤɜ ɔɑɜŮŰŬɘ ůŮ ŭɘɎűɞɟɞɡɠ 

ɢɩɟɞɡɠ, ɧˊɤɠ űŬɑɜŮŰŬɘ ůŰŬ ŮˊɧɛŮɜŬ. 

 

Ŭ) Ƀ ɗŮůɘəɧɠ ɢɩɟɞɠ ɏɢŮɘ ŭɘɎůŰŬůɖ  əŬɘ ŬˊɞŰŮɚŮɑŰŬɘ Ŭˊɧ Űɞ ůɨɜɞɚɞ Űɤɜ ůɖɛŮɑɤɜ ɗɏůɖɠ, ŭɖɚŬŭɐ Űɤɜ 

ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ ɗɏůɖɠ . ȷɡŰɧ Űɞ ůɖɛŮɑɞ (ɗɏůɖɠ) Űɞɡ ɗŮůɘəɞɨ ɢɩɟɞɡ ŭɘŬɔɟɎűŮɘ ɛɘŬ əŬɛˊɨɚɖ əŬŰɎ 

Űɖɜ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐ əɑɜɖůɖ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ, Ŭűɞɨ əŬŰɎ Űɖɜ əɑɜɖůɖ . ɆɨɛűɤɜŬ ɛŮ ŰŬ ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜŬ, ɏɜŬ 

ůɡɔəŮəɟɘɛɏɜɞ ŭɡɜŬɛɘəɧ ůɨůŰɖɛŬ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŭɘŬɔɟɎűŮɘ ŭɘɎűɞɟŮɠ əŬɛˊɨɚŮɠ ůŰɞɜ ɗŮůɘəɧ ɢɩɟɞ ˊɞɡ ɖ əɎɗŮ ɛɘŬ 

ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ Ŭˊɧ Űɘɠ Ŭɟɢɘəɏɠ ɗɏůŮɘɠ əŬɘ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ůŮ əɎˊɞɘŬ, əɎɗŮ űɞɟɎ, Ŭɟɢɘəɐ ɢɟɞɜɘəɐ ůŰɘɔɛɐ. 

Ƀɘ əŬɛˊɨɚŮɠ ˊɞɡ ŭɘŬɔɟɎűŮɘ əŬŰɎ Űɖɜ əɑɜɖůɐ Űɞɡ Űɞ ɛɖɢŬɜɘəɧ ůɨůŰɖɛŬ ůŰɞɜ ɗŮůɘəɧ ɢɩɟɞ, ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŰɏɛɜɞɜŰŬɘ 

ɛŮŰŬɝɨ Űɞɡɠ. ɄɟɎɔɛŬŰɘ, ɞˊɞɘɞŭɐˊɞŰŮ ůɖɛŮɑɞ ɛɘŬɠ ŰɏŰɞɘŬɠ Ŭɟɢɘəɐɠ əŬɛˊɨɚɖɠ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɚɖűɗŮɑ ɤɠ Ŭɟɢɘəɧ 

ůɖɛŮɑɞ əŬŰɎ ɛɘŬ ɜŮɞŮˊɘɚŮɔɧɛŮɜɖ Ŭɟɢɘəɐ ůŰɘɔɛɐ əŬɘ ɔŮɜɘəɩɠ, ɛŮ ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɏɠ Ŭɟɢɘəɏɠ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ (ɐ ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ 

Ŭɟɢɘəɏɠ ůɡɕɡɔŮɑɠ ɞɟɛɏɠ) Ŭˊɧ ŬɡŰɏɠ ˊɞɡ ɏɢŮɘ Űɞ ɛɖɢŬɜɘəɧ ůɨůŰɖɛŬ ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ Űɞɡ ɗŮůɘəɞɨ ɢɩɟɞɡ əŬŰɎ Űɖ 

ŭɘŬɔɟŬűɐ Űɖɠ Ŭɟɢɘəɐɠ əŬɛˊɨɚɖɠ. ȺɑɜŬɘ ŮɡɜɧɖŰɞ ɧŰɘ Ŭˊɧ ŬɡŰɐ Űɖ ɜɏŬ ɢɟɞɜɘəɐ ůŰɘɔɛɐ əŬɘ ɛŮŰɎ ɖ Ůɝɏɚɘɝɖ Űɞɡ 

ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ɛŮ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ ɗŬ ŮɑɜŬɘ ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɐ, ɎɟŬ Ŭˊɧ Űɞ ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ Ŭɟɢɘəɐɠ əŬɛˊɨɚɖɠ ɗŬ ɝŮəɘɜɐůŮɘ ɛɘŬ 

Ɏɚɚɖ əŬɛˊɨɚɖ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐɠ əɑɜɖůɖɠ Űɞɡ ɑŭɘɞɡ ɛɖɢŬɜɘəɞɨ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ůŰɞɜ ɗŮůɘəɧ ɢɩɟɞ, ɎɟŬ ɞɘ əŬɛˊɨɚŮɠ 

ɔŮɜɘəɩɠ ŰɏɛɜɞɜŰŬɘ. 

 

ɓ) ɋɠ ɔŮɔɞɜɧɠ ɗŮɤɟŮɑŰŬɘ ɞ ůɡɜŭɡŬůɛɧɠ . ȷɡŰɧɠ ɞ ůɡɜŭɡŬůɛɧɠ ŮɑɜŬɘ ɏɜŬ ůɖɛŮɑɞ Űɞɡ 

ɢɩɟɞɡ Űɤɜ ɔŮɔɞɜɧŰɤɜ ˊɞɡ ɏɢŮɘ ŭɘɎůŰŬůɖ . ȺɑɜŬɘ ŮɡɜɧɖŰɞ ɧŰɘ əŬɘ ůŮ ŬɡŰɧɜ Űɞɜ ɢɩɟɞ əŬɛˊɨɚŮɠ ˊɞɡ 

ˊŮɟɘɔɟɎűɞɡɜ Űɖɜ əɑɜɖůɖ əɎˊɞɘɞɡ ŭŮŭɞɛɏɜɞɡ ɛɖɢŬɜɘəɞɨ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŰɏɛɜɞɜŰŬɘ ŭɘɧŰɘ əɎɗŮ ůɖɛŮɑɞ 

ɛɘŬɠ Ŭɟɢɘəɐɠ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐɠ əŬɛˊɨɚɖɠ əɑɜɖůɖɠ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɚɖűɗŮɑ ɤɠ Ŭɟɢɘəɧ ůɖɛŮɑɞ ɧˊɞɡ ɞɘ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ (ɐ ɞɘ 

ɞɟɛɏɠ) ɜŬ ŮɑɜŬɘ ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɏɠ Ŭˊɧ ŬɡŰɏɠ Űɖɠ Ŭɟɢɘəɐɠ əɑɜɖůɖɠ. ȷɡŰɧ ɗŬ ɞŭɖɔɐůŮɘ ůŮ Ɏɚɚɖ əŬɛˊɨɚɖ əɑɜɖůɖɠ ˊɞɡ 

ɗŬ ŰɏɛɜŮɘ Űɖɜ Ŭɟɢɘəɐ.  

 

ɔ) Ƀ ɢɩɟɞɠ Űɤɜ əŬŰŬůŰɎůŮɤɜ ɏɢŮɘ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ŰŬ  ɎɟŬ ɏɢŮɘ ŭɘɎůŰŬůɖ . ȾŬɛˊɨɚŮɠ ˊɞɡ 

ˊŬɟɘůŰɎɜɞɡɜ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐ əɑɜɖůɖ əɎˊɞɘɞɡ ɛɖ ŬɡŰɧɜɞɛɞɡ ɛɖɢŬɜɘəɞɨ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŰɏɛɜɞɜŰŬɘ, ɧɛɤɠ, 

ŭŮɜ ɛˊɞɟɞɨɜ ɜŬ ŰɏɛɜɞɜŰŬɘ Űɖɜ ɑŭɘŬ ɢɟɞɜɘəɐ ůŰɘɔɛɐ ŭɘɧŰɘ ŰɧŰŮ, ɛŮ Űɘɠ ɑŭɘŮɠ Ŭɟɢɘəɏɠ ůɡɜɗɐəŮɠ (ɗɏůŮɤɜ əŬɘ 

ŰŬɢɡŰɐŰɤɜ ɐ ɞɟɛɩɜ, Űɖɜ ɑŭɘŬ Ŭɟɢɘəɐ ɢɟɞɜɘəɐ ůŰɘɔɛɐ), ɗŬ ŮɑɢŬɛŮ ŭɡɞ ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɏɠ ŮɝŮɚɑɝŮɘɠ Űɞɡ ɑŭɘɞɡ ɛɖɢŬɜɘəɞɨ 

ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ, ˊɟɎɔɛŬ ˊɞɡ ŭŮɜ ɔɑɜŮŰŬɘ. ȺɝŬɑɟŮůɖ ŬˊɞŰŮɚɞɨɜ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ɘůɞɟɟɞˊɑŬɠ . ȷɜ ɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ŭŮɜ 

ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ ɎɛŮůŬ Ŭˊɧ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ, ɞˊɧŰŮ ŮɑɜŬɘ ůŰŬɗŮɟɎ Űɖɠ əɑɜɖůɖɠ əŬɘ ɏɢɞɡɛŮ ŬɡŰɧɜɞɛɞ ɛɖɢŬɜɘəɧ ůɨůŰɖɛŬ, 

ŰɧŰŮ ɞɘ əŬɛˊɨɚŮɠ ůŰɞɜ ɢɩɟɞ ŭŮɜ ŰɏɛɜɞɜŰŬɘ ŮəŰɧɠ Űɤɜ ůɖɛŮɑɤɜ ɘůɞɟɟɞˊɑŬɠ. 

 

ŭ) ɆŰɞɜ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɧ űɞɟɛŬɚɘůɛɧ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɏɢɞɡɛŮ ɤɠ ɢɩɟɞ Űɤɜ əŬŰŬůŰɎůŮɤɜ, Űɞɜ ɢɩɟɞ Űɤɜ űɎůŮɤɜ, 

ŭɖɚŬŭɐ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ , ɛŮ ŭɘɎůŰŬůɖ . ũŮɜɘəɩɠ, ɔɘŬ ɛɖ ŬɡŰɧɜɞɛŬ ɛɖɢŬɜɘəɎ ůɡůŰɐɛŬŰŬ, ɞɘ əŬɛˊɨɚŮɠ ˊɞɡ 

ˊŮɟɘɔɟɎűɞɡɜ Űɖɜ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐ əɑɜɖůɖ ůŮ ŬɡŰɧɜ Űɞɜ ɢɩɟɞ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŰɏɛɜɞɜŰŬɘ, ɧɛɤɠ ŭŮɜ ɛˊɞɟɞɨɜ ɜŬ ŰɏɛɜɞɜŰŬɘ 
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Űɖɜ ɑŭɘŬ ɢɟɞɜɘəɐ ůŰɘɔɛɐ ŭɘɧŰɘ ŰɧŰŮ, ɛŮ Űɘɠ ɑŭɘŮɠ Ŭɟɢɘəɏɠ ůɡɜɗɐəŮɠ (ɗɏůŮɤɜ əŬɘ ůɡɕɡɔɩɜ ɞɟɛɩɜ Űɖɜ ɑŭɘŬ Ŭɟɢɘəɐ 

ɢɟɞɜɘəɐ ůŰɘɔɛɐ) ɗŬ ŮɑɢŬɛŮ ŭɡɞ ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɏɠ ŮɝŮɚɑɝŮɘɠ Űɞɡ ɑŭɘɞɡ ɛɖɢŬɜɘəɞɨ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ˊɟɎɔɛŬ ˊɞɡ ŭŮɜ ɔɑɜŮŰŬɘ. 

ȺɝŬɑɟŮůɖ ŬˊɞŰŮɚɞɨɜ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ɘůɞɟɟɞˊɑŬɠ ˊɞɡ ŬɜŬűɏɟŬɛŮ ůŰɖɜ Ŭɟɢɐ.  

ȷɜ ɖ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ ŭŮɜ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ ɎɛŮůŬ Ŭˊɧ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ, ɞˊɧŰŮ ŮɑɜŬɘ ůŰŬɗŮɟɎ Űɖɠ əɑɜɖůɖɠ əŬɘ Űɞ ůɨůŰɖɛŬ 

ŮɑɜŬɘ ŬɡŰɧɜɞɛɞ, ŰɧŰŮ ɞɘ əŬɛˊɨɚŮɠ ůŰɞɜ ɢɩɟɞ Űɤɜ űɎůŮɤɜ ŭŮɜ ŰɏɛɜɞɜŰŬɘ ŮəŰɧɠ Űɤɜ ůɖɛŮɑɤɜ ɘůɞɟɟɞˊɑŬɠ. Ƀɘ 

əŬɛˊɨɚŮɠ ůŰɞɜ ɢɩɟɞ Űɤɜ űɎůŮɤɜ ɚɏɔɞɜŰŬɘ əŬɘ űŬůɘəɏɠ əŬɛˊɨɚŮɠ ɐ űŬůɘəɏɠ Űɟɞɢɘɏɠ. 

 

Ů) Ƀ ɢɩɟɞɠ əŬŰɎůŰŬůɖɠ-ɢɟɧɜɞɡ ŬˊɞŰŮɚŮɑŰŬɘ Ŭˊɧ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ , ɎɟŬ ɏɢŮɘ ŭɘɎůŰŬůɖ . ȷɡŰɐ ɖ 

ˊŮɟɑˊŰɤůɖ əŬɚɨˊŰŮŰŬɘ Ŭˊɧ ɧůŬ ŬɜŬűɏɟŬɛŮ ůŰɞ (ɔ). Ƀɘ əŬɛˊɨɚŮɠ ŭŮɜ ŰɏɛɜɞɜŰŬɘ ˊŬɟɎ ɛɧɜɞ ůŮ ůɖɛŮɑŬ 

ɘůɞɟɟɞˊɑŬɠ. 

 

ůŰ) ɀˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ŬɜŬűŮɟɧɛŬůŰŮ əŬɘ ůŰɞɜ ɢɩɟɞ . ȼ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ əŬɚɨˊŰŮŰŬɘ Ŭˊɧ ɧůŬ ŮɑˊŬɛŮ ůŰɞ 

(ŭ). Ƀɘ əŬɛˊɨɚŮɠ ŭŮɜ ŰɏɛɜɞɜŰŬɘ ˊŬɟɎ ɛɧɜɞ ůŮ ůɖɛŮɑŬ ɘůɞɟɟɞˊɑŬɠ. 

ȺɑɜŬɘ ŭɡɜŬŰɧ ɜŬ əŬŰŬɜɞɐůɞɡɛŮ ɛŮ Ŭˊɚɧ Űɟɧˊɞ Űɘ ɔɑɜŮŰŬɘ ůŮ ɘŭɘɎɕɞɜŰŬ ůɖɛŮɑŬ ŮɝŮŰɎɕɞɜŰŬɠ Űɖɜ Ůɘŭɘəɐ 

ˊŮɟɑˊŰɤůɖ Űɞɡ Ŭˊɚɞɨ ŮəəɟŮɛɞɨɠ ˊŬɟɎɔɟŬűɞɠ 6.8. ˊɞɡ ŬəɞɚɞɡɗŮɑ. ŪŬ ŭɞɨɛŮ ɧŰɘ ůŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ Űɞɡ űŬůɘəɞɨ 

ɢɩɟɞɡ, Ŭɜ Űɞ ůɨůŰɖɛŬ ɓɟɑůəŮŰŬɘ ůŮ ɘŭɘɎɕɞɜ ůɖɛŮɑɞ, ůɖɛŮɑɞ ɘůɞɟɟɞˊɑŬɠ, ŰɧŰŮ ˊŬɟŬɛɏɜŮɘ ŮəŮɑ ůɡɜŮɢɩɠ. 

ɈˊɎɟɢɞɡɜ Űɟɞɢɘɏɠ ůŰɞɜ űŬůɘəɧ ɢɩɟɞ ɞɘ ɞˊɞɑŮɠ ɞɟɘŬəɎ əŬɗɩɠ ɞ ɢɟɧɜɞɠ ŰŮɑɜŮɘ ůŰɞ  ɐ ůŰɞ  ŰŮɑɜɞɡɜ ůŮ 

ɘŭɘɎɕɞɜŰŬ ůɖɛŮɑŬ. 

3. ɇɞ Ŭˊɚɧ ŮəəɟŮɛɏɠ ůŰɞɜ ɢɩɟɞ Űɤɜ űɎůŮɤɜ 

ȰůŰɤ ɖ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ Űɞɡ Ŭˊɚɞɨ ŮəəɟŮɛɞɨɠ Űɞɡ Ɇɢ.(6.3). ȼ əɑɜɖůɖ ɗŮɤɟŮɑŰŬɘ ůŰɞ ŮˊɑˊŮŭɞ əŬɘ ɖ ɛɞɜŬŭɘəɐ 

ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜɖ ɗŮůɘəɐ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɖ ŮɑɜŬɘ Űɞ . ȼ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ ŮɑɜŬɘ  

 

 .  (6.71) 

 

ɇɞ ɛɖɢŬɜɘəɧ ůɨůŰɖɛŬ ŮɑɜŬɘ ŬɡŰɧɜɞɛɞ, ɖ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ ŭɘŬŰɖɟŮɑŰŬɘ əŬŰɎ Űɖɜ əɑɜɖůɐ Űɞɡ. Ƀɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ 

əɑɜɖůɖɠ Űɞɡ Hamilton ŮɑɜŬɘ 

 

 .  (6.72) 

   

 

ɆɢɐɛŬ 6.3 ȷˊɚɧ ŮəəɟŮɛɏɠ. 

 

ȼ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ ŮɑɜŬɘ ɖ ŮɜɏɟɔŮɘŬ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ əŬɘ ŮɑɜŬɘ ůŰŬɗŮɟɐ 

 

 .  (6.73) 

 

ȷˊɧ ŬɡŰɐ Űɖ ůɢɏůɖ ɓɟɑůəɞɡɛŮ 
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 .  (6.74) 

 

ȷɜ ɖ ŮɜɏɟɔŮɘŬ ɏɢŮɘ Űɘɛɏɠ ˊɞɡ ɜŬ ŮˊŬɚɖɗŮɨŮŰŬɘ ɖ ůɢɏůɖ  

 

  (6.75) 

 

ŰɧŰŮ ɗŬ ɏɢɞɡɛŮ ɔɘŬ Űɖ ɔɤɜɑŬ  Űɞɜ ˊŮɟɘɞɟɘůɛɧ 

 

 

 

ɐ .  
(6.76) 

 

ȷɡŰɧ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ ɔɘŬ ŰɏŰɞɘŮɠ Űɘɛɏɠ Űɖɠ ŮɜɏɟɔŮɘŬɠ ɖ əɑɜɖůɖ ɗŬ ˊŮɟɘɞɟɑɕŮŰŬɘ ɜŬ ɏɢŮɘ  ŰɏŰɞɘŬ ˊɞɡ 

 

 

. 

ȳˊɞɡ .  
(6.77) 

 

ȼ əɑɜɖůɖ ɗŬ ˊŬɟɘůŰɎɜŮŰŬɘ ůŰɞɜ űŬůɘəɧ ɢɩɟɞ, ůŰɞ Ɇɢ.(6.4), ɛŮ Űɘɠ əɚŮɘůŰɏɠ űŬůɘəɏɠ əŬɛˊɨɚŮɠ Űɖɠ 

ˊŮɟɘɞɢɐɠ ȷ.  

 

 

ɆɢɐɛŬ 6.4 ūŬůɘəɏɠ əŬɛˊɨɚŮɠ Ŭˊɚɞɨ ŮəəɟŮɛɞɨɠ. 

 

ɇɞ ɘŭɘɎɕɞɜ ůɖɛŮɑɞ Ƀ ŮɑɜŬɘ ůɖɛŮɑɞ (ŮɡůŰŬɗɞɨɠ) ɘůɞɟɟɞˊɑŬɠ, ŭɘɧŰɘ ɔɘŬ ŬɡŰɧ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɘůɢɨɞɡɜ  

(Ůˊɞɛɏɜɤɠ ) əŬɘ Ŭˊɧ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ ˊɟɞəɨˊŰŮɘ ˊɟɎɔɛŬŰɘ ɖ ůɡɜɗɐəɖ 

ɘůɞɟɟɞˊɑŬɠ, ŭɖɚŬŭɐ ɧŰɘ . ȼ ɞɚɘəɐ ɛɖɢŬɜɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘɎ Űɞɡ ŮɑɜŬɘ ɛɧɜɞ ŭɡɜŬɛɘəɐ (əŬɘ ŮɑɜŬɘ 

ɖ ŮɚɎɢɘůŰɖ ŭɡɜŬɛɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ ˊɞɡ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɏɢŮɘ. ɇɞ ůɤɛɎŰɘɞ ɓɟɑůəŮŰŬɘ ůŰɞ əŬŰɩŰŬŰɞ ůɖɛŮɑɞ ŬəɑɜɖŰɞ, ɞˊɧŰŮ 

ɝɏɟɞɡɛŮ ɧŰɘ ŬɡŰɐ ŮɑɜŬɘ əŬɘ ɗɏůɖ ŮɡůŰŬɗɞɨɠ ɘůɞɟɟɞˊɑŬɠ. ȷɡŰɧ ŮɑɜŬɘ ɏɜŬ ɛŮɛɞɜɤɛɏɜɞ ůɖɛŮɑɞ Ŭˊɧ ɧˊɞɡ ŭŮɜ 

ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ əŬɛɑŬ ŰɟɞɢɘɎ (űŬůɘəɐ əŬɛˊɨɚɖ). 

ȰůŰɤ ɧŰɘ ɖ ŮɜɏɟɔŮɘŬ ŮɑɜŬɘ ŬɟəŮŰɎ ɛŮɔɎɚɖ, ŭɖɚŬŭɐ 

 

 .  (6.78) 

 

ɆŮ ŬɡŰɐ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ Űɞ  ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ɞˊɞɘɞŭɐˊɞŰŮ əŬɘ ɞɘ űŬůɘəɏɠ əŬɛˊɨɚŮɠ űŬɑɜɞɜŰŬɘ ůŰɖɜ 

ˊŮɟɘɞɢɐ ȸ Űɞɡ Ɇɢ.(10.4). ɇŬ ɓɏɚɖ ŭŮɑɢɜɞɡɜ ˊɤɠ ŭɘŬɔɟɎűɞɜŰŬɘ ɖ əŬɛˊɨɚŮɠ ɛŮ Űɖɜ Ůɝɏɚɘɝɖ ůŰɞɜ ɢɟɧɜɞ. ũɘŬ ɛɘŬ 

Űɘɛɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬɠ ɏɢɞɡɛŮ ŭɡɞ əŬɛˊɨɚŮɠ ɛɘŬ ˊɎɜɤ Ŭˊɧ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ Űɤɜ  əŬɘ ɛɘŬ əɎŰɤ Ŭˊɧ ŬɡŰɧɜ ˊɞɡ ŭɘŬɔɟɎűɞɜŰŬɘ 
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ɛŮ ŬɜŰɑɗŮŰŮɠ űɞɟɏɠ. Ⱥɘŭɘəɐ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ŮɑɜŬɘ ŬɡŰɐ ˊɞɡ ɔɘŬ Űɖɜ ŮɜɏɟɔŮɘŬ ɘůɢɨŮɘ 

 

 .  (6.79) 

 

ȷɡŰɐ ŮɑɜŬɘ ɖ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ˊɞɡ Űɞ ŮəəɟŮɛɏɠ ɏɢŮɘ Űɧůɖ ŮɜɏɟɔŮɘŬ ɧůɖ Űɞɡ ɢɟŮɘɎɕŮŰŬɘ ɔɘŬ ɜŬ űŰɎůŮɘ ɞɟɘŬəɎ 

ůŰɞ ŬɜɩŰŬŰɞ ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ ŭɘŬŭɟɞɛɐɠ Űɞɡ.  

ȼ ůɢŮŰɘəɐ əŬɛˊɨɚɖ ůŰɞɜ ɢɩɟɞ Űɤɜ űɎůŮɤɜ ůŰɞ Ɇɢ.(6.4) ŮɑɜŬɘ ɖ S. ȷɡŰɐ ɢɤɟɑɕŮɘ Űɞɜ űŬůɘəɧ ɢɩɟɞ ůŰɘɠ 

ˊŮɟɘɞɢɏɠ ȷ əŬɘ ȸ. ȼ əŬɛˊɨɚɖ S ɚɏɔŮŰŬɘ ŭɘŬɢɤɟɘůŰɘəɐ (separatrix). ȼ Ⱥɝ. (6.74) ɔɟɎűŮŰŬɘ ɔɘŬ ŬɡŰɐ Űɖɜ 

ˊŮɟɑˊŰɤůɖ 

 

 .  (6.80) 

 

ɇɞ ˊɟɧůɖɛɞ + ŬɜŰɘůŰɞɘɢŮɑ ůŰɞɜ Ɏɜɤ űŬůɘəɧ ɢɩɟɞ ɧˊɞɡ  əŬɘ Űɞ ï ůŰɞɜ əɎŰɤ űŬůɘəɧ ɢɩɟɞ ɧˊɞɡ 

.  

ȷˊɧ Űɖɜ ˊɟɩŰɖ Űɤɜ Ⱥɝ. (6.72) ɓɟɑůəɞɡɛŮ ɧŰɘ ɔɘŬ Űɖ ŭɘŬɢɤɟɘůŰɘəɐ əŬɛˊɨɚɖ ɘůɢɨŮɘ 

 

 .  (6.81) 

 

ȯɟŬ 

 

  (6.82) 

 

ɇŮɚɘəɩɠ 

 

  (6.83) 

 

ȼ Ɏɜɤ ŭɘŬɢɤɟɘůŰɘəɐ űŬůɘəɐ əŬɛˊɨɚɖ, ɛŮ , əŬɗɩɠ  ŰŮɑɜŮɘ ůŰɞ ɘŭɘɎɕɞɜ ůɖɛŮɑɞ (ŬůŰŬɗɞɨɠ 

ɘůɞɟɟɞˊɑŬɠ) +ˊ əŬɘ əŬɗɩɠ  ŰŮɑɜŮɘ ůŰɞ ɘŭɘɎɕɞɜ ůɖɛŮɑɞ (ŬůŰŬɗɞɨɠ ɘůɞɟɟɞˊɑŬɠ) ḯ . ȼ əɎŰɤ ŭɘŬɢɤɟɘůŰɘəɐ 

əŬɛˊɨɚɖ, ɛŮ , əŬɗɩɠ ŰŮɑɜŮɘ ůŰɞ ḯ əŬɘ əŬɗɩɠ  ŰŮɑɜŮɘ ůŰɞ +ˊ. 

ȺˊŮɘŭɐ ɔɘŬ Űɞ ŮəəɟŮɛɏɠ ɖ ɛŮŰŬɓɚɖŰɐ  ŮɑɜŬɘ ˊŮɟɘɞŭɘəɐ ɛŮ ˊŮɟɑɞŭɞ 2ˊ, ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ŬˊŮɘəɞɜɑůɞɡɛŮ Űɞɜ 

ɢɩɟɞ Űɤɜ űɎůŮɤɜ ůŰɖɜ ŮˊɘűɎɜŮɘŬ əɡɚɑɜŭɟɞɡ ɧˊɤɠ ůŰɞ Ɇɢ.(6.5).  

 

 

ɆɢɐɛŬ 6.5 Ⱦɡɚɘɜŭɟɘəɐ ŬˊŮɘəɧɜɘůɖ Űɞɡ ɢɩɟɞɡ Űɤɜ űɎůŮɤɜ Ŭˊɚɞɨ ŮəəɟŮɛɞɨɠ. 
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ɇɩɟŬ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ +ˊ əŬɘ ḯ  ůɡɛˊɑˊŰɞɡɜ. ȺɑɜŬɘ űŬɜŮɟɧ ɧŰɘ ůŰɖɜ ˊŮɟɘɞɢɐ ȷ ɏɢɞɡɛŮ ŰŬɚɎɜŰɤůɖ, ůŰɖɜ 

ˊŮɟɘɞɢɐ ȸ ɏɢɞɡɛŮ ˊŮɟɘůŰɟɞűɘəɐ əɑɜɖůɖ, ɛŮ ŬɡŰɐ Űɖɜ ŬˊŮɘəɧɜɘůɖ ɞɡůɘŬůŰɘəɎ əŬɘ ŰŬ ŭɡɞ Ůɑŭɖ ŮɑɜŬɘ əɚŮɘůŰɏɠ 

Űɟɞɢɘɏɠ. ũɘŬ Űɖɜ Űɘɛɐ Űɖɠ ŮɜɏɟɔŮɘŬɠ Űɖɠ ŭɘŬɢɤɟɘůŰɘəɐɠ əŬɛˊɨɚɖɠ ɏɢɞɡɛŮ ɞɡůɘŬůŰɘəɎ ŰɟŮɘɠ əɘɜɐůŮɘɠ ɛɘŬ ůŰɞ 

əɎŰɤ ŰɛɐɛŬ ɧˊɞɡ ɖ ŭɘŬŭɟɞɛɐ ůŰɞɜ ɢɟɧɜɞ ŮɑɜŬɘ Ŭˊɧ +ˊ ˊɟɞɠ ḯ , ɛɘŬ ůŰɞ Ɏɜɤ ŰɛɐɛŬ ɧˊɞɡ ɖ əɑɜɖůɖ ŮɑɜŬɘ Ŭˊɧ ï

ˊ ˊɟɞɠ +ˊ əŬɘ ɛɘŬ ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ɘůɞɟɟɞˊɑŬ ůŰɞ +ˊ ɐ (ɘůɞŭɨɜŬɛŬ) ůŰɞ ḯ . 

4. ɇɞ ɗŮɩɟɖɛŬ Űɞɡ Ostrogradsky  

ɆŰŬ ˊɚŬɑůɘŬ Űɖɠ ɀɖɢŬɜɘəɐɠ ɗŮɛŮɚɘɤŭɩɜ ŭɘŬəɟɘŰɩɜ ůɡůŰɖɛɎŰɤɜ, ɧˊɤɠ əŬɘ ůŰŬ ˊɚŬɑůɘŬ Űɤɜ ɗŮɛŮɚɘɤŭɩɜ 

ŪŮɤɟɘɩɜ ɄŮŭɑɞɡ, ɞɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ ȿŬɔəɟŬɜɕ ɞŭɖɔɞɨɜ ůŮ ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ ŭŮɨŰŮɟɖɠ ŰɎɝɖɠ.  

ȼ ɢɟɐůɖ ŭɘŬűɞɟɘəɩɜ ŮɝɘůɩůŮɤɜ əɑɜɖůɖɠ ɛŮ ŬɜɩŰŮɟŮɠ ˊŬɟŬɔɩɔɞɡɠ ɔɘŬ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɡɚɘəɩɜ 

ůɤɛŬŰɘŭɑɤɜ ɐ ɗŮɛŮɚɘɤŭɩɜ ŪŮɤɟɘɩɜ ɄŮŭɑɞɡ, ŭɖɛɘɞɡɟɔŮɑ ˊɟɞɓɚɐɛŬŰŬ. ȰɜŬ ɔɜɤůŰɧ ˊŬɟɎŭŮɘɔɛŬ ɧˊɞɡ 

ŭɖɛɘɞɡɟɔŮɑŰŬɘ ˊɟɧɓɚɖɛŬ ŮɑɜŬɘ Ŭˊɧ Űɖɜ ȾɚŬůɘəɐ ȼɚŮəŰɟɞŭɡɜŬɛɘəɐ, ůɡɔəŮəɟɘɛɏɜŬ ŮɑɜŬɘ ɖ ɗŮɩɟɖůɖ əŬɘ Űɖɠ 

ŬɜŰɑŭɟŬůɖɠ ŬəŰɘɜɞɓɞɚɑŬɠ əɘɜɞɨɛŮɜɞɡ űɞɟŰɘůɛɏɜɞɡ ůɤɛŬŰɘŭɑɞɡ. ȼ Ůɝɑůɤůɖ əɑɜɖůɖɠ ŮɑɜŬɘ ŭɘŬűɞɟɘəɐ Ůɝɑůɤůɖ 

ŰɟɑŰɖɠ ŰɎɝŮɤɠ. ȷɡŰɧ ɏɢŮɘ ɤɠ ůɡɜɏˊŮɘŬ Űɖɜ ɨˊŬɟɝɖ (run away) ɚɨůŮɤɜ ˊɞɡ ŬɜŰɘůŰɞɘɢɞɨɜ ůŮ ŮˊɘŰŬɢɡɜɧɛŮɜɖ 

(ŮəɗŮŰɘəɐ Ůɝɏɚɘɝɖ ɛŮ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ) əɑɜɖůɖ Ŭəɧɛɖ əŬɘ Ŭɜ ŭŮɜ ɡˊɎɟɢŮɘ ŮɝɤŰŮɟɘəɐ ŭɨɜŬɛɖ ˊɞɡ ɜŬ ŭɟŬ ůŰɞ ůɤɛɎŰɘɞ. 

ȼ Ŭˊɞűɡɔɐ ŰɏŰɞɘɤɜ ɚɨůŮɤɜ ɞŭɖɔŮɑ ůŮ çɛɘəɟɐè ˊŬɟŬɓɑŬůɖ Űɖɠ Ŭɟɢɐɠ Űɖɠ ŬɘŰɘɧŰɖŰŬɠ. ũŮɜɘəɩɠ, ˊŬɟɞɡůɘɎɕŮŰŬɘ 

ɖ ɚŮɔɧɛŮɜɖ ŬůŰɎɗŮɘŬ Ostrogradsky. ȹɖɚŬŭɐ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ əŬŰŬɚɐɝɞɡɛŮ ůŮ ŬůŰŬɗɐ ůɡůŰɐɛŬŰŬ. 

ɇɏŰɞɘŮɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ˊɟɞɏɚɗɞɡɜ Ŭˊɧ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɏɠ ɞɘ ɞˊɞɑŮɠ ŮɝŬɟŰɩɜŰŬɘ Ŭˊɧ 

ˊŬɟŬɔɩɔɞɡɠ ŬɜɩŰŮɟɖɠ ŰɎɝɖɠ. ɆɖɛŮɘɩɜɞɡɛŮ ɧŰɘ ůŰɖɜ ůɡɜɐɗɖ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɖ ŮɝɎɟŰɖůɖ Űɖɠ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐɠ Ŭˊɧ 

ˊŬɟŬɔɩɔɞɡɠ ˊŮɟɘɞɟɑɕŮŰŬɘ ɛɏɢɟɘ Űɖɜ ˊɟɩŰɖ ŰɎɝɖ. 

ɇɞ ŪŮɩɟɖɛŬ Űɞɡ Ostrogradsky ŮɟɛɖɜŮɨŮɘ ɔɘŬŰɑ ŰɏŰɞɘŮɠ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɏɠ ɞŭɖɔɞɨɜ ůŮ ˊɟɞɓɚɖɛŬŰɘəɏɠ 

əŬŰŬůŰɎůŮɘɠ. ŪŬ ˊŮɟɘɞɟɘůŰɞɨɛŮ ůŮ ŭɘŬəɟɘŰɎ ɛɞɜɞŭɘɎůŰŬŰŬ ůɡůŰɐɛŬŰŬ əŬɘ ŮɜɜɞŮɑŰŬɘ ɧŰɘ ŬɜɎɚɞɔŬ ɘůɢɨɞɡɜ ɔɘŬ 

ˊŮɟɘůůɧŰŮɟŮɠ ŭɘŬůŰɎůŮɘɠ ɧˊɤɠ Ůˊɑůɖɠ ɔɘŬ ŪŮɤɟɑŮɠ ɄŮŭɑɤɜ. ȷɠ ɝŮəɘɜɐůɞɡɛŮ ɛŮ ɛɘŬ ůɡɜɐɗɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ɔɘŬ 

ɏɜŬ ůɤɛɎŰɘɞ. ȰɢɞɡɛŮ  

 

 .  (6.84) 

 

ŪŬ ŮˊŬɜŬɚɎɓɞɡɛŮ ˊɟɎɔɛŬŰŬ ˊɞɡ ɏɢɞɡɛŮ ɝŬɜŬŭŮɑ əŬɘ ɗŬ ɓɟɞɨɛŮ Űɖ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ ə.ɚˊ. ɀˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ 

ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɐůɞɡɛŮ ɗŮɤɟɑŬ ɛŮŰŬɓɞɚɩɜ, ɛŮ ůɡɜɞɟɘŬəɏɠ ůɡɜɗɐəŮɠ Űɘɠ ɔɜɤůŰɏɠ , ŰŮɚɘəɩɠ 

ɘůɢɨɞɡɜ 

 

  (6.85) 

 

ȷɜ ɘůɢɨŮɘ  

 

 ,  (6.86) 

 

ȹɖɚŬŭɐ Ŭɜ, ɧˊɤɠ ɚɏɔŮŰŬɘ, ŭŮɜ ɡˊɎɟɢŮɘ Ůəűɡɚɘůɛɧɠ ŰɧŰŮ ɡˊɎɟɢŮɘ ˊɟɎɔɛŬŰɘ ɖ  ůŰɖ ŭŮɨŰŮɟɖ ůɢɏůɖ ůŰɘɠ 

Ⱥɝ. (6.85) əŬɘ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ɚɨůɞɡɛŮ ɤɠ ˊɟɞɠ  əŬɘ ɜŬ ɏɢɞɡɛŮ 

 

 .  (6.87) 

 

ȷɡŰɐ ŮɑɜŬɘ ɞɡůɘŬůŰɘəɎ ɖ ůɢɏůɖ ɖ ɔɜɤůŰɐ Ŭˊɧ Űɞɜ ɁŮɨŰɤɜŬ. ȹɖɚŬŭɐ ɏɢɞɡɛŮ ŭɘŬűɞɟɘəɐ Ůɝɑůɤůɖ əɑɜɖůɖɠ 

ŭŮɨŰŮɟɖɠ ŰɎɝɖɠ ɞˊɧŰŮ ɖ ɚɨůɖ Űɖɠ (əɘɜɖɛŬŰɘəɐ Ůɝɑůɤůɖ) ɗŬ ɏɢŮɘ ŭɡɞ ůŰŬɗŮɟɏɠ ˊɞɡ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ɖ Ŭɟɢɘəɐ 

ɗɏůɖ əŬɘ ɖ Ŭɟɢɘəɐ ŰŬɢɨŰɖŰŬ, ŭɖɚŬŭɐ 
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0 0 0
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  (6.88) 

 

ȷɡŰɧ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ ůŰɞɜ əŬɜɞɜɘəɧ űɞɟɛŬɚɘůɛɧ (ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɞɡ Hamilton ůŰɞɜ ɢɩɟɞ Űɤɜ űɎůŮɤɜ) ɗŬ 

ɡˊɎɟɢɞɡɜ ŭɡɞ əŬɜɞɜɘəɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ, ˊɟɎɔɛŬ ˊɞɡ ɐŭɖ ɛŬɠ ŮɑɜŬɘ ɔɜɤůŰɧ. 

ȷəɞɚɞɡɗɩɜŰŬɠ Űɖɜ ůɡɜɐɗɖ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ (ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ Legendre ə.ɚˊ.) ŬɡŰɏɠ ɞɘ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ŮɑɜŬɘ 

ɞɘ 

 

  .  (6.89) 

 

Ⱥűɧůɞɜ ŭŮɜ ɡˊɎɟɢŮɘ Ůəűɡɚɘůɛɧɠ, ɖ ůɢɏůɖ ůŰɖɜ Ⱥɝ. (6.86) ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŬɜŰɘůŰɟŬűŮɑ ɩůŰŮ ɜŬ ˊɟɞůŭɘɞɟɘůŰŮɑ 

ɖ ŰŬɢɨŰɖŰŬ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘ Űɖɠ ɞɟɛɐɠ Űɖɠ ɗɏůɖɠ əŬɘ Űɞɡ ɢɟɧɜɞɡ, ɞˊɧŰŮ ˊɟɞůŭɘɞɟɑɕɞɡɛŮ Űɖ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ, ɘůɢɨɞɡɜ 

 

   (6.90) 

 

ȷˊɧ Űɖ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ ɓɟɑůəɞɡɛŮ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Hamilton 

 

 .  (6.91) 

 

ȷɜ ŭŮɜ ɡˊɎɟɢŮɘ ŮɝɎɟŰɖůɖ Ŭˊɧ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ, ŰɧŰŮ ɖ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ ŭɘŬŰɖɟŮɑŰŬɘ əŬɘ ůŰɘɠ ˊŮɟɘˊŰɩůŮɘɠ 

ŮɜŭɘŬűɏɟɞɜŰɞɠ ůɡɛˊɑˊŰŮɘ ɛŮ Űɖɜ ŮɜɏɟɔŮɘŬ.  

ȰɜŬ ɔɜɤůŰɧ ˊŬɟɎŭŮɘɔɛŬ ŮɑɜŬɘ ɞ ɛɞɜɞŭɘɎůŰŬŰɞɠ Ŭˊɚɧɠ Ŭɟɛɞɜɘəɧɠ ŰŬɚŬɜŰɤŰɐɠ, ɧˊɞɡ ɏɢɞɡɛŮ 

 

   (6.92) 

 

ɄŬɟŬŰɖɟɞɨɛŮ ɧŰɘ ɖ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ (ɖ ŮɜɏɟɔŮɘŬ) ŮɑɜŬɘ ůɑɔɞɡɟŬ űɟŬɔɛɏɜɖ Ŭˊɧ əɎŰɤ, ůɡɔəŮəɟɘɛɏɜŬ ůŰɖɜ 

ˊŬɟŬˊɎɜɤ ɏəűɟŬůɐ Űɖɠ Űɞ əɎŰɤ űɟɎɔɛŬ Űɖɠ ŮɑɜŬɘ Űɞ ɛɖŭɏɜ, 

 

 .  (6.93) 

 

ȷɠ ŮɝŮŰɎůɞɡɛŮ ůŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ˊɞɡ ˊɟɩŰɞɠ ŬɜɏɚɡůŮ ɞ Ostrogradsky.  

ŪŬ ɗŮɤɟɐůɞɡɛŮ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ɛŮ ɛɏɔɘůŰɖ ˊŬɟɎɔɤɔɞ Űɖ ŭŮɨŰŮɟɖ ˊŬɟɎɔɤɔɞ, ŰɧŰŮ ɛŮ ɢɟɐůɖ Űɖɠ ɗŮɤɟɑŬɠ 

ɛŮŰŬɓɞɚɩɜ əŬɘ ɛŮ Űɘɠ əŬŰɎɚɚɖɚŮɠ ůɡɜɞɟɘŬəɏɠ ůɡɜɗɐəŮɠ ˊɞɡ ůɖɛŮɘɩɜɞɡɛŮ, ɏɢɞɡɛŮ 

 

  (6.94) 

 

ȹɖɚŬŭɐ ˊɟɞəɨˊŰŮɘ ɛɘŬ ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɐ Ůɝɑůɤůɖ Euler-Lagrange. ɀˊɞɟŮɑ ɜŬ ŭŮɘɢŰŮɑ ɧŰɘ Ŭɜ ŭŮɜ ɡˊɎɟɢŮɘ 
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Ůəűɡɚɘůɛɧɠ ŰɧŰŮ  ɞˊɧŰŮ ɖ Ůɝɑůɤůɖ Euler-Lagrange ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɔɟŬűŰŮɑ ɤɠ 

 

 .  (6.95) 

 

ȷɡŰɐ ŭɘŬűɏɟŮɘ Ŭˊɧ Űɖ ůɡɜɐɗɖ ŭɘŬűɞɟɘəɐ Ůɝɑůɤůɖ (6.84), ŭŮɨŰŮɟɖɠ ŰɎɝɖɠ Űɞɡ ɁŮɨŰɤɜŬ. ȼ ɚɨůɖ Űɖɠ ɗŬ 

ˊŮɟɘɏɢŮɘ ŰɏůůŮɟŮɘɠ ůŰŬɗŮɟɏɠ ˊɞɡ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ɞɘ Ŭɟɢɘəɏɠ Űɘɛɏɠ  

 

 
, ɞˊɧŰŮ 

.  
(6.96) 

 

Ƀɘ ŰɏůůŮɟɘɠ ůŰŬɗŮɟɏɠ (Ŭɟɢɘəɏɠ Űɘɛɏɠ) ŭŮɑɢɜɞɡɜ ɧŰɘ ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ŰɏůůŮɟɘɠ əŬɜɞɜɘəɏɠ 

ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ. ũɘŬ Űɖ ɛŮŰɎɓŬůɖ ůŰɘɠ əŬɜɞɜɘəɏɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ŭɘɎűɞɟɞɘ ɛɏɗɞŭɞɘ, ŬəɞɚɞɡɗɞɨɛŮ Űɖ 

ɛɏɗɞŭɞ Űɞɡ Ostrogradsky, ˊɞɡ ɐŰŬɜ ɞ ˊɟɩŰɞɠ ˊɞɡ ŬůɢɞɚɐɗɖəŮ ɛŮ Űɞ ɗɏɛŬ. ȺɘůɐɔŬɔŮ ŭɡɞ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ, Űɖɜ 

Ŭɟɢɘəɐ əŬɘ Űɖɜ ˊɟɩŰɖ ˊŬɟɎɔɤɔɧ Űɖɠ, əŬɘ ůŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ ɧɟɘůŮ Űɘɠ ůɡɕɡɔŮɑɠ ɞɟɛɏɠ Űɞɡɠ, ŭɖɚŬŭɐ 

 

  (6.97) 

 

Ƀ ɞɟɘůɛɧɠ Űɖɠ  ŰŬɘɟɘɎɕŮɘ ɛŮ Űɞɜ ůɡɜɐɗɖ ɞɟɘůɛɧ, ɞ ɞɟɘůɛɧɠ Űɖɠ , ɗɡɛɑɕŮɘ Űɖ ůɢŮŰɘəɐ ɏəűɟŬůɖ ůŰɖɜ 

ŰɟɑŰɖ ůɢɏůɖ Űɤɜ Ⱥɝ. (6.91). 

ȼ ɛɖ ɨˊŬɟɝɖ Ůəűɡɚɘůɛɞɨ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ ɞ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ Űɞɡ ɢɩɟɞɡ Űɤɜ űɎůŮɤɜ (6.97) ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ 

ŬɜŰɘůŰɟŬűŮɑ əŬɘ ɏŰůɘ ɗŬ ɓɟŮɗŮɑ Űɞ  ɤɠ ůɡɜɎɟŰɖůɖ Űɤɜ . 

ɄɟɎɔɛŬŰɘ ɖ ŬɜŰɘůŰɟɞűɐ Űɖɠ ŰŮɚŮɡŰŬɑŬɠ Ŭˊɧ Űɘɠ ůɢɏůŮɘɠ ůŰɖɜ Ⱥɝ. (6.97), ɗŬ ŭɩůŮɘ Űɞ  ɤɠ ůɡɜɎɟŰɖůɖ 

Űɤɜ , ŭŮɜ ɡˊɎɟɢŮɘ ŮɝɎɟŰɖůɐ Űɞɡ Ŭˊɧ Űɞ . ɆŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ ɛŮ ɢɟɐůɖ Űɖɠ ˊɟɩŰɖɠ əŬɘ Űɖɠ ŰɟɑŰɖɠ ůɢɏůɖɠ 

ɓɟɑůəɞɡɛŮ Űɖ ůɢɏůɖ . 

ȼ ŬɜŰɑůŰɞɘɢɖ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ ɓɟɑůəŮŰŬɘ ŮűŬɟɛɧɕɞɜŰŬɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ Legendre ɔɘŬ ŰŬ 

, ŭɖɚŬŭɐ ŰŮɚɘəɩɠ 

 

  (6.98) 

 

Ƀɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Hamilton ɞɘ ɞˊɞɑŮɠ ŭɑɜɞɡɜ Űɖɜ Ůɝɏɚɘɝɖ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ɛŮ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ ŮɑɜŬɘ 

 

 .  (6.99) 

 

ɂŮəɘɜɩɜŰŬɠ Ŭˊɧ ŬɡŰɏɠ, ŮɨəɞɚŬ ɓɟɑůəŮɘ əŬɜŮɑɠ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Euler-Lagrange. ȷɜ ɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ŮɑɜŬɘ 

ŬɜŮɝɎɟŰɖŰɖ Űɞɡ ɢɟɧɜɞɡ ŰɧŰŮ ɖ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ, ɖ ɞˊɞɑŬ ůŰɘɠ ŮɜŭɘŬűɏɟɞɡůŮɠ ˊŮɟɘˊŰɩůŮɘɠ ŮɑɜŬɘ ɖ ŮɜɏɟɔŮɘŬ, 

ŭɘŬŰɖɟŮɑŰŬɘ. 

ɄŬɟŬŰɖɟɞɨɛŮ ɧŰɘ ɖ ˊŬɟŬˊɎɜɤ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ ɔɟŬɛɛɘəɎ Ŭˊɧ Űɖɜ , ŬɡŰɧ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ ŭŮɜ 

ŮɑɜŬɘ űɟŬɔɛɏɜɖ Ŭˊɧ əɎŰɤ, ůŮ ŬɜŰɑɗŮůɖ ɛŮ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ Űɞɡ ůɡɜɐɗɞɡɠ Ŭɟɛɞɜɘəɞɨ ŰŬɚŬɜŰɤŰɐ. ȷɡŰɧ ɘůɢɨŮɘ ɔɘŬ 

əɎɗŮ ůɨůŰɖɛŬ ŬɡŰɞɨ Űɞɡ Űɨˊɞɡ ɛŮ ŭŮɨŰŮɟɖ ˊŬɟɎɔɤɔɞ ůŰɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ Űɞ ɞˊɞɑɞ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ Ůəűɡɚɘůɛɏɜɞ.  

ȰɜŬ Ŭˊɚɧ ˊŬɟɎŭŮɘɔɛŬ ˊɞɡ ŬˊɞŰŮɚŮɑ ɛɘŬ Űɟɞˊɞˊɞɑɖůɖ Űɞɡ Ŭɟɛɞɜɘəɞɨ ŰŬɚŬɜŰɤŰɐ ŮɑɜŬɘ ɏɜŬ Ŭˊɚɧ ůɨůŰɖɛŬ 
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ɛŮ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ 

 

 .  (6.100) 

 

ȼ Ůɝɑůɤůɖ Euler-Lagrange əŬɘ ɖ ɚɨůɖ Űɖɠ ŮɑɜŬɘ 

 

   (6.101) 

 

ȿŬɛɓɎɜɞɡɛŮ ɡˊɧɣɖ Űɘɠ Ŭɟɢɘəɏɠ Űɘɛɏɠ Űɤɜ ŭɘŬűɧɟɤɜ ɛŮɔŮɗɩɜ ɞˊɧŰŮ ɘůɢɨɞɡɜ 

 

  (6.102) 

 

ȰɢɞɡɛŮ Ůˊɑůɖɠ 

 

  (6.103) 

 

ŪŮɤɟɞɨɛŮ ɧŰɘ ɖ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ ɘůɞɨŰŬɘ ɛŮ Űɖɜ ŮɜɏɟɔŮɘŬ ɞˊɧŰŮ ɏɢɞɡɛŮ ɔɘŬ Űɖɜ ŮɜɏɟɔŮɘŬ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘ 

ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɩɜ ɛŮɔŮɗɩɜ 

 

   (6.104) 

 

ȸɚɏˊɞɡɛŮ ɧŰɘ ɡˊɎɟɢŮɘ ɗŮŰɘəɧɠ ɧɟɞɠ əŬɘ ŬɟɜɖŰɘəɧɠ ɧɟɞɠ. Ƀ ɢɩɟɞɠ Űɤɜ űɎůŮɤɜ əŬɘ ɞ ɗŮůɘəɧɠ ɢɩɟɞɠ ŮɑɜŬɘ 

ŬˊŮɟɘɧɟɘůŰɞɘ, Ůˊɞɛɏɜɤɠ ɖ ŮɜɏɟɔŮɘŬ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŮɑɜŬɘ Ŭˊɧ  ɏɤɠ . ȼ ɛɖ ɨˊŬɟɝɖ əɎŰɤ űɟɎɔɛŬŰɞɠ ɞŭɖɔŮɑ 

ůŮ ŬůŰɎɗŮɘŬ, ɖ ɞˊɞɑŬ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŮəŭɖɚɩɜŮŰŬɘ ɛŮ ŬˊɞɛɎəɟɡɜůɖ Ŭˊɧ ˊɘɗŬɜɐ ɘůɞɟɟɞˊɑŬ ɧŰŬɜ ŮɘůɎɔɞɜŰŬɘ ɏůŰɤ əŬɘ 

ˊɞɚɨ ɛɘəɟɏɠ ŭɘŬŰŬɟŬɢɏɠ. 

ũɘŬ ɚɧɔɞɡɠ ˊɚɖɟɧŰɖŰŬɠ ŭɑɜɞɡɛŮ Űɘɠ ůɢɏůŮɘɠ ɔɘŬ ɛɏɔɘůŰɖ ˊŬɟɎɔɤɔɞ  ŰɎɝɖɠ. 

 

 
 

ȼ Ůɝɑůɤůɖ Euler-Lagrange ŮɑɜŬɘ 
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(6.105) 

 

ȳŰŬɜ ŭŮɜ ɡˊɎɟɢŮɘ Ůəűɡɚɘůɛɧɠ ŰɧŰŮ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ɚɨůɞɡɛŮ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɖɜ ɛɏɔɘůŰɖ ˊŬɟɎɔɤɔɞ ůŰɖɜ Ůɝɑůɤůɖ 

əɑɜɖůɖɠ ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ŰɎɝɖɠ . ɀɖ Ůəűɡɚɘůɛɧɠ ůɖɛŬɑɜŮɘ 

 

 .  (6.106) 

 

ȹɖɚŬŭɐ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɓɟŮɗŮɑ ɖ  Ŭˊɧ Űɖɜ 

 

   (6.107) 

 

ŰŮɚɘəɩɠ ɤɠ ůɡɜɎɟŰɖůɖ Űɤɜ  əŬɘ Űɞɡ  əŬɘ , ŭɖɚŬŭɐ 

 

. 

 

ȼ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ ŮɑɜŬɘ  

 

  (6.108) 

 

ȺɑɜŬɘ űŬɜŮɟɧ ɧŰɘ ɞɘ  ́ ɟɩŰɞɘ ɧɟɞɘ Űɞɡ ŬɗɟɞɑůɛŬŰɞɠ ŮɑɜŬɘ ɛɖ űɟŬɔɛɏɜɞɘ əŬɘ Ŭˊɧ əɎŰɤ əŬɘ Ŭˊɧ ˊɎɜɤ. 

Ƀɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Hamilton ŮɑɜŬɘ.  

 

  (6.109) 

 

ɇɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ Űɖɠ çŬůŰɎɗŮɘŬɠè ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŬɜŰɘɛŮŰɤˊɘůŰŮɑ ɛŮ ŭɘɎűɞɟɞɡɠ Űɟɧˊɞɡɠ, ɔɘŬ ˊŬɟɎŭŮɘɔɛŬ ɛˊɞɟŮɑ 

əɎˊɞɘɞɠ ɜŬ űŰɘɎɝŮɘ ɗŮɤɟɑŬ ɛŮ Ůəűɡɚɘůɛɧ.  

ɈˊɎɟɢŮɘ ˊɟɞůˊɎɗŮɘŬ ɜŬ ɗŮɛŮɚɘɤɗŮɑ ɖ ũŮɜɘəɐ ɆɢŮŰɘəɧŰɖŰŬ ɛŮ ɓɎůɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ɛŮ ŬɜɩŰŮɟŮɠ 

ˊŬɟŬɔɩɔɞɡɠ. ɀŮ ŬɡŰɧ Űɞɜ Űɟɧˊɞ ŮˊɘɢŮɘɟɞɨɜ ɜŬ ŮɟɛɖɜŮɨůɞɡɜ Űɖɜ ŮˊɘŰŬɢɡɜɧɛŮɜɖ ŭɘŬůŰɞɚɐ Űɞɡ ůɨɛˊŬɜŰɞɠ ɢɤɟɑɠ 

Űɖ ɢɟɐůɖ ůəɞŰŮɘɜɐɠ ŮɜɏɟɔŮɘŬɠ. ɆɖɛŮɘɩɜɞɡɛŮ ɧŰɘ ɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ Űɖɠ ůɡɜɐɗɞɡɠ ũŮɜɘəɐɠ ɆɢŮŰɘəɧŰɖŰŬɠ ɏɢŮɘ 

ŭŮɨŰŮɟŮɠ ˊŬɟŬɔɩɔɞɡɠ ŬɚɚɎ ɖ ŮɝɎɟŰɖůɖ Ŭˊɧ ŬɡŰɏɠ ŮɑɜŬɘ ɔɟŬɛɛɘəɐ, ɞˊɧŰŮ ɡˊɎɟɢŮɘ Ůəűɡɚɘůɛɧɠ əŬɘ ɏŰůɘ ɖ 

ůɡɜɐɗɖɠ ũŮɜɘəɐ ɆɢŮŰɘəɧŰɖŰŬ ŭŮ ˊŬɟɞɡůɘɎɕŮɘ Űɖɜ ŬůŰɎɗŮɘŬ ˊɞɡ ŬɜŬűɏɟŬɛŮ. ɇɏŰɞɘŮɠ ɘŭɏŮɠ ŭɞəɘɛɎɕɞɜŰŬɘ ůŮ 

ɗŮɤɟɑŮɠ ůŰɞɘɢŮɘɤŭɩɜ ůɤɛŬŰɘŭɑɤɜ ɧˊɤɠ ůŰɖ ŪŮɤɟɑŬ ɉɞɟŭɩɜ. 

5. ȺɝɘůɩůŮɘɠ ɉɎɛɘɚŰɞɜ ɔɘŬ ůɢŮŰɘəɘůŰɘəɐ əɑɜɖůɖ ɛɏůŬ ůŮ ɖɚŮəŰɟɞɛŬɔɜɖŰɘəɧ ˊŮŭɑɞ 

ȼ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ űɞɟŰɘůɛɏɜɞɡ ůɤɛŬŰɘŭɑɞɡ ɛɏůŬ ůŮ ŮɝɤŰŮɟɘəɧ ɖɚŮəŰɟɞɛŬɔɜɖŰɘəɧ ˊŮŭɑɞ ŮɑɜŬɘ, 
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 . 

ŪŮɤɟɞɨɛŮ əŬɟŰŮůɘŬɜɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ, ,    

.  

Ƀɘ ůɡɕɡɔɏɠ ɞɟɛɏɠ ŮɑɜŬɘ  

 

 . 

 

ȷˊɧ Űɞ ȾŮű.5 ɝɏɟɞɡɛŮ ɧŰɘ  . 

 

Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ ɖ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ ɡˊɞɚɞɔɑɕŮŰŬɘ, Ŭűɞɨ ɛŮ ɢɟɐůɖ Űɖɠ ˊɟɞ ŰŮɚŮɡŰŬɑŬɠ ůɢɏůɖɠ ŬˊŬɚŮɑɣɞɡɛŮ Űɘɠ 

ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ Ŭˊɧ Űɖɜ ŰŮɚŮɡŰŬɑŬ, ɛŮŰɎ Ŭˊɧ ˊɟɎɝŮɘɠ ɓɟɑůəɞɡɛŮ: 
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ɄɟɞɓɚɐɛŬŰŬ 

1. ȸɟŮɑŰŮ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ Űɞɡ Hamilton (əŬɜɞɜɘəɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ) ɔɘŬ Űɞ ůűŬɘɟɘəɧ ŮəəɟŮɛɏɠ. ȹŮɑɝŰŮ 

Űɖ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ ˊɞɡ ɗŬ ůŬɠ ɞŭɖɔɐůŮɘ ůŰɖɜ ŮɨɟŮůɖ Űɖɠ əɑɜɖůɖɠ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ , . 

 

2. ɈˊɞɗɏůŰŮ ɧŰɘ Űɞ ŭɡɜŬɛɘəɧ Ůɜɧɠ ɛɞɜɞŭɘɎůŰŬŰɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ŮɑɜŬɘ 

, ɧˊɞɡ ůŰŬɗŮɟɎ.  

Ŭ) ȿɨůŰŮ Űɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ ɛŮ ɢɟɐůɖ Űɤɜ əŬɜɞɜɘəɩɜ ŮɝɘůɩůŮɤɜ Űɞɡ Hamilton.  

ɓ) ŪŮɤɟɐůŰŮ ɧŰɘ ˊŬɑɟɜŮŰŮ ɤɠ Ŭɟɢɐ Űɞɡ ɢɟɧɜɞɡ Űɖ ůŰɘɔɛɐ , ɞ ɢɟɧɜɞɠ Ŭˊɧ ŮəŮɑ əŬɘ ˊɏɟŬ ŮɑɜŬɘ  

ŭɖɚŬŭɐ . ũɟɎɣŰŮ Űɖ ɚɨůɖ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ  ɛŮ Ŭɟɢɘəɏɠ ůɡɜɗɐəŮɠ Űɘɠ ɑŭɘŮɠ, ŭɖɚŬŭɐ 

. ŭ) ȾɎɜŰŮ ŰŬ ɑŭɘŬ ɔɘŬ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɧˊɞɡ . ɇɘ 

ˊŬɟŬŰɖɟŮɑŰŮ; ɀˊɞɟŮɑŰŮ ɜŬ ˊɟɞɓɚɏɣŮŰŮ ŬɡŰɐ Űɖ ŭɘŬűɞɟɎ ɢɤɟɑɠ ɜŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɘɠ ɚɨůŮɘɠ; 

 

3. ŪŮɤɟɐůŰŮ Űɞ ɔɜɤůŰɧ ˊɟɧɓɚɖɛŬ Űɞɡ Ŭɟɛɞɜɘəɞɨ ŰŬɚŬɜŰɤŰɐ ůŮ əŬɟɧŰůɘ ˊɞɡ əɘɜŮɑŰŬɘ ɛŮ ůŰŬɗŮɟɐ ŰŬɢɨŰɖŰŬ. 

ȺɟɔŬůŰŮɑŰŮ ɛŮ Űɞɜ űɞɟɛŬɚɘůɛɧ Űɞɡ Lagrange. ŪŮɤɟɐůŰŮ ɤɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɖ Űɖɜ  ɖ ɞˊɞɑŬ ŮɑɜŬɘ ɖ əŬɟŰŮůɘŬɜɐ 

ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɖ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɞ ŬəɑɜɖŰɞ (ŬŭɟŬɜŮɘŬəɧ) ůɨůŰɖɛŬ ŬɜŬűɞɟɎɠ. ȸɟŮɑŰŮ Űɖ ɚɨůɖ  ɡˊɞɗɏŰɞɜŰŬɠ ɧŰɘ 

Űɖ ůŰɘɔɛɐ . ȹŮɑŰŮ ɛŮ ɎɛŮůɞ ɡˊɞɚɞɔɘůɛɧ ɧŰɘ ɖ ŮɜŮɟɔŮɘŬəɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ əŬɘ ɖ 

ŮɜɏɟɔŮɘŬ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ŭŮɜ ŭɘŬŰɖɟŮɑŰŬɘ. ŪŮɤɟɐůŰŮ ɤɠ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜɖ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɖ Űɖɜ  ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ɖ 

əŬɟŰŮůɘŬɜɐ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɖ ɛŮŰɟɞɨɛŮɜɖ ůŰɞ əɘɜɞɨɛŮɜɞ əŬɟɧŰůɘ. ȸɟŮɑŰŮ Űɖ ɚɨůɖ əŬɘ ɛɎɚɘůŰŬ ɛŮ Ŭɟɢɘəɏɠ 

ůɡɜɗɐəŮɠ Űɘɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɏɜŮɠ ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜŮɠ Ŭɟɢɘəɏɠ ůɡɜɗɐəŮɠ ůŰɖ ɜɏŬ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɖ, ŭɖɚŬŭɐ Űɖ ůŰɘɔɛɐ 

. ɀŮ ɎɛŮůɞ ɡˊɞɚɞɔɘůɛɧ ŭŮɑŰŮ Űɘ ůɡɛɓŬɑɜŮɘ ɔɘŬ Űɖɜ ŮɜŮɟɔŮɘŬəɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ əŬɘ ɔɘŬ Űɖɜ 

ŮɜɏɟɔŮɘŬ. 

 

4. ȺɝŮŰɎůŰŮ Űɞ ɔɜɤůŰɧ ˊɟɧɓɚɖɛŬ Űɞɡ Ŭɟɛɞɜɘəɞɨ ŰŬɚŬɜŰɤŰɐ ůŮ əŬɟɧŰůɘ ˊɞɡ ɧɛɤɠ Űɞ əŬɟɧŰůɘ əɘɜŮɑŰŬɘ ɛŮ 

ůŰŬɗŮɟɐ ŮˊɘŰɎɢɡɜůɖ, ɢɤɟɑɠ Ŭɟɢɘəɐ ŰŬɢɨŰɖŰŬ. ȺɟɔŬůŰŮɑŰŮ ɛŮ Űɞɜ űɞɟɛŬɚɘůɛɧ Űɞɡ Lagrange.  

 

5. ȰůŰɤ ɧŰɘ ɖ ŭɡɜŬɛɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ ůɤɛŬŰɑɞɡ ůŮ əɡɚɘɜŭɟɘəɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ŭɑɜŮŰŬɘ Ŭˊɧ Űɖ ůɢɏůɖ ,  

 ůŰŬɗŮɟɎ.  

Ŭ) ɈˊɞɚɞɔɑůŰŮ Űɖ ůɡɜɎɟŰɖůɖ Űɞɡ Hamilton.  

ɓ) ȸɟŮɑŰŮ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ Hamilton.  

ɔ) ȸɟŮɑŰŮ ŰɟɑŬ ɛŮɔɏɗɖ ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ůŰŬɗŮɟɏɠ Űɖɠ əɑɜɖůɖɠ. ȺɟɔŬůŰŮɑŰŮ ůŮ əɡɚɘɜŭɟɘəɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ 

. 

 

6. ŪŮɤɟɐůŰŮ ɞɟɗɞɔɩɜɘŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠůŮ əŬŰŬəɧɟɡűɞ ŮˊɑˊŮŭɞ, ɧˊɞɡ ɗŮŰɘəɧ ˊɟɞɠ ŰŬ ˊɎɜɤ. ȺűŬɟɛɧůŰŮ 

Űɖɜ Ŭɟɢɐ Űɖɠ ŮɚɎɢɘůŰɖɠ ŭɟɎůɖɠ ɔɘŬ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɓɞɚɐɠ ůɤɛŬŰɑɞɡ ɡˊɧ ɔɤɜɑŬ Ŭ ůŰɞ ŬɜɤŰɏɟɤ ŮˊɑˊŮŭɞ, ɛɏůŬ 

ůŮ ɞɛɞɔŮɜɏɠ ˊŮŭɑɞ ɓŬɟɨŰɖŰŬɠ əŬɘ ɓɟŮɑŰŮ Űɖ ŭɘŬűɞɟɘəɐ Ůɝɑůɤůɖ ɔɘŬ Űɘɠ Űɟɞɢɘɏɠ. ȿɨůŰŮ ŬɡŰɐ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ əŬɘ 

ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ ŰɟɞɢɘɎ Űɞɡ ůɤɛŬŰɑɞɡ, 
 
Ŭűɞɨ ŭŮɢŰŮɑŰŮ ɧŰɘ ɘůɢɨɞɡɜ ɞɘ ŭŮůɛŮɡŰɘəɏɠ ůɡɜɗɐəŮɠ ɧŰŬɜ 

ɘůɢɨɞɡɜ 
.
 

 

7. ȷˊɧ Űɖ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ ɛŮ ɛɘŬ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜɖ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɖ,. MŮ ɢɟɐůɖ Űɞɡ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨ 

Legendre ɓɟŮɑŰŮ Űɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ 
 
əŬɘ Ůűɧůɞɜ ɘůɢɨɞɡɜ ɔɘŬ Űɖ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ ɞɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Hamilton, 

ŭŮɑɝŰŮ ɧŰɘ ɔɘŬ Űɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ɘůɢɨŮɘ ɖ Ůɝɑůɤůɖ Lagrange. 

 

8. ȷɜ ɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůŰŮɑ, əŬŰɎ ŰŬ ɔɜɤůŰɎ, ɤɠ Ůɝɐɠ: 
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, ŭŮɑɝŰŮ ɧŰɘ ɔɘŬ Űɖɜ ŬɜŰɑůŰɞɘɢɖ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɏɜɖ ůɡɕɡɔɐ ɞɟɛɐ əŬɘ 

ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɏɜɖ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ, ɘůɢɨɞɡɜ 

 

 

 

ȺɝŮŰɎůŰŮ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɛŮ ɛɘŬ (ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜɖ) ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɖ. ȺɨəɞɚŬ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɛŮŰŬɓŮɑ əɎˊɞɘɞɠ ůŰɖɜ 

ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɛŮ ˊɞɚɚɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ, ɧˊɞɡ Ŭˊɚɩɠ ɗŬ ɡˊɎɟɢɞɡɜ əŬŰɎɚɚɖɚŬ ŬɗɟɞɑůɛŬŰŬ. 

 

9. ŪŮɤɟɐůŰŮ Űɞɜ ɛɞɜɞŭɘɎůŰŬŰɞ Ŭɟɛɞɜɘəɧ ŰŬɚŬɜŰɤŰɐ ɛŮ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ . ȸɟŮɑŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ 

Hamilton. ɀŮŰŬůɢɖɛŬŰɑůŰŮ Űɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ůŰɖɜ . ȸɟŮɑŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ 

Hamilton. ȹŮɑɝŰŮ ɧŰɘ əŬɘ ɞɘ ŭɡɞ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Hamilton ɞŭɖɔɞɨɜ ůŰɖɜ ɑŭɘŬ Ůɝɑůɤůɖ əɑɜɖůɖɠ Űɖɠ ɔŮɜɘəɐɠ ɛɞɟűɐɠ 

. ɀŮ ɢɟɐůɖ Űɞɡ ŬˊɞŰŮɚɏůɛŬŰɞɠ Űɞɡ ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜɞɡ ɄɟɞɓɚɐɛŬŰɞɠ 8, ɚɨůŰŮ Űɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ 

ŬˊŮɡɗŮɑŬɠ. 

 

10. ȹɑɜŮŰŬɘ ɖ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ  əŬɘ ɞ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ, . ȸɟŮɑŰŮ 

Űɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ůŰɘɠ Ŭɟɢɘəɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ. ȸɟŮɑŰŮ Űɖɜ ŮɜŮɟɔŮɘŬəɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ əŬɘ Űɖɜ ŮɜɏɟɔŮɘŬ ůŮ ŬɡŰɏɠ Űɘɠ 

ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ. ɄɞɘɎ ŮɑɜŬɘ ɖ ŮɜŮɟɔŮɘŬəɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ, ɖ ŮɜɏɟɔŮɘŬ əŬɘ ɖ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ ůŰɘɠ ɜɏŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ; 

Ʉɞɘɏɠ Ŭˊɧ ɧɚŮɠ Űɘɠ ˊŬɟŬˊɎɜɤ ŮɛˊɚŮəɧɛŮɜŮɠ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ ŮɑɜŬɘ ŭɘŬŰɖɟɐůɘɛŬ ɛŮɔɏɗɖ; 

 

11. ūɞɟŰɘůɛɏɜɞ ůɤɛŬŰɑŭɘɞ əɘɜŮɑŰŬɘ ɛɖ ůɢŮŰɘəɘůŰɘəɎ ɛɏůŬ ůŮ ŮɝɤŰŮɟɘəɧ ɖɚŮəŰɟɞɛŬɔɜɖŰɘəɧ ˊŮŭɑɞ. ȷˊɧ Űɖ 

ŭŮŭɞɛɏɜɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ɓɟŮɑŰŮ Űɖ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ əŬɘ Űɘɠ əŬɜɞɜɘəɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ. 

 

12. ȼ əɘɜɖŰɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ ɡɚɘəɞɨ ůɖɛŮɑɞɡ Űɞ ɞˊɞɑɞ əɘɜŮɑŰŬɘ ůŮ ɏɜŬ ŮˊɑˊŮŭɞ, ůŮ əŬɟŰŮůɘŬɜɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ŮɑɜŬɘ 

. ȹŮɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ŮɜŮɟɔɖŰɘəɏɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ ŬɚɚɎ Űɞ ůɤɛɎŰɘɞ ŮɑɜŬɘ ŭɏůɛɘɞ ɜŬ əɘɜŮɑŰŬɘ ůŮ əɨəɚɞ 

ŬəŰɑɜŬɠ ɑůɖɠ ɛŮ Űɖ ɛɞɜɎŭŬ. ũɟɎɣŰŮ Űɖ ŭŮůɛŮɡŰɘəɐ ůɢɏůɖ. ɈˊɞɚɞɔɑůŰŮ Űɖɜ Űɟɞˊɞˊɞɘɖɛɏɜɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ɛŮ 

ˊɞɚɚŬˊɚŬůɘŬůŰɐ Lagrange (ɛɏɗɞŭɞɠ Űɞɡ ˊɞɚɚŬˊɚŬůɘŬůɛɞɨ). ȸɟŮɑŰŮ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ ɛŮ ɢɟɐůɖ Űɤɜ 

ŮɝɘůɩůŮɤɜ Lagrange. ɆŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ Ŭˊɧ Űɖɜ Űɟɞˊɞˊɞɘɖɛɏɜɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ˊɟɞůŭɘɞɟɑůŰŮ Űɖɜ (Űɟɞˊɞˊɞɘɖɛɏɜɖ) 

ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ. ȸɟŮɑŰŮ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Hamilton. ȷűɞɨ ŬˊŬɚŮɑɣŮŰŮ Űɘɠ ůɡɕɡɔŮɑɠ ɞɟɛɏɠ, ɓɟŮɑŰŮ Űɘɠ (ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ) 

ŮɝɘůɩůŮɘɠ ŭŮɨŰŮɟɖɠ ŰɎɝɖɠ ɔɘŬ ŰŬ . ɆɡɔəɟɑɜŮŰŮ ɛŮ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ ɛŮ Űɖ ɛɏɗɞŭɞ Lagrange.  

 

13. ȿɨůŰŮ Űɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ ɓɞɚɐɠ ůɤɛŬŰɑɞɡ ɛɎɕŬɠ  ɛɏůŬ ůŰɞ ˊŮŭɑɞ ɓŬɟɨŰɖŰŬɠ ɛŮ Űɖ ɛɏɗɞŭɞ Űɤɜ ŮɝɘůɩůŮɤɜ 

Hamilton. ȷɡŰɧ ˊɞɡ ŮɜŭɘŬűɏɟŮɘ ŮɑɜŬɘ ŰŬ . ɇɞ ůɤɛɎŰɘɞ əɘɜŮɑŰŬɘ ůŮ əŬŰŬəɧɟɡűɞ ŮˊɑˊŮŭɞ. 

ɉɟɖůɘɛɞˊɞɘɐůŰŮ əŬɟŰŮůɘŬɜɞɨɠ ɎɝɞɜŮɠ , ɛŮ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ  əŬŰŬəɧɟɡűɞ, ɗŮŰɘəɧ ˊɟɞɠ ŰŬ ˊɎɜɤ. 

 

14. ɆɤɛɎŰɘɞ ɛɎɕŬɠ  əɘɜŮɑŰŬɘ ůŰɞ ŮˊɑˊŮŭɞ ɡˊɧ Űɖɜ ŮˊɑŭɟŬůɖ əŮɜŰɟɘəɐɠ ŭɨɜŬɛɖɠ. ɁŬ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɖɗɞɨɜ ˊɞɚɘəɏɠ 

ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ  ɔɘŬ Űɞɜ əŬɗɞɟɘůɛɧ Űɖɠ ɗɏůɖɠ Űɞɡ ůɤɛŬŰɑɞɡ ůŰɞ ŮˊɑˊŮŭɞ. ȼ ŭɨɜŬɛɖ ŭɑɜŮŰŬɘ Ŭˊɧ Űɖ ůɢɏůɖ: 

. ȸɟŮɑŰŮ Űɖɜ əɘɜɖŰɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ əŬɘ Űɖ ŭɡɜŬɛɘəɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ (ɐ Űɖ ŭɡɜŬɛɘəɐ ŮɜɏɟɔŮɘŬ) Űɞɡ ůɤɛŬŰɑɞɡ. 

ȸɟŮɑŰŮ Űɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ əŬɘ Űɖ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ. ũɟɎɣŰŮ Űɘɠ əŬɜɞɜɘəɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ, ŮɝɘůɩůŮɘɠ Hamilton. 

ũɟɎɣŰŮ Űɖ ůɢɏůɖ Űɖɠ ůŰɟɞűɞɟɛɐɠ Űɞɡ ůɤɛŬŰɑɞɡ ˊŮɟɑ Űɖɜ Ŭɟɢɐ Űɤɜ Ŭɝɧɜɤɜ əŬɘ ɛŮ ɢɟɐůɖ Űɤɜ ŮɝɘůɩůŮɤɜ 

Hamilton ŭŮɑɝŰŮ ɧŰɘ ŭɘŬŰɖɟŮɑŰŬɘ əŬŰɎ Űɖɜ (ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐ) əɑɜɖůɖ Űɞɡ ůɤɛŬŰɑɞɡ. 
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ȾŮűɎɚŬɘɞ 7: ȾŬɜɞɜɘəɞɑ ɀŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɑ 

ȼ ɢɟɐůɖ Űɤɜ əŬɜɞɜɘəɩɜ ŮɝɘůɩůŮɤɜ ɞŭɖɔŮɑ ůŮ Ůɨəɞɚɖ ɚɨůɖ ˊɟɞɓɚɖɛɎŰɤɜ ůŰŬ ɞˊɞɑŬ ɖ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ ŮɑɜŬɘ 

ůŰŬɗŮɟɎ Űɖɠ əɑɜɖůɖɠ (ŭŮɜ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ ɎɛŮůŬ Ŭˊɧ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ) əŬɘ ɧɚŮɠ ɞɘ ɗŮůɘəɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ŮɑɜŬɘ ŬɔɜɞɐůɘɛŮɠ. 

ɇɧŰŮ ɏɢɞɡɛŮ 

 
 

 

ůŰŬɗŮɟɎ Űɖɠ əɑɜɖůɖɠ 

 

 

=ůŰŬɗŮɟɧ 

  

a  

(7.1) 

 

ȯɟŬ ɗŬ ɏɢɞɡɛŮ  

 

   (7.2) 

 

Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ ŰŬ  ŮɑɜŬɘ ůŰŬɗŮɟɎ əŬŰɎ Űɖɜ əɑɜɖůɖ əŬɘ ɏɢɞɡɛŮ Űɘɠ ɚɨůŮɘɠ (Űɖɜ əɑɜɖůɖ) 

 

  .  (7.3) 

 

ɇɞ ɘŭŬɜɘəɧ ɗŬ ɐŰŬɜ ɜŬ ɛˊɞɟɞɨůŬɛŮ ɜŬ ɓɟɞɨɛŮ əŬŰɎɚɚɖɚɞɡɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨɠ ɞɘ ɞˊɞɑɞɘ ɜŬ ɛŬɠ 

ɞŭɖɔɞɨůŬɜ ůŮ ˊŮɟɘɔɟŬűɐ ɛŮ ɗŮůɘəɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ˊɞɡ ɜŬ ɐŰŬɜ ɧɚŮɠ ŬɔɜɞɐůɘɛŮɠ, ɧˊɤɠ ˊŬɟŬˊɎɜɤ. ȷɡŰɧ ŭŮɜ 

ŮɑɜŬɘ ŮűɘəŰɧ ˊɎɜŰɞŰŮ.  

ȳɛɤɠ ɛŮɟɘəɏɠ űɞɟɏɠ ɖ ŬɚɚŬɔɐ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜɤɜ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ əŬɘ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜɤɜ ɞɟɛɩɜ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ 

ŬˊɚɞɡůŰŮɨůŮɘ ŬɟəŮŰɎ Űɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ.  

ȺɑɜŬɘ ɔɜɤůŰɧ ɧŰɘ ɞɘ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɑ ůɖɛŮɑɞɡ (point transformations)  ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɑɕɞɡɜ 

ɏɜŬ ůɨůŰɖɛŬ Űɞ ɞˊɞɑɞ ŬɟɢɘəɎ ˊŮɟɘɔɟɎűŮŰŬɘ ɛŮ Űɘɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ , ɜŬ ˊŮɟɘɔɟɎűŮŰŬɘ ɛŮ Űɘɠ ɜɏŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ 

 əŬɘ ɤɠ ˊɟɞɠ ŬɡŰɏɠ Űɘɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ɘůɢɨɞɡɜ ɞɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɞɡ Lagrange. Ƀɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ əɎɗŮ 

ůɡɔəŮəɟɘɛɏɜɞɡ ɛɖɢŬɜɘəɞɨ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ɤɠ ˊɟɞɠ  ŮɑɜŬɘ ɑŭɘŮɠ ɛŮ ŬɡŰɏɠ ˊɞɡ ˊɟɞəɨˊŰɞɡɜ Ŭˊɧ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ 

əɑɜɖůɖɠ Űɞɡ ɑŭɘɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ɤɠ ˊɟɞɠ Ŭɜ ɞɘ ŰŮɚŮɡŰŬɑŮɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůŰɞɨɜ ɛŮ Űɞɜ ŬɜɤŰɏɟɤ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ. 

ȼ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ŮɑɜŬɘ ɖ ɑŭɘŬ ɛŮ Űɖɜ ɏɜɜɞɘŬ ɧŰɘ ɞɘ Ŭɟɢɘəɏɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ Űɖɠ ɏɢɞɡɜ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůŰŮɑ ůɨɛűɤɜŬ ɛŮ 

Űɞɜ ŬɜɤŰɏɟɤ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ ɛŮ Ŭˊɚɐ ŬɜŰɘəŬŰɎůŰŬůɖ. Ƀɘ ůɖɛŮɘŬəɞɑ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɑ ŭɟɞɡɜ ůŰɞɜ ɗŮůɘəɧ 

ɢɩɟɞ. ɆŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ Űɤɜ ŮɝɘůɩůŮɤɜ Űɞɡ Hamilton (əŬɜɞɜɘəɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ), ɗɏɚɞɡɛŮ ɜŬ ɓɟɞɨɛŮ ɔŮɜɘəɧŰŮɟɞɡɠ 

ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨɠ, , ˊɞɡ ɜŬ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɑɕɞɡɜ Űɘɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɞɡ 

űŬůɘəɞɨ ɢɩɟɞɡ  ůŮ ŬɜŰɑůŰɞɘɢŮɠ  əŬɘ ɞˊɞɘŬŭɐˊɞŰŮ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ Ŭˊɧ  ɜŬ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ 

ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůŰŮɑ əŬŰɎɚɚɖɚŬ (ɧɢɘ əŬŰô ŬɜɎɔəɖ ɛŮ Ŭˊɚɐ ŬɜŰɘəŬŰɎůŰŬůɖ) ůŮ əɎˊɞɘŬɜ Ɏɚɚɖ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ 

əŬɘ ɜŬ ɘůɢɨɞɡɜ ɔɘŬ ŬɡŰɎ ŰŬ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɏɜŬ ɛŮɔɏɗɖ Űɞɡ ɛɖɢŬɜɘəɞɨ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ, ɞɘ ŬɜŰɑůŰɞɘɢŮɠ 

əŬɜɞɜɘəɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ. Ƀɘ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɑ ˊɞɡ ɏɢɞɡɜ ŬɡŰɐ Űɖɜ ɘŭɘɧŰɖŰŬ, ɚɏɔɞɜŰŬɘ əŬɜɞɜɘəɞɑ 

ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɑ (canonical transformations), ɐ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɑ ŮˊŬűɐɠ (contact transformations). ɄɟɏˊŮɘ ɜŬ 

ŰɞɜɑůɞɡɛŮ ɧŰɘ ɏɜŬɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ ɔɘŬ ɜŬ ŮɑɜŬɘ əŬɜɞɜɘəɧɠ ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ůɡɛˊŮɟɘűɏɟŮŰŬɘ ɤɠ ŰɏŰɞɘɞɠ ɔɘŬ əɎɗŮ 

ɛɖɢŬɜɘəɧ ůɨůŰɖɛŬ Űɞɡ ɞˊɞɑɞɡ ɖ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ ŮɑɜŬɘ ůɡɜɎɟŰɖůɖ Űɤɜ ɑŭɘɤɜ ɛŮŰŬɓɚɖŰɩɜ  Űɞɡ 

ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨ. ȷɜ ůɡɛˊŮɟɘűɏɟŮŰŬɘ ůŬɜ əŬɜɞɜɘəɧɠ ɔɘŬ ɞɟɘůɛɏɜŮɠ ɛɧɜɞ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɏɠ, ŰɧŰŮ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ 

əŬɜɞɜɘəɧɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ. ȹɖɚŬŭɐ ɞ əŬɜɞɜɘəɧɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ ŭŮɜ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ Ŭˊɧ ůɡɔəŮəɟɘɛɏɜɞ 

ɛɖɢŬɜɘəɧ ůɨůŰɖɛŬ. ũɘŬ Űɞɡɠ əŬɜɞɜɘəɞɨɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨɠ ɗŬ ɏɢɞɡɛŮ 
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   (7.4) 

 

Ƀɘ əŬɜɞɜɘəɞɑ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɑ , ɚɏɔɞɜŰŬɘ əŬɘ ŭɘŮɡɟɡɛɏɜɞɘ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɑ 

ůɖɛŮɑɞɡ (extended point transformations). 

ũɘŬ ɜŬ ɘůɢɨɞɡɜ ɞɘ əŬɜɞɜɘəɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ ɔɘŬ ůɡɔəŮəɟɘɛɏɜɞ ɛɖɢŬɜɘəɧ ůɨůŰɖɛŬ, ˊɟɏˊŮɘ ˊɟɘɜ əŬɘ ɛŮŰɎ Űɞɜ 

ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ ɜŬ ɘůɢɨŮɘ ɖ Űɟɞˊɞˊɞɘɖɛɏɜɖ Ŭɟɢɐ Űɞɡ Hamilton, ŭɖɚŬŭɐ 

 

   (7.5) 

 

   (7.6) 

 

ȷɠ ɡˊɞɗɏůɞɡɛŮ ɧŰɘ ɔɘŬ Űɘɠ Ŭɟɢɘəɏɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ ɘůɢɨŮɘ ɖ Ⱥɝ. (7.5) əŬɘ Ůˊɞɛɏɜɤɠ ɞɘ ŬɜŰɑůŰɞɘɢŮɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ 

Űɞɡ Hamilton. ȺɑɜŬɘ ŮɡɜɧɖŰɞ ɧŰɘ ɞɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɞɡ Hamilton ˊɞɡ ɗŬ ˊɟɞəɨɣɞɡɜ ŭŮɜ ŬɚɚɎɕɞɡɜ Ŭɜ ɖ ˊŬɟɏɜɗŮůɖ 

Űɞɡ ɞɚɞəɚɖɟɩɛŬŰɞɠ ˊɞɚɚŬˊɚŬůɘŬůŰŮɑ Ůˊɑ ɛɘŬ ůŰŬɗŮɟɎ ɏůŰɤ . Ⱥˊɑůɖɠ ŮɑɜŬɘ ɔɜɤůŰɧ Ŭˊɧ Űɖ ɗŮɤɟɑŬ 

ɛŮŰŬɓɞɚɩɜ ɧŰɘ ɞɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ ˊɞɡ ˊɟɞəɨˊŰɞɡɜ ŮɑɜŬɘ ɞɘ ɑŭɘŮɠ Ŭɜ ˊɟɞůŰŮɗŮɑ ůŰɖɜ ɡˊɧ ɞɚɞəɚɐɟɤůɖ ˊɞůɧŰɖŰŬ ɖ 

ɞɚɘəɐ ˊŬɟɎɔɤɔɞɠ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ əɎˊɞɘŬɠ ŬɡɗŬɑɟŮŰɖɠ ůɡɜɎɟŰɖůɖɠ Űɤɜ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰɤɜ ɛŮŰŬɓɚɖŰɩɜ (Ůŭɩ Űɞɡ 

ɢɩɟɞɡ Űɤɜ űɎůŮɤɜ, ŭɖɚŬŭɐ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜɤɜ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ əŬɘ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜɤɜ ɞɟɛɩɜ) əŬɘ Űɞɡ ɢɟɧɜɞɡ. ȷɡŰɎ 

ůɖɛŬɑɜɞɡɜ ɧŰɘ Ŭɜ ɗŮɤɟɐůɞɡɛŮ ɧŰɘ ɘůɢɨŮɘ ɖ Ⱥɝ. (7.7) 

 

   (7.7) 

 

ɗŬ ɘůɢɨŮɘ əŬɘ ɖ Ⱥɝ. (7.6), Ůˊɞɛɏɜɤɠ ɔɘŬ Űɘɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɏɜŮɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ  ɗŬ ɘůɢɨɞɡɜ ɞɘ 

ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɏɜŮɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɞɡ Hamilton. ɀˊɞɟɞɨɛŮ ŬɟɢɘəɎ ɜŬ ɗŮɤɟɐůɞɡɛŮ Űɖɜ ɤɠ ůɡɜɎɟŰɖůɖ ɛɧɜɞ 

Űɤɜ ɜɏɤɜ ɛŮŰŬɓɚɖŰɩɜ əŬɘ Űɞɡ ɢɟɧɜɞɡ ɐ ɛɧɜɞ Űɤɜ Ŭɟɢɘəɩɜ ɛŮŰŬɓɚɖŰɩɜ əŬɘ Űɞɡ ɢɟɧɜɞɡ. ȷɡŰɧ ŮɑɜŬɘ ŮɡɜɧɖŰɞ 

ŭɘɧŰɘ ɞ ɧɟɞɠ ˊɞɡ Űɖɜ ˊŮɟɘɏɢŮɘ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɛŮŰŬɓŮɑ Ŭˊɧ Űɞ ŭŮɨŰŮɟɞ ůŰɞ ˊɟɩŰɞ ɛɏɚɞɠ, ɜŬ ˊɟɞůŰŮɗŮɑ ɐ ɜŬ ŬűŬɘɟŮɗŮɑ 

ɢɤɟɑɠ ɜŬ ŬɚɚɎɝɞɡɜ ɞɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Hamilton. ŪŬ ŭɞɨɛŮ ˊŬɟŬəɎŰɤ ɧŰɘ Ŭɜ ɘůɢɨɞɡɜ əŬŰɎɚɚɖɚŮɠ ˊɟɞɦˊɞɗɏůŮɘɠ əŬɘ 

Ɏɚɚɞɘ ůɡɜŭɡŬůɛɞɑ  Ŭɟɢɘəɩɜ əŬɘ ŰŮɚɘəɩɜ ɛŮŰŬɓɚɖŰɩɜ ɛŬɕɑ ɛŮ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ, ŬˊɞŰŮɚɞɨɜ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ 

ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ əŬɘ ɧɚŬ ŰŬ ɛŮɔɏɗɖ ɛˊɞɟɞɨɜ ɜŬ ŮəűɟŬůŰɞɨɜ ɤɠ ˊɟɞɠ ŬɡŰɏɠ. ȼ , ɖ ɞˊɞɑŬ ˊŬɟɧɚɞ ˊɞɡ əŬɘ ŬɡŰɐ 

ɚɏɔŮŰŬɘ ɔŮɜɜɐŰɟɘŬ ůɡɜɎɟŰɖůɖ, ůŰɖɜ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɧŰɖŰŬ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ůɡɜŭɏŮŰŬɘ ɛŮ ɛɘŬ ɔŮɜɜɐŰɟɘŬ ůɡɜɎɟŰɖůɖ  ɖ 

ɞˊɞɑŬ ɛŮ Űɖ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ ˊɞɡ ɗŬ ŭɞɨɛŮ ˊŬɟŬəɎŰɤ ɔŮɜɜɎ əŬɜɞɜɘəɧ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ. ȼ  ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ŮɑɜŬɘ 

ůɡɜɎɟŰɖůɖ  Ŭɟɢɘəɩɜ əŬɘ  ŰŮɚɘəɩɜ ɛŮŰŬɓɚɖŰɩɜ əŬɘ ɔŮɜɘəɩɠ əŬɘ Űɞɡ ɢɟɧɜɞɡ ɔɘŬ ɜŬ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ůɡɜŭɏůŮɘ Űɘɠ 

Ŭɟɢɘəɏɠ ɛŮ Űɘɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɏɜŮɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ. ɆŰŬ ɎəɟŬ Űɖɠ ɞɚɞəɚɐɟɤůɖɠ ɗŬ ɘůɢɨɞɡɜ 

 

   (7.8) 

 

ȷɡŰɧ ɢɟŮɘɎɕŮŰŬɘ ɔɘŬ ɜŬ ˊɎɟɞɡɛŮ Ŭˊɧ Űɖ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ ˊŬɟŬɚɚŬɔɩɜ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Hamilton.  

ȼ ůŰŬɗŮɟɎ  ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ůɢŮŰɘůŰŮɑ ɛŮ ŬɡŰɧ ˊɞɡ ɚɏɛŮ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ əɚɑɛŬəŬɠ (scale transformation). 
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ŪŬ ŭɞɨɛŮ ɧŰɘ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ŮɝŮŰɎůɞɡɛŮ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɛŮ  ɢɤɟɑɠ ɜŬ ɢŬɗŮɑ ɖ ɔŮɜɘəɧŰɖŰŬ. 

ɀŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ əɚɑɛŬəŬɠ ŮɑɜŬɘ ŬɡŰɧɠ ˊɞɡ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɑɕŮɘ Űɘɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɞɡ űŬůɘəɞɨ ɢɩɟɞɡ ɤɠ Ůɝɐɠ, 

 

 

 

ɔɘŬ ˊŬɟɎŭŮɘɔɛŬ, ŬɚɚɎɕɞɜŰŬɠ Űɘɠ ɛɞɜɎŭŮɠ ɛɏŰɟɖůɐɠ Űɞɡɠ. 

ȷɠ ŮűŬɟɛɧůɞɡɛŮ ŬɡŰɧ Űɞɜ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ ůŰɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Hamilton. ȷɠ əɎɜɞɡɛŮ Ŭˊɚɐ ŬɜŰɘəŬŰɎůŰŬůɖ 

Űɤɜ ɛŮŰŬɓɚɖŰɩɜ ɔɘŬ ɜŬ ˊɎɟɞɡɛŮ ɛɘŬ ɜɏŬ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ Ŭˊɧ Űɖɜ Ŭɟɢɘəɐ, ŰɧŰŮ ɗŬ ɏɢɞɡɛŮ Űɖ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ 

ŮəűɟŬůɛɏɜɖ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘ Űɤɜ , ŭɖɚŬŭɐ . 

ȰɢɞɡɛŮ Űɘɠ ůɢɏůŮɘɠ 

 

 

 

ȷɡŰɏɠ ŭŮɜ ɞŭɖɔɞɨɜ Ŭəɟɘɓɩɠ ůŮ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Hamilton. ȳɛɤɠ Ŭɜ ˊɎɟɞɡɛŮ ɤɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɏɜɖ 

ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ Űɖɜ , ɗŬ ɏɢɞɡɛŮ 

 

 

 

ȹɖɚŬŭɐ ˊɟɞəɨˊŰɞɡɜ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Hamilton.  

Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ ˊɟɞəɨˊŰŮɘ ɧŰɘ Ŭɜ ɡˊɞɗɏůɞɡɛŮ ɧŰɘ 

 

 

 

əŬɘ Ůˊɑůɖɠ ɗɏůɞɡɛŮ , ɓɟɑůəɞɡɛŮ Űɖɜ Ⱥɝ. (7.7). 

ȷɡŰɎ ůɖɛŬɑɜɞɡɜ ɧŰɘ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ˊɎɜŰŬ ɜŬ əɎɜɞɡɛŮ ŮɜŭɘɎɛŮůŬ əŬŰɎɚɚɖɚɞ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ əɚɑɛŬəŬɠ ɏŰůɘ 

ˊɞɡ Űɞ  ɜŬ ˊɞɚɚŬˊɚŬůɘŬůŰŮɑ Ůˊɑ Űɞ  ɩůŰŮ ɜŬ əŬŰŬɚɐɝɞɡɛŮ ůŰɞ ɧŰɘ ɖ Ⱥɝ. (7.7) ɜŬ ɔɑɜŮɘ ŰŮɚɘəɩɠ, ɛŮŰɎ 

Ŭˊɧ ŬɜŬŭɘɎŰŬɝɖ Űɤɜ ɧɟɤɜ, ɧˊɤɠ űŬɑɜŮŰŬɘ ůŰɘɠ Ⱥɝ. (7.9), (7.10) ɛŮ . 

 

   (7.9) 

 

  .  (7.10) 

 

Ƀɘ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɑ ˊɞɡ ɘəŬɜɞˊɞɘɞɨɜ ŬɡŰɐ Űɖ ůɢɏůɖ ɛŮ Űɘɠ ˊŬɟŬɔɩɔɞɡɠ ɐ ŰŬ ŭɘŬűɞɟɘəɎ ŮɑɜŬɘ əŬɜɞɜɘəɞɑ 

ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɑ əŬɘ Ůˊɞɛɏɜɤɠ ɞŭɖɔɞɨɜ ůŮ əŬɜɞɜɘəɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ ůŰɞɜ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɏɜɞ ɢɩɟɞ Űɤɜ 

űɎůŮɤɜ. Ƀ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ ɛŮ  ɚɏɔŮŰŬɘ ŭɘŮɡɟɡɛɏɜɞɠ əŬɜɞɜɘəɧɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ (extended canonical 

transformation). ũɘŬ  ɏɢɞɡɛŮ (Ŭˊɚɧ) əŬɜɞɜɘəɧ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ. ȺˊŮɘŭɐ, ŮəŰɧɠ Űɤɜ Ɏɚɚɤɜ, ɡˊɎɟɢŮɘ ɖ 

ŬˊŬɑŰɖůɖ ɞɘ əŬɜɞɜɘəɞɑ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɑ ɜŬ ŭɘŬŰɖɟɞɨɜ Űɘɠ Űɘɛɏɠ Űɤɜ Ŭɔəɡɚɩɜ Poisson (ˊɞɡ ɗŬ ŭɞɨɛŮ ˊŬɟŬəɎŰɤ) 
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ŭŮɜ ɗŮɤɟɞɨɛŮ ɤɠ əŬɜɞɜɘəɞɨɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨɠ Űɞɡɠ ŭɘŮɡɟɡɛɏɜɞɡɠ ŭɘɧŰɘ ŭŮɜ Űɘɠ ŭɘŬŰɖɟɞɨɜ.  

ȷɜ ŭŮɜ ɡˊɎɟɢŮɘ ɞ ɢɟɧɜɞɠ ůŰɞɜ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ, ɞˊɧŰŮ , ŰɧŰŮ ɚɏɛŮ ɧŰɘ 

ɏɢɞɡɛŮ ˊŮɟɘɞɟɘůɛɏɜɞ əŬɜɞɜɘəɧ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ. Ƀɘ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ ŮɑɜŬɘ ˊɚɐɗɞɡɠ . Ƀɘ Ⱥɝ. (7.9), 

(7.10) ɘůɢɨɞɡɜ ɔɘŬ əɎɗŮ əŬɜɞɜɘəɧ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ ɧŰŬɜ ɧɚŬ ɏɢɞɡɜ ŮəűɟŬůŰŮɑ ɤɠ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ Űɤɜ  ́ Ŭɚɘɩɜ 

ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ əŬɘ Űɞɡ ɢɟɧɜɞɡ  ɐ Űɤɜ  çɜɏɤɜè ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ əŬɘ Űɞɡ ɢɟɧɜɞɡ . ȹɖɚŬŭɐ 

ɘůɢɨɞɡɜ ˊɎɜŰɞŰŮ ɧŰŬɜ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ ŮɑɜŬɘ ɛɧɜɞ ɞɘ ˊŬɚɘɏɠ əŬɘ ɞ ɢɟɧɜɞɠ ɐ ɛɧɜɞ ɞɘ ɜɏŮɠ əŬɘ ɞ ɢɟɧɜɞɠ. ȷɡŰɧ ɔɑɜŮŰŬɘ 

ŭɘɧŰɘ ůŮ əɎɗŮ əŬɜɞɜɘəɧ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ ɞɘ ˊŬɚɘɏɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ ŮɑɜŬɘ ɛŮŰŬɝɨ Űɞɡɠ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ əŬɘ Űɞ ɑŭɘɞ ɘůɢɨŮɘ 

ɔɘŬ Űɘɠ ɜɏŮɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ. ȰɢɞɡɛŮ Ůˊɞɛɏɜɤɠ ˊɎɜŰɞŰŮ Űɘɠ ůɢɏůŮɘɠ 

 

   (7.11) 

 

ɃɡůɘŬůŰɘəɎ ɞɘ Ⱥɝ. (7.9), (7.10) əŬɘ (7.11) ɚɏɜŮ ɧŰɘ Űɞ ˊɟɩŰɞ Űɞɡɠ ɛɏɚɞɠ ŮɑɜŬɘ ɞɚɘəɐ ˊŬɟɎɔɤɔɞɠ ɐ ɞɚɘəɧ 

ŭɘŬűɞɟɘəɧ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ əɎˊɞɘŬɠ ůɡɜɎɟŰɖůɖɠ  Űɤɜ Ŭɟɢɘəɩɜ ɐ Űɤɜ ŰŮɚɘəɩɜ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ əŬɘ ɔŮɜɘəɩɠ 

əŬɘ Űɞɡ ɢɟɧɜɞɡ. ȷˊɧ ŬɡŰɏɠ Űɘɠ ůɢɏůŮɘɠ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɛŮ ŭŮŭɞɛɏɜɞ Űɞɜ əŬɜɞɜɘəɧ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ ɜŬ ɓɟɞɨɛŮ Űɖɜ 

 ɐ Űɖɜ .  

ɇɘɠ ůɢɏůŮɘɠ (7.9), (7.10) ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ Űɘɠ ɔɟɎɣɞɡɛŮ ɤɠ ˊɟɞɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ ɞˊɞɘɞɡŭɐˊɞŰŮ ůɡɜŭɡŬůɛɞɨ  

ˊŬɚɘɩɜ əŬɘ ɜɏɤɜ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ əŬɘ ɞɟɛɩɜ (ɛŬɕɑ ɛŮ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ) ŬɟəŮɑ ŬɡŰɏɠ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ɛŮŰŬɝɨ Űɞɡɠ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ. 

ɇɞ Ŭɜ ɏɜŬɠ ŰɏŰɞɘɞɠ ůɡɜŭɡŬůɛɧɠ ŬˊɞŰŮɚŮɑŰŬɘ Ŭˊɧ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ Ŭˊɧ Űɞɜ ůɡɔəŮəɟɘɛɏɜɞ 

əŬɜɞɜɘəɧ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ, ɔŮɜɘəɩɠ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ɧɚɞɘ ɞɘ ůɡɜŭɡŬůɛɞɑ, ůɡɜŭɡŬůɛɞɑ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰɤɜ ɛŮŰŬɓɚɖŰɩɜ. ŪŬ 

ŭɞɨɛŮ ɧŰɘ ɞ ŬɜŰɑůŰɟɞűɞɠ Ůɜɧɠ əŬɜɞɜɘəɞɨ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨ ŮɑɜŬɘ əŬɜɞɜɘəɧɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ. 

ȷɜ ɡˊɎɟɢŮɘ ɞ ŬɜŰɑůŰɟɞűɞɠ, ŮɑɜŬɘ əŬɘ ŬɡŰɧɠ əŬɜɞɜɘəɧɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ. ȷɡŰɧ ˊɟɞəɨˊŰŮɘ ŮɨəɞɚŬ ŭɘɧŰɘ 

ɔɘŬ Űɞɜ ŬɜŰɑůŰɟɞűɞ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ, Ŭˊɧ  ˊɞɡ ŰɩɟŬ ŮɑɜŬɘ Ŭɟɢɘəɏɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ əŬɘ ɖ  ŮɑɜŬɘ ɖ Ŭɟɢɘəɐ 

ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ, ˊɎɛŮ ůŰɘɠ  ˊɞɡ ŰɩɟŬ ŮɑɜŬɘ ɞɘ ŰŮɚɘəɏɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ əŬɘ ɖ ŮɑɜŬɘ ɖ ŰŮɚɘəɐ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ, 

ɓɟɑůəɞɡɛŮ Ŭˊɧ Űɖ ŭŮɨŰŮɟɖ Ŭˊɧ Űɘɠ Ⱥɝ. (7.11) ɧŰɘ ɘůɢɨŮɘ ɖ ɑŭɘŬ ůɢɏůɖ ˊɞɡ ɘůɢɨŮɘ ɔɘŬ Űɞɜ ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜɞ 

ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ ɛŮ Űɖ ŭɘŬűɞɟɎ ɧŰɘ ɖ  ɔɑɜŮŰŬɘ , ŭɖɚŬŭɐ 

 

 

 

ɆŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ ɗŬ ɓɟɞɨɛŮ ˊɤɠ űŰɘɎɢɜɞɡɛŮ əŬɜɞɜɘəɞɨɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨɠ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɩɜŰŬɠ ɛɘŬ ɔŮɜɜɐŰɟɘŬ 

ůɡɜɎɟŰɖůɖ  ɖ ɞˊɞɑŬ ůɢŮŰɑɕŮŰŬɘ ɛŮ Űɖɜ  əŬɘ, ɧˊɤɠ ŮɑˊŬɛŮ, ŮɑɜŬɘ ůɡɜɎɟŰɖůɖ ˊŬɚŬɘɩɜ əŬɘ ɜɏɤɜ 

ɛŮŰŬɓɚɖŰɩɜ əŬɘ ɑůɤɠ əŬɘ Űɞɡ ɢɟɧɜɞɡ ˊɞɡ ɧɚŮɠ ŮɑɜŬɘ  ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ. ȷɜŰɘůŰɟɧűɤɠ, ɗŬ ŭɞɨɛŮ 

ˊɤɠ Ŭˊɧ ɏɜŬɜ əŬɜɞɜɘəɧ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ɓɟɞɨɛŮ ɛɘŬ ɔŮɜɜɐŰɟɘŬ ůɡɜɎɟŰɖůɖ . ȳˊɤɠ ɐŭɖ 

ŬɜŬűɏɟŬɛŮ, Űɞ əɎɗŮ ůɡɔəŮəɟɘɛɏɜɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ˊŮɟɘɞɟɑɕŮɘ Űɖɜ Ůˊɘɚɞɔɐ Űɤɜ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰɤɜ ɛŮŰŬɓɚɖŰɩɜ. 

ȷɜ ɔɘŬ ˊŬɟɎŭŮɘɔɛŬ ɏɢɞɡɛŮ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ ɛŮ  ŮɑɜŬɘ ŮɡɜɧɖŰɞ ɧŰɘ ŭŮɜ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ɏɢɞɡɛŮ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ 

ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ ŰŬ  ɔɘŬŰɑ ŰŬ  ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ɛŮŰŬɝɨ Űɞɡɠ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŬ. ɇŬ əɟɘŰɐɟɘŬ ˊŮɟɑ ŬɜŮɝŬɟŰɖůɑŬɠ Űɤɜ 

ůɡɜŭɡŬůɛɩɜ ɛŮŰŬɓɚɖŰɩɜ ɗŬ űŬɜɞɨɜ əŬɚɨŰŮɟŬ, ŬɟɔɧŰŮɟŬ.  

ŪŬ ŭɞɨɛŮ ɧŰɘ Ŭɜ ɞ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ ɎɛŮůŬ Ŭˊɧ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ ŰɧŰŮ əŬɘ ɖ ɔŮɜɜɐŰɟɘŬ ůɡɜɎɟŰɖůɖ 

ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ ɎɛŮůŬ Ŭˊɧ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ əŬɘ ɖ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ ŭŮɜ ŭɘŬŰɖɟŮɑ Űɖ ɛɞɟűɐ Űɖɠ əŬŰɎ Űɞɜ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ. 

ȷəɟɘɓɏůŰŮɟŬ, ŭŮɜ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ˊɟɞəɨɣŮɘ Ŭˊɧ Űɖɜ ˊŬɚɘɎ ɛŮ Ŭˊɚɐ ŬɜŰɘəŬŰɎůŰŬůɖ Űɤɜ ůɢɏůŮɤɜ ˊɞɡ ůɡɜŭɏɞɡɜ Űɘɠ 

ˊŬɚɘɏɠ əŬɘ Űɘɠ ɜɏŮɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ. ɀŮ ŬɡŰɐ Űɖɜ ɏɜɜɞɘŬ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ŬɜŬɚɚɞɑɤŰɖ ůŰɖ ɛɞɟűɐ.  
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ȺɑɜŬɘ ŮɜŭɘŬűɏɟɞɜ ɜŬ ŮɝŮŰɎůɞɡɛŮ Űɘɠ ˊŬɟŬəɎŰɤ Ůɘŭɘəɏɠ əŬŰɖɔɞɟɑŮɠ ɓŬůɘəɩɜ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɩɜ ɧˊɞɡ ɗŬ 

ɏɢɞɡɛŮ ɔŮɜɜɐŰɟɘŮɠ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ Űɤɜ  ŬɜŮɝɎɟŰɖŰɤɜ ɛŮŰŬɓɚɖŰɩɜ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ 

 

 

 

ɂŬɜŬŰɞɜɑɕɞɡɛŮ ɧŰɘ ˊɎɜŰɞŰŮ ůŰɘɠ ɔŮɜɜɐŰɟɘŮɠ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ  ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ɡˊɎɟɢŮɘ ŬɜɎɛŮɘɝɖ Ŭɟɢɘəɩɜ əŬɘ 

ŰŮɚɘəɩɜ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ Ůűɧůɞɜ ŮɜŭɘŬűŮɟɧɛŬůŰŮ ɜŬ ŭɖɛɘɞɡɟɔɐůɞɡɛŮ Ŭˊɧ Űɖ ɔŮɜɜɐŰɟɘŬ ůɡɜɎɟŰɖůɖ 

ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨɠ ɞɘ ɞˊɞɑɞɘ Ůɝ ɞɟɘůɛɞɨ ůɡɜŭɏɞɡɜ Űɘɠ Ŭɟɢɘəɏɠ ɛŮ Űɘɠ ŰŮɚɘəɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ. Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ, ɞɘ 

ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ , ˊɞɡ ŬɜŬűɏɟŬɛŮ ůŰŬ ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜŬ əŬɘ ˊŮɟɘɏɢɞɡɜ ɛɧɜɞ ˊŬɚɘɏɠ ɐ ɛɧɜɞ ɜɏŮɠ 

ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ əŬɘ ɞɟɛɏɠ, ŭŮɜ ɛˊɞɟɞɨɜ ɜŬ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɖɗɞɨɜ ŬɡŰɞɨůɘŮɠ ɤɠ ɔŮɜɜɐŰɟɘŮɠ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ, ɛˊɞɟɞɨɜ 

ɧɛɤɠ ɜŬ ɛŮŰŬŰɟŬˊɞɨɜ ůŮ ɔŮɜɜɐŰɟɘŮɠ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ əɎɜɞɜŰŬɠ ɢɟɐůɖ Űɖɠ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬɠ ˊɞɡ ɗŬ ŬəɞɚɞɡɗɐůɞɡɛŮ 

ˊŬɟŬəɎŰɤ. ɆŮ ɧɚŬ ˊɞɡ Ŭəɞɚɞɡɗɞɨɜ ɛˊɞɟŮɑ əŬɜŮɑɠ ɜŬ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘŮɑ Űɖɜ Ⱥɝ. (7.9) ɐ Űɖɜ Ⱥɝ. (7.10), ɗŬ 

ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɞɨɛŮ ůŮ ɧɚŮɠ Űɘɠ ˊŮɟɘˊŰɩůŮɘɠ Űɖɜ Ⱥɝ. (7.9). 

 

1. ɄŮɟɑˊŰɤůɖ .  

ɄɟɏˊŮɘ ŰŬ  ɜŬ ŮɑɜŬɘ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŬ ɛŮŰŬɝɨ Űɞɡɠ. 

ɂŮəɘɜɞɨɛŮ Ŭˊɧ Űɖɜ Ⱥɝ. (7.9) ˊɞɡ ɏɢŮɘ Űɖ ɛɞɟűɐ  

 

 

 

ɇɞ ɔŮɔɞɜɧɠ ɧŰɘ ŰŬ  ŮɑɜŬɘ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŬ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ ɞɘ ɎɚɚŮɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ ɛˊɞɟɞɨɜ ɜŬ ŮəűɟŬůŰɞɨɜ ɤɠ 

ˊɟɞɠ ŬɡŰɏɠ, ŭɖɚŬŭɐ 

 

. 

 

Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ ɏɢɞɡɛŮ 

 

   (7.12) 

 

ũɟɎűɞɡɛŮ əŬɘ ŮɜɜɞɞɨɛŮ ɧŰɘ ɏɢɞɡɛŮ Ŭˊɚɐ ŬɜŰɘəŬŰɎůŰŬůɖ ɢɤɟɑɠ ɜŬ 

ˊɟɞůŰŮɗŮɑ əɎˊɞɘɞɠ Ɏɚɚɞɠ ɧɟɞɠ. ɀŮ ŬɡŰɐ Űɖɜ ɏɜɜɞɘŬ ɚɏɛŮ ɧŰɘ ŭŮɜ çŬɚɚɞɘɩɜŮŰŬɘè ɖ ɛɞɟűɐ Űɖɠ , Űɞ ůɤůŰɧŰŮɟɞ 

ŮɑɜŬɘ ɧŰɘ ɏɢŮɘ Űɖɜ ɑŭɘŬ Űɘɛɐ ůŰŬ ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ ůɖɛŮɑŬ. 

ȰɢɞɡɛŮ  

 

. 

 

Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ  

 

   (7.13) 
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ŪɏŰɞɡɛŮ . 

ȼ ŬɜŮɝŬɟŰɖůɑŬ Űɤɜ ŭɘŬűɞɟɘəɩɜ ɞŭɖɔŮɑ ůŰɘɠ ˊŬɟŬəɎŰɤ ůɢɏůŮɘɠ 

 

   (7.14) 

 

ȼ ŰŮɚŮɡŰŬɑŬ Ŭˊɧ ŬɡŰɏɠ Űɘɠ ůɢɏůŮɘɠ ŭɑɜŮɘ Űɖ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɏɜɖ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ. ɄŬɟŬŰɖɟɞɨɛŮ ɧŰɘ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ 

ŬɜŬɔəŬɑɞ Űɞ ŮɜŭɘɎɛŮůɞ ɓɐɛŬ ůŰɖɜ Ⱥɝ. (7.13) Űɖɠ ŬɜŰɘəŬŰɎůŰŬůɖɠ Űɤɜ  əŬɘ ůŰŬ  əŬɘ .  

ɆŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ  ɛˊɞɟɞɨɛŮ əŬŰɎ əɎˊɞɘɞ Űɟɧˊɞ ɜŬ ŰŬɡŰɑůɞɡɛŮ Űɖ ůɡɜɎɟŰɖůɖ  ɛŮ Űɖɜ . ȷˊɧ Űɘɠ 

ůɢɏůŮɘɠ Űɖɠ Ⱥɝ. (7.14) ɛŮ ŭŮŭɞɛɏɜɖ Űɖɜ əŬɘ Ůűɧůɞɜ ɘůɢɨŮɘ ɖ ˊŬɟŬəɎŰɤ Ⱥɝ. (7.17) ɓɟɑůəɞɡɛŮ Űɘɠ 

ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɞɡ əŬɜɞɜɘəɞɨ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨ ɤɠ Ůɝɐɠ: ȿɨɜɞɡɛŮ Űɘɠ  ˊɟɩŰŮɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ ɤɠ ˊɟɞɠ ŰŬ  

ɞˊɧŰŮ ɓɟɑůəɞɡɛŮ Űɞɜ əŬɜɞɜɘəɧ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ . ũɘŬ ɜŬ ɔɑɜŮɘ ŬɡŰɧ ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ 

ɛˊɞɟɞɨɜ ɜŬ ŬɜŰɘůŰɟŬűɞɨɜ ɞɘ ˊɟɩŰŮɠ Ŭˊɧ Űɘɠ Ⱥɝ. (7.14) ɔɘŬ ɜŬ ˊɎɟɞɡɛŮ Űɘɠ . ɆŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ 

ŬɜŰɘəŬɗɘůŰɞɨɛŮ ůŰɘɠ ŭŮɨŰŮɟŮɠ Ŭˊɧ Űɘɠ Ⱥɝ. (7.14) əŬɘ ɓɟɑůəɞɡɛŮ Űɘɠ . Ƀɘ ˊɟɩŰŮɠ Űɤɜ Ⱥɝ. (7.14) 

ŮɑɜŬɘ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ , Ůˊɞɛɏɜɤɠ ɔɘŬ ɜŬ ɛˊɞɟɞɨɜ ɜŬ ŬɜŰɘůŰɟŬűɞɨɜ əŬɘ ɜŬ ŭɩůɞɡɜ ŰŬ 

 ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ɘůɢɨŮɘ ɔɘŬ Űɖɜ ɘŬəɤɓɘŬɜɐ ɞɟɑɕɞɡůŬ Űɞ əɟɘŰɐɟɘɞ, 

 

  .  (7.15) 

 

ɆɖɛŮɘɩɜɞɡɛŮ ɧŰɘ, ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɞɨɛŮ Űɞ ůɨɛɓɞɚɞ  ɔɘŬ ɜŬ ŭɖɚɩůɞɡɛŮ ɛɘŬ ɛɐŰɟŬ əŬɘ ůŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ 

ɞɟɗɞɔɩɜɘŬɠ ɛɐŰɟŬɠ Űɖɜ ŬɜŰɑůŰɞɘɢɖ ɞɟɑɕɞɡůŬ ɛŮ Űɞ ůɨɛɓɞɚɞ  . Ⱥŭɩ ɗŬ ɏɢɞɡɛŮ ŭɘůŭɘɎůŰŬŰŮɠ ˊŮɟɘˊŰɩůŮɘɠ. ɇŬ 

ůŰɞɘɢŮɑŬ Űɞɡɠ ůŰɖ ɔɜɤůŰɐ ŭɘůŭɘɎůŰŬŰɖ ŬˊŮɘəɧɜɘůɖ ůɡɛɓɞɚɑɕɞɜŰŬɘ ɛŮ  ɧˊɞɡ ɞ ñˊɟɩŰɞɠò ŭŮɑəŰɖɠ ˊŬɟɘůŰɎɜŮɘ 

ůŮɘɟɎ əŬɘ ɞ ñŭŮɨŰŮɟɞɠò  ůŰɐɚɖ. ɆŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ Űɖɠ Ⱥɝ. (7.15) ɞ ñˊɎɜɤò ŭŮɑəŰɖɠ ˊŬɟɘůŰɎɜŮɘ ɔɟŬɛɛɐ əŬɘ ɞ 

ñəɎŰɤò ůŰɐɚɖ, ŭɖɚŬŭɐ . ȷɡŰɧ ɗŬ ɘůɢɨŮɘ ůŮ ɧɚŮɠ Űɘɠ ˊŮɟɘˊŰɩůŮɘɠ ˊɞɡ ɗŬ Ŭəɞɚɞɡɗɐůɞɡɜ. Ⱥˊɑůɖɠ 

ɗɡɛɑɕɞɡɛŮ ɧŰɘ ɧŰŬɜ ɏɢɞɡɛŮ ŬɜɩŰŮɟŮɠ ˊŬɟŬɔɩɔɞɡɠ ɏɢɞɡɛŮ Űɞɜ ůɡɛɓɞɚɘůɛɧ . ɄɟɩŰŬ 

ɡˊɞɚɞɔɑɕŮŰŬɘ ɖ ˊŬɟɎɔɤɔɞɠ ɤɠ ˊɟɞɠ  ɛŮŰɎ ɤɠ ˊɟɞɠ  əɞə ɛɏɢɟɘ Űɖɜ ŰŮɚŮɡŰŬɑŬ ɤɠ ˊɟɞɠ . 

ȷɜ ɏɢɞɡɛŮ Űɖɜ Ŭˊɚɐ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ŭɘůŭɘɎůŰŬŰɖɠ ɛɐŰɟŬɠ ɐ ɞɟɑɕɞɡůŬɠ ɛŮ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ 

Ŭɜ ɞɘ ŭŮɨŰŮɟŮɠ ˊŬɟɎɔɤɔɞɘ Űɞɡ Űɨˊɞɡ  

 

 

 

ŮɑɜŬɘ ůŰɞɘɢŮɑŬ ɛɐŰɟŬɠ ɐ ɞɟɑɕɞɡůŬɠ ŰɧŰŮ ŰŬ  ŭɖɚɩɜɞɡɜ Űɘɠ ŬɜŰɑůŰɞɘɢŮɠ ůŮɘɟɏɠ əŬɘ ŰŬ  Űɘɠ ŬɜŰɑůŰɞɘɢŮɠ 

ůŰɐɚŮɠ ůŰɖ ɔɜɤůŰɐ ŬɜŬˊŬɟɎůŰŬůɖ. 

Ƀɘ ˊɟɩŰŮɠ Ŭˊɧ Űɘɠ Ⱥɝ. (7.14) ůŮ ůɡɜŭɡŬůɛɧ ɛŮ Űɖɜ Ⱥɝ. (7.15) ɞŭɖɔɞɨɜ ůŰɖɜ 
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  .  (7.16) 

 

Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ ɖ ůɢɏůɖ ɔɘŬ Űɖɜ ŬɜŰɘůŰɟɞűɐ, ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ɖ (7.15), ɛŬɠ ɚɏŮɘ ɧŰɘ ɔɘŬ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ɛɘŬ ŭŮŭɞɛɏɜɖ 

ůɡɜɎɟŰɖůɖ, ɔŮɜɜɐŰɟɘŬ Űɨˊɞɡ , ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ɘůɢɨŮɘ Űɞ ˊŬɟŬəɎŰɤ əɟɘŰɐɟɘɞ: ȼ ůɢŮŰɘəɐ hessian (ɢŮůɘŬɜɐ) 

ɞɟɑɕɞɡůŬ ɜŬ ɛɖɜ ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ, ŭɖɚŬŭɐ 

 

   (7.17) 

 

ɀˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ŭŮɑɝɞɡɛŮ ɎɛŮůŬ ɧŰɘ ɡˊɎɟɢŮɘ əŬɘ ɞ ŬɜŰɑůŰɟɞűɞɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ. ɄɟɎɔɛŬŰɘ, 

ŬɜŰɘůŰɟɏűɞɜŰŬɠ Űɘɠ ŭŮɨŰŮɟŮɠ Ŭˊɧ Űɘɠ Ⱥɝ. (7.14) ɓɟɑůəɞɡɛŮ ŰŬ . ũɘŬ ɜŬ ɔɑɜŮŰŬɘ ŬɡŰɧ ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ 

ɘůɢɨŮɘ 

 

  .  (7.18) 

 

ɀŮ Űɖ ɓɞɐɗŮɘŬ Űɤɜ ŭŮɨŰŮɟɤɜ Ŭˊɧ Űɘɠ Ⱥɝ. (7.14) ɓɟɑůəɞɡɛŮ ɧŰɘ ŬɡŰɧ ŮɑɜŬɘ ŬɚɐɗŮɘŬ Ŭűɞɨ ɘůɢɨŮɘ ɖ Ⱥɝ. 

(7.17), ɞˊɧŰŮ  

 

   (7.19) 

 

Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ ɘůɢɨŮɘ ɖ Ⱥɝ. (7.18) əŬɘ ɏŰůɘ ɖ ŬɜŰɘůŰɟɞűɐ ɔɑɜŮŰŬɘ. ȷɜŰɘəŬɗɘůŰɩɜŰŬɠ ŰŬ  ůŰɘɠ 

ˊɟɩŰŮɠ ůɢɏůŮɘɠ Űɤɜ Ⱥɝ. (7.14) ɓɟɑůəɞɡɛŮ ŰŬ . ŪŬ ŭɞɨɛŮ ˊŬɟŬəɎŰɤ ɧŰɘ əŬɘ ŬɡŰɧɠ, Ŭűɞɨ ŮɑɜŬɘ 

ɞ ŬɜŰɑůŰɟɞűɞɠ, ŮɑɜŬɘ əŬɜɞɜɘəɧɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ. ȷˊɧ Űɖɜ ŰŮɚŮɡŰŬɑŬ Űɤɜ Ⱥɝ. (7.14) ɓɟɑůəɞɡɛŮ Űɖ ɜɏŬ 

ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ.  

Ʉɟɞůɞɢɐ! ɆŮ ŬɡŰɐ Űɖ ůɢɏůɖ ˊɟɩŰŬ əɎɜɞɡɛŮ Űɖ ɛŮɟɘəɐ ˊŬɟŬɔɩɔɘůɖ Űɖɠ  ɤɠ ˊɟɞɠ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ 

əŬɘ əŬŰɧˊɘɜ ŬɜŰɘəŬɗɘůŰɞɨɛŮ ůŰɖɜ ˊɟɞəɨˊŰɞɡůŬ ůɡɜɎɟŰɖůɖ Űɘɠ ŮəűɟɎůŮɘɠ , ɞˊɧŰŮ 

ɓɟɑůəɞɡɛŮ Űɖ ɜɏŬ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ . ȼ ɜɏŬ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ, ɧŰŬɜ ɡˊɎɟɢŮɘ ɖ ɎɛŮůɖ ŮɝɎɟŰɖůɖ Ŭˊɧ Űɞɜ 

ɢɟɧɜɞ, ŭŮɜ ɓɟɑůəŮŰŬɘ ɛŮ Ŭˊɚɐ ŬɜŰɘəŬŰɎůŰŬůɖ Űɤɜ ɜɏɤɜ ɛŮŰŬɓɚɖŰɩɜ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘ Űɤɜ ˊŬɚɘɩɜ ůŰɖɜ Ŭɟɢɘəɐ 

. 

ɄɟɏˊŮɘ ɜŬ ŰɞɜɘůŰŮɑ ɧŰɘ Ŭɜ ŭŮɜ ɘůɢɨŮɘ ɖ Ⱥɝ. (7.15) əŬɘ Ůˊɞɛɏɜɤɠ əŬɘ ɖ Ⱥɝ. (7.17), ɖ ŭŮŭɞɛɏɜɖ  

ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ɔŮɜɜɐŰɟɘŬ ůɡɜɎɟŰɖůɖ əŬɜɞɜɘəɞɨ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨ. 

ȷɜ ŮɑɜŬɘ ɔɜɤůŰɧɠ ɞ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ŮɚɏɔɝɞɡɛŮ Ŭɜ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɡˊɎɟɢŮɘ ɔŮɜɜɐŰɟɘŬ 

ůɡɜɎɟŰɖůɖ Űɞɡ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨ Űɨˊɞɡ  ɧˊɤɠ űŬɑɜŮŰŬɘ ˊŬɟŬəɎŰɤ. ȺɑŭŬɛŮ ɧŰɘ ɖ  

ɓɟɑůəŮŰŬɘ Ŭˊɧ Űɖ ůɢɏůɖ 

 

 

 

ɧˊɞɡ ɏɢŮɘ ɔɑɜŮɘ ŬɜŰɘəŬŰɎůŰŬůɖ Űɞɡ ɤɠ ůɡɜɎɟŰɖůɖɠ Űɤɜ . ȷɡŰɧ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ɛˊɞɟŮɑ 

ɜŬ ɚɡɗŮɑ ɖ ůɢɏůɖ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨ  ɤɠ ˊɟɞɠ  ɞˊɧŰŮ ɗŬ ɏɢɞɡɛŮ Űɞ . ũɘŬ ɜŬ 

ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɔɑɜŮɘ ŬɡŰɧ ˊɟɏˊŮɘ ɖ ůɢŮŰɘəɐ ɘŬəɤɓɘŬɜɐ ɞɟɑɕɞɡůŬ ɜŬ ɛɖɜ ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ, ŭɖɚŬŭɐ 
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   (7.20) 

 

ȳŰŬɜ ɛŬɠ ŭɑɜŮŰŬɘ ɏɜŬɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ əŬɘ ɞɟɛɩɜ, ɔɘŬ ɜŬ ɡˊɎɟɢŮɘ ɔŮɜɜɐŰɟɘŬ Űɞɡ 

ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨ Űɨˊɞɡ , Űɞ əɟɘŰɐɟɘɞ ŮɑɜŬɘ ɖ ŰŮɚŮɡŰŬɑŬ ůɢɏůɖ (7.20) ɔɘŬ Űɖɜ ɘŬəɤɓɘŬɜɐ. ȷűɞɨ 

ɡˊɎɟɢŮɘ ɔŮɜɜɐŰɟɘŬ ɞ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ ŮɑɜŬɘ əŬɜɞɜɘəɧɠ.  

 

2. ɄŮɟɑˊŰɤůɖ .  

ɇɩɟŬ ˊɟɏˊŮɘ ŰŬ  ɜŬ ŮɑɜŬɘ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŬ ɛŮŰŬɝɨ Űɞɡɠ. ȷɡŰɧ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ ɧɚŬ ɛˊɞɟɞɨɜ ɜŬ ɔɑɜɞɡɜ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ 

Űɤɜ . ŪŬ ŭɞɨɛŮ ɧŰɘ ůŮ ŬɡŰɐ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɖ ɔŮɜɜɐŰɟɘŬ ůɡɜɎɟŰɖůɖ ŭŮɜ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŰŬɡŰɘůŰŮɑ ɛŮ Űɖɜ , 

ɛŮ Űɖɜ ɏɜɜɞɘŬ Űɖɠ Ŭˊɚɐɠ ŬɜŰɘəŬŰɎůŰŬůɖɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɩɜ ɧˊɤɠ əɎɜŬɛŮ ůŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ . ɄɟɏˊŮɘ ɜŬ ŭɞɨɛŮ ˊɩɠ 

ɜŬ ŰɟɞˊɞˊɞɘɐůɞɡɛŮ Űɖɜ Ⱥɝ. (7.9) ɩůŰŮ ůŰɞ ˊɟɩŰɞ ɛɏɚɞɠ ɜŬ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ɛɧɜɞ ŭɘŬűɞɟɘəɎ Űɤɜ  əŬɘ ůŰɞ 

ŭŮɨŰŮɟɞ ɛɏɚɞɠ Űɞ .  

ɂŮəɘɜɞɨɛŮ əŬɘ ˊɎɚɘ Ŭˊɧ Űɖɜ Ⱥɝ. (7.9). Ⱥűɧůɞɜ ŰŬ  ŮɑɜŬɘ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŬ ɗŬ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ɏɢɞɡɛŮ Űɘɠ 

ůɢɏůŮɘɠ 

 

 

 

Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ 

 

   (7.21) 

 

Ƚůɢɨɞɡɜ ɞɘ ůɢɏůŮɘɠ 

 

   (7.22) 

 

Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ ɛŮŰɎ Ŭˊɧ ŬɚɚŬɔɐ Űɞɡ ɞɜɧɛŬŰɞɠ Űɤɜ ŭŮɘəŰɩɜ əŬɘ ɚŬɛɓɎɜɞɜŰŬɠ ɡˊɧɣɖ ɧŰɘ ŰŬ  ŮɑɜŬɘ ɛŮŰŬɝɨ 

Űɞɡɠ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŬ, ɓɟɑůəɞɡɛŮ 

 

   (7.23) 

 

ɀŮŰŬűɏɟɞɡɛŮ Űɞɡɠ ɧɟɞɡɠ 2,3,4 Ŭˊɧ Űɞ ˊɟɩŰɞ ůŰɞ ŭŮɨŰŮɟɞ ɛɏɚɞɠ əŬɘ Ůűɧůɞɜ əŬɘ Űɞ ŮɑɜŬɘ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰɖ 

ɛŮŰŬɓɚɖŰɐ ɏɢɞɡɛŮ 

0.i

j

Q

p

µ
¸

µ

1( , , )F q Q t

2( , , )F q P t

,q P

, ,q P t F

1F

, ,q P t

2d ( , , )F q P t

,q P

( , , ),   ( , , ).i i i ip p q P t Q Q q P t= =

( ) ( )

( ) ( )
1 1

( , , )d d ( , , ) ( , , ), , , ( , , ), d

d , ( , , ), d , , .

n n

i i i i

i i

p q P t q P Q q P t K Q q P t P t H q p q P t t t

F q p q P t t F q P t

= =

è ø- + -ê ú

= =

ä ä

1 1

1 1

d ( , , ) d d d

d ( , , ) d d d .

n n
i i i

i j j

j jj j

n n

j j

j jj j

Q Q Q
Q q P t q P t

q P t

F F F
F q P t q P t

q P t

= =

= =

µ µ µ
= + +

µ µ µ

µ µ µ
= + +

µ µ µ

ä ä

ä ä

,q P

( ) ( )

1 1 1 1 1 1

1

1 1

( ) ( ) ( )
( , , )d d d d

d ( , , ), , , ( , , ), d

d d d .

n n n n n n
j j j j j j

i i i i

i i j i j ji i

n

i i

i

n n

i i

i ii i

P Q P Q P Q
p q P t q q P t

q P t

Q P K Q q P t P t H q p q P t t t

F F F
q P t

q P t

= = = = = =

=

= =

µ µ µ
- - -

µ µ µ

è ø+ + -ê ú

µ µ µ
= + +

µ µ µ

ä ää ää ä

ä

ä ä

t



ȷɜŬɚɡŰɘəɐ ȹɡɜŬɛɘəɐ      216 

   (7.24) 

 

ŪɏŰɞɡɛŮ  

 

  .  (7.25) 

 

ȰɜŮəŬ Űɖɠ ŬɜŮɝŬɟŰɖůɑŬɠ Űɤɜ  əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɘɠ ůɢɏůŮɘɠ 

 

   (7.26) 

 

ȼ ˊŬɟŬˊɎɜɤ ɚŮˊŰɞɛŮɟɐɠ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ ɛŬɠ ɞŭɖɔŮɑ ůŰɞ ɜŬ ŬəɞɚɞɡɗɐůɞɡɛŮ Űɖɜ ˊŬɟŬəɎŰɤ ˊɘɞ 

ŬˊɚɞɡůŰŮɡɛɏɜɖ ˊɞɟŮɑŬ ɔɘŬ ɜŬ ɓɟɞɨɛŮ Űɘɠ Ⱥɝ. (7.26). ȺɜɜɞŮɑŰŬɘ əŬɘ ˊɎɚɘ ɧŰɘ ɧɚŬ ŰŬ ɛŮɔɏɗɖ ŮɑɜŬɘ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ 

Űɤɜ ˊŬɟɧɚɞ ˊɞɡ ˊɞɚɚɏɠ űɞɟɏɠ ŭŮɜ Űɞ ůɖɛŮɘɩɜɞɡɛŮ. ɄɟɞůɗɏŰɞɡɛŮ əŬɘ ůŰŬ ŭɡɞ ɛɏɚɖ Űɖɠ Ⱥɝ. (7.9) Űɞ 

ɞɚɘəɧ ŭɘŬűɞɟɘəɧ  

 

. 

 

ȰŰůɘ ɏɢɞɡɛŮ 

 

. 

 

ŪɏŰɞɡɛŮ  

 

. 

 

ɄɟɞűŬɜɩɠ ŰɩɟŬ ɏɢɞɡɛŮ 

 

 

 

ȷˊɧ ŬɡŰɐ Űɖ ůɢɏůɖ ŬɜŬˊŰɨůůɞɜŰŬɠ Űɞ ɞɚɘəɧ ŭɘŬűɞɟɘəɧ Űɖɠ  əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɖ ůɢɏůɖ 
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Ⱥűɧůɞɜ ŰŬ  ŮɑɜŬɘ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŬ, ɞɘ ˊŬɟŮɜɗɏůŮɘɠ ŮɑɜŬɘ ɖ əŬɗŮɛɘɎ ɑůɖ ɛŮ ɛɖŭɏɜ, ɎɟŬ ɏɢɞɡɛŮ ˊɎɚɘ 

Űɖɜ Ⱥɝ. (7.26). 

ũɘŬ ɜŬ ɓɟɞɨɛŮ Űɘɠ ůɢɏůŮɘɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨ ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ɛˊɞɟɞɨɜ ɜŬ ŬɜŰɘůŰɟŬűɞɨɜ ɞɘ 

ˊɟɩŰŮɠ Űɤɜ Ⱥɝ. (7.26). ũɘô ŬɡŰɧ ˊɟɏˊŮɘ ɖ ɘŬəɤɓɘŬɜɐ ɞɟɑɕɞɡůŬ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ɛɖ ɛɖŭŮɜɘəɐ, ŭɖɚŬŭɐ 

 

   (7.27) 

 

Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ Ŭűɞɨ ɘůɢɨŮɘ  

 

  .  (7.28) 

 

ɔɘŬ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ɔŮɜɜɐŰɟɘŬ əŬɜɞɜɘəɞɨ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨ Űɨˊɞɡ , ɖ ŭŮŭɞɛɏɜɖ ůɡɜɎɟŰɖůɖ, ˊɟɏˊŮɘ 

ɖ ŰŮɚŮɡŰŬɑŬ ɢŮůɘŬɜɐ ɞɟɑɕɞɡůŬ ɛŮ Űɖɜ  ɜŬ ɛɖɜ ŮɑɜŬɘ ɛɖŭŮɜɘəɐ. ȹɖɚŬŭɐ, Űɞ əɟɘŰɐɟɘɞ (7.27) ŭɑɜŮɘ  

 

   (7.29) 

 

ȷɜ ŮɑɜŬɘ ɔɜɤůŰɧɠ ɞ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ŮɚɏɔɝɞɡɛŮ Ŭɜ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɡˊɎɟɢŮɘ ɔŮɜɜɐŰɟɘŬ 

ůɡɜɎɟŰɖůɖ Űɞɡ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨ Űɨˊɞɡ  ɧˊɤɠ űŬɑɜŮŰŬɘ ˊŬɟŬəɎŰɤ.  

ȺɑŭŬɛŮ ɧŰɘ ɖ  ɓɟɑůəŮŰŬɘ Ŭˊɧ Űɖ ůɢɏůɖ 

 

 

 

ɧˊɞɡ ɏɢŮɘ ɔɑɜŮɘ ŬɜŰɘəŬŰɎůŰŬůɖ Űɞɡ ɤɠ ůɡɜɎɟŰɖůɖɠ Űɤɜ . ȷɡŰɧ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ɛˊɞɟŮɑ 

ɜŬ ɚɡɗŮɑ ɖ ůɢɏůɖ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨ  ɤɠ ˊɟɞɠ  ɞˊɧŰŮ ɗŬ ɏɢɞɡɛŮ Űɞ . ũɘŬ ɜŬ 

ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɔɑɜŮɘ ŬɡŰɧ ˊɟɏˊŮɘ ɖ ůɢŮŰɘəɐ ɘŬəɤɓɘŬɜɐ ɞɟɑɕɞɡůŬ ɜŬ ɛɖɜ ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ, ŭɖɚŬŭɐ 

 

 

 

ȷɜ ɛŬɠ ŭɑɜŮŰŬɘ ɞ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ, ŬɡŰɧ ŮɑɜŬɘ Űɞ əɟɘŰɐɟɘɞ ɩůŰŮ ɜŬ ɡˊɎɟɢŮɘ ɔŮɜɜɐŰɟɘŬ ůɡɜɎɟŰɖůɖ Űɨˊɞɡ 

ɔɘŬ ŬɡŰɧɜ, ŬɡŰɧ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ ɞ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ ŮɑɜŬɘ əŬɜɞɜɘəɧɠ. 
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3. ɄŮɟɑˊŰɤůɖ .  

ɇɩɟŬ ɞɘ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ ŮɑɜŬɘ ŰŬ . ɀˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ŬəɞɚɞɡɗɐůɞɡɛŮ Űɖɜ ŬɜŬɚɡŰɘəɐ ɛŮɗɞŭɞɚɞɔɑŬ 

ˊɞɡ ŬəɞɚɞɡɗɐůŬɛŮ ůŰɘɠ ŭɡɞ ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜŮɠ ˊŮɟɘˊŰɩůŮɘɠ. ȳɛɤɠ ɗŬ ˊɟɞŰɘɛɐůɞɡɛŮ Űɖɜ ŬɜɎɚɞɔɖ Űɖɠ ŭŮɨŰŮɟɖɠ 

Ŭˊɚɞˊɞɘɖɛɏɜɖɠ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬɠ ˊɞɡ ŬəɞɚɞɡɗɐůŬɛŮ ůŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ . ŪŬ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɑůɞɡɛŮ Űɖɜ Ⱥɝ. (7.9) ɩůŰŮ 

ůŰɞ ˊɟɩŰɞ ɛɏɚɞɠ ɜŬ ɏɢɞɡɛŮ ŰŬ ŭɘŬűɞɟɘəɎ Űɤɜ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰɤɜ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ɛɎɚɘůŰŬ ůŰɖ ɛɞɟűɐ 

 

  .  (7.30) 

 

ɄɟɞůɗɏŰɞɡɛŮ əŬɘ ůŰŬ ŭɡɞ ɛɏɚɖ Űɖɠ Ⱥɝ. (7.9) Űɞ ɞɚɘəɧ ŭɘŬűɞɟɘəɧ  

 

  .  (7.31) 

 

ȰŰůɘ ɓɟɑůəɞɡɛŮ  

 

  .  (7.32) 

 

ŪɏŰɞɡɛŮ  

 

  .  (7.33) 

 

Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ ɓɟɑůəɞɡɛŮ 

 

   (7.34) 

 

ȷűɞɨ ˊɎɟɞɡɛŮ Űɞ ɞɚɘəɧ ŭɘŬűɞɟɘəɧ Űɖɠ  ɏɢɞɡɛŮ ɛŮŰɎ Ŭˊɧ ŬɜŬŭɘɎŰŬɝɖ Űɤɜ ɧɟɤɜ 

 

   (7.35) 

 

Ⱥűɧůɞɜ ŰŬ  ŮɑɜŬɘ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŬ əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɘɠ ůɢɏůŮɘɠ 

 

   (7.36) 

 

ɇŮɚɘəɩɠ, ɛŮ ɢŮɘɟɘůɛɞɨɠ ɧˊɤɠ ůŰɘɠ ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜŮɠ ˊŮɟɘˊŰɩůŮɘɠ, ɓɟɑůəɞɡɛŮ Űɞɡɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨɠ ˊɞɡ 

ɛŬɠ ɞŭɖɔɞɨɜ ůŰɘɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɏɜŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ əŬɘ Űɖɜ ɏəűɟŬůɖ Űɖɠ ɜɏŬɠ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐɠ.  

ũɘŬ ɜŬ ˊɟɞůŭɘɞɟɑɕŮŰŬɘ ɞ əŬɜɞɜɘəɧɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ Ŭˊɧ Űɘɠ Ⱥɝ. (7.36) ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ŬɜŰɘůŰɟɏűɞɜŰŬɘ ɞɘ ˊɟɩŰŮɠ 

Ŭˊɧ ŬɡŰɏɠ, ɎɟŬ ˊɟɏˊŮɘ ɖ ŬɜŰɑůŰɞɘɢɖ ɘŬəɤɓɘŬɜɐ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ɛɖ ɛɖŭŮɜɘəɐ, ŭɖɚŬŭɐ 
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  .  (7.37) 

 

ȳɛɤɠ Ŭˊɧ ŬɡŰɏɠ Űɘɠ ɑŭɘŮɠ ɏɢɞɡɛŮ 

 

   (7.38) 

 

Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ ɔɘŬ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ɔŮɜɜɐŰɟɘŬ Űɨˊɞɡ , ɖ ŭŮŭɞɛɏɜɖ ůɡɜɎɟŰɖůɖ ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ɘůɢɨŮɘ ɔɘŬ Űɖ 

ůɢŮŰɘəɐ ɢŮůɘŬɜɐ ɖ ůɢɏůɖ 

 

   (7.39) 

 

 ȷɜ ŮɑɜŬɘ ɔɜɤůŰɧɠ ɞ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ŮɚɏɔɝɞɡɛŮ Ŭɜ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɡˊɎɟɢŮɘ ɔŮɜɜɐŰɟɘŬ 

ůɡɜɎɟŰɖůɖ Űɞɡ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨ Űɨˊɞɡ  ɧˊɤɠ űŬɑɜŮŰŬɘ ˊŬɟŬəɎŰɤ.  

ȺɑŭŬɛŮ ɧŰɘ ɖ  ɓɟɑůəŮŰŬɘ Ŭˊɧ Űɖ ůɢɏůɖ  

 

 

 

ɧˊɞɡ ɏɢŮɘ ɔɑɜŮɘ ŬɜŰɘəŬŰɎůŰŬůɖ Űɞɡ ɤɠ ůɡɜɎɟŰɖůɖɠ Űɤɜ . ȷɡŰɧ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ɛˊɞɟŮɑ 

ɜŬ ɚɡɗŮɑ ɖ ůɢɏůɖ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨ  ɤɠ ˊɟɞɠ  ɞˊɧŰŮ ɗŬ ɏɢɞɡɛŮ Űɞ . ũɘŬ ɜŬ 

ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɔɑɜŮɘ ŬɡŰɧ ˊɟɏˊŮɘ ɖ ůɢŮŰɘəɐ ɘŬəɤɓɘŬɜɐ ɞɟɑɕɞɡůŬ ɜŬ ɛɖɜ ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ, ŭɖɚŬŭɐ 

 

 

 

ȷɡŰɧ ŮɑɜŬɘ Űɞ əɟɘŰɐɟɘɞ, ɧŰŬɜ ɛŬɠ ŭɑɜŮŰŬɘ ɞ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ, ɔɘŬ ɜŬ ɡˊɎɟɢŮɘ ɔŮɜɜɐŰɟɘŬ Űɨˊɞɡ 

, ŰɧŰŮ ɞ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ ŮɑɜŬɘ əŬɜɞɜɘəɧɠ. 

 

4. ɄŮɟɑˊŰɤůɖ .  

ɇɩɟŬ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ ŮɑɜŬɘ ŰŬ . ȷəɞɚɞɡɗɞɨɛŮ Űɖɜ Ŭˊɚɐ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ. ɂŮəɘɜɞɨɛŮ Ŭˊɧ Űɖɜ Ⱥɝ.7.9 

əŬɘ ˊɟɞůˊŬɗɞɨɛŮ ɜŬ ɏɢɞɡɛŮ ůŰɞ ˊɟɩŰɞ ɛɏɚɞɠ ɧɟɞɡɠ ɛŮ ŭɘŬűɞɟɘəɎ Űɤɜ  ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ɛɎɚɘůŰŬ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ  

 

  .  (7.40) 

 

ɄɟɞůɗɏŰɞɡɛŮ əŬɘ ůŰŬ ŭɡɞ ɛɏɚɖ Űɖɠ Ⱥɝ. (7.9) Űɞ ɞɚɘəɧ ŭɘŬűɞɟɘəɧ 

 

  .  (7.41) 

 

ȰŰůɘ ɏɢɞɡɛŮ 
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   (7.42) 

 

ŪɏŰɞɡɛŮ  

 

  .  (7.43) 

 

ɃˊɧŰŮ əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɖɜ 

 

   (7.44) 

 

ȷɜŬˊŰɨůůɞɡɛŮ Űɞ ɞɚɘəɧ ŭɘŬűɞɟɘəɧ Űɞɡ ŭŮɡŰɏɟɞɡ ɛɏɚɞɡɠ əŬɘ ɛŮ Űɖɜ ŬɜɎɚɞɔɖ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ ɧˊɤɠ əŬɘ ˊɟɘɜ 

əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɘɠ 

 

   (7.45) 

 

ȷˊɧ ŬɡŰɏɠ ˊɟɞůŭɘɞɟɑɕɞɡɛŮ Űɞɡɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨɠ ˊɞɡ ɛŬɠ ɞŭɖɔɞɨɜ ůŰɘɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɏɜŮɠ 

ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ əŬɘ ůŰɖ ɜɏŬ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ. ȼ ůɢɏůɖ ˊɞɡ ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ɘůɢɨŮɘ ɩůŰŮ ɖ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ɔŮɜɜɐŰɟɘŬ 

əŬɜɞɜɘəɞɨ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨ ˊɟɞəɨˊŰŮɘ Ŭˊɧ Űɖɜ ŬˊŬɑŰɖůɖ ɜŬ ŬɜŰɘůŰɟɏűɞɜŰŬɘ ɞɘ ˊɟɩŰŮɠ Ŭˊɧ Űɘɠ Ⱥɝ. (7.45), 

ɞˊɧŰŮ ˊɟɏˊŮɘ 

 

   (7.46) 

 

ȷˊɧ ŬɡŰɏɠ ɧɛɤɠ ɏɢɞɡɛŮ ɧŰɘ 

 

   (7.47) 

 

ȹɖɚŬŭɐ, Ŭɜ ɛŬɠ ŭɑɜŮŰŬɘ ůɡɜɎɟŰɖůɖ Űɤɜ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ əŬɘ ůɡɕɡɔɩɜ ɞɟɛɩɜ, ɔɘŬ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ŬɡŰɐ ɔŮɜɜɐŰɟɘŬ 

ůɡɜɎɟŰɖůɖ Űɨˊɞɡ , ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ɘůɢɨŮɘ Űɞ əɟɘŰɐɟɘɞ 

 

   (7.48) 

 

ȷɜ ŮɑɜŬɘ ɔɜɤůŰɧɠ ɞ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ŮɚɏɔɝɞɡɛŮ Ŭɜ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɡˊɎɟɢŮɘ ɔŮɜɜɐŰɟɘŬ 

ůɡɜɎɟŰɖůɖ Űɞɡ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨ Űɨˊɞɡ  ɧˊɤɠ űŬɑɜŮŰŬɘ ˊŬɟŬəɎŰɤ.  

ȺɑŭŬɛŮ ɧŰɘ ɖ  ɓɟɑůəŮŰŬɘ Ŭˊɧ Űɖ ůɢɏůɖ 
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ɧˊɞɡ ɏɢŮɘ ɔɑɜŮɘ ŬɜŰɘəŬŰɎůŰŬůɖ Űɞɡ ɤɠ ůɡɜɎɟŰɖůɖɠ Űɤɜ . ȷɡŰɧ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ɛˊɞɟŮɑ 

ɜŬ ɚɡɗŮɑ ɖ ůɢɏůɖ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨ  ɤɠ ˊɟɞɠ  ɞˊɧŰŮ ɗŬ ɏɢɞɡɛŮ Űɞ . ũɘŬ ɜŬ 

ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɔɑɜŮɘ ŬɡŰɧ ˊɟɏˊŮɘ ɖ ůɢŮŰɘəɐ ɘŬəɤɓɘŬɜɐ ɞɟɑɕɞɡůŬ ɜŬ ɛɖɜ ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ, ŭɖɚŬŭɐ 

 

 

 

ȷɡŰɧ ŮɑɜŬɘ Űɞ əɟɘŰɐɟɘɞ ɩůŰŮ ɔɘŬ ŭŮŭɞɛɏɜɞ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ ɜŬ ɡˊɎɟɢŮɘ ɔŮɜɜɐŰɟɘŬ Űɨˊɞɡ , ɞ 

ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ ŮɑɜŬɘ əŬɜɞɜɘəɧɠ. 

ɀˊɞɟŮɑ əɎˊɞɘɞɠ ɜŬ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɑůŮɘ Ŭˊɧ ɛɘŬ ɞˊɞɘŬŭɐˊɞŰŮ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ, Ŭɜ ɡˊɎɟɢŮɘ, ůŮ Ɏɚɚɖ, Ŭɜ ɡˊɎɟɢŮɘ, 

ɛŮ Ŭˊɚɧ ɐ ˊɞɚɚŬˊɚɧ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ Legendre. ũɘŬ ɜŬ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɔɑɜŮɘ ŬɡŰɧ ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ɘůɢɨɞɡɜ əŬŰɎɚɚɖɚŮɠ 

ˊɟɞɦˊɞɗɏůŮɘɠ ɨˊŬɟɝɖɠ Űɞɡ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨ Legendre.  

Ʉɞɚɚɞɑ əŬɜɞɜɘəɞɑ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɑ ŭŮɜ ɛˊɞɟɞɨɜ ɜŬ ŬɜŬɢɗɞɨɜ ůŮ əɎˊɞɘŬ Ŭˊɧ Űɘɠ ˊŬɟŬˊɎɜɤ Ŭˊɚɏɠ 

ɛɞɟűɏɠ ŬɚɚɎ ůŮ əɎˊɞɘŬ ɛɘəŰɐ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɧˊɤɠ ɖ ŮˊɧɛŮɜɖ. ȳɛɤɠ ɔɘŬ əɎɗŮ əŬɜɞɜɘəɧ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ ɡˊɎɟɢŮɘ 

ˊɎɜŰŬ əɎˊɞɘɞɡ Ůɑŭɞɡɠ ɔŮɜɜɐŰɟɘŬ ůɡɜɎɟŰɖůɖ, Ŭˊɚɞɨ ɐ ɛŮɘəŰɞɨ Űɨˊɞɡ. 

 

5. ɀɘŬ ɛɘəŰɐ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ . 

ɀˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ɏɢɞɡɛŮ ɛɘəŰɏɠ ˊŮɟɘˊŰɩůŮɘɠ Űɤɜ ŬɜɤŰɏɟɤ Ŭˊɚɩɜ ɛɞɟűɩɜ ɔŮɜɜɖŰɟɘɩɜ ůɡɜŬɟŰɐůŮɤɜ. ȹɖɚŬŭɐ, 

ɛˊɞɟŮɑ ɛŮɟɘəɏɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ ɜŬ Ŭəɞɚɞɡɗɞɨɜ ɛɘŬ Ŭˊɧ Űɘɠ ŬɜɤŰɏɟɤ ŰɏůůŮɟɘɠ Ŭˊɚɏɠ ɛɞɟűɏɠ əŬɘ ɎɚɚŮɠ Ɏɚɚɖ. ɋɠ 

ˊŬɟɎŭŮɘɔɛŬ Ŭɠ ŭɞɨɛŮ Űɖɜ Ŭəɧɚɞɡɗɖ Ŭˊɚɐ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɧˊɞɡ ɏɢɞɡɛŮ (Ŭɟɢɘəɧ) ɢɩɟɞ Űɤɜ űɎůŮɤɜ ɛŮ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ 

 əŬɘ ŰŮɚɘəɧ ɛŮ .  

ȰůŰɤ ɧŰɘ ɖ ɔŮɜɜɐŰɟɘŬ ůɡɜɎɟŰɖůɖ ŮɑɜŬɘ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ Űɖɠ Ⱥɝ. (7.49), ɛŮ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ ŰŬ 

. 

 

  .  (7.49) 

 

ȷɡŰɐ ŮɑɜŬɘ ɛŮɘəŰɞɨ Űɨˊɞɡ  əŬɘ  əŬɘ ɔɘô ŬɡŰɧ ůɡɛɓɞɚɑɕŮŰŬɘ ɤɠ . ŪŬ ŭɘŬŰɎɝɞɡɛŮ Űɘɠ ŮɛˊɚŮəɧɛŮɜŮɠ 

ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ ůŮ ŭɘɎŰŬɝɖ ˊŬɚɘɩɜ əŬɘ ɜɏɤɜ ɔɟɎűɞɜŰŬɠ Űɖ ɔŮɜɜɐŰɟɘŬ ɤɠ . 

ɂŮəɘɜɞɨɛŮ əŬɘ ˊɎɚɘ ɧˊɤɠ ˊɟɘɜ Ŭˊɧ Űɖɜ Ⱥɝ. (7.9) ɔɘŬ , ŭɖɚŬŭɐ Űɖɜ  

 

  .  (7.50) 

 

ȺűŬɟɛɧɕɞɡɛŮ Űɖɜ Ŭˊɚɐ ɛŮɗɞŭɞɚɞɔɑŬ ɞˊɧŰŮ ɗŬ əŬŰŬɚɐɝɞɡɛŮ ɜŬ ɏɢɞɡɛŮ ůŰɞ ˊɟɩŰɞ ɛɏɟɞɠ ɛɧɜɞ ŭɘŬűɞɟɘəɎ 

Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ 

 

  .  (7.51) 

 

ũɘŬ ɜŬ Űɞ ˊŮŰɨɢɞɡɛŮ ˊɟɞůɗɏŰɞɡɛŮ əŬɘ ůŰŬ ŭɡɞ ɛɏɚɖ Űɖɠ Ⱥɝ. (7.50) Űɞ ɞɚɘəɧ ŭɘŬűɞɟɘəɧ 

 

  .  (7.52) 

 

ȰŰůɘ əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɖ ůɢɏůɖ 
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   (7.53) 

 

ŪɏŰɞɡɛŮ  

 

   (7.54) 

 

ɞˊɧŰŮ ɓɟɑůəɞɡɛŮ Űɖ ůɢɏůɖ 

 

   (7.55) 

 

ũɘŬ ŮɡəɞɚɑŬ ůŰɖ ɔɟŬűɐ ŭŮɜ ɔɟɎűɞɡɛŮ Űɘɠ ŮɝŬɟŰɐůŮɘɠ Űɤɜ Ŭˊɧ Űɘɠ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ. 

ȷɜŬˊŰɨůůɞɡɛŮ Űɞ ɞɚɘəɧ ŭɘŬűɞɟɘəɧ Űɞɡ ŭŮɡŰɏɟɞɡ ɛɏɚɞɡɠ əŬɘ ŰŮɚɘəɩɠ ɛŮ ŬɜɎɚɞɔɖ ɧˊɤɠ ˊɟɘɜ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ 

əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ ˊɞɡ ɗŬ ɛŬɠ ŭɩůɞɡɜ Űɞɜ əŬɜɞɜɘəɧ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ, ŭɖɚŬŭɐ ůŰɘɠ 

 

   (7.56) 

 

ȷɜŰɘůŰɟɏűɞɜŰŬɠ Űɖɜ ˊɟɩŰɖ əŬɘ Űɖɜ ŰɟɑŰɖ (ɛŬɕɑ ɤɠ ůɨůŰɖɛŬ ŮɝɘůɩůŮɤɜ) ɓɟɑůəɞɡɛŮ ŰŬ 

əŬɘ ŬɜŰɘəŬɗɘůŰɩɜŰŬɠ ůŰɘɠ ŭŮɨŰŮɟɖ əŬɘ ŰɏŰŬɟŰɖ ɓɟɑůəɞɡɛŮ ŰŬ 

ŭɖɚŬŭɐ ɓɟɑůəɞɡɛŮ ɧɚŮɠ Űɘɠ ůɢɏůŮɘɠ Űɞɡ əŬɜɞɜɘəɞɨ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨ. ũɘŬ ɜŬ 

ɛˊɞɟɞɨɜ ɜŬ ŬɜŰɘůŰɟŬűɞɨɜ ɖ ˊɟɩŰɖ əŬɘ ɖ ŰɟɑŰɖ ɛŬɕɑ, ɗŮɤɟɞɨɛŮ ɤɠ ŭɘɎŰŬɝɖ Űɤɜ ɛŮŰŬɓɚɖŰɩɜ Űɖ əŬɘ  

ŬɜŰɘůŰɞɑɢɤɠ, ɞˊɧŰŮ ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ɘůɢɨŮɘ ɔɘŬ Űɖɜ ɘŬəɤɓɘŬɜɐ ɞɟɑɕɞɡůŬ  

 

   (7.57) 

 

ɀŮ ɢɟɐůɖ Űɖɠ Ⱥɝ. (7.56) ɓɟɑůəɞɡɛŮ ɧŰɘ ɔɘŬ Űɖ ɢŮůɘŬɜɐ ɞɟɑɕɞɡůŬ ɛŮ Űɖ ɔŮɜɜɐŰɟɘŬ  ɘůɢɨŮɘ 

 

   (7.58) 
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Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ ɔɘŬ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ŭŮŭɞɛɏɜɖ ůɡɜɎɟŰɖůɖ ɔŮɜɜɐŰɟɘŬ Űɨˊɞɡ , ˊɟɏˊŮɘ ɖ ˊŬɟŬəɎŰɤ 

ɢŮůɘŬɜɐ ɞɟɑɕɞɡůŬ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ɛɖ ɛɖŭŮɜɘəɐ, ŭɖɚŬŭɐ 

 

   (7.59) 

 

ȷɠ ŭɞɨɛŮ ŰɩɟŬ Űɘ ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ɘůɢɨŮɘ ɩůŰŮ ŭŮŭɞɛɏɜɞɠ əŬɜɞɜɘəɧɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ ɜŬ ɏɢŮɘ ɔŮɜɜɐŰɟɘŬ 

ůɡɜɎɟŰɖůɖ Űɨˊɞɡ . 

Ƀɘ ůɢɏůŮɘɠ Űɞɡ ŭŮŭɞɛɏɜɞɡ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨ ɗŬ ŮɑɜŬɘ  

 

 

 

ȼ  ɡˊɞɚɞɔɑɕŮŰŬɘ Ŭˊɧ Űɖ ůɢɏůɖ (7.54) Ůˊɞɛɏɜɤɠ ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɚɡɗŮɑ Űɞ 

ůɨůŰɖɛŬ Űɖɠ ŭŮɨŰŮɟɖɠ əŬɘ ŰɟɑŰɖɠ ůɢɏůɖɠ Űɞɡ ŭŮŭɞɛɏɜɞɡ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨ ɤɠ ˊɟɞɠ  ɩůŰŮ ɜŬ 

ɡˊɞɚɞɔɘůŰɞɨɜ ɤɠ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ Űɤɜ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰɤɜ ɛŮŰŬɓɚɖŰɩɜ. ȰɢɞɡɛŮ ɏŰůɘ ŰŬ 

. ȷɜŰɘəŬɗɘůŰɞɨɛŮ ŬɡŰɎ ŰŬ ɛŮɔɏɗɖ ůŰɖɜ ˊɟɩŰɖ əŬɘ ŰɏŰŬɟŰɖ 

ůɢɏůɖ Űɞɡ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨ ɞˊɧŰŮ ɏɢɞɡɛŮ əŬɘ ŰŬ , ɞˊɧŰŮ 

ɧɚŬ ɛˊɞɟɞɨɜ ɜŬ ŮəűɟŬůŰɞɨɜ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɘɠ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ. ũɘŬ ɜŬ ɔɑɜŮŰŬɘ ŬɡŰɧ ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ 

ɔɑɜŮɘ ɖ ɚɨůɖ (ŬɜŰɘůŰɟɞűɐ) Űɖɠ ŭŮɨŰŮɟɖɠ əŬɘ ŰɟɑŰɖɠ ůɢɏůɖɠ ɤɠ ˊɟɞɠ . ȷɡŰɧ ɔɑɜŮŰŬɘ Ŭɜ ɖ ˊŬɟŬəɎŰɤ ůɢŮŰɘəɐ 

ɘŬəɤɓɘŬɜɐ ɞɟɑɕɞɡůŬ ŮɑɜŬɘ ɛɖ ɛɖŭŮɜɘəɐ. ȹɖɚŬŭɐ, ɔɘŬ ŭŮŭɞɛɏɜɞ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ, Űɞ əɟɘŰɐɟɘɞ ɨˊŬɟɝɖɠ 

ɔŮɜɜɐŰɟɘŬɠ Űɨˊɞɡ ŮɑɜŬɘ 

 

 

 

ɇɧŰŮ ŬɡŰɧɠ ŮɑɜŬɘ əŬɜɞɜɘəɧɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ. 

7.1 ȺɨɟŮůɖ ɔŮɜɜɐŰɟɘŬɠ ůɡɜɎɟŰɖůɖɠ Ŭˊɧ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əŬɜɞɜɘəɞɨ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨ 

ȳŰŬɜ ŭɑɜŮŰŬɘ ɏɜŬɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ŭɘɎűɞɟŬ əɟɘŰɐɟɘŬ ˊɞɡ ɛŬɠ ɚɏɜŮ Ŭɜ ŮɑɜŬɘ əŬɜɞɜɘəɧɠ ɐ ɧɢɘ. ȰɜŬ 

əɟɘŰɐɟɘɞ ŮɑɜŬɘ ɖ ɨˊŬɟɝɖ ɔŮɜɜɐŰɟɘŬɠ ůɡɜɎɟŰɖůɖɠ ɧˊɤɠ ŬɜŬɚɨůŬɛŮ ůŰŬ ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜŬ. ɄŬɟŬəɎŰɤ ɗŬ ŭɞɨɛŮ 

əɟɘŰɐɟɘɞ ˊɞɡ ɓŬůɑɕŮŰŬɘ ůŰɞɜ ůɡɛˊɚŮəŰɘəɧ űɞɟɛŬɚɘůɛɧ əŬɘ əɟɘŰɐɟɘŬ ˊɞɡ ůɢŮŰɑɕɞɜŰŬɘ ɛŮ Űɘɠ ŬɔəɨɚŮɠ Űɞɡ 

Poisson. ȰɜŬ Ɏɚɚɞ əɟɘŰɐɟɘɞ ɗŬ ˊɟɞəɨɣŮɘ Ŭˊɧ ŬɡŰɎ ˊɞɡ ɗŬ ŬɜŬˊŰɨɝɞɡɛŮ ůŰɖɜ ˊŬɟɎɔɟŬűɞ 7.2. Ƀɘ ŭɘŬŭɘəŬůɑŮɠ 

ˊɞɡ ˊŮɟɘɔɟɎɣŬɛŮ ɛɏɢɟɘ ŰɩɟŬ ɞŭɖɔɞɨɜ Ŭˊɧ ŭŮŭɞɛɏɜɖ ɔŮɜɜɐŰɟɘŬ ůɡɜɎɟŰɖůɖ ůŮ əŬɜɞɜɘəɞɨɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨɠ. 

ɀˊɞɟɞɨɛŮ ɧɛɤɠ ɜŬ əɎɜɞɡɛŮ əŬɘ Űɞ ŬɜŰɑůŰɟɞűɞ, ŭɖɚŬŭɐ ɜŬ ŭɑɜɞɜŰŬɘ ɞɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨ 

 əŬɘ ɜŬ ɗɏɚɞɡɛŮ ɜŬ ɓɟɞɨɛŮ, Ŭɜ ɡˊɎɟɢŮɘ, Űɖɜ . ȼ ɛɏɗɞŭɞɠ ˊɞɡ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ 

ŬəɞɚɞɡɗɐůɞɡɛŮ ŮɑɜŬɘ ɜŬ ŬɜŰɘůŰɟɏɣɞɡɛŮ əŬŰɎɚɚɖɚŬ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨ əŬɘ ɜŬ ŮəűɟɎůɞɡɛŮ Űɘɠ 
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ɡˊɧɚɞɘˊŮɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘ ŬɡŰɩɜ ˊɞɡ ɗɏɚɞɡɛŮ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ɞɘ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ əŬɘ Űɞɡ ɢɟɧɜɞɡ. ɆŰɖ 

ůɡɜɏɢŮɘŬ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɞɨɛŮ Űɘɠ əŬŰɎɚɚɖɚŮɠ ɔɘŬ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ůɢɏůŮɘɠ ˊɞɡ ůɡɜŭɏɞɡɜ Űɘɠ ɛŮɟɘəɏɠ ˊŬɟŬɔɩɔɞɡɠ 

Űɖɠ  ɛŮ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ Űɞɡ ɢɩɟɞɡ Űɤɜ űɎůŮɤɜ ˊɟɘɜ əŬɘ ɛŮŰɎ Űɞɜ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ. ȷɡŰɏɠ ɛˊɞɟɞɨɛŮ, əŬŰô Ŭɟɢɐ, 

ɜŬ Űɘɠ ɞɚɞəɚɖɟɩůɞɡɛŮ əŬɘ ɜŬ ɓɟɞɨɛŮ Űɖ ɔŮɜɜɐŰɟɘŬ ůɡɜɎɟŰɖůɖ. ūɡůɘəɎ ɖ ɔŮɜɜɐŰɟɘŬ ůɡɜɎɟŰɖůɖ ŮɑɜŬɘ 

ŬˊɟɞůŭɘɧɟɘůŰɖ əŬŰɎ ɛɘŬ ˊɟɞůɗŮŰɘəɐ ŬɡɗŬɑɟŮŰɖ ůɡɜɎɟŰɖůɖ ɛɧɜɞ Űɞɡ ɢɟɧɜɞɡ. ȺɑɜŬɘ ˊɟɞűŬɜɏɠ ɧŰɘ, Ŭűɞɨ 

ɡˊŮɘůɏɟɢɞɜŰŬɘ ɛɧɜɞ ɞɘ ɛŮɟɘəɏɠ ˊŬɟɎɔɤɔɞɘ Űɖɠ ɔŮɜɜɐŰɟɘŬɠ ůɡɜɎɟŰɖůɖɠ ɤɠ ˊɟɞɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ Űɞɡ ɢɩɟɞɡ Űɤɜ 

űɎůŮɤɜ, ɞɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨ ŭŮɜ ŮɝŬɟŰɩɜŰŬɘ Ŭˊɧ ŬɡŰɐ Űɖɜ ˊɟɞůɗŮŰɘəɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ Űɞɡ ɢɟɧɜɞɡ. 

ȷɡŰɧ ŮˊɖɟŮɎɕŮɘ ɛɧɜɞ Űɖ ɛɞɟűɐ Űɖɠ ɜɏŬɠ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐɠ ŬɚɚɎ ŭŮɜ ŮˊɖɟŮɎɕŮɘ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ. ɇɞ ˊɞɘŬ 

ŮɑɜŬɘ ŭɡɜŬŰɧɜ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ɖ ɛɞɟűɐ Űɖɠ  ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ Ŭˊɧ Űɘɠ ŭɡɜŬŰɧŰɖŰŮɠ ŬɜŰɘůŰɟɞűɐɠ ˊɞɡ 

əŬɗɞɟɑɕɞɡɜ ˊɞɘŮɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɚɖűɗɞɨɜ ɤɠ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ. Ⱥűɧůɞɜ ɓɟŮɗŮɑ ɔŮɜɜɐŰɟɘŬ, ɞ 

ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ ŮɑɜŬɘ əŬɜɞɜɘəɧɠ. ȷɜ ɖ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ŭŮɜ ŮɛˊɑˊŰŮɘ ůŮ əŬɛɘɎ Ŭˊɧ Űɘɠ Ŭˊɚɏɠ ˊŮɟɘˊŰɩůŮɘɠ ˊɞɡ 

ŬɜŬűɏɟŬɛŮ, ŰɧŰŮ ŮɑɜŬɘ əɎˊɞɘɞ Ůɑŭɞɠ ɛŮɘəŰɐɠ ˊŮɟɑˊŰɤůɖɠ əŬɘ ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ŬəɞɚɞɡɗɐůɞɡɛŮ ŬɜɎɚɞɔɖ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ 

ɧˊɤɠ ůŰɖɜ ŬɜɤŰɏɟɤ ɛŮɘəŰɐ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ 5 ɔɘŬ ɜŬ ɓɟɞɨɛŮ ɔɘŬ Űɖ ůɡɔəŮəɟɘɛɏɜɖ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ ɛŮ Űɘɠ 

ɛŮɟɘəɏɠ ˊŬɟŬɔɩɔɞɡɠ Űɖɠ . 

ȰůŰɤ ɞ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ 

 

   (7.60) 

 

ɄŬɟɧɚɞ ˊɞɡ ŭŮ ɢɟŮɘɎɕŮŰŬɘ, ůɖɛŮɘɩɜɞɡɛŮ ɧŰɘ ŬɡŰɧɠ ŮɑɜŬɘ əŬɜɞɜɘəɧɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ. ɀˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ Űɞ 

ŭɘŬˊɘůŰɩůɞɡɛŮ ɛŮ ŭɘɎűɞɟɞɡɠ Űɟɧˊɞɡɠ. ȷɠ ŮűŬɟɛɧůɞɡɛŮ Űɞ əɟɘŰɐɟɘɞ Űɤɜ Ŭɔəɡɚɩɜ Poisson ˊɞɡ űŬɑɜŮŰŬɘ ůŰɞ 

ůɢŮŰɘəɧ əŮűɎɚŬɘɞ ˊŬɟŬəɎŰɤ, ɓɟɑůəɞɡɛŮ ɧŰɘ ɘůɢɨŮɘ ɖ Ⱥɝ. (7.61), ˊɞɡ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ ɞ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ ŮɑɜŬɘ 

əŬɜɞɜɘəɧɠ. 

 

  .  (7.61) 

 

Ⱥűɧůɞɜ ɏɢɞɡɛŮ ɛɧɜɞ ŭɡɞ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ ŮɑɜŬɘ ŮɡɜɧɖŰɞ ɧŰɘ ɖ ɔŮɜɜɐŰɟɘŬ ůɡɜɎɟŰɖůɖ ɗŬ ɡˊɎɔŮŰŬɘ ůŮ ɛɘŬ Ŭˊɧ 

Űɘɠ Ŭˊɚɏɠ ˊŮɟɘˊŰɩůŮɘɠ ˊɞɡ ŬɜŬűɏɟŬɛŮ ˊɟɞɖɔɞɡɛɏɜɤɠ, ŭɖɚŬŭɐ Űɘɠ (1) ï(4). ɄɟɎɔɛŬŰɘ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŮűŬɟɛɞůŰŮɑ ɖ 

ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ ɧˊɞɡ  ŭɘɧŰɘ ɖ ˊɟɩŰɖ ůɢɏůɖ Űɞɡ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŬɜŰɘůŰɟŬűŮɑ əŬɘ ɜŬ 

ŭɩůŮɘ Űɞ . ȼ ɔŮɜɘəɐ ůɢɏůɖ ˊɞɡ ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ɘůɢɨŮɘ ɔɘŬ ɜŬ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɔɑɜŮŰŬɘ ŬɜŰɘůŰɟɞűɐ ŮɑɜŬɘ ɧŰɘ ɖ 

ɞɟɑɕɞɡůŬ Űɖɠ ɛɐŰɟŬɠ  ɜŬ ŮɑɜŬɘ ŭɘɎűɞɟɞɠ Űɞɡ ɛɖŭŮɜɧɠ. ȹɖɚŬŭɐ 

 

  .  (7.62) 

 

ɆŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɐ ɛŬɠ ɏɢɞɡɛŮ ɛɧɜɞ ɏɜŬ ůŰɞɘɢŮɑɞ ɛɐŰɟŬɠ əŬɘ ˊɟɎɔɛŬŰɘ ɔŮɜɘəɩɠ ɘůɢɨŮɘ 

 

  .  (7.63) 

 

ȺɝɎɚɚɞɡ űŬɑɜŮŰŬɘ Ŭɛɏůɤɠ ɧŰɘ ɔɑɜŮŰŬɘ ɖ ŬɜŰɘůŰɟɞűɐ Űɖɠ  

 

   (7.64) 

 

əŬɘ ŭɑɜŮɘ 

 

  .  (7.65) 
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ɄɟɞűŬɜɩɠ əŬɘ Űɞ  ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŮəűɟŬůŰŮɑ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘ Űɤɜ . ɄɟɎɔɛŬŰɘ ɏɢɞɡɛŮ 

 

  .  (7.66) 

 

ɄɟɞɢɤɟɞɨɛŮ ůŰɞɜ ˊɟɞůŭɘɞɟɘůɛɧ Űɖɠ . ɉɟɖůɘɛɞˊɞɘɞɨɛŮ Űɘɠ ˊɟɩŰŮɠ ůɢɏůŮɘɠ Űɖɠ Ⱥɝ. (7.14) ůŮ 

ůɡɜŭɡŬůɛɧ ɛŮ Űɘɠ Ⱥɝ. (7.65), (7.66) əŬɘ əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɘɠ 

 

   (7.67) 

 

ɃɚɞəɚɖɟɩɜɞɡɛŮ Űɖɜ ˊɟɩŰɖ Ůɝɑůɤůɖ ɤɠ ˊɟɞɠ , ɗŮɤɟɩɜŰŬɠ ŰŬ  ůŰŬɗŮɟɏɠ ˊŬɟŬɛɏŰɟɞɡɠ ɞˊɧŰŮ 

ɓɟɑůəɞɡɛŮ 

 

   (7.68) 

 

ɧˊɞɡ ɖ  ůɡɜɎɟŰɖůɖ ˊɞɡ ɗŬ ˊɟɞůŭɘɞɟɘůŰŮɑ. ɃɚɞəɚɖɟɩɜɞɡɛŮ Űɖ ŭŮɨŰŮɟɖ Ůɝɑůɤůɖ Ŭˊɧ Űɘɠ Ⱥɝ. 

(7.67) ɤɠ ˊɟɞɠ  ɗŮɤɟɩɜŰŬɠ ŰŬ  ůŰŬɗŮɟɏɠ ˊŬɟŬɛɏŰɟɞɡɠ ɞˊɧŰŮ ɓɟɑůəɞɡɛŮ 

 

  .  (7.69) 

 

ũɘŬ ɜŬ ˊŬɟɘůŰɎɜɞɡɜ Űɖɜ ɑŭɘŬ ůɡɜɎɟŰɖůɖ ɞɘ Ⱥɝ. (7.68) əŬɘ (7.69) ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ɘůɢɨŮɘ.  

 

   (7.70) 

 

ȷɡŰɧ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ Ŭűɞɨ ɖ  ŭŮɜ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ Ŭˊɧ Űɞ , ŬɡŰɐ ŮɑɜŬɘ ůɡɜɎɟŰɖůɖ ɛɧɜɞ Űɞɡ ɢɟɧɜɞɡ,  

 

  . (7.71) 

 

ȯɟŬ 

 

  .  (7.72) 

 

ɇɩɟŬ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ əɎɜɞɡɛŮ Űɞ ŬɜŰɑůŰɟɞűɞ, ŭɖɚŬŭɐ ɜŬ ɝŮəɘɜɐůɞɡɛŮ Ŭˊɧ Űɖ ɔŮɜɜɐŰɟɘŬ Űɖɠ Ⱥɝ. (7.72) əŬɘ 

ɜŬ ŮˊŬɚɖɗŮɨůɞɡɛŮ ɧŰɘ ɓɟɑůəɞɡɛŮ ˊɟɎɔɛŬŰɘ Űɞɜ əŬɜɞɜɘəɧ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ Űɖɠ Ⱥɝ. (7.60). ɄɟɎɔɛŬŰɘ 
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   (7.73) 

 

ȷˊɧ ŬɡŰɏɠ ˊɟɞűŬɜɩɠ ɓɟɑůəɞɡɛŮ Űɘɠ Ⱥɝ. (7.60) 

 

. 

 

ȼ Ɏɚɚɖ ŭɡɜŬŰɧŰɖŰŬ ˊɞɡ ɏɢɞɡɛŮ ŮɑɜŬɘ ɜŬ ŮˊɘɢŮɘɟɐůɞɡɛŮ ɜŬ ɓɟɞɨɛŮ ɔŮɜɜɐŰɟɘŬ ůɡɜɎɟŰɖůɖ Űɨˊɞɡ 

. ũɘŬ ɜŬ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ɏɢɞɡɛŮ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ ŰŬ  ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ əɎɜɞɡɛŮ 

Űɘɠ ůɢŮŰɘəɏɠ ŬɜŰɘůŰɟɞűɏɠ, ɎɟŬ ˊɟɏˊŮɘ 

 

   (7.74) 

 

ȷɡŰɧ ɘůɢɨŮɘ ˊɟɎɔɛŬŰɘ ŭɘɧŰɘ ɏɢɞɡɛŮ 

 

   (7.75) 

 

ȺɨəɞɚŬ űŬɑɜŮŰŬɘ ˊɤɠ ɔɑɜŮŰŬɘ ɖ ŬɜŰɘůŰɟɞűɐ əŬɘ ɓɟɑůəɞɡɛŮ, 

 

   (7.76) 

 

ɀˊɞɟŮɑŰŮ ůŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ ɜŬ ˊɟɞɢɤɟɐůŮŰŮ ɛɧɜɞɘ ůŬɠ əŬɘ ɜŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ . 

ȷəɧɛɖ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ɓɟɞɨɛŮ əŬɘ ɔŮɜɜɐŰɟɘŬ Űɨˊɞɡ . ȷɡŰɧ ɔɑɜŮŰŬɘ ŭɘɧŰɘ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ 

ŬɜŰɘůŰɟɏɣɞɡɛŮ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨ əŬɘ ɜŬ ŮəűɟɎůɞɡɛŮ ŰŬ  ůɡɜŬɟŰɐůŮɘ Űɤɜ . ũɘŬ ɜŬ 

ɔɑɜŮŰŬɘ ŰɏŰɞɘŬ ŬɜŰɘůŰɟɞűɐ ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ɘůɢɨŮɘ 

 

  .  (7.77) 

 

ɆŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɐ ɛŬɠ ˊɟɎɔɛŬŰɘ ɘůɢɨŮɘ, 

 

  .  (7.78) 

 

ȰɢɞɡɛŮ Ŭˊɧ Űɖɜ ŬɜŰɘůŰɟɞűɐ 

 

  .  (7.79) 

 

ɄɟɞɢɤɟɞɨɛŮ ůŰɖɜ ŮɨɟŮůɖ Űɖɠ . ɉɟɖůɘɛɞˊɞɘɞɨɛŮ Űɘɠ ŭɡɞ ŰŮɚŮɡŰŬɑŮɠ Ŭˊɧ Űɘɠ Ⱥɝ. (7.36) ɞˊɧŰŮ 

ɏɢɞɡɛŮ 

 

 

( )

( )

1/ 21

1/ 21

( , , )

( , , )
.

F q Q t
p Q q

q

F q Q t
P Q q t

Q

µ
= = -

µ

µ
=- = - +

µ

2 ,   Q p q P p t= + = +

2( , , )F q P t , ,q P t

( , , )
0.i

j

P q p t

p

µ
¸

µ

1 0.
P

p

µ
= ¸

µ

2,   ( )p P t Q P t q= - = - +

2( , , )F q P t

3( , , )F p Q t

,q P ,p Q

( , , )
0i

j

Q q p t

q

µ
¸

µ

1 0
Q

q

µ
= ¸

µ

2q Q p= -

3( , , )F p Q t



Ⱥ. ȷ. ȹɟɖɠ, Ū. ȼ. ȷɚŮɝɧˊɞɡɚɞɠ      227 

   (7.80) 

 

ɃɚɞəɚɖɟɩɜɞɡɛŮ ɤɠ ˊɟɞɠ  Űɖɜ ˊɟɩŰɖ Ŭˊɧ Űɘɠ Ⱥɝ. (7.80), ɗŮɤɟɩɜŰŬɠ ŰŬ  ůŰŬɗŮɟɏɠ ˊŬɟŬɛɏŰɟɞɡɠ 

əŬɘ Űɖ ŭŮɨŰŮɟɖ ɤɠ ˊɟɞɠ  ɗŮɤɟɩɜŰŬɠ ŰŬ  ůŰŬɗŮɟɏɠ ˊŬɟŬɛɏŰɟɞɡɠ ɞˊɧŰŮ ɓɟɑůəɞɡɛŮ 

 

   (7.81) 

 

ɄɟɞűŬɜɩɠ ɘůɢɨɞɡɜ, 

 

   (7.82) 

 

ȸɟɑůəɞɡɛŮ Ůˊɞɛɏɜɤɠ ɧŰɘ 

 

 
 .  

 

(7.83) 

 

ȾŬɘ ˊɎɚɘ əɎɜɞɜŰŬɠ Űɞ ŬɜŰɑůŰɟɞűɞ ɓɟɑůəɞɡɛŮ Ŭˊɧ Űɖ ɔŮɜɜɐŰɟɘŬ ůɡɜɎɟŰɖůɖ Űɖɠ Ⱥɝ. (7.83) Űɞɜ 

ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ Ŭˊɧ ɧˊɞɡ ɝŮəɘɜɐůŬɛŮ. ɄɟɎɔɛŬŰɘ 

 

   (7.84) 

 

ȯɟŬ  

 

 

 

ȷˊɧ ŮəŮɑ əŬɘ ˊɏɟŬ ɖ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ ŮɑɜŬɘ ɧˊɤɠ ůŰɘɠ ɎɚɚŮɠ ˊŮɟɘˊŰɩůŮɘɠ ˊɞɡ ɛŮɚŮŰɐůŬɛŮ. 

ȼ ɛɧɜɖ Ɏɚɚɖ Ŭˊɚɐ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ˊɞɡ ɗŬ ɛˊɞɟɞɨůŬɛŮ ɜŬ ɏɢɞɡɛŮ ŮɑɜŬɘ ɖ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ . ȳɛɤɠ ŬɡŰɧ 

ŭŮɜ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɔɑɜŮɘ ŭɘɧŰɘ ŭŮɜ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ŮəűɟɎůɞɡɛŮ Űɘɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ ɤɠ ˊɟɞɠ . ɄɟɎɔɛŬŰɘ ɔɘŬ ɜŬ ɔɑɜŮŰŬɘ 

ŬɡŰɧ ɗŬ ˊɟɏˊŮɘ 

 

   (7.85) 

 

ɆŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɐ ɛŬɠ ɏɢɞɡɛŮ 
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  .  (7.86) 

 

ɆɡɜɞɣɑɕɞɜŰŬɠ ŬɜŬűɏɟɞɡɛŮ ɧŰɘ:ȰɜŬ əɟɘŰɐɟɘɞ ɔɘŬ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ɞ ŭŮŭɞɛɏɜɞɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ 

 əŬɜɞɜɘəɧɠ, ŮɑɜŬɘ ɜŬ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ɓɟɞɨɛŮ ůɡɜɎɟŰɖůɖ  ˊɞɡ 

ɔŮɜɜɎ, ɛŮ Űɞɜ ɔɜɤůŰɧ Űɟɧˊɞ, Űɞɜ ŭŮŭɞɛɏɜɞ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ. 

7.2 ȰɜŬ Ɏɚɚɞ əɟɘŰɐɟɘɞ ɔɘŬ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ɏɜŬɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ əŬɜɞɜɘəɧɠ 

ŪŬ ŬɜŬˊŰɨɝɞɡɛŮ ́ŬɟŬəɎŰɤ əŬɘ ɏɜŬ Ɏɚɚɞ əɟɘŰɐɟɘɞ ɔɘŬ ɜŬ ɓɟɑůəɞɡɛŮ Ŭɜ ɏɜŬɠ ŭŮŭɞɛɏɜɞɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ ŮɑɜŬɘ 

əŬɜɞɜɘəɧɠ. ɂŮəɘɜɞɨɛŮ Ŭˊɧ Űɖ ɓŬůɘəɐ Ⱥɝ. (7.9) ɖ ɞˊɞɑŬ ŮɑɜŬɘ  

 

   (7.87) 

 

ȷɠ ɡˊɞɗɏůɞɡɛŮ ɧŰɘ ɞ ɢɟɧɜɞɠ ŮɑɜŬɘ ɛɘŬ ŬɡɗŬɑɟŮŰɖ ůŰŬɗŮɟɐ ˊŬɟɎɛŮŰɟɞɠ, . ȷɡŰɧ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ 

, ɞˊɧŰŮ ɖ Ⱥɝ. (7.87) ɔɑɜŮŰŬɘ 

 

(7.88) 

 

ɐ Ŭˊɚɩɠ  

 

  ůŰŬɗŮɟɧ.  (7.89) 

 

ȷɡŰɧ ɛŬɠ ɞŭɖɔŮɑ ůŰɞ əɟɘŰɐɟɘɞ ˊɞɡ ɚɏŮɘ ɧŰɘ, ɏɜŬɠ əŬɜɞɜɘəɧɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ, ɔɘŬ ɢɟɧɜɞ ŬɡɗŬɑɟŮŰɞ ˊɞɡ 

ɚŬɛɓɎɜŮŰŬɘ ɤɠ ůŰŬɗŮɟɐ ˊŬɟɎɛŮŰɟɞɠ, ɞŭɖɔŮɑ ůŰɞ ɧŰɘ ɖ ŭɘŬűɞɟɎ Űɤɜ ŭɘŬűɞɟɘəɩɜ ŮəűɟɎůŮɤɜ Űɞɡ ˊɟɩŰɞɡ ɛɏɚɞɡɠ 

ŮɑɜŬɘ ɞɚɘəɧ ŭɘŬűɞɟɘəɧ ɔɘŬ ůŰŬɗŮɟɧ ɢɟɧɜɞ, ɛɘŬɠ ůɡɜɎɟŰɖůɖɠ  Űɤɜ  ɛŮŰŬɓɚɖŰɩɜ əŬɘ Űɞɡ ɢɟɧɜɞɡ. ūɡůɘəɎ 

ŮɜɜɞŮɑŰŬɘ ɧŰɘ ɧɚŬ ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ŮəűɟŬůŰɞɨɜ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰɤɜ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ əŬɘ Űɞɡ ɢɟɧɜɞɡ. ɆɨɛűɤɜŬ 

ɛŮ ɧůŬ ŮɑˊŬɛŮ ˊŬɟŬˊɎɜɤ, ŮɑɜŬɘ ůɑɔɞɡɟɞ ɧŰɘ ɔɘŬ əŬɜɞɜɘəɞɨɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨɠ, ůŮ ŬɡŰɏɠ Űɘɠ ŮəűɟɎůŮɘɠ ɛˊɞɟŮɑ 

ɜŬ ŮɑɜŬɘ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ŰŬ  ɐ ŰŬ . Ⱥűɧůɞɜ ɏɢɞɡɛŮ ɞɚɘəɧ ŭɘŬűɞɟɘəɧ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɘɠ 

ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ, ŬɡŰɧ ˊɞɡ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ əɎɜɞɡɛŮ ɔɘŬ ɜŬ ɓɟɞɨɛŮ (ɔɘŬ ˊŬɟɎŭŮɘɔɛŬ) Űɖɜ  

ŮɑɜŬɘ Űɞ Ůɝɐɠ: 

ȺəűɟɎɕɞɡɛŮ ɧɚŬ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘ Űɤɜ , əŬɘ ɗɏŰɞɡɛŮ ɧˊɞɡ ůŰŬɗŮɟɧ, 

 

  .  (7.90) 

 

ůŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ ɞɚɞəɚɖɟɩɜɞɡɛŮ Űɖɜ ɏəűɟŬůɖ Űɞɡ ˊɟɩŰɞɡ ɛɏɚɞɡɠ ůŰɞɜ ɢɩɟɞ Űɤɜ , ɛŮŰŬɝɨ Ůɜɧɠ 

ŬɡɗŬɑɟŮŰɞɡ ůɖɛŮɑɞɡ  əŬɘ Űɞɡ ůɖɛŮɑɞɡ , ŬəɞɚɞɡɗɩɜŰŬɠ ɛɘŬ ɞˊɞɘŬŭɐˊɞŰŮ ŭɘŬŭɟɞɛɐ ɛŮŰŬɝɨ Űɞɡɠ. 

ɄɟɞűŬɜɩɠ ŬəɞɚɞɡɗɞɨɛŮ əɎˊɞɘŬ ˊɞɡ ɛŬɠ ɓɞɚŮɨŮɘ.  

ɆŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ ɗɏŰɞɡɛŮ ɧˊɞɡ  Űɞ . ȷɜ ɏɢɞɡɛŮ əɎɜŮɘ ůɤůŰɎ Űɞɡɠ ɡˊɞɚɞɔɘůɛɞɨɠ əŬɘ Ůűɧůɞɜ ɞ 

ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ ŮɑɜŬɘ əŬɜɞɜɘəɧɠ ɗŬ ɏɢɞɡɛŮ Űɖɜ ɤɠ ɎɗɟɞɘůɛŬ ɛɘŬɠ ɏəűɟŬůɖɠ ˊɞɡ ɗŬ ŮɑɜŬɘ 

ůɡɜɎɟŰɖůɖ ɛɧɜɞ Űɤɜ  əŬɘ ɛɘŬɠ Ɏɚɚɖɠ ɏəűɟŬůɖɠ ˊɞɡ ɗŬ ŮɑɜŬɘ ůɡɜɎɟŰɖůɖ ɛɧɜɞ Űɤɜ ůŰŬɗŮɟɩɜ  əŬɘ 

Űɞɡ ɢɟɧɜɞɡ , 
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ɂŬɜŬŰɞɜɑɕɞɡɛŮ ɧŰɘ, ɔŮɜɘəɩɠ, ŬɡŰɐ ɖ ůɡɜɎɟŰɖůɖ ŭŮɜ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɖɗŮɑ ɧˊɤɠ ŮɑɜŬɘ ɤɠ ɔŮɜɜɐŰɟɘŬ 

ůɡɜɎɟŰɖůɖ, ɛŮ Ŭˊɚɐ ŬɜŰɘəŬŰɎůŰŬůɖ Űɤɜ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ (Ŭɜ ŬɡŰɧ ɛˊɞɟŮɑ űɡůɘəɎ ɜŬ ɔɑɜŮɘ ɛŮ əŬŰɎɚɚɖɚŮɠ 

ŬɜŰɘůŰɟɞűɏɠ Űɤɜ ŮɝɘůɩůŮɤɜ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨ), ɩůŰŮ ɜŬ əŬŰŬɚɐɝŮɘ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ůɡɜɎɟŰɖůɖ Űɞɡ ɢɟɧɜɞɡ əŬɘ  

Ŭɟɢɘəɩɜ əŬɘ  ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɏɜɤɜ ɛŮŰŬɓɚɖŰɩɜ. ȼ ůɡɜɎɟŰɖůɖ ŬɡŰɐ ɛŮ Ŭˊɚɐ əŬŰɎɚɚɖɚɖ ŬɜŰɘəŬŰɎůŰŬůɖ 

ɛŮŰŬɓɚɖŰɩɜ (Ŭɜ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɔɑɜŮɘ ŬɡŰɧ) ɩůŰŮ ɜŬ ɛŮŰŬŰɟŬˊŮɑ ůŮ ůɡɜɎɟŰɖůɖ Űɤɜ , ŭɑɜŮɘ ɛɧɜɞ Űɖ ůɤůŰɐ 

ɔŮɜɜɐŰɟɘŬ Űɨˊɞɡ . ȷɡŰɧ ŬɜŬɛɏɜŮŰŬɘ ŭɘɧŰɘ ɖ ɛɞɟűɐ ˊɞɡ ɝŮəɘɜɐůŬɛŮ ɏɢŮɘ ůŰɞ ˊɟɩŰɞ ɛɏɚɞɠ ŰŬ 

 ɞˊɧŰŮ Ŭɜ ŰŬ  ŮɑɜŬɘ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŬ ŰɧŰŮ ŮɑɛŬůŰŮ ůŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ .  

ũɘŬ Űɘɠ ɎɚɚŮɠ ˊŮɟɘˊŰɩůŮɘɠ ˊɟɏˊŮɘ ɖ ŬɜɤŰɏɟɤ  ɜŬ ŬɚɚɎɝŮɘ ɛɞɟűɐ ɧˊɤɠ ɏɔɘɜŮ ůŰɘɠ Ůɘŭɘəɏɠ ˊŮɟɘˊŰɩůŮɘɠ 

ˊɞɡ ˊŮɟɘɔɟɎɣŬɛŮ ɛŮ ˊɟɞůɗɐəɖ əŬŰɎɚɚɖɚɤɜ ɧɟɤɜ ɞɘ ɞˊɞɑɞɘ, ůɨɛűɤɜŬ ɛŮ Űɖɜ ˊŬɟɞɨůŬ űɘɚɞůɞűɑŬ, ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ 

ɗŮɤɟɖɗɞɨɜ ɤɠ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ Űɤɜ . ȺɑɜŬɘ əŬɚɧ ɜŬ ŭɘŬŰɡˊɩůɞɡɛŮ ŬɡŰɧ Űɞ əɟɘŰɐɟɘɞ ɔɘŬ Űɘɠ Ůɘŭɘəɏɠ 

ˊŮɟɘˊŰɩůŮɘɠ ɔŮɜɜɖŰɟɘɩɜ ůɡɜŬɟŰɐůŮɤɜ ˊɞɡ ŮɝŮŰɎůŬɛŮ ˊŬɟŬˊɎɜɤ, . ȹɑɜɞɡɛŮ Ŭˊɚɩɠ ŰŬ 

ŬˊɞŰŮɚɏůɛŬŰŬ, ŰŬ ɞˊɞɑŬ ɛˊɞɟŮɑ əɎˊɞɘɞɠ ɜŬ ɓɟŮɘ ŮɨəɞɚŬ. ȺɑɜŬɘ ŮɡɜɧɖŰɞ ɧŰɘ ɖ ŮɨɟŮůɖ Űɖɠ ɔŮɜɜɐŰɟɘŬɠ ɔɘŬ Űɖɜ 

əɎɗŮ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ŬəɞɚɞɡɗŮɑ Űɖɜ ŬɜɎɚɞɔɖ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ ˊɞɡ ˊŬɟɞɡůɘɎůŬɛŮ ˊɟɞɖɔɞɡɛɏɜɤɠ ɛŮ ɞɚɞəɚɐɟɤůɖ ůŮ 

ŬɡɗŬɑɟŮŰɞ ŭɟɧɛɞ ůŰɞɜ ŬɜŰɑůŰɞɘɢɞ ɢɩɟɞ,  ɔɘŬ Űɘɠ ŰɏůůŮɟɘɠ ˊŮɟɘˊŰɩůŮɘɠ. 

 

ɄŮɟɑˊŰɤůɖ . 

 

  .  (7.91) 

 

ɄŮɟɑˊŰɤůɖ . 

 

   (7.92) 

 

ɄŮɟɑˊŰɤůɖ . 

 

   (7.93) 

 

ɄŮɟɑˊŰɤůɖ . 

 

   (7.94) 

 

ɀɘŬ ɛŮɘəŰɐ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ . 

 

   (7.95) 

 

ȼ ɔŮɜɘəɐ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ˊɞɡ ˊŮɟɘɚŬɛɓɎɜŮɘ ɧɚŮɠ Űɘɠ ˊŬɟŬˊɎɜɤ ˊŮɟɘˊŰɩůŮɘɠ (ɔŮɜɘəɐ ɛŮɘəŰɐ) ŮɑɜŬɘ ˊɘɞ 

ˊɞɚɨˊɚɞəɖ.  ɇɩɟŬ ɗŬ ŭɞɨɛŮ ůɡɔəŮəɟɘɛɏɜɖ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ. ȷɠ ɝŮəɘɜɐůɞɡɛŮ Ŭˊɧ Űɞɜ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ ˊɞɡ ŮɑŭŬɛŮ 

əŬɘ ůŰŬ ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜŬ 
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  .  (7.96) 

 

ŪŬ ɓɟɞɨɛŮ ůɡɜɎɟŰɖůɖ  ŰɏŰɞɘŬ ˊɞɡ ɜŬ ɘůɢɨŮɘ ɖ Ⱥɝ. (7.90), ŭɖɚŬŭɐ ɖ 

 

  .  (7.97) 

 

ȷɜŰɘəŬɗɘůŰɞɨɛŮ Ŭˊɧ Űɘɠ Ⱥɝ. (7.96) əŬɘ ɏɢɞɡɛŮ 

 

   (7.98) 

 

Ⱥŭɩ ŰŬ ˊɟɎɔɛŬŰŬ ŮɑɜŬɘ ŬˊɚɎ əŬɘ ŭŮɜ ɢɟŮɘɎɕŮŰŬɘ ɖ Ůˊɘɚɞɔɐ əɎˊɞɘŬɠ ŭɘŬŭɟɞɛɐɠ ɔɘŬ Űɖɜ ɞɚɞəɚɐɟɤůɖ 

ɛŮŰŬɝɨ  əŬɘ  ŭɘɧŰɘ ɞ əɎɗŮ ɏɜŬɠ ɧɟɞɠ ɛŮ ŰŬ ŭɘŬűɞɟɘəɎ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ ɛɧɜɞ Ŭˊɧ Űɖ ɛŮŰŬɓɚɖŰɐ Űɞɡ 

ŭɘŬűɞɟɘəɞɨ, ɎɟŬ Űɞ ŬˊɞŰɏɚŮůɛŬ ŮɑɜŬɘ 

 

  .  (7.99) 

 

ɃˊɧŰŮ ɗɏŰɞɜŰŬɠ ɧˊɞɡ  Űɞ  ɏɢɞɡɛŮ ŰŮɚɘəɩɠ 

 

  .  (7.100) 

 

ȷűɞɨ ɡˊɎɟɢŮɘ ɖ  ɞ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ ŮɑɜŬɘ əŬɜɞɜɘəɧɠ. 

ũɘŬ ŭɘŭŬəŰɘəɞɨɠ ɚɧɔɞɡɠ Ŭɠ ŭɘŬɚɏɝɞɡɛŮ Űɖ ŭɘŬŭɟɞɛɐ Ŭˊɧ  ɛɏɢɟɘ  ɛŮ ůŰŬɗŮɟɧ əŬɘ ůŰɖ 

ůɡɜɏɢŮɘŬ Ŭˊɧ  ɛɏɢɟɘ  ɛŮ ůŰŬɗŮɟɧ. ŪŬ ɏɢɞɡɛŮ Ŭˊɧ Űɖɜ Ⱥɝ. (7.98) 

 

   (7.101) 

 

ȸɎɕɞɡɛŮ ɧˊɞɡ  Űɞ  əŬɘ ɏŰůɘ ˊɟɎɔɛŬŰɘ ɓɟɑůəɞɡɛŮ Űɖɜ Ⱥɝ. (7.100). 

ȷɠ ˊɎɟɞɡɛŮ ŰɩɟŬ Űɖɜ Ⱥɝ. (7.100) əŬɘ Ŭɠ ŬɔɜɞɐůɞɡɛŮ Űɞɜ ŰŮɚŮɡŰŬɑɞ ˊɟɞůɗŮŰɏɞ ɔɘŬ ŮɡəɞɚɑŬ. ȰŰůɘ ɏɢɞɡɛŮ 

 

   (7.102) 

 

ȷɜ Ŭˊɧ Űɘɠ ůɢɏůŮɘɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨ Ⱥɝ. (7.96) ŮəűɟɎůɞɡɛŮ ŰŬ  ɤɠ ˊɟɞɠ  əŬɘ 

ŬɜŰɘəŬŰŬůŰɐůɞɡɛŮ ůŰɖɜ Ⱥɝ. (7.102), ɓɟɑůəɞɡɛŮ Űɖɜ ɑŭɘŬ ůɡɜɎɟŰɖůɖ ɛŮ ŬɡŰɐɜ Űɖɠ Ⱥɝ. (7.72), ɢɤɟɑɠ Űɞɜ 

ŰŮɚŮɡŰŬɑɞ ˊɟɞůɗŮŰɏɞ, ŭɖɚŬŭɐ ɓɟɑůəɞɡɛŮ Űɖ ůɤůŰɐ ɔŮɜɜɐŰɟɘŬ ůɡɜɎɟŰɖůɖ Űɨˊɞɡ . 

 

   (7.103) 

 

ȷɠ əɎɜɞɡɛŮ ŰɩɟŬ əɎŰɘ ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ɚɎɜɗŬůɛɏɜɞ. ȷˊɧ Űɘɠ ůɢɏůŮɘɠ Űɞɡ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨ (7.96) ɓɟɑůəɞɡɛŮ 

ŰŬ  əŬɘ əɎɜɞɜŰŬɠ ɛɘŬ Ŭˊɚɐ ŬɜŰɘəŬŰɎůŰŬůɖ ůŰɖɜ Ⱥɝ. (7.102) ŰŮɚɘəɎ ɓɟɑůəɞɡɛŮ 
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  .  (7.104) 

 

ɄŬɟŬŰɖɟɞɨɛŮ ɧŰɘ ɛŮ Ŭˊɚɐ ŬɜŰɘəŬŰɎůŰŬůɖ ŭŮɜ ɓɟɐəŬɛŮ Űɖ ɔŮɜɜɐŰɟɘŬ ůɡɜɎɟŰɖůɖ Űɨˊɞɡ  ˊɞɡ 

ůɨɛűɤɜŬ ɛŮ Űɖɜ Ⱥɝ. (7.83) ŮɑɜŬɘ 

 

   (7.105) 

 

ȷɠ ŬəɞɚɞɡɗɐůɞɡɛŮ ŰɩɟŬ Űɖ ůɤůŰɐ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ əŬɘ ɧˊɤɠ ůŰɖɜ Ⱥɝ. (7.33) Ŭɠ ˊɟɞůɗɏůɞɡɛŮ ůŰŬ ŭɡɞ ɛɏɚɖ 

ůŰɖɜ Ⱥɝ. (7.102) Űɞɜ ɧɟɞ , ˊɞɡ Ůŭɩ ŮɑɜŬɘ Ŭˊɚɩɠ ɞ ɧɟɞɠ  , ŰɧŰŮ ɓɟɑůəɞɡɛŮ 

 

   (7.106) 

 

ȷɜŰɘəŬɗɘůŰɩɜŰŬɠ Űɘɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ ɧˊɤɠ ˊɟɘɜ, ŰɩɟŬ əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ˊɟɎɔɛŬŰɘ ůŰɖ ɔŮɜɜɐŰɟɘŬ Űɨˊɞɡ 

, ŭɖɚŬŭɐ ɓɟɑůəɞɡɛŮ Űɖɜ Ⱥɝ. (7.105), ŭɖɚŬŭɐ Űɖɜ 

 

   (7.107) 

 

ɇɞ ɑŭɘɞ ɓɟɑůəɞɡɛŮ Ŭɜ ůŰɖɜ Ⱥɝ. (7.104) ˊɟɞůɗɏůɞɡɛŮ Űɞɜ ɧɟɞ Ŭɜ ˊɟɩŰŬ ŬɜŰɘəŬŰŬůŰɐůɞɡɛŮ Űɞ  

Ŭűɞɨ Űɞ ŮəűɟɎůɞɡɛŮ ɤɠ ˊɟɞɠ , ŭɖɚŬŭɐ ˊɟɞůɗɏŰɞɡɛŮ Űɞɜ ɧɟɞ 

 

   (7.108) 

 

ɄɟɎɔɛŬŰɘ ɓɟɑůəɞɡɛŮ ˊɎɚɘ Űɖ ůɤůŰɐ Ⱥɝ. (7.107). 

 

7.3 ȷɔəɨɚŮɠ Űɞɡ Poisson 

ȰůŰɤ ɖ ůɡɜɎɟŰɖůɖ , Űɤɜ ɛŮŰŬɓɚɖŰɩɜ əɎˊɞɘɞɡ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɞɨ ɛɖɢŬɜɘəɞɨ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ Űɞ 

ɞˊɞɑɞ ɏɢŮɘ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ . ȷɡŰɏɠ ɞɘ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ (ˊɞůɧŰɖŰŮɠ) ɚɏɔɞɜŰŬɘ ŭɡɜŬɛɘəɏɠ ˊɞůɧŰɖŰŮɠ ɐ 

ŭɡɜŬɛɘəɏɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ ɐ ŭɡɜŬɛɘəɏɠ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ. ȼ ɞɚɘəɐ ˊŬɟɎɔɤɔɞɠ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ Űɖɠ ůɡɜɎɟŰɖůɖɠ ŬɡŰɐɠ 

ŮɑɜŬɘ 

 

  .  (7.109) 

 

 

Ƚůɢɨɞɡɜ ɞɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɞɡ Hamilton 

  

  .  (7.110) 

 

Ƀɘ Ⱥɝ. (7.109) əŬɘ (7.110) ŭɑɜɞɡɜ 
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   (7.111) 

 

ȼ Ŭɔəɨɚɖ  ɚɏɔŮŰŬɘ Ŭɔəɨɚɖ (Űɞɡ) Poisson Űɤɜ  əŬɘ  ɤɠ ˊɟɞɠ Űɘɠ ůɡɕɡɔŮɑɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ 

. ȷɜ ɖ ˊɞůɧŰɖŰŬ  ŮɑɜŬɘ ůŰŬɗŮɟɎ Űɖɠ əɑɜɖůɖɠ ŰɧŰŮ 

 

   (7.112) 

 

ȷɜ ɛɘŬ ˊɞůɧŰɖŰŬ ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ůŰŬɗŮɟɎ Űɖɠ əɑɜɖůɖɠ, ŭŮɜ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ ɎɛŮůŬ Ŭˊɧ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ, ŭɖɚŬŭɐ ŮɑɜŬɘ Űɖɠ 

ɛɞɟűɐɠ , ŰɧŰŮ ɏɢɞɡɛŮ 

 

   (7.113) 

 

ȹɖɚŬŭɐ ɛɘŬ ůŰŬɗŮɟɎ Űɖɠ əɑɜɖůɖɠ, ɖ ɞˊɞɑŬ ŭŮɜ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ ɎɛŮůŬ Ŭˊɧ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ, ɏɢŮɘ Ŭɔəɨɚɖ Poisson ɛŮ 

Űɖ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ ɑůɖ ɛŮ ɛɖŭɏɜ. ũŮɜɘəɧŰŮɟŬ, ɞɟɑɕŮŰŬɘ ɖ Ŭɔəɨɚɖ Poisson ɤɠ ˊɟɞɠ , ɔɘŬ ŭɡɞ ŭɡɜŬɛɘəɏɠ 

ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ  ɖ ˊŬɟɎůŰŬůɖ 

 

   (7.114) 

 

ȺɨəɞɚŬ Ŭˊɧ Űɞɜ ɞɟɘůɛɧ ˊɟɞəɨˊŰŮɘ ɧŰɘ ɘůɢɨɞɡɜ ɞɘ Ůɝɐɠ ůɢɏůŮɘɠ ɔɘŬ Űɘɠ ŬɔəɨɚŮɠ Űɞɡ Poisson, ɧˊɞɡ ɔɘŬ 

ŬˊɚɞɨůŰŮɡůɖ ŭŮɜ ɔɟɎűɞɡɛŮ ɤɠ ŭŮɑəŰŮɠ ŰŬ . 

 

1) ȷɜŰɘůɡɛɛŮŰɟɑŬ, . 

2) ȷɜ ůŰŬɗŮɟɎ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰɖ Ŭˊɧ ŰŬ , ŰɧŰŮ . 

3)  

4) ũɟŬɛɛɘəɧŰɖŰŬ, . 

5) ȾŬɜɧɜŬɠ Űɞɡ ˊɞɚɚŬˊɚŬůɘŬůɛɞɨ,  

6) .  

7)  

8)  

 

ȷˊɧ Űɘɠ (7), (8) ɓɎɕɞɜŰŬɠ ɧˊɞɡ  ŰŬ  əŬɘ ŰŬ , ɓɟɑůəɞɡɛŮ Űɘɠ ɗŮɛŮɚɘɩŭŮɘɠ ůɢɏůŮɘɠ Űɤɜ  

Ŭɔəɡɚɩɜ Űɞɡ Poisson, ŭɖɚŬŭɐ Űɘɠ 
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9)  

10)  

11)  (Űɞ ŭɏɚŰŬ Űɞɡ Kronecker). 

 

ȽůɢɨŮɘ Ůˊɑůɖɠ ɖ ŰŬɡŰɧŰɖŰŬ Űɞɡ Jacobi, ɖ ɞˊɞɑŬ ɚɏŮɘ ɧŰɘ, Ŭɜ  ŮɑɜŬɘ ŰɟŮɘɠ ŭɡɜŬɛɘəɏɠ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ, 

ŰɧŰŮ ɏɢɞɡɛŮ 

 

12) ɇŬɡŰɧŰɖŰŬ Űɞɡ Jacobi,   

 

ȷɡŰɐ ŬˊɞŭŮɘəɜɨŮŰŬɘ ˊɘɞ ŭɨůəɞɚŬ əŬɘ ɖ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ űŬɑɜŮŰŬɘ ůŰɞ ɄŬɟɎɟŰɖɛŬ Ʉ6.  

ŪŬ ŭŮɑɝɞɡɛŮ ɧŰɘ ɘůɢɨŮɘ Űɞ ŪŮɩɟɖɛŬ Űɞɡ Poisson Űɞ ɞˊɞɑɞ ɚɏŮɘ ɧŰɘ, Ŭɜ  əŬɘ  ŮɑɜŬɘ 

ůŰŬɗŮɟɏɠ Űɖɠ əɑɜɖůɖɠ ŰɧŰŮ əŬɘ ɖ Ŭɔəɨɚɖ Poisson  ŮɑɜŬɘ ůŰŬɗŮɟɎ Űɖɠ əɑɜɖůɖɠ, ŭɖɚŬŭɐ 

 

   (7.115) 

 

ȰɢɞɡɛŮ.  

 

   (7.116) 

 

ɉɟɖůɘɛɞˊɞɘɞɨɛŮ Űɖ ůɢɏůɖ (6) əŬɘ Űɖɜ ŰŬɡŰɧŰɖŰŬ Űɞɡ Jacobi əŬɘ əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɘɠ ůɢɏůŮɘɠ 

 

   (7.117) 

 

ɄŬɟŬəɎŰɤ ůŰɞ ȾŮű. 10.4 ɔɘŬ Űɖ ůɡɛˊɚŮəŰɘəɐ ɛɞɟűɐ Űɞɡ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɞɨ űɞɟɛŬɚɘůɛɞɨ, ɗŬ ŭŮɘɢŰŮɑ ɧŰɘ ɞɘ 

ŬɔəɨɚŮɠ Űɞɡ Poisson ŮɑɜŬɘ ŬɜŬɚɚɞɑɤŰŮɠ ůŮ (Ŭˊɚɞɨɠ ) əŬɜɞɜɘəɞɨɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨɠ , ŭɖɚŬŭɐ ɏɢɞɡɜ 

Űɖɜ ɑŭɘŬ Űɘɛɐ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŬ Ŭˊɧ Űɘɠ əŬɜɞɜɘəɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ˊɞɡ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɞɨɜŰŬɘ. ȷɡŰɧ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ ˊɟɎɔɛŬŰɘ 

ŭŮɜ ɢɟŮɘɎɕŮŰŬɘ ɜŬ ɔɟɎűɞɜŰŬɘ ɞɘ ŭŮɑəŰŮɠ  ůŰɘɠ ŬɔəɨɚŮɠ Poisson. Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ɔɟɎűɞɡɛŮ Űɘɠ 

ŬɔəɨɚŮɠ Űɞɡ Poisson ɢɤɟɑɠ ŭŮɑəŰŮɠ. 

 

   (7.118) 

 

ɆɖɛŮɘɩɜɞɡɛŮ ɧŰɘ Ŭɜ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɐůɞɡɛŮ ŭɘŮɡɟɡɛɏɜɞ əŬɜɞɜɘəɧ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ, ɓɚɏˊŮ ůŰɖɜ Ŭɟɢɐ ůŰɞ ȾŮű. 7, 

ŰɧŰŮ ɞɘ ŬɔəɨɚŮɠ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ŬɜŬɚɚɞɑɤŰŮɠ ŬɚɚɎ ˊɞɚɚŬˊɚŬůɘɎɕɞɜŰŬɘ Ůˊɑ Űɞɜ ůɡɜŰŮɚŮůŰɐ  ɞ ɞˊɞɑɞɠ ŭɘŬűɏɟŮɘ Ŭˊɧ 

ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ ůŮ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ. ȷɡŰɐ ŮɑɜŬɘ ɛɘŬ ŬɘŰɑŬ ˊɞɡ ɞɟɑɕɞɡɛŮ ɤɠ əŬɜɞɜɘəɧ Űɞɜ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ ɛŮ 

. ɆŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ ɞɟɑɕɞɡɛŮ Űɘɠ ŬɔəɨɚŮɠ Űɞɡ Lagrange. ȷɠ űŬɜŰŬůŰɞɨɛŮ ůŰɞɜ ɢɩɟɞ Űɤɜ űɎůŮɤɜ ɛɘŬ 

ŭɘůŭɘɎůŰŬŰɖ ŮˊɘűɎɜŮɘŬ ˊɞɡ əŬɗɞɟɑɕŮŰŬɘ Ŭˊɧ ŭɡɞ ˊŬɟŬɛɏŰɟɞɡɠ . ũɘŬ ŬɡŰɐ Űɖɜ ŮˊɘűɎɜŮɘŬ ɗŬ ɏɢɞɡɛŮ 

. ȼ Ŭɔəɨɚɖ Űɞɡ Lagrange ɞɟɑɕŮŰŬɘ Ŭˊɧ Űɖɜ Ⱥɝ. (7.119). 
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  .  (7.119) 

 

ɄɟɞűŬɜɩɠ ɘůɢɨŮɘ ɧŰɘ . 

ȺɨəɞɚŬ ˊɟɞəɨˊŰɞɡɜ ɞɘ ůɢɏůŮɘɠ 

 

Ŭ)   

ɓ)  

ɔ) = Űɞ ŭɏɚŰŬ Űɞɡ Kronecker. 

 

Ƀɘ ŮəűɟɎůŮɘɠ ŬɡŰɏɠ ŮɑɜŬɘ ɞɘ ɗŮɛŮɚɘɩŭŮɘɠ ŬɔəɨɚŮɠ Űɞɡ Lagrange. ȽůɢɨŮɘ ɖ Ůɝɐɠ ůɢɏůɖ ɔɘŬ  ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ 

ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ, , ůŰɞɜ ɢɩɟɞ Űɤɜ űɎůŮɤɜ 

 

  .  (7.120) 

 

ȺɑɜŬɘ ůŬɜ ɞɘ ŬɔəɨɚŮɠ Űɞɡ Poisson ɜŬ ŮɑɜŬɘ Űɞ ŬɜŰɑůŰɟɞűɞ Űɤɜ Ŭɔəɡɚɩɜ Űɞɡ Lagrange. ȽůɢɨŮɘ əŬɘ ɔɘŬ Űɘɠ 

ŬɔəɨɚŮɠ Űɞɡ Lagrange ɧŰɘ ŮɑɜŬɘ ŬɜŬɚɚɞɑɤŰŮɠ ůŮ əŬɜɞɜɘəɞɨɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨɠ ɎɟŬ ŭŮɜ ɢɟŮɘɎɕŮŰŬɘ ɜŬ 

ɔɟɎűɞɜŰŬɘ ɞɘ ŭŮɑəŰŮɠ . ȹɖɚŬŭɐ 

 

  .  (7.121) 

 

ȷɝɑɕŮɘ ɜŬ ˊɞɨɛŮ ɧŰɘ ɔɘŬ Űɖɜ əɓɎɜŰɤůɖ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŬəɞɚɞɡɗɖɗŮɑ ɖ Ůɝɐɠ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ ˊɞɡ ɞűŮɑɚŮŰŬɘ ůŰɞɜ 

Dirac: Ƀɘ əɚŬůɘəɏɠ ŬɔəɨɚŮɠ Poisson ɏɢɞɡɜ Űɘɠ ɔɜɤůŰɏɠ ɘŭɘɧŰɖŰŮɠ, ŬɜŰɘůɡɛɛŮŰɟɑŬ, ɔɟŬɛɛɘəɧŰɖŰŬ, əŬɜɧɜŬ 

ˊɞɚɚŬˊɚŬůɘŬůɛɞɨ əŬɘ ŰŬɡŰɧŰɖŰŬ Űɞɡ Jacobi. ŪŮɤɟɞɨɛŮ Űɘɠ ˊɞůɧŰɖŰŮɠ  ˊɞɡ ɏɢɞɡɜ ŬɜŰɑůŰɞɘɢŮɠ əɚŬůɘəɏɠ 

ˊɞůɧŰɖŰŮɠ  , ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ Űɤɜ əŬɜɞɜɘəɩɜ ɛŮŰŬɓɚɖŰɩɜ . Ƀɘ  ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ŬɚɔŮɓɟɘəɏɠ (ŬɟɘɗɛɖŰɘəɏɠ) 

ˊɞůɧŰɖŰŮɠ. ȹŮɢɧɛŬůŰŮ ɧŰɘ ɔɘô ŬɡŰɏɠ ɘůɢɨɞɡɜ ɞɘ ŬɜɤŰɏɟɤ ɘŭɘɧŰɖŰŮɠ Űɤɜ Ŭɔəɡɚɩɜ Poisson, ɛŮ Űɖ ŭɘŬűɞɟɎ ɧŰɘ 

ŰɩɟŬ ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ŰɖɟŮɑŰŬɘ ɖ ŭɘɎŰŬɝɖ Űɤɜ ɛŮɔŮɗɩɜ ɧˊɤɠ Űɘɠ ɏɢɞɡɛŮ ůɖɛŮɘɩůŮɘ. Ƀ Dirac ŭŮɑɢɜŮɘ ɧŰɘ ɘůɢɨŮɘ 

 

 
 

ɧ́ ɞɡ 

 

 
 

ŮɑɜŬɘ ɞ ɚŮɔɧɛŮɜɞɠ ɛŮŰŬɗɏŰɖɠ Űɤɜ ɛŮɔŮɗɩɜ  əŬɘ ŮɑɜŬɘ ɖ ɚŮɔɧɛŮɜɖ əɓŬɜŰɘəɐ Ŭɔəɨɚɖ Poisson 

Űɤɜ .  

ŪŬ ˊɟɞůŭɘɞɟɑůɞɡɛŮ Űɘɠ əɓŬɜŰɘəɏɠ ůɡɜɗɐəŮɠ, ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ůɡɜɗɐəŮɠ ɛŮŰŬɝɨ Űɤɜ . ɈˊɞɗɏŰɞɡɛŮ ɧŰɘ ŮɑɜŬɘ 

Ůɨɚɞɔɞ ɜŬ ɗŮɤɟɐůɞɡɛŮ ɧŰɘ ɞɘ ŬˊɚɞɨůŰŮɟŮɠ ɛɞɟűɏɠ əɓŬɜŰɘəɩɜ Ŭɔəɡɚɩɜ Poisson (ɗŮɛŮɚɘɩŭŮɘɠ ŬɔəɨɚŮɠ Poisson) 

ɏɢɞɡɜ Űɘɠ ɑŭɘŮɠ Űɘɛɏɠ ɛŮ Űɘɠ ŬɜŰɑůŰɞɘɢŮɠ əɚŬůɘəɏɠ ŬɔəɨɚŮɠ Poisson. Ƀɘ ŬˊɚɞɨůŰŮɟŮɠ ŰɏŰɞɘŮɠ əɚŬůɘəɏɠ ŬɔəɨɚŮɠ 
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ŮɑɜŬɘ ɛŮŰŬɝɨ Űɤɜ əŬɜɞɜɘəɩɜ ɛŮŰŬɓɚɖŰɩɜ .  

Ƚůɢɨɞɡɜ ɞɘ ůɢɏůŮɘɠ  

 

 . 

 

ȰŰůɘ əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɘɠ ɗŮɛŮɚɘɩŭŮɘɠ əɓŬɜŰɘəɏɠ ůɡɜɗɐəŮɠ ɔɘŬ Űɞɡɠ ɛŮŰŬɗɏŰŮɠ, 

 

. 

 

ɄŬɟŬŰɖɟɞɨɛŮ ɧŰɘ ůŮ ŬɜŰɑɗŮůɖ ɛŮ Űɖɜ əɚŬůɘəɐ ūɡůɘəɐ, ůŰɖɜ əɓŬɜŰɘəɐ ūɡůɘəɐ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɛɖɜ ɘůɢɨŮɘ ɖ 

ŮɜŬɚɚŬɔɐ ɛŮŰŬɝɨ ɛŮɔŮɗɩɜ. ȷɡŰɧ ůɢŮŰɑɕŮŰŬɘ ɛŮ Űɖɜ Ŭɟɢɐ Űɖɠ ŬɓŮɓŬɘɧŰɖŰŬɠ. 

ũɘŬ ɧɚŮɠ Űɘɠ ˊŮɟɘˊŰɩůŮɘɠ ˊɞɡ ɡˊɎɟɢŮɘ Űɞ əɚŬůɘəɧ ŬɜɎɚɞɔɞ Ůɜɧɠ əɓŬɜŰɘəɞɨ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ɞɘ ɗŮɛŮɚɘɩŭŮɘɠ 

əɓŬɜŰɘəɏɠ ůɡɜɗɐəŮɠ ŬˊɞŰŮɚɞɨɜ Űɖ ɓɎůɖ ɔɘŬ Űɖɜ ŮɨɟŮůɖ Űɤɜ ɛŮŰŬɗŮŰɩɜ ɛŮŰŬɝɨ Űɤɜ ŭɘŬűɧɟɤɜ ŭɡɜŬɛɘəɩɜ 

ůɡɜŬɟŰɐůŮɤɜ. ɀˊɞɟŮɑ ɜŬ ɢɟŮɘɎɕŮŰŬɘ əɎɗŮ űɞɟɎ əɎˊɞɘŬ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ, ɧˊɤɠ ɖ ůɡɛɛŮŰɟɞˊɞɑɖůɖ Űɖɠ əɚŬůɘəɐɠ 

ɏəűɟŬůɖɠ ɐ ɝŮəɑɜɖɛŬ Ŭˊɧ əŬɟŰŮůɘŬɜɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ əŬɘ ɎɚɚŮɠ ŭɘŬŭɘəŬůɑŮɠ ˊɞɡ ˊŮɟɘɔɟɎűɞɜŰŬɘ ůŮ ŮɘŭɘəɎ 

ůɡɔɔɟɎɛɛŬŰŬ əŬɘ ŭɖɛɞůɘŮɡɛɏɜŮɠ ŮɟɔŬůɑŮɠ. ȷəɧɛɖ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŮɛűŬɜɑɕɞɜŰŬɘ ŰŮɚɘəɩɠ əŬɘ ɧɟɞɘ ɛŮ ŬɜɩŰŮɟŮɠ 

ŭɡɜɎɛŮɘɠ Űɞɡ .  

ɆɖɛŮɘɩɜɞɡɛŮ ɧŰɘ ŭŮɜ ˊŮɟɘɛɏɜɞɡɛŮ ɜŬ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ɛŮŰŬɓɞɨɛŮ ɛŮ Ŭˊɚɧ Űɟɧˊɞ Ŭˊɧ Űɖɜ əɚŬůɘəɐ ůŰɖɜ 

əɓŬɜŰɘəɐ ɗŮɩɟɖůɖ, ɗŬ ɐŰŬɜ ůŬɜ ɜŬ ɚɏɔŬɛŮ ˊɤɠ ɖ əɚŬůɘəɐ űɡůɘəɐ ˊŮɟɘɚŬɛɓɎɜŮɘ ɐ ŮɑɜŬɘ ɘůɞŭɨɜŬɛɖ ɛŮ Űɖɜ 

əɓŬɜŰɘəɐ. ȷɜŰɑɗŮŰŬ, ɖ əɓŬɜŰɘəɐ ˊŮɟɘɚŬɛɓɎɜŮɘ ɤɠ ɧɟɘɞ Űɖɜ əɚŬůɘəɐ, ɧŰŬɜ . ɀˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ˊɞɨɛŮ ɧŰɘ ɞɘ 

ŬɔəɨɚŮɠ Poisson Űɖɠ ȾɚŬůɘəɐɠ ɀɖɢŬɜɘəɐɠ ŬɜŰɘůŰɞɘɢɞɨɜ ůŮ ɛŮŰŬɗɏŰŮɠ Űɖɠ ȾɓŬɜŰɘəɐɠ ūɡůɘəɐɠ (Ŭɟɢɐ Űɖɠ 

ŬɜŰɘůŰɞɘɢɑŬɠ). Ƀɘ ɘŭɘɧŰɖŰŮɠ Űɤɜ Ŭɔəɡɚɩɜ Poisson Űɖɠ ȾɚŬůɘəɐɠ ūɡůɘəɐɠ ɏɢɞɡɜ Űɘɠ ŬɜŰɑůŰɞɘɢɏɠ Űɞɡɠ ůŰɖɜ 

ȾɓŬɜŰɘəɐ ūɡůɘəɐ ɛŮ Űɞɡɠ ɛŮŰŬɗɏŰŮɠ. ɇŬ əɓŬɜŰɘəɎ ɛŮɔɏɗɖ , ŮɑɜŬɘ ɞɘ ɔɜɤůŰɞɑ ɛŬɠ ŰŮɚŮůŰɏɠ Űɖɠ 

ȾɓŬɜŰɞɛɖɢŬɜɘəɐɠ. 

ȷɜ , ŰɧŰŮ əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɞ ɧŰɘ ɧɚŮɠ ɞɘ űɡůɘəɏɠ ˊɞůɧŰɖŰŮɠ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŮɜŬɚɚŬɢŰɞɨɜ, ŭɖɚŬŭɐ 

ɏɢɞɡɛŮ ůŮ ɘůɢɨ ɘŭɘɧŰɖŰŮɠ Űɖɠ ȾɚŬůɘəɐɠ ūɡůɘəɐɠ. ȹŮɜ ɡˊɎɟɢŮɘ ŬɓŮɓŬɘɧŰɖŰŬ ůŰɖɜ əɚŬůɘəɐ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ.  

7.4 ɆɡɛˊɚŮəŰɘəɐ ɛɞɟűɐ Űɞɡ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɞɨ űɞɟɛŬɚɘůɛɞɨ 

Ƀɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɞɡ Hamilton ɛˊɞɟɞɨɜ ɜŬ ɔɟŬűŰɞɨɜ ůŮ ůɡɛˊɚŮəŰɘəɐ ɛɞɟűɐ ɧˊɤɠ űŬɑɜŮŰŬɘ ůŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ. Ƀ ɧɟɞɠ 

ůɡɛˊɚŮəŰɘəɐ ɛɞɟűɐ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ ɞɘ ɗɏůŮɘɠ əŬɘ ɞɘ ůɡɕɡɔŮɑɠ ɞɟɛɏɠ ŮɛˊɚɏəɞɜŰŬɘ əŬɘ ŮɛűŬɜɑɕɞɜŰŬɘ ɤɠ ůɡɜɘůŰɩůŮɠ 

Ůɜɧɠ ŭɘŬɜɨůɛŬŰɞɠ-ůŰɐɚɖɠ. ɄɟɎɔɛŬŰɘ, ůɢɖɛŬŰɑɕɞɡɛŮ ŰŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ-ůŰɐɚŮɠ  əŬɘ , ɛŮ ůɡɜɘůŰɩůŮɠ ŰŬ  

əŬɘ Űɘɠ ˊŬɟŬɔɩɔɞɡɠ Űɖɠ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐɠ ɤɠ ˊɟɞɠ ŰŬ , ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ, ŭɖɚŬŭɐ ɏɢɞɡɛŮ 

 

   (7.122) 

 

Ⱥˊɑůɖɠ ůɢɖɛŬŰɑɕɞɡɛŮ Űɖɜ ŬɜŰɘůɡɛɛŮŰɟɘəɐ ɛɐŰɟŬ (ˊɑɜŬəŬ) , ɛŮ ŭɘŬůŰɎůŮɘɠ , ɧˊɞɡ 

ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɞɨɛŮ Űɖ ɛɐŰɟŬ-ɛɞɜɎŭŬ (ɛɞɜŬŭɘŬɑŬ) , ŭɘŬůŰɎůŮɤɜ . ȰɢɞɡɛŮ Ůˊɞɛɏɜɤɠ 
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(7.123) 

 

ɄɟɞűŬɜɩɠ ɞɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Hamilton ɔɟɎűɞɜŰŬɘ ůŮ ůɡɛˊɚŮəŰɘəɐ ɛɞɟűɐ ɤɠ Ůɝɐɠ 

 

  .  (7.124) 

 

ȼ ɛɐŰɟŬ  ɚɏɔŮŰŬɘ ɖ ɛɐŰɟŬ Űɖɠ ůɡɛˊɚŮəŰɘəɐɠ ŭɞɛɐɠ əŬɘ ɘůɢɨɞɡɜ ɞɘ ůɢɏůŮɘɠ 

 

   (7.125) 

 

ɆɖɛŮɘɩɜɞɡɛŮ Ůŭɩ, ɧŰɘ ɛŮ Űɞ ɑŭɘɞ ůɨɛɓɞɚɞ I  , ˊŬɟɘůŰɎɜɞɡɛŮ Űɘɠ ɛɞɜŬŭɘŬɑŮɠ ɛɐŰɟŮɠ ŭɘɎůŰŬůɖɠ 

.ŪŬ ɓɟɞɨɛŮ Űɖ ůɡɜɗɐəɖ ɩůŰŮ ɏɜŬɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ  

 

  . (7.126) 

 

ɜŬ ŮɑɜŬɘ əŬɜɞɜɘəɧɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ.  

Ƀɘ ůɢɏůŮɘɠ ŬɡŰɏɠ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɔɟŬűŰɞɨɜ ůŰɖ ůɡɛˊɚŮəŰɘəɐ ɛɞɟűɐ 

 

 
  

 

(7.127) 
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Ƚůɢɨɞɡɜ ˊɟɞűŬɜɩɠ ɞɘ ůɢɏůŮɘɠ 

 

   (7.128) 

 

ŪŬ ɓɟɞɨɛŮ Űɖ ɚŮɔɧɛŮɜɖ ůɡɛˊɚŮəŰɘəɐ ůɡɜɗɐəɖ ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ɖ ůɡɜɗɐəɖ ɖ ɞˊɞɑŬ ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ɘůɢɨŮɘ, ɩůŰŮ ɞ 

ŬɜɤŰɏɟɤ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ ɜŬ ŮɑɜŬɘ əŬɜɞɜɘəɧɠ.  

ȼ ɘŬəɤɓɘŬɜɐ  ɛɐŰɟŬ , , Űɞɡ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨ ŮɑɜŬɘ 

 

  .  (7.129) 

 

ɈˊɞɗɏŰɞɡɛŮ ɧŰɘ ŬɡŰɐ ɖ ɛɐŰɟŬ ŮɑɜŬɘ ɞɛŬɚɐ ɞˊɧŰŮ ɞɘ ůɢɏůŮɘɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨ ŬɜŰɘůŰɟɏűɞɜŰŬɘ əŬɘ ŭɑɜɞɡɜ 

Űɘɠ  

 

   (7.130) 

 

ȷˊɧ ŬɡŰɏɠ ɓɟɑůəɞɡɛŮ Űɘɠ ůɢɏůŮɘɠ  

 

 

   (7.131) 

 

ȷɜ  ŮɑɜŬɘ ɖ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ ɛŮ Űɘɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɏɜŮɠ, ɏɢɞɡɛŮ 

 

   (7.132) 

 

Ƚůɢɨɞɡɜ ɞɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɞɡ Hamilton, Ⱥɝ. (7.124) ɞɘ ɞˊɞɑŮɠ ɛŮ Űɖ ɓɞɐɗŮɘŬ Űɤɜ Ⱥɝ. (7.131), (7.132) əŬɘ ɛŮ 

ˊɞɚɚŬˊɚŬůɘŬůɛɧ Ůˊɑ , ŭɑɜɞɡɜ 

 

   (7.133) 

 

ȷɡŰɐ ɖ ůɢɏůɖ ɛŬɠ ɞŭɖɔŮɑ ůŰɘɠ  
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   (7.134) 

 

ȷɜ ɡˊɎɟɢŮɘ ŭɡɜŬɛɘəɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ ŰɏŰɞɘŬ ˊɞɡ ɜŬ ɘůɢɨŮɘ ɖ ůɢɏůɖ 

 

 

(7.135) 

 

ŰɧŰŮ ɖ ŰŮɚŮɡŰŬɑŬ ůɢɏůɖ Űɖɠ Ⱥɝ. (7.134) ɔɟɎűŮŰŬɘ 

 

  .  (7.136) 

 

ȷɡŰɧ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ ɔɘŬ ɜŬ ɘůɢɨɞɡɜ ɞɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɞɡ Hamilton, Ⱥɝ. (7.124), ɛŮ Űɘɠ ɜɏŮɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ, ˊɟɏˊŮɘ 

ůŰɖɜ Ⱥɝ. (7.136) ɜŬ ɏɢɞɡɛŮ ɧŰɘ 

 

  .  (7.137) 

 

ȷɡŰɐ ŮɑɜŬɘ ɖ ůɡɛˊɚŮəŰɘəɐ ůɡɜɗɐəɖ ˊɞɡ ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ɘůɢɨŮɘ ɩůŰŮ ɞ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ Űɖɠ Ⱥɝ. (7.127) ɜŬ 

ŮɑɜŬɘ əŬɜɞɜɘəɧɠ. ɃɟɑɕɞɡɛŮ ɛɘŬ ɜɏŬ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ (əŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ) ůɨɛűɤɜŬ ɛŮ Űɖ ůɢɏůɖ , ŰɧŰŮ ɖ 

Ⱥɝ. (7.136) ŭɑɜŮɘ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɞɡ Hamilton ůŰɖ ɛɞɟűɐ 

 

 

 

ȷɜ ɏɢɞɡɛŮ ŮəŰŮŰŬɛɏɜɞ əŬɜɞɜɘəɧ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ ŰɧŰŮ ŭŮɜ ɘůɢɨŮɘ ɖ ůɡɛˊɚŮəŰɘəɐ ůɡɜɗɐəɖ ŬɚɚɎ ɖ ůɢɏůɖ 

 

  .  (7.138) 

 

ɀɐŰɟŮɠ ɧˊɤɠ ɖ  ˊɞɡ ˊɚɖɟɞɨɜ Űɖ ůɡɛˊɚŮəŰɘəɐ ůɡɜɗɐəɖ Ⱥɝ. (7.137) ɚɏɔɞɜŰŬɘ ůɡɛˊɚŮəŰɘəɏɠ ɛɐŰɟŮɠ. 

ɄɟɏˊŮɘ ŰɩɟŬ ɜŬ ŮɚɏɔɝɞɡɛŮ Ŭɜ, ɧŰŬɜ ɘůɢɨŮɘ ɖ ůɡɛˊɚŮəŰɘəɐ ůɡɜɗɐəɖ, ɡˊɎɟɢŮɘ ůɡɜɎɟŰɖůɖ  ŰɏŰɞɘŬ ˊɞɡ ɜŬ 

ɘůɢɨŮɘ ɖ Ⱥɝ. (7.135).  

ȼ Ⱥɝ. (7.135) ɛŮ Űɖ ɓɞɐɗŮɘŬ Űɖɠ Ⱥɝ. (7.137) ŭɑɜŮɘ  

 

   (7.139) 
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ɇɞ ŬɟɘůŰŮɟɧ ɛɏɚɞɠ Űɖɠ Ⱥɝ. (7.139) ŮɑɜŬɘ ɛɘŬ ůŰɐɚɖ-ŭɘɎɜɡůɛŬ  ɛŮ ůɡɜɘůŰɩůŮɠ 

  

  .  (7.140) 

 

ȺɑɜŬɘ ŮɡɜɧɖŰɞ ɧŰɘ ɔɘŬ əɎɗŮ ɕŮɡɔɎɟɘ ůɡɜɘůŰɤůɩɜ Űɞɡ , ɘůɢɨɞɡɜ ɞɘ ůɢɏůŮɘɠ  

 

   (7.141) 

 

ȳɚŬ ŬɡŰɎ ɛˊɞɟɞɨɛŮ Ŭəɧɛɖ ɜŬ ɘůɢɡɟɘůŰɞɨɛŮ ɧŰɘ ůɡɛɓŬɑɜɞɡɜ, ŭɘɧŰɘ Űɞ ŬɟɘůŰŮɟɧ ɛɏɚɞɠ Űɖɠ Ⱥɝ. (7.139) 

ŮɑɜŬɘ ɖ ɓŬɗɛɑŭŬ (gradient) Űɖɠ ůɡɜɎɟŰɖůɖɠ  ɤɠ ˊɟɞɠ , Ⱥɝ. (7.140), ɞˊɧŰŮ Űɞ ůɢŮŰɘəɧ ɗŮɩɟɖɛŬ ɚɏŮɘ ɧŰɘ ɞ 

ůŰɟɞɓɘɚɘůɛɧɠ (curl ɐ rot) Űɖɠ ɓŬɗɛɑŭŬɠ ɤɠ ˊɟɞɠ ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ. ɇɞ ŰŮɚŮɡŰŬɑɞ ɞŭɖɔŮɑ ůŰɖɜ Ⱥɝ. (7.141) ˊɞɡ 

ŭŮɑɝŬɛŮ ɢɤɟɑɠ ŬɜŬűɞɟɎ ůŰɞ ɗŮɩɟɖɛŬ ŬɡŰɧ. ũɘŬ Űɞ ŭŮɨŰŮɟɞ ɛɏɚɞɠ Űɖɠ Ⱥɝ. (7.139) ɔɟɎűɞɡɛŮ 

 

  .  (7.142) 

 

ɆɨɛűɤɜŬ ɛŮ ŰŬ ŬɜɤŰɏɟɤ ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ɘůɢɨɞɡɜ ɔɘŬ ŬɡŰɧ Űɞ ɖ ŭŮɨŰŮɟŮɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɖɠ Ⱥɝ. (7.141), ŭɖɚŬŭɐ  

 

  .  (7.143) 

 

ɆɨɛűɤɜŬ ɛŮ Űɖɜ Ⱥɝ. (7.142) ɏɢɞɡɛŮ 

 

  .  (7.144) 

 

ȰŰůɘ əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɘɠ ůɢɏůŮɘɠ 

 

   (7.145) 

 

ȼ ŭŮɨŰŮɟɖ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ Ⱥɝ. (7.145) ɔɟɎűŮŰŬɘ 

 

  .  (7.146) 

 

ȷˊɧ Űɖɜ Ⱥɝ. (7.137) ɏɢɞɡɛŮ Űɘɠ ůɢɏůŮɘɠ 
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  .  (7.147) 

 

Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ ɖ Ⱥɝ. (7.146) ɔɑɜŮŰŬɘ 

 

   (7.148) 

 

ȷˊɧ Űɖɜ Ⱥɝ. (7.137) ˊɟɞəɨˊŰŮɘ ɧŰɘ  

 

  .  (7.149) 

 

ɃˊɧŰŮ Ŭűɞɨ ɖ ɛɐŰɟŬ  ŮɑɜŬɘ ɖ ɔɜɤůŰɐ ɛɐŰɟŬ Űɖɠ ůɡɛˊɚŮəŰɘəɐɠ ŭɞɛɐɠ ɛŮ ůɡɜɘůŰɩůŮɠ ůŰŬɗŮɟɞɨɠ 

Ŭɟɘɗɛɞɨɠ (1,-1,0), ˊɟɞűŬɜɩɠ ɘůɢɨŮɘ ɖ ŭŮɨŰŮɟɖ Ŭˊɧ Űɘɠ ůɢɏůŮɘɠ Űɖɠ Ⱥɝ. (7.148), ɎɟŬ ŮɝŬůűŬɚɑɕŮŰŬɘ ɖ ɨˊŬɟɝɖ 

Űɖɠ  əŬɘ ɖ ɘůɢɨɠ Űɖɠ ůɡɛˊɚŮəŰɘəɐɠ ůɢɏůɖɠ Űɖɠ Ⱥɝ. (7.137) ɤɠ ɘəŬɜɐɠ ɔɘŬ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ɞ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ Űɤɜ Ⱥɝ. 

(7.126) əŬɜɞɜɘəɧɠ.  

ȷɜŰɘůŰɟɏűɞɜŰŬɠ Űɖ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ŭɞɨɛŮ ɧŰɘ ɖ ůɡɜɗɐəɖ ŮɑɜŬɘ əŬɘ ŬɜŬɔəŬɑŬ. ȷɜŮɝɎɟŰɖŰŬ Ŭˊɧ 

Űɞ Ŭɜ ŬəɞɚɞɡɗɞɨɛŮ Űɖ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ Űɤɜ ɔŮɜɜɖŰɟɘɩɜ ůɡɜŬɟŰɐůŮɤɜ ɔɘŬ Űɞɡɠ əŬɜɞɜɘəɞɨɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨɠ ɐ Űɖ 

ůɡɛˊɚŮəŰɘəɐ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ, ŬˊɞŭŮɘəɜɨŮŰŬɘ ɧŰɘ ɞɘ əŬɜɞɜɘəɞɑ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɑ ɏɢɞɡɜ Űɘɠ ŬəɧɚɞɡɗŮɠ ɘŭɘɧŰɖŰŮɠ ˊɞɡ 

ɢŬɟŬəŰɖɟɑɕɞɡɜ ɛɘŬ ɞɛɎŭŬ: 

1. Ƀ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ-ɛɞɜɎŭŬ (ɛɞɜŬŭɘŬɑɞɠ) ŮɑɜŬɘ əŬɜɞɜɘəɧɠ. 

2. ȷɜ ɏɜŬɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ ŮɑɜŬɘ əŬɜɞɜɘəɧɠ, ŰɧŰŮ ŮɑɜŬɘ əŬɜɞɜɘəɧɠ əŬɘ ɞ ŬɜŰɑůŰɟɞűɧɠ Űɞɡ. 

3. ȹɡɞ ŭɘŬŭɞɢɘəɞɑ əŬɜɞɜɘəɞɑ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɑ (ɖ ˊɟɎɝɖ Űɞɡ ɔɘɜɞɛɏɜɞɡ ɔɘŬ Űɘɠ ɞɛɎŭŮɠ) 

ɞɟɑɕɞɡɜ ɏɜŬ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ əŬɜɞɜɘəɧɠ. 

4. ȼ ˊɟɎɝɖ Űɞɡ ɔɘɜɞɛɏɜɞɡ ŮɑɜŬɘ ˊɟɞůŮŰŬɘɟɘůŰɘəɐ, .  

7.5 ȷɜŬɚɚɞɑɤŰɞ Űɤɜ Ŭɔəɡɚɩɜ Űɞɡ Poisson ůŮ əŬɜɞɜɘəɞɨɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨɠ ůŰɞɜ 

ůɡɛɚ́ŮəŰɘəɧ űɞɟɛŬɚɘůɛɧ 

ȷˊɧ Űɞɜ ɞɟɘůɛɧ Űɤɜ Ŭɔəɡɚɩɜ Poisson Ⱥɝ. (7.114) ˊɟɞəɨˊŰŮɘ ɧŰɘ, ɖ Ŭɔəɨɚɖ Poisson ɤɠ ˊɟɞɠ Űɘɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ  

ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɔɟŬűŰŮɑ ůŰɖ ɛɞɟűɐ  

 

   (7.150) 

 

Ƀɘ ɗŮɛŮɚɘɩŭŮɘɠ ŬɔəɨɚŮɠ Űɞɡ Poisson, ŭɖɚŬŭɐ ɞɘ ůɢɏůŮɘɠ (9), (10) əŬɘ (11) ůŰɞ ȺŭɎűɘɞ 7.2 ɔɟɎűɞɜŰŬɘ 

 

  .  (7.151) 

 

ȰůŰɤ ɞɘ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɏɜŮɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ  ˊɞɡ ůŰɖ ůɡɛˊɚŮəŰɘəɐ ɛɞɟűɐ ˊŬɟɘůŰɎɜɞɜŰŬɘ ɛŮ Űɞ . 

ɄɟɞűŬɜɩɠ Ŭɜ ɗɏůɞɡɛŮ ɧˊɞɡ  ɛɘŬ ůɡɜɘůŰɩůŬ Űɞɡ  əŬɘ ɧˊɞɡ  Ůˊɑůɖɠ ɛɘŬ ůɡɜɘůŰɩůŬ Űɞɡ , ɗŬ ɏɢɞɡɛŮ 

ůɨɛűɤɜŬ ɛŮ Űɖɜ Ⱥɝ. (7.150) ɔɘŬ əɎɗŮ ɕŮɨɔɞɠ  ůɡɜɘůŰɤůɩɜ Űɖ ůɢɏůɖ 

 

   (7.152) 

 

ȷɡŰɐ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɔɟŬűŰŮɑ ˊɘɞ ůɡɜɞˊŰɘəɎ ɤɠ 
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   (7.153) 

 

Ƀɘ ɛŮɟɘəɏɠ ˊŬɟɎɔɤɔɞɘ ůŰɞ ŭŮɨŰŮɟɞ ɛɏɚɞɠ ɞɟɑɕɞɡɜ Űɖɜ ɘŬəɤɓɘŬɜɐ ɛɐŰɟŬ Űɞɡ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨ, , Ⱥɝ. 

(7.129), Ůˊɞɛɏɜɤɠ ɖ Ⱥɝ. (7.153) ɔɑɜŮŰŬɘ 

 

  .  (7.154) 

 

ȷűɞɨ ɞ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ ŮɑɜŬɘ əŬɜɞɜɘəɧɠ, ɘůɢɨŮɘ ɖ ůɡɛˊɚŮəŰɘəɐ ůɡɜɗɐəɖ,  ɞˊɧŰŮ  

 

  .  (7.155) 

 

ȷɜŰɘůŰɟɧűɤɠ, Ŭɜ ɘůɢɨŮɘ ɖ Ⱥɝ. (7.155) ŰɧŰŮ ɞ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ ŮɑɜŬɘ əŬɜɞɜɘəɧɠ. 

Ƀɘ Ⱥɝ. (7.151), (7.155) ŮɑɜŬɘ ɞɘ ɗŮɛŮɚɘɩŭŮɘɠ ŬɔəɨɚŮɠ Poisson, ůɢɏůŮɘɠ (9), (10) əŬɘ (11), ůŮ ůɡɛˊɚŮəŰɘəɐ 

ɛɞɟűɐ. ɄɟɞűŬɜɩɠ Ŭˊɧ Űɖɜ Ⱥɝ. (7.151) ɏɢɞɡɛŮ  

 

  .  (7.156) 

 

ȷɡŰɧ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ ɞɘ ɗŮɛŮɚɘɩŭŮɘɠ ŬɔəɨɚŮɠ Poisson ɏɢɞɡɜ Űɖɜ ɑŭɘŬ Űɘɛɐ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŬ Ŭˊɧ Űɘɠ əŬɜɞɜɘəɏɠ 

ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɘɠ ɞˊɞɑŮɠ ɡˊɞɚɞɔɑůŰɖəŬɜ. ȹɖɚŬŭɐ ɞɘ ɗŮɛŮɚɘɩŭŮɘɠ ŬɔəɨɚŮɠ Poisson ŮɑɜŬɘ ŬɜŬɚɚɞɑɤŰŮɠ 

ůŮ əŬɜɞɜɘəɞɨɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨɠ.  

Ƀɘ ŬɜŬɔəŬɑŮɠ əŬɘ ɘəŬɜɏɠ ůɡɜɗɐəŮɠ (7.155) əŬɘ (7.156) ɔɘŬ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ɏɜŬɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ əŬɜɞɜɘəɧɠ 

ɛˊɞɟɞɨɜ ɜŬ ɔɟŬűŰɞɨɜ ɤɠ 

 

   (7.157) 

 

ȺɑŭŬɛŮ Ŭˊɧ Űɖɜ Ⱥɝ. (7.154) ɧŰɘ Űɞ ŬɜŬɚɚɞɑɤŰɞ ŮɑɜŬɘ ɛɘŬ ŬɜŬɔəŬɑŬ əŬɘ ɘəŬɜɐ ůɡɜɗɐəɖ ɔɘŬ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ɖ ɛɐŰɟŬ 

ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨ  ůɡɛˊɚŮəŰɘəɐ (ŭɖɚŬŭɐ ɔɘŬ ŬɡŰɐɜ ɘůɢɨŮɘ ɖ ůɡɛˊɚŮəŰɘəɐ ůɡɜɗɐəɖ ). 

Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ, Űɞ ŬɜŬɚɚɞɑɤŰɞ Űɤɜ ɗŮɛŮɚɘɤŭɩɜ Ŭɔəɡɚɩɜ Űɞɡ Poisson ŮɑɜŬɘ ŰŮɚŮɑɤɠ ɘůɞŭɨɜŬɛɞ ɛŮ Űɖ ůɡɛˊɚŮəŰɘəɐ 

ůɡɜɗɐəɖ ɔɘŬ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ɏɜŬɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ Űɞɡ ɢɩɟɞɡ Űɤɜ űɎůŮɤɜ əŬɜɞɜɘəɧɠ. ŪŬ ŭŮɑɝɞɡɛŮ 

ɧŰɘ əɎɗŮ Ŭɔəɨɚɖ Poisson ŮɑɜŬɘ ŬɜŬɚɚɞɑɤŰɖ ůŮ əŬɜɞɜɘəɞɨɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨɠ. ɄɟɎɔɛŬŰɘ, ɔɘŬ əŬɜɞɜɘəɧ 

ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ , ɏɢɞɡɛŮ Űɘɠ ůɢɏůŮɘɠ  

 

  .  (7.158) 

 

Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ ɞɘ ŬɔəɨɚŮɠ Poisson Űɖɠ Ⱥɝ. (7.150) ɔɑɜɞɜŰŬɘ 

 

   (7.159) 

 

ȷűɞɨ ɞ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ ŮɑɜŬɘ əŬɜɞɜɘəɧɠ ɘůɢɨŮɘ ɖ ůɡɛˊɚŮəŰɘəɐ ůɡɜɗɐəɖ ɎɟŬ 
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   (7.160) 

 

Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ ɞɘ ŬɔəɨɚŮɠ Poisson ŮɑɜŬɘ ŬɜŬɚɚɞɑɤŰŮɠ ůŮ əŬɜɞɜɘəɞɨɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨɠ, ŭɖɚŬŭɐ ŮɑɜŬɘ 

əŬɜɞɜɘəɏɠ ŬɜŬɚɚɞɑɤŰŮɠ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ. Ȱɢɞɡɜ Űɖɜ ɑŭɘŬ Űɘɛɐ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŬ Ŭˊɧ Űɘɠ əŬɜɞɜɘəɏɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ ɤɠ ˊɟɞɠ 

Űɘɠ ɞˊɞɑŮɠ ɡˊɞɚɞɔɑɕɞɜŰŬɘ əŬɘ ŭŮɜ ɢɟŮɘɎɕŮŰŬɘ ůŰɞɜ ůɡɛɓɞɚɘůɛɧ Űɤɜ Ŭɔəɡɚɩɜ ɜŬ ŭɖɚɩɜɞɜŰŬɘ ůɡɔəŮəɟɘɛɏɜŮɠ 

əŬɜɞɜɘəɏɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ.  

ȺɑɜŬɘ ŮɡɜɧɖŰɞ Ŭˊɧ ŰŬ ˊŬɟŬˊɎɜɤ ɧŰɘ ŬɜŬűŮɟɧɛŬůŰŮ ůŮ (Ŭˊɚɞɨɠ) əŬɜɞɜɘəɞɨɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨɠ əŬɘ ɧɢɘ 

ůŮ ŮəŰŮŰŬɛɏɜɞɡɠ əŬɜɞɜɘəɞɨɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨɠ. ɆŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ Űɤɜ ŮəŰŮŰŬɛɏɜɤɜ əŬɜɞɜɘəɩɜ 

ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɩɜ ɞɘ ŬɔəɨɚŮɠ Poisson ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ŬɜŬɚɚɞɑɤŰŮɠ ŬɚɚɎ ˊɞɚɚŬˊɚŬůɘɎɕɞɜŰŬɘ Ůˊɑ  əŬŰɎ Űɞɜ 

ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ, ɎɟŬ ŭɘŬűɏɟɞɡɜ Ŭˊɧ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ ůŮ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ. ɆŮ ŬɡŰɐ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɖ Ⱥɝ. 

(7.155) əŬɘ ɖ Ⱥɝ. (7.160) ɔɑɜɞɜŰŬɘ 

 

   (7.161) 

 

ȹɖɚŬŭɐ ɞɘ Űɘɛɏɠ Űɤɜ Ŭɔəɡɚɩɜ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ɞɘ ɑŭɘŮɠ. 

7.6 ȷɜŬɚɚɞɑɤŰŬ ɞɚɞəɚɖɟɩɛŬŰŬ Űɞɡ Poincare 

ɈˊɎɟɢŮɘ ɛɘŬ ůŮɘɟɎ Ŭˊɧ ɞɚɞəɚɖɟɩɛŬŰŬ ůŰɞɜ ɢɩɟɞ Űɤɜ űɎůŮɤɜ, ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ əŬɜɞɜɘəɎ ŬɜŬɚɚɞɑɤŰŬ. ȰɜŬɠ 

əŬɜɞɜɘəɧɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ  ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɑɕŮɘ ɏɜŬ ɢɩɟɞ Űɤɜ űɎůŮɤɜ ɛŮ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ  ůŮ 

ɢɩɟɞ Űɤɜ űɎůŮɤɜ ɛŮ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ .  

ȰůŰɤ Űɞ ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ Űɖɠ Ⱥɝ. (7.162) ůŮ ɏɜŬ ɢɤɟɑɞ , ůŰɞɜ Ŭɟɢɘəɧ ɢɩɟɞ Űɤɜ űɎůŮɤɜ, ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ɏɜŬ 

Ůɑŭɞɠ ɡˊŮɟŮˊɘűɎɜŮɘŬɠ ɛŮ ŭɘŬůŰɎůŮɘɠ . ɇɞ ˊɚɐɗɞɠ Űɤɜ ŭɘŬůŰɎůŮɤɜ ŮɑɜŬɘ ŬɡŰɧ Űɞɡ ɢɩɟɞɡ Űɤɜ űɎůŮɤɜ, ɞˊɧŰŮ 

ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ɚɏɛŮ ɧŰɘ ˊɟɧəŮɘŰŬɘ ɔɘŬ ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ çɧɔəɞɡè. 

 

  .  (7.162) 

 

Ƀ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ ŬɡŰɞɨ Űɞɡ ɞɚɞəɚɖɟɩɛŬŰɞɠ, ɛŮ əɎˊɞɘɞɜ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ, ɞŭɖɔŮɑ ůŮ 

ɑůɞ ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ ůŰɞ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɏɜɞ ɢɤɟɑɞ . ŪŬ ɏɢɞɡɛŮ Űɖ ɔɜɤůŰɐ ůɢɏůɖ ɔɘŬ Űɞɜ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ Űɞɡ 

ɞɚɞəɚɖɟɩɛŬŰɞɠ 

 

  .  (7.163) 

 

ȳˊɞɡ  ŮɑɜŬɘ ɖ ŬˊɧɚɡŰɖ Űɘɛɐ Űɖɠ ɞɟɑɕɞɡůŬɠ Űɖɠ ɘŬəɤɓɘŬɜɐɠ ɛɐŰɟŬɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨ Űɤɜ 

ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ, . ũɘŬ əŬɜɞɜɘəɧ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ ɘůɢɨŮɘ ɖ ůɡɛˊɚŮəŰɘəɐ ůɡɜɗɐəɖ  

 

, 

 

Ůˊɞɛɏɜɤɠ, ˊŬɑɟɜɞɜŰŬɠ Űɘɠ ɞɟɑɕɞɡůŮɠ əŬɘ Űɤɜ ŭɡɞ ɛŮɚɩɜ, ɓɟɑůəɞɡɛŮ 

 

  .  (7.164) 

 

ȰɢɞɡɛŮ Űɖ ɔɜɤůŰɐ ůɢɏůɖ  Ůˊɞɛɏɜɤɠ 
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  .  (7.165) 

 

ȯɟŬ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɎ ɘůɢɨŮɘ 

 

  .  (7.166) 

 

ȹɖɚŬŭɐ Űɞ ˊɞɚɚŬˊɚɧ ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ (ˊɞɚɚŬˊɚɧŰɖŰŬ ) 

 

   (7.167) 

 

ŮɑɜŬɘ ŬɜŬɚɚɞɑɤŰɞ ůŮ əŬɜɞɜɘəɞɨɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨɠ. ȺˊŮɘŭɐ Űɞ ɢɤɟɑɞ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɚɖűɗŮɑ ɞůɞŭɐˊɞŰŮ 

ɛɘəɟɧ, əŬŰɎ ŰŬ ɔɜɤůŰɎ, ůɡɛˊŮɟŬɑɜɞɡɛŮ ɧŰɘ Űɞ ůŰɞɘɢŮɘɩŭŮɠ ɢɤɟɑɞ ŮɑɜŬɘ ŬɜŬɚɚɞɑɤŰɞ ůŮ əŬɜɞɜɘəɞɨɠ 

ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨɠ, ŭɖɚŬŭɐ 

 

   (7.168) 

 

ɇɞ ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ  ŮɑɜŬɘ ɏɜŬ Ŭˊɧ ŰŬ ŬɜŬɚɚɞɑɤŰŬ ůŮ əŬɜɞɜɘəɞɨɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨɠ ɞɚɞəɚɖɟɩɛŬŰŬ ůŰɞɜ 

ɢɩɟɞ Űɤɜ űɎůŮɤɜ, ˊɞɡ ɚɏɔɞɜŰŬɘ ŬɜŬɚɚɞɑɤŰŬ ɞɚɞəɚɖɟɩɛŬŰŬ Űɞɡ Poincare. ɇŬ ŬɜŬɚɚɞɑɤŰŬ ɞɚɞəɚɖɟɩɛŬŰŬ Űɞɡ 

Poincare ŮɑɜŬɘ 

 

 

  

(7.169) 

 

To  ŮɑɜŬɘ ˊɞɚɚŬˊɚɧ ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ ůŮ çŮˊɘűɎɜŮɘŬè ɐ çɧɔəɞè (ɢɤɟɑɞ) ŭɘɎůŰŬůɖɠ 2, Űɞ  ŮɑɜŬɘ ůŮ 

çŮˊɘűɎɜŮɘŬè ɐ çɧɔəɞ» ŭɘɎůŰŬůɖɠ 4, Űɞ  ŮɑɜŬɘ ůŮ çŮˊɘűɎɜŮɘŬè ɐ çɧɔəɞè ŭɘɎůŰŬůɖɠ 6, əŬɘ ɞɨŰɤ əŬɗŮɝɐɠ, 

ɛɏɢɟɘ Űɞ ŰŮɚŮɡŰŬɑɞ ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ  ́ ɞɡ ŭŮɜ ɏɢŮɘ ŬɗɟɞɑůɛŬŰŬ əŬɘ ŮɑɜŬɘ ůŮ çŮˊɘűɎɜŮɘŬè ŭɘɎůŰŬůɖɠ , ŭɖɚŬŭɐ 

ůŰɞɜ ůɡɜɞɚɘəɧ çɧɔəɞè Űɞɡ ɢɩɟɞɡ Űɤɜ űɎůŮɤɜ. ȷɡŰɞɑ ɞɘ ɧɔəɞɘ əŬɘ ŮˊɘűɎɜŮɘŮɠ ɚɏɔɞɜŰŬɘ əŬɘ ɡˊŮɟŮˊɘűɎɜŮɘŮɠ. 

7.7 ȺɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ ɛŮ ŬɔəɨɚŮɠ Poisson 

ȷɠ ɝŮəɘɜɐůɞɡɛŮ Ŭˊɧ Űɖɜ ˊɟɩŰɖ Ŭˊɧ Űɘɠ Ⱥɝ. (7.111), ɢɤɟɑɠ ŭŮɑəŰŮɠ, ŭɖɚŬŭɐ Űɖɜ Ⱥɝ. (7.170) 

 

   (7.170) 
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əŬɘ Ŭɠ ɗɏůɞɡɛŮ ɧˊɞɡ  ŭɘŬŭɞɢɘəɎ ŰŬ  əŬɘ , ɞˊɧŰŮ ɓɟɑůəɞɡɛŮ Űɘɠ Ⱥɝ. (7.171) ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ɞɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ 

əɑɜɖůɖɠ Űɞɡ Hamilton, ŭɖɚŬŭɐ ɏɢɞɡɛŮ Űɘɠ əŬɜɞɜɘəɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ ɛŮ ŬɔəɨɚŮɠ Űɞɡ Poisson. 

 

   (7.171) 

 

ȷɜ ůŰɖɜ Ⱥɝ. (7.170) , ŭɖɚŬŭɐ ɖ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ, ŰɧŰŮ  

 

   (7.172) 

 

ȷɜ ɖ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ ŭŮɜ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ ɎɛŮůŬ Ŭˊɧ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ (ɝŬɜŬɓɟɑůəɞɡɛŮ Űɞ ɔɜɤůŰɧ ŬˊɞŰɏɚŮůɛŬ), ŰɧŰŮ 

ŮɑɜŬɘ ůŰŬɗŮɟɎ Űɖɠ əɑɜɖůɖɠ ŭɘɧŰɘ 

 

  .  (7.173) 

 

ȷɜ ɖ  ŭŮɜ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ ɎɛŮůŬ Ŭˊɧ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ, , əŬɘ Ůˊɘˊɚɏɞɜ ɖ Ŭɔəɨɚɖ Poisson ɛŮ Űɖ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ 

ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ, ŰɧŰŮ ɖ ŮɑɜŬɘ ůŰŬɗŮɟɎ Űɖɠ əɑɜɖůɖɠ. ɄɟɎɔɛŬŰɘ Ŭˊɧ Űɖɜ Ⱥɝ. (7.112) ɐ Űɖɜ Ⱥɝ. (7.170), ɏɢɞɡɛŮ ŰɧŰŮ 

ɧŰɘ 

 

  =0.  (7.174) 

 

7.8 ȷˊŮɘɟɞůŰɞɑ əŬɜɞɜɘəɞɑ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɑ əŬɘ ɗŮɤɟɐɛŬŰŬ ŭɘŬŰɐɟɖůɖɠ 

ȷɠ ɗŮɤɟɐůɞɡɛŮ Űɞɜ ŬˊŮɘɟɞůŰɧ əŬɜɞɜɘəɧ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ, ɛŮ ɛɞɟűɐ ɔŮɜɜɐŰɟɘŬɠ ůɡɜɎɟŰɖůɖɠ , ˊɞɡ űŬɑɜŮŰŬɘ 

ůŰɖɜ Ⱥɝ. (7.175). ɇɞ  ɗŮɤɟŮɑŰŬɘ ŬˊŮɘɟɞůŰɧ. 

 

 
  

(7.175) 

 

Ƀɘ ŮɜŭɘŬűɏɟɞɡůŮɠ ůɢɏůŮɘɠ ŮɑɜŬɘ ɞɘ  
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(7.176) 

 

ȰɢɞɡɛŮ ɗŮɤɟɐůŮɘ ɧŰɘ ɔɘŬ ŬˊŮɘɟɞůŰɏɠ ɛŮŰŬɓɞɚɏɠ Űɤɜ , ɏɜŮəŬ Űɖɠ ůɡɜɏɢŮɘŬɠ Űɖɠ , ɛˊɞɟɞɨɛŮ 

ɜŬ ˊɞɨɛŮ ɧŰɘ . ɆɡɜɖɗɑɕŮŰŬɘ ɜŬ ɚɏɔŮŰŬɘ ɔŮɜɜɐŰɟɘŬ ůɡɜɎɟŰɖůɖ Űɞɡ 

(ŬˊŮɘɟɞůŰɞɨ) ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨ ŮəŰɧɠ Űɖɠ  əŬɘ ɖ . 

ɀɘŬ ŮɜŭɘŬűɏɟɞɡůŬ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ŮɑɜŬɘ ŬɡŰɐ ˊɞɡ űŬɑɜŮŰŬɘ ůŰɖɜ Ⱥɝ. (7.177), ɧŰŬɜ , ŰɧŰŮ 

 

 
  

(7.177) 

 

ȹɖɚŬŭɐ ɖ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐ əɑɜɖůɖ (ɛŮŰŬŰɧˊɘůɖ) Űɞɡ ɛɖɢŬɜɘəɞɨ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ůŮ ůŰɞɘɢŮɘɩŭɖ ɢɟɧɜɞ , ɛˊɞɟŮɑ 

ɜŬ ɔɑɜŮɘ ɛŮ ŬˊŮɘɟɞůŰɧ əŬɜɞɜɘəɧ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ ˊɞɡ ɏɢŮɘ ɔŮɜɜɐŰɟɘŬ, , Űɖ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ. Ƀɘ əŬɜɞɜɘəɞɑ 

ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɑ, ɧˊɤɠ ˊɟɞŬɜŬűɏɟŬɛŮ, ŬˊɞŰŮɚɞɨɜ ɞɛɎŭŬ, ɎɟŬ ɖ ˊŮˊŮɟŬůɛɏɜɖ ɛŮŰŬŰɧˊɘůɖ ˊɟŬɔɛŬŰɞˊɞɘŮɑŰŬɘ 

ɛŮ ŭɘŬŭɞɢɘəɏɠ ŬˊŮɘɟɞůŰɏɠ ɛŮŰŬŰɞˊɑůŮɘɠ ŬɡŰɐɠ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ. Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ, ɖ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ ŮɑɜŬɘ ɖ ɔŮɜɜɐŰɟɘŬ Űɖɠ 

ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐɠ əɑɜɖůɖɠ ůŰɞɜ ɢɟɧɜɞ. 

ȰůŰɤ ɖ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨ ˊɞɡ űŬɑɜŮŰŬɘ ůŰɖɜ Ⱥɝ. (7.178) 

 

   (7.178) 

 

ȷɜ ,  əŬɘ Ŭɜ ɖ  ŭŮɜ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ ɎɛŮůŬ Ŭˊɧ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ əŬɘ ŮɑɜŬɘ əŬɘ ůŰŬɗŮɟɎ Űɖɠ 

əɑɜɖůɖɠ, ŰɧŰŮ Ůűɧůɞɜ ɘůɢɨŮɘ ɔŮɜɘəɩɠ ɖ ůɢɏůɖ 

 

 

 

ɗŬ ɏɢɞɡɛŮ , Ůˊɞɛɏɜɤɠ 

 

   (7.179) 

 

ȹɖɚŬŭɐ, ɞɘ ŭɡɜŬɛɘəɏɠ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ůŰŬɗŮɟɏɠ Űɖɠ əɑɜɖůɖɠ, Ŭɜ ŭŮɜ ŮɝŬɟŰɩɜŰŬɘ ɎɛŮůŬ Ŭˊɧ Űɞɜ 

ɢɟɧɜɞ, ŮɑɜŬɘ ɔŮɜɜɐŰɟɘŮɠ ŬˊŮɘɟɞůŰɩɜ əŬɜɞɜɘəɩɜ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɩɜ ˊɞɡ Ŭűɐɜɞɡɜ Űɖɜ Űɘɛɐ Űɖɠ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐɠ 
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ŬɜŬɚɚɞɑɤŰɖ. ȽůɞŭɨɜŬɛŬ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ˊɞɨɛŮ ɧŰɘ, ɞɘ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ, ɞɘ ɞˊɞɑŮɠ ŮɑɜŬɘ ůŰŬɗŮɟɏɠ Űɖɠ əɑɜɖůɖɠ ˊɞɡ ŭŮɜ 

ŮɝŬɟŰɩɜŰŬɘ ɎɛŮůŬ Ŭˊɧ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ, ŮɑɜŬɘ ɞɘ ɔŮɜɜɐŰɟɘŮɠ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ ŮəŮɑɜɤɜ Űɤɜ ŬˊŮɘɟɞůŰɩɜ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɩɜ 

ɞɘ ɞˊɞɑɞɘ Ŭűɐɜɞɡɜ Űɖɜ Űɘɛɐ Űɖɠ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐɠ ɑŭɘŬ (ŬɜŬɚɚɞɑɤŰɖ). 

Ƀɘ ɘŭɘɧŰɖŰŮɠ ůɡɛɛŮŰɟɑŬɠ əŬɗɞɟɑɕɞɡɜ óɘɞɘ ŮɑɜŬɘ ɞɘ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɑ ˊɞɡ ŭŮɜ ɛŮŰŬɓɎɚɚɞɡɜ Űɖɜ Űɘɛɐ Űɖɠ 

ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐɠ.  

ȷɜ Űɞ űɡůɘəɧ ůɨůŰɖɛŬ ŮɑɜŬɘ ůɡɛɛŮŰɟɘəɧ ɡˊɧ ɞɟɘůɛɏɜɖ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ ɛŮŰŬɓɞɚɐɠ , ŰɧŰŮ (ŮɜɜɞɞɨɛŮ ɧŰɘ) ɖ 

Űɘɛɐ Űɖɠ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐɠ ŭŮɜ ɗŬ ɛŮŰŬɓɎɚɚŮŰŬɘ Ŭˊɧ Űɞɜ ŬɜŰɑůŰɞɘɢɞ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ ůɡɛɛŮŰɟɑŬɠ. ȷɡŰɧ ůɖɛŬɑɜŮɘ 

ɧŰɘ ɛŮɟɘəɏɠ űɞɟɏɠ ŮɑɜŬɘ ŭɡɜŬŰɧɜ ɜŬ ɓɟɞɨɛŮ ɧɚŮɠ Űɘɠ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ ůŰŬɗŮɟɏɠ əɑɜɖůɖɠ (ɛŮ Űɖɜ ɏɜɜɞɘŬ Lagrange) 

ŮɝŮŰɎɕɞɜŰŬɠ Űɘɠ ɘŭɘɧŰɖŰŮɠ ůɡɛɛŮŰɟɑŬɠ Űɖɠ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐɠ. ȷɡŰɧ ɗŬ ɛŬɠ ɞŭɖɔɐůŮɘ ůŰɖɜ (ˊɚɐɟɖ) ɚɨůɖ Űɞɡ 

ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ˊɞɡ ɏŰůɘ ɔɑɜŮŰŬɘ ŮɡəɞɚɧŰŮɟŬ.  

ȷɠ ŭɞɨɛŮ əɎˊɞɘŬ ˊŬɟŬŭŮɑɔɛŬŰŬ ŮɨɟŮůɖɠ ůŰŬɗŮɟɩɜ Űɖɠ əɑɜɖůɖɠ ŮɝŮŰɎɕɞɜŰŬɠ Űɘɠ ůɡɛɛŮŰɟɑŮɠ Űɖɠ 

ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐɠ. ȷɜ ɖ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɖ  ŮɑɜŬɘ Ŭɔɜɞɐůɘɛɖ, ŭɖɚŬŭɐ ɖ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ, , ŮɑɜŬɘ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰɖ Ŭˊɧ 

ŬɡŰɐɜ, ŰɧŰŮ ɖ ŮɑɜŬɘ ŬɜŬɚɚɞɑɤŰɖ ůŮ ůŰɞɘɢŮɘɩŭɖ (ŬˊŮɘɟɞůŰɧ) əŬɜɞɜɘəɧ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ Űɖɠ ˊŬɟŬəɎŰɤ 

ɛɞɟűɐɠ (ˊɟɧəŮɘŰŬɘ ɔɘŬ ɛŮŰŬŰɧˊɘůɖ ɛɧɜɞ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɖɜ ) 

 

 
 .  

 
(7.180) 

 

ɆɨɛűɤɜŬ ɛŮ Űɘɠ Ⱥɝ. (7.175), (7.176) ŬɡŰɧɠ ɞ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ˊɟɞəɨɣŮɘ Ŭˊɧ ɔŮɜɜɐŰɟɘŬ Űɖɠ 

ɛɞɟűɐɠ , ŭɘɧŰɘ ˊɟɎɔɛŬŰɘ ŰɧŰŮ ɏɢɞɡɛŮ 

 

   (7.181) 

 

ȷűɞɨ ɖ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ ŭŮɜ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ Ŭˊɧ Űɞ , ŰɧŰŮ əŬŰɎ Űɖɜ ˊŬɟŬˊɎɜɤ ɛŮŰŬŰɧˊɘůɖ, ŭŮɜ ŬɚɚɎɕŮɘ ɖ Űɘɛɐ 

Űɖɠ  ɎɟŬ . ȰŰůɘ Ŭˊɧ Űɖɜ Ⱥɝ. (7.179) ɏɢɞɡɛŮ 

 

   (7.182) 

 

ȹɖɚŬŭɐ əɎɗŮ ůɡɜɎɟŰɖůɖ  Űɖɠ ůɡɕɡɔɞɨɠ ɞɟɛɐɠ Űɖɠ Ŭɔɜɞɐůɘɛɖɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɖɠ əŬɘ ɖ ɑŭɘŬ ɖ 

ůɡɕɡɔɐɠ ɞɟɛɐ, ŮɑɜŬɘ ůŰŬɗŮɟɎ Űɖɠ əɑɜɖůɖɠ. ȹɖɚŬŭɐ ɓɟɑůəɞɡɛŮ Űɞ ɔɜɤůŰɧ ŬˊɞŰɏɚŮůɛŬ ŭɘŬŰɐɟɖůɖɠ Űɖɠ ůɡɕɡɔɞɨɠ 

ɞɟɛɐɠ.  

ȷɠ ŮɝŮŰɎůɞɡɛŮ əŬɘ Űɞɜ ŬˊŮɘɟɞůŰɧ əŬɜɞɜɘəɧ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ ɔɘŬ ŬˊŮɘɟɞůŰɐ ˊŮɟɘůŰɟɞűɐ  Űɤɜ 

ůɖɛŮɑɤɜ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ˊŮɟɑ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ , ŬɡŰɐ ŮɑɜŬɘ ɖ ɚŮɔɧɛŮɜɖ ŮɜŮɟɔɖŰɘəɐ ŮɟɛɖɜŮɑŬ Űɖɠ ˊŮɟɘůŰɟɞűɐɠ. ũɘŬ 

ˊŮɟɘůŰɟɞűɐ Űɤɜ Ŭɝɧɜɤɜ ˊŮɟɑ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ ( ˊŬɗɖŰɘəɐ ŮɟɛɖɜŮɑŬ) ɘůɢɨɞɡɜ ɞɘ ɔɜɤůŰɏɠ ůɢɏůŮɘɠ ɛŮŰŬɝɨ Ŭɟɢɘəɩɜ 

 əŬɘ ŰŮɚɘəɩɜ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ , 
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ȷɜ ɡˊɞɗɏůɞɡɛŮ ůŰɟɞűɐ Űɤɜ ůɖɛŮɑɤɜ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ŬɡŰɧ ŬɜŰɘůŰɞɘɢŮɑ ůŮ ŬɜŰɘəŬŰɎůŰŬůɖ Űɞɡ  ɛŮ 

. ɇŮɚɘəɩɠ ɔɘŬ ŬˊŮɘɟɞůŰɐ ůŰɟɞűɐ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ɛŮ ůŰŬɗŮɟɞɨɠ Űɞɡɠ ɎɝɞɜŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ ɗŬ ɏɢɞɡɛŮ 

 

   (7.183) 

 

ȷɜɎɚɞɔŬ ɘůɢɨɞɡɜ ɔɘŬ Űɘɠ ůɡɕɡɔŮɑɠ ɞɟɛɏɠ 

 

   (7.184) 

 

ȼ əŬŰɎɚɚɖɚɖ ɔŮɜɜɐŰɟɘŬ ŬɡŰɞɨ Űɞɡ ŬˊŮɘɟɞůŰɞɨ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨ, ŭɖɚŬŭɐ ŬˊŮɘɟɞůŰɐɠ ůŰɟɞűɐɠ, ɛŮ 

 ŮɑɜŬɘ  

 

  .  (7.185) 

 

ɄɟɎɔɛŬŰɘ ŬɡŰɐ ŭɑɜŮɘ Űɘɠ ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜŮɠ ůɢɏůŮɘɠ 

 

   (7.186) 

 

ɇɞ űɡůɘəɧ ɜɧɖɛŬ ŬɡŰɐɠ Űɖɠ ɔŮɜɜɐŰɟɘŬɠ ŮɑɜŬɘ ɧŰɘ ɘůɞɨŰŬɘ ɛŮ Űɖ ůɡɜɘůŰɩůŬ Űɖɠ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜɖɠ 

ůŰɟɞűɞɟɛɐɠ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɖɜ Ŭɟɢɐ Űɤɜ əŬɟŰŮůɘŬɜɩɜ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ, . 

ȰɢɞɡɛŮ ɔŮɜɘəɩɠ, 

 

 

  

(7.187) 

 

ȷɜ ɖ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ ŭŮɜ ɛŮŰŬɓɎɚɚŮŰŬɘ ɛŮ Űɖɜ ŬɜɤŰɏɟɤ ˊŮɟɘůŰɟɞűɐ ŰɧŰŮ ɏɢɞɡɛŮ, Űɘɠ ŬɜŰɑůŰɞɘɢŮɠ Űɤɜ Ⱥɝ. 

(7.182) ůɢɏůŮɘɠ  

 

   (7.188) 

 

ȽůɢɨŮɘ , ɞˊɧŰŮ Ŭˊɧ Űɖ ůɢɏůɖ  ɓɟɑůəɞɡɛŮ . 
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ȹɖɚŬŭɐ ɖ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜɖ ůŰɟɞűɞɟɛɐ  ŭɘŬŰɖɟŮɑŰŬɘ. Ƀ ɎɝɞɜŬɠ  ŮɑɜŬɘ ŬɡɗŬɑɟŮŰɞɠ ɎɟŬ ɔɘŬ ŰɡɢŬɑɞ ɎɝɞɜŬ 

ɛŮ ɛɞɜŬŭɘŬɑɞ ŭɘɎɜɡůɛŬ  ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ɔɟɎɣɞɡɛŮ . ɈˊɎɟɢɞɡɜ ŮɜŭɘŬűɏɟɞɜŰŬ ɗŮɤɟɐɛŬŰŬ, ŬɜɎɚɞɔŬ 

Űɤɜ ŬɜŰɑůŰɞɘɢɤɜ əɓŬɜŰɘəɩɜ ɔɘŬ Űɘɠ ŭɘɎűɞɟŮɠ ůɡɜɘůŰɩůŮɠ Űɖɠ ůŰɟɞűɞɟɛɐɠ əŬɘ Űɞ ɛɏŰɟɞ Űɖɠ. ȳɚŬ ŰŬ ŬɜɤŰɏɟɤ 

ɛˊɞɟɞɨɜ ɜŬ Ŭˊɞŭɞɗɞɨɜ əɞɛɣɎ ůŰɞɜ ůɡɛˊɚŮəŰɘəɧ űɞɟɛŬɚɘůɛɧ. 

ɀˊɞɟŮɑ ɜŬ ŭŮɘɢŰŮɑ ɧŰɘ ɖ Ŭɔəɨɚɖ Poisson ɔɘŬ ɞˊɞɘŮůŭɐˊɞŰŮ ŭɡɞ Ŭˊɧ Űɘɠ ůɡɜɘůŰɩůŮɠ Űɖɠ ůŰɟɞűɞɟɛɐɠ  

(ɐ ) ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ. ɂɏɟɞɡɛŮ ɧŰɘ ɖ Ŭɔəɨɚɖ Poisson ɔɘŬ ŭɡɞ əŬɜɞɜɘəɏɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ, ɞˊɧŰŮ 

ůɡɛˊŮɟŬɑɜɞɡɛŮ ɧŰɘ Ŭɜ ɛɘŬ Ŭˊɧ ŬɡŰɏɠ Űɘɠ ůɡɜɘůŰɩůŮɠ ɚɖűɗŮɑ ɤɠ əŬɜɞɜɘəɐ ɛŮŰŬɓɚɖŰɐ ɞɘ ŭɡɞ ɎɚɚŮɠ ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ 

əɎɗŮŰŮɠ ˊɟɞɠ ŬɡŰɐɜ ŭŮɜ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɚɖűɗɞɨɜ ɤɠ əŬɜɞɜɘəɏɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ ɛŬɕɑ ɛŮ Űɖɜ ˊɟɩŰɖ. ȳɛɤɠ ɞˊɞɘŬŭɐˊɞŰŮ 

ůɡɜɘůŰɩůŬ Űɖɠ ůŰɟɞűɞɟɛɐɠ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɚɖűɗŮɑ ɤɠ əŬɜɞɜɘəɐ ɛŮŰŬɓɚɖŰɐ ɛŬɕɑ ɛŮ Űɞ ŰŮŰɟɎɔɤɜɞ  (ɞɡůɘŬůŰɘəɎ 

Űɞ ɛɏŰɟɞ) Űɖɠ ůŰɟɞűɞɟɛɐɠ, ŭɘɧŰɘ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŭŮɘɢŰŮɑ ɧŰɘ ɖ Ŭɔəɨɚɖ Poisson Űɞɡ , (ɐ ) ɛŮ ɞˊɞɘŬŭɐˊɞŰŮ 

əŬɟŰŮůɘŬɜɐ ůɡɜɘůŰɩůŬ Űɖɠ ůŰɟɞűɞɟɛɐɠ ɘůɞɨŰŬɘ ɛŮ ɛɖŭɏɜ. ȷɡŰɎ ɏɢɞɡɜ ŰŬ ŬɜŰɑůŰɞɘɢɎ Űɞɡɠ ůŰɖɜ 

əɓŬɜŰɞɛɖɢŬɜɘəɐ. ɆŰɖɜ əɓŬɜŰɞɛɖɢŬɜɘəɐ ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ Űɤɜ Ŭɔəɡɚɩɜ Poisson ŮɑɜŬɘ ɞɘ (əɓŬɜŰɞɛɖɢŬɜɘəɞɑ) 

ɛŮŰŬɗɏŰŮɠ. ɇɞ ɔŮɔɞɜɧɠ ɧŰɘ ůŰɖɜ əɚŬůɘəɐ űɡůɘəɐ ŭŮɜ ɛˊɞɟɞɨɜ ŭɡɞ ůɡɜɘůŰɩůŮɠ Űɖɠ ůŰɟɞűɞɟɛɐɠ ɜŬ ŮɑɜŬɘ 

ůɡɔɢɟɧɜɤɠ əŬɜɞɜɘəɏɠ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ ɞɟɛɏɠ ɏɢŮɘ Űɞ ŬɜŰɑůŰɞɘɢɧ Űɞɡ ůŰɖɜ əɓŬɜŰɞɛɖɢŬɜɘəɐ. ȾŬɜɞɜɘəɏɠ ɞɟɛɏɠ 

ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŮɑɜŬɘ Űɞ ŰŮŰɟɎɔɤɜɞ Űɖɠ ůŰɟɞűɞɟɛɐɠ əŬɘ ɞˊɞɘŬŭɐˊɞŰŮ əŬɟŰŮůɘŬɜɐ ůɡɜɘůŰɩůŬ Űɖɠ. ɇŬ ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ 

ůŰɖɜ əɓŬɜŰɞɛɖɢŬɜɘəɐ ŮɑɜŬɘ ɧŰɘ, ŭŮɜ ɛˊɞɟɞɨɜ ŭɡɞ ůɡɜɘůŰɩůŮɠ Űɖɠ ůŰɟɞűɞɟɛɐɠ ɜŬ ɏɢɞɡɜ ůɡɔɢɟɧɜɤɠ ɘŭɘɞŰɘɛɏɠ, 

Ůɜɩ Űɞ ŰŮŰɟɎɔɤɜɞ Űɖɠ ůŰɟɞűɞɟɛɐɠ ɛŮ ɞˊɞɘŬŭɐˊɞŰŮ əŬɟŰŮůɘŬɜɐ ůɡɜɘůŰɩůŬ Űɖɠ ůŰɟɞűɞɟɛɐɠ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɏɢɞɡɜ 

ŰŬɡŰɧɢɟɞɜŬ ɘŭɘɞŰɘɛɏɠ.  
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ɄŬɟŬŭŮɑɔɛŬŰŬ ï EɘŭɘəɎ ɗɏɛŬŰŬ 

1. ɇɞ ŪŮɩɟɖɛŬ Űɞɡ Liouville  

ȰɢɞɡɛŮ ŭŮɘ ɧŰɘ ɖ Ůɝɏɚɘɝɖ Ůɜɧɠ ŭɡɜŬɛɘəɞɨ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ əŬŰɎ Űɖɜ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐ Űɞɡ əɑɜɖůɖ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ˊŬɟŬůŰŬɗŮɑ 

ůŰɞɜ ɢɩɟɞ Űɤɜ űɎůŮɤɜ, ˊɞɡ ɏɢŮɘ  ŭɘŬůŰɎůŮɘɠ, ɛŮ ɛɘŬ əŬɛˊɨɚɖ. Ⱥˊɑůɖɠ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ˊŬɟŬůŰŬɗŮɑ ɛŮ ɛɘŬ 

əŬɛˊɨɚɖ ůŰɞɜ ɢɩɟɞ Űɤɜ əŬŰŬůŰɎůŮɤɜ ˊɞɡ ˊŮɟɘɚŬɛɓɎɜŮɘ əŬɘ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ ɛŬɕɑ ɛŮ Űɘɠ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ 

(ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ) Űɞɡ ɢɩɟɞɡ Űɤɜ űɎůŮɤɜ, ŭɖɚŬŭɐ ɏɢŮɘ ŭɘŬůŰɎůŮɘɠ . ũɘŬ ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɏɠ Űɘɛɏɠ ŬɡŰɩɜ Űɤɜ 

ɛŮŰŬɓɚɖŰɩɜ Űɞɡ ɢɩɟɞɡ Űɤɜ űɎůŮɤɜ, ůŮ ɛɘŬ (Ŭɟɢɘəɐ) ɢɟɞɜɘəɐ ůŰɘɔɛɐ, Űɞ ɑŭɘɞ ůɨůŰɖɛŬ ŭɘŬɔɟɎűŮɘ ŭɘɎűɞɟŮɠ 

Űɟɞɢɘɏɠ ůŮ əŬɗɏɜŬɜ Ŭˊɧ Űɞɡɠ ŭɡɞ ŬɜɤŰɏɟɤ ɢɩɟɞɡɠ. 

ȷɜ Űɞ ůɨůŰɖɛŬ ŮɑɜŬɘ ŬɡŰɧɜɞɛɞ (ŭɖɚŬŭɐ ɖ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ Űɞɡ ŭŮɜ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ ɎɛŮůŬ Ŭˊɧ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ) ŰɧŰŮ 

ɞɘ Űɟɞɢɘɏɠ ůŰɞɜ ɢɩɟɞ Űɤɜ űɎůŮɤɜ ŭŮɜ ŰɏɛɜɞɜŰŬɘ, ŮɝŬɑɟŮůɖ ŬˊɞŰŮɚɞɨɜ ɛŮɟɘəɎ ɛŮɛɞɜɤɛɏɜŬ ŬɜɩɛŬɚŬ ůɖɛŮɑŬ, 

ůɖɛŮɑŬ ɘůɞɟɟɞˊɑŬɠ. ȷɜ Űɞ ůɨůŰɖɛŬ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ŬɡŰɧɜɞɛɞ, ŰɧŰŮ ɞɘ Űɟɞɢɘɏɠ ůŰɞɜ ɢɩɟɞ Űɤɜ əŬŰŬůŰɎůŮɤɜ ŭŮɜ 

ŰɏɛɜɞɜŰŬɘ, ɛŮ ˊɘɗŬɜɐ ŮɝŬɑɟŮůɖ ůŰŬ ŬɜɩɛŬɚŬ ůɖɛŮɑŬ. ɇɞ Ɇɢ.(7.1) ŭŮɑɢɜŮɘ Űɘɠ ŭɡɞ ˊŮɟɘˊŰɩůŮɘɠ. 

 

 

ɆɢɐɛŬ 7.1 Ŭ) ūŬůɘəɏɠ əŬɛˊɨɚŮɠ ŬɡŰɧɜɞɛɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ. ɓ) ȾŬɛˊɨɚŮɠ ůŰɞɜ ɢɩɟɞŰɤɜ əŬŰŬůŰɎůŮɤɜ ɛɖ ŬɡŰɧɜɞɛɞɡ 

ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ. 

ȷɠ ɡˊɞɗɏůɞɡɛŮ ɧŰɘ ɏɢɞɡɛŮ ɏɜŬ ůɨɜɞɚɞ (ɛɘŬ ůɡɚɚɞɔɐ, ensemble) Ŭˊɧ ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɏɠ (Ŭɟɢɘəɏɠ) əŬŰŬůŰɎůŮɘɠ 

Ůɜɧɠ ŭɡɜŬɛɘəɞɨ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ˊɞɡ ɓɟɑůəɞɜŰŬɘ ůŮ ɛɘŬ ˊŮɟɘɞɢɐ , ɛɘŬ Ŭɟɢɘəɐ ɢɟɞɜɘəɐ ůŰɘɔɛɐ . ɇɖ ɢɟɞɜɘəɐ 

ůŰɘɔɛɐ  ɖ ůɡɚɚɞɔɐ ŬɡŰɐ ɗŬ ɓɟɑůəŮŰŬɘ ůŰɖɜ ˊŮɟɘɞɢɐ . ȷɜɎɚɞɔŬ ɛŮ Űɞ Ůɑŭɞɠ Űɞɡ ɛɖɢŬɜɘəɞɨ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ 

ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɞɨɛŮ Űɞ Ɇɢ.(7.1Ŭ) ɐ (7.1ɓ) ŬɜŰɘůŰɞɑɢɤɠ ɔɘŬ ŬɡŰɧɜɞɛɞ əŬɘ ɛɖ ŬɡŰɧɜɞɛɞ. ȷűɞɨ ɞɘ əŬɛˊɨɚŮɠ ŭŮɜ 

ŰɏɛɜɞɜŰŬɘ, əŬɜɏɜŬ ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ ůɡɚɚɞɔɐɠ ŭŮɜ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŭɘŬůɢɑůŮɘ Űɘɠ ˊŮɟɘəɚŮɑɞɡůŮɠ Űɘɠ ˊŮɟɘɞɢɏɠ  əŬŰɎ Űɖɜ 

Ůɝɏɚɘɝɖ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ. ȷɡŰɧ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ Űɞ ˊɚɐɗɞɠ Űɤɜ ůɖɛŮɑɤɜ Űɤɜ ˊŮɟɘɞɢɩɜ  ŮɑɜŬɘ Űɞ ɑŭɘɞ. 

ȳɛɤɠ ɏɢɞɡɛŮ ŭŮɘ ɧŰɘ Űɞ ůŰɞɘɢŮɑɞ çɧɔəɞɡè Űɞɡ ɢɩɟɞɡ Űɤɜ űɎůŮɤɜ ˊŬɟŬɛɏɜŮɘ ŬɜŬɚɚɞɑɤŰɞ ůŮ əŬɜɞɜɘəɞɨɠ 

ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨɠ, Ⱥɝ. (7.168). ȷɡŰɧ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ, Ŭɜ ɗŮɤɟɐůɞɡɛŮ ůŰɞɘɢŮɑɞ ɧɔəɞɡ ɛŮ ɛɘəɟɏɠ ɧɚŮɠ Űɘɠ 

ŭɘŬůŰɎůŮɘɠ Űɞɡ, ůŮ ɏɜŬ ůɖɛŮɑɞ ůŰɞɜ ɢɩɟɞ Űɤɜ űɎůŮɤɜ, ˊɞɡ ˊŮɟɘɏɢŮɘ ŭŮŭɞɛɏɜɞ ˊɚɐɗɞɠ əŬŰŬůŰɎůŮɤɜ ɛɘŬ Ŭɟɢɘəɐ 

ɢɟɞɜɘəɐ ůŰɘɔɛɐ, ɗŬ ɏɢɞɡɛŮ ɧŰɘ əŬŰɎ Űɖɜ Ůɝɏɚɘɝɖ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ŬɡŰɧ ˊŬɟŬɛɏɜŮɘ ŬɜŬɚɚɞɑɤŰɞ, ŭɖɚŬŭɐ 

 

 
  

(7.189) 

 

ȼ Ůɝɏɚɘɝɖ Ůɜɧɠ ɛɖɢŬɜɘəɞɨ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ɛŮ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ, ˊŮɟɘɔɟɎűŮŰŬɘ Ŭˊɧ əŬɜɞɜɘəɧ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ, ˊɞɡ 

ŮɑɜŬɘ ŮˊŬɚɚɖɚɑŬ ŬˊŮɘɟɞůŰɩɜ əŬɜɞɜɘəɩɜ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɩɜ, ɎɟŬ əŬŰɎ Űɖɜ Ůɝɏɚɘɝɖ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ Űɞ 

ˊŬɟŬɛɏɜŮɘ ůŰŬɗŮɟɧ, ˊŬɟɧɚɞ ˊɞɡ ɛˊɞɟŮɑ Űɞ ůɢɐɛŬ Űɞɡ ɜŬ ɛŮŰŬɓɎɚɚŮŰŬɘ. ȷɡŰɧ ŮɑɜŬɘ Űɞ ɗŮɩɟɖɛŬ Űɞɡ Liouville. 

ȷɜ ɞɟɑůɞɡɛŮ ɤɠ ˊɡəɜɧŰɖŰŬ Űɖɠ ůɡɚɚɞɔɐɠ ůŰɞɜ ɢɩɟɞ Űɤɜ űɎůŮɤɜ Űɞ ɛɏɔŮɗɞɠ , ɗŬ ɏɢɞɡɛŮ ɧŰɘ Űɞ  

ɗŬ ŮɑɜŬɘ ůŰŬɗŮɟɧ ɛŮ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ, ŭɖɚŬŭɐ ŮɑɜŬɘ ɛɘŬ ůŰŬɗŮɟɎ Űɖɠ əɑɜɖůɖɠ, . ȷɜ ɗŮɤɟɐůɞɡɛŮ Űɖɜ 
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ˊɡəɜɧŰɖŰŬ ŬɡŰɐ ɤɠ ůɡɜɎɟŰɖůɖ Űɖɠ ɗɏůɖɠ ůŰɞɜ ɢɩɟɞ Űɤɜ űɎůŮɤɜ əŬɘ (ɎɛŮůŬ) Űɞɡ ɢɟɧɜɞɡ, ŭɖɚŬŭɐ ɤɠ ɛɘŬ 

ŭɡɜŬɛɘəɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ, , ŰɧŰŮ ɗŬ ɏɢɞɡɛŮ 

 

   (7.190) 

 

ȼ ɎɛŮůɖ ŮɝɎɟŰɖůɖ ŬɡŰɐɠ Űɖɠ ˊɡəɜɧŰɖŰŬɠ Ŭˊɧ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ, ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ ůŮ ŭŮŭɞɛɏɜɞ ůŰŬɗŮɟɧ ůɖɛŮɑɞ ůŰɞɜ 

ɢɩɟɞ Űɤɜ űɎůŮɤɜ, ŭɖɚŬŭɐ ɔɘŬ ůŰŬɗŮɟɎ, Űɞ  ɛŮŰŬɓɎɚɚŮŰŬɘ ɛŮ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ. ɇŬ ŬɜɤŰɏɟɤ ɓɟɑůəɞɡɜ 

ŮűŬɟɛɞɔɐ ůŰɖ ɆŰŬŰɘůŰɘəɐ ɀɖɢŬɜɘəɐ. ȺɑɜŬɘ ŭɨůəɞɚɞ Ŭɜ ɏɢɞɡɛŮ ɏɜŬ ŭɡɜŬɛɘəɧ ůɨůŰɖɛŬ ŬˊɞŰŮɚɞɨɛŮɜɞ Ŭˊɧ 

ɛŮɔɎɚɞ ˊɚɐɗɞɠ (Űɖɠ ŰɎɝɖɠ Űɤɜ) ŭɞɛɘəɩɜ ɚɑɗɤɜ (ůɤɛɎŰɘŬ) ɜŬ ɛŮɚŮŰɐůɞɡɛŮ Űɖɜ əɑɜɖůɖ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ɛŮ 

ɏɜŬ ŰŮɟɎůŰɘɞ ˊɚɐɗɞɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ. ȺəŰɧɠ Űɤɜ Ɏɚɚɤɜ, ɛŬɠ ŮɑɜŬɘ ŬŭɨɜŬŰɞ ɜŬ ɏɢɞɡɛŮ Űɘɠ Ŭɟɢɘəɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ 

Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ůŰɞɜ ɢɩɟɞ Űɤɜ űɎůŮɤɜ. ȰŰůɘ ˊŮɟɘɔɟɎűɞɡɛŮ Űɞ ůɨůŰɖɛŬ ɛɏůŬ ůŰŬ ˊɚŬɑůɘŬ Űɖɠ ɆŰŬŰɘůŰɘəɐɠ 

ūɡůɘəɐɠ (ɀɖɢŬɜɘəɐɠ), ɧˊɞɡ ŮɜŭɘŬűŮɟɧɛŬůŰŮ ɔɘŬ ɛŬəɟɞůəɞˊɘəɎ ɛŮɔɏɗɖ ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ɛɏůŮɠ Űɘɛɏɠ ɛɘəɟɞůəɞˊɘəɩɜ 

ɛŮɔŮɗɩɜ. ȼ ɛŮɗɞŭɞɚɞɔɑŬ ŮɑɜŬɘ ɜŬ ŮɝŮŰɎůɞɡɛŮ Űɖɜ Ůɝɏɚɘɝɖ ɛŮɔɎɚɞɡ Ŭɟɘɗɛɞɨ ůɡɚɚɞɔɩɜ (ɛŮ ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɏɠ 

ɔŮɘŰɞɜɘəɏɠ Ŭɟɢɘəɏɠ ůɡɜɗɐəŮɠ) Űɞɡ ɛɖɢŬɜɘəɞɨ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ. ȼ əɎɗŮ ůɡɚɚɞɔɐ ŮɑɜŬɘ ɏɜŬ ůɛɐɜɞɠ ůɖɛŮɑɤɜ ůŮ ɛɘŬ 

ˊɞɚɨ ɛɘəɟɐ ˊŮɟɘɞɢɐ ůŰɞɜ ɢɩɟɞ Űɤɜ űɎůŮɤɜ, əɎˊɞɘŬ ɢɟɞɜɘəɐ ůŰɘɔɛɐ. ȷˊɧ Űɖɜ Ⱥɝ. (7.190) ůɡɛˊŮɟŬɑɜɞɡɛŮ ɧŰɘ 

Ŭɜ Űɞ ŮɝŮŰŬɕɧɛŮɜɞ (ɗŮɟɛɞŭɡɜŬɛɘəɧ) ůɨůŰɖɛŬ ůɤɛŬŰɑɤɜ ɓɟɑůəŮŰŬɘ ůŮ ůŰŬŰɘůŰɘəɐ ɘůɞɟɟɞˊɑŬ, ŰɧŰŮ ůŮ ŭŮŭɞɛɏɜɞ 

ůŰŬɗŮɟɧ ůɖɛŮɑɞ ůŰɞɜ ɢɩɟɞ Űɤɜ űɎůŮɤɜ ɖ ˊɡəɜɧŰɖŰŬ  ŭŮɜ ɛŮŰŬɓɎɚɚŮŰŬɘ ɛŮ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ, ŭɖɚŬŭɐ ŭŮɜ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ 

ɎɛŮůŬ Ŭˊɧ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ. ȰɢɞɡɛŮ 

 

   (7.191) 

 

2. ȷˊɚɎ ˊŬɟŬŭŮɑɔɛŬŰŬ əŬɜɞɜɘəɩɜ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɩɜ 

ȷɠ ɗŮɤɟɐůɞɡɛŮ Űɖ ɔŮɜɜɐŰɟɘŬ ůɡɜɎɟŰɖůɖ . Ƀɘ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ 

 ŮɑɜŬɘ ŬɡɗŬɑɟŮŰŮɠ. ɂɏɟɞɡɛŮ ɧŰɘ ɘůɢɨɞɡɜ 

 

 . 

 

ɆŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɐ ɛŬɠ ŬɡŰɧ ɞŭɖɔŮɑ ůŰɖ ůɢɏůɖ 

 

 . 

 

ɄŬɟŬŰɖɟɞɨɛŮ ɧŰɘ ɞɘ ɜɏŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ɗɏůŮɘɠ ŮɝŬɟŰɘɧɜŰŬɘ ɛɧɜɞ Ŭˊɧ Űɘɠ ˊŬɚɘɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ɗɏůɖɠ 

əŬɘ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ əŬɘ ɧɢɘ Ŭˊɧ Űɘɠ ˊŬɚɘɏɠ ɞɟɛɏɠ. ȷɡŰɧ ůɖɛŬɑɜŮɘ ˊɤɠ ɖ ˊŬɟŬˊɎɜɤ ɔŮɜɜɐŰɟɘŬ ŮɑɜŬɘ ɔŮɜɜɐŰɟɘŬ 

ůɖɛŮɘŬəɞɨ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨ. Ⱥűɧůɞɜ ŰŬ  ŮɑɜŬɘ ŬɡɗŬɑɟŮŰŬ əɎɗŮ ůɖɛŮɘŬəɧɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ 

ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ˊŬɟŬɢɗŮɑ Ŭˊɧ ɛɘŬ əŬŰɎɚɚɖɚɖ ɔŮɜɜɐŰɟɘŬ Űɖɠ ˊŬɟŬˊɎɜɤ ɛɞɟűɐɠ, ɞˊɧŰŮ əɎɗŮ ůɖɛŮɘŬəɧɠ 

ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ ŮɑɜŬɘ əŬɜɞɜɘəɧɠ. Ƀɘ ɎɚɚŮɠ ůɢɏůŮɘɠ ˊɞɡ ɘůɢɨɞɡɜ ŮɑɜŬɘ  

 

, ɞˊɧŰŮ  . 

 

ȷˊɧ ŬɡŰɏɠ ɛŮ ŬɜŰɘůŰɟɞűɐ ɓɟɑůəɞɜŰŬɘ ŰŬ  . 
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Ⱥɘŭɘəɐ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ŮɑɜŬɘ ɧŰŬɜ . ɇɧŰŮ ɏɢɞɡɛŮ Űɞɜ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ ï ɛɞɜɎŭŬ , 

ŭɖɚŬŭɐ  

 

. 

 

ȰɜŬɠ Ɏɚɚɞɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ ŮɑɜŬɘ ɞ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ ɛŮ ɔŮɜɜɐŰɟɘŬ Űɖɜ . ȷɡŰɐ 

ɞŭɖɔŮɑ ůŰɞɜ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ ɧˊɞɡ ŬɚɚɎɕŮɘ Űɞ ˊɟɧůɖɛɞ Űɤɜ ɛŮŰŬɓɚɖŰɩɜ. ȰɢɞɡɛŮ Űɘɠ ůɢɏůŮɘɠ

, Ůˊɞɛɏɜɤɠ ˊɟɎɔɛŬŰɘ ɓɟɑůəɞɡɛŮ .  

ȼ ɔŮɜɜɐŰɟɘŬ ůɡɜɎɟŰɖůɖ ˊɟɩŰɞɡ Ůɑŭɞɡɠ , ɛŮ Űɖ ůɡɔəŮəɟɘɛɏɜɖ ɛɞɟűɐ, , 

Ŭˊɧ Űɘɠ ɔɜɤůŰɏɠ ůɢɏůŮɘɠ  , ɔŮɜɜɎ Űɞɜ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ 

. ɇɩɟŬ ɞɘ ɜɏŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ɗɏůɖɠ ŮɑɜŬɘ ɑŭɘŮɠ ɛŮ Űɘɠ ˊŬɚɘɏɠ ɞɟɛɏɠ əŬɘ ɞɘ ɜɏŮɠ ɞɟɛɏɠ ŮɑɜŬɘ ɑŭɘŮɠ ɛŮ Űɘɠ ˊŬɚɘɏɠ 

ɗɏůŮɘɠ ɛŮ ŬɚɚŬɔɛɏɜɞ ˊɟɧůɖɛɞ. ɀˊɞɟŮɑŰŮ ɜŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ əŬɘ ɖ ɔŮɜɜɐŰɟɘŬ  ɔŮɜɜɎ Űɞɜ ɑŭɘɞ 

ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ. ȷɡŰɧ ŭŮɑɢɜŮɘ ɧŰɘ ɖ ŭɘɎəɟɘůɖ ɛŮŰŬɝɨ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ ɗɏůɖɠ əŬɘ ɞɟɛɩɜ ŮɑɜŬɘ əɎˊɤɠ ŰŮɢɜɖŰɐ. 

Ƀɘ ɞɟɛɏɠ əŬɘ ɞɘ çɗɏůŮɘɠè ŮɑɜŬɘ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŬ ůɨɜɞɚŬ ɛŮŰŬɓɚɖŰɩɜ. ɉɟŮɘɎɕɞɜŰŬɘ əŬɘ ŰŬ ŭɡɞ ɔɘŬ Űɖɜ ˊŮɟɘɔɟŬűɐ Űɖɠ 

əɑɜɖůɖɠ ůŰɞɜ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɧ űɞɟɛŬɚɘůɛɧ. 

ɀˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ əŬŰŬɚɎɓɞɡɛŮ ɧŰɘ ŬɡŰɧɠ ŮɑɜŬɘ əŬɜɞɜɘəɧɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ əŬɘ Ŭˊɧ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Hamilton 

. ɄŬɟŬŰɖɟɞɨɛŮ ɧŰɘ Ŭɜ ŬɜŰɘəŬŰŬůŰɐůɞɡɛŮ ŰŬ ŬɟɢɘəɎ , ɞɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ 

ˊŬɟŬɛɏɜɞɡɜ ůŰɖɜ əŬɜɞɜɘəɐ Űɞɡɠ ɛɞɟűɐ Ŭɜ əŬɘ ŰŬ ŬɟɢɘəɎ  ŬɜŰɘəŬŰŬůŰɐůɞɡɜ ŰŬ . ȹɖɚŬŭɐ ŬɡŰɧɠ ɞ 

ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ Űɖɠ (ůɢŮŭɧɜ) ŮɜŬɚɚŬɔɐɠ Űɤɜ ɛŮŰŬɓɚɖŰɩɜ ɛɏůŬ ůŮ əɎɗŮ ɏɜŬ ɕŮɡɔɎɟɘ  ŮɑɜŬɘ ˊɟɎɔɛŬŰɘ 

əŬɜɞɜɘəɧɠ. ȼ ɔŮɜɜɐŰɟɘŬ  ŮɑɜŬɘ ɛɘəŰɞɨ Űɨˊɞɡ,  əŬɘ ɞŭɖɔŮɑ ůŰɞɜ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ 

.  

 

3. ɉŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɧɠ űɞɟɛŬɚɘůɛɧɠ ɛŮ ŭŮůɛɞɨɠ - ȷɔəɨɚŮɠ Űɞɡ Dirac. 

Ƀ ůɡɜɐɗɖɠ űɞɟɛŬɚɘůɛɧɠ Űɞɡ Hamilton Űɖɠ ȷɜŬɚɡŰɘəɐɠ ȹɡɜŬɛɘəɐɠ, ˊɟɞɦˊɞɗɏŰŮɘ ɧŰɘ ɞɘ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ Űɞɡ ɢɩɟɞɡ 

Űɤɜ űɎůŮɤɜ  ŮɑɜŬɘ ɛŮŰŬɝɨ Űɞɡɠ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ, ŭŮɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ŭŮůɛŮɡŰɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ ɛŮŰŬɝɨ Űɞɡɠ. ȷɡŰɧ ŭŮɜ 

ŮɑɜŬɘ ˊɎɜŰŬ Ŭɚɖɗɏɠ. ȷəɧɛɖ əŬɘ ɧŰŬɜ ŭŮɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ (ɞɚɧɜɞɛŮɠ) ŭŮůɛŮɡŰɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ ůŰɞɜ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɧ 

űɞɟɛŬɚɘůɛɧ, Ŭˊɧ ɧˊɞɡ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ɝŮəɘɜɐůɞɡɛŮ ɔɘŬ ɜŬ əŬŰŬɚɐɝɞɡɛŮ ůŰɞɜ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɧ, ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɡˊɎɟɝɞɡɜ 

ŰɏŰɞɘŮɠ ŭŮůɛŮɡŰɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ ůŰɞɜ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɧ. ȷɡŰɧ ɔɑɜŮŰŬɘ ɔɘŬ ɘŭɘɎɕɞɡůŮɠ (ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ) ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɏɠ ɞɘ 

ɞˊɞɑŮɠ ɏɢɞɡɜ ɔɟŬɛɛɘəɐ ŮɝɎɟŰɖůɖ ɤɠ ˊɟɞɠ ɛŮɟɘəɏɠ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ. ȷəɧɛɖ ɢŮɘɟɧŰŮɟŬ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɛɖɜ 

ɡˊɎɟɢɞɡɜ əŬɗɧɚɞɡ əɎˊɞɘŮɠ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ. ȿŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɏɠ ɛŮ ɔɟŬɛɛɘəɐ ŮɝɎɟŰɖůɖ Ŭˊɧ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ ŬˊŬɜŰɞɨɜ ůŰɖ 

ɗŮɤɟɑŬ ˊŮŭɑɤɜ ɔɘŬ ůɤɛŬŰɑŭɘŬ. ũɘŬ Űɖɜ ŬəɟɑɓŮɘŬ, ˊɟɧəŮɘŰŬɘ ɔɘŬ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɏɠ ˊɡəɜɧŰɖŰŮɠ. ȰɜŬ ŰɏŰɞɘɞ 

ˊŬɟɎŭŮɘɔɛŬ ŮɑɜŬɘ ɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ˊɡəɜɧŰɖŰŬ Ŭˊɧ Űɖɜ ɞˊɞɑŬ ˊɟɞəɨˊŰŮɘ ɖ (ůɢŮŰɘəɘůŰɘəɐ) Ůɝɑůɤůɖ Dirac ɔɘŬ 

ɖɚŮəŰɟɧɜɘŬ əŬɘ ˊɞɕɘŰɟɧɜɘŬ. ȷɡŰɏɠ ŮɑɜŬɘ əŬɘ ɞɘ ˊɘɞ ŮɜŭɘŬűɏɟɞɡůŮɠ ˊŮɟɘˊŰɩůŮɘɠ ɔɘŬ Űɖ ūɡůɘəɐ ɛŮ ŭŮůɛɞɨɠ ůŰɞɜ 

ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɧ űɞɟɛŬɚɘůɛɧ. ȼ ŮűŬɟɛɞɔɐ Űɖɠ ůɡɜɐɗɞɡɠ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐɠ ɛŮɗɧŭɞɡ ůŮ ŬɡŰɐ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɞŭɖɔŮɑ 

ůŮ ŬůɡɜɏˊŮɘŮɠ (ůŮ ŬɜŰɘűɎůŮɘɠ). ɆɡɜɞɣɑɕɞɡɛŮ ɧŰɘ ɞ ůɡɜɐɗɖɠ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɧɠ űɞɟɛŬɚɘůɛɧɠ ŭŮɜ ŮˊŬɟəŮɑ ůŮ 

ŭɘɎűɞɟŮɠ ˊŮɟɘˊŰɩůŮɘɠ ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ: Ŭ) ȳŰŬɜ ɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ŮɑɜŬɘ Űɞ ˊɞɚɨ ɔɟŬɛɛɘəɐ ɤɠ ˊɟɞɠ ŰɞɡɚɎɢɘůŰɞɜ ɛɘŬ 

ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɖ ɗɏůɖɠ. ɓ) ȳŰŬɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ Ůˊɘˊɚɏɞɜ (ˊŮɟɘŰɞɑ) ɓŬɗɛɞɑ ŮɚŮɡɗŮɟɑŬɠ Űɨˊɞɡ ɓŬɗɛɑŭŬɠ (gauge), 

ɞɡůɘŬůŰɘəɎ ɧŰŬɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ Ɏɚɚɞɘ Ŭűɨůɘəɞɘ ɓŬɗɛɞɑ ˊɞɡ ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ çŮɝŬɚŮɘűŰɞɨɜ» (fixed). ɆɖɛŮɘɩɜɞɡɛŮ ɧŰɘ ɞɘ 

ɗŮɤɟɑŮɠ ůŰɞɘɢŮɘɤŭɩɜ ůɤɛŬŰɘŭɑɤɜ ŮɑɜŬɘ ŬɡŰɞɨ Űɞɡ Űɨˊɞɡ əŬɘ ɚɏɔɞɜŰŬɘ ɗŮɤɟɑŮɠ ɓŬɗɛɑŭŬɠ (gauge theories). ɔ) 

ȳŰŬɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ Ɏɚɚɞɘ ŭŮůɛɞɑ ˊɞɡ ɗɏɚɞɡɛŮ ɜŬ ŮˊɘɓɎɚɞɡɛŮ.  

ȼ ɛŮɗɞŭɞɚɞɔɑŬ Űɞɡ Dirac ɧˊɞɡ ɚŬɛɓɎɜɞɜŰŬɘ ɡˊɧɣɖ ɞɘ ŭŮůɛŮɡŰɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ ůŰɞɜ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɧ 
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űɞɟɛŬɚɘůɛɧ, ɞŭɖɔŮɑ ůŰɖ (ůɤůŰɐ) ɚɨůɖ ŰɏŰɞɘɤɜ ˊɟɞɓɚɖɛɎŰɤɜ. O Dirac ŮɜŭɘŬűŮɟɧŰŬɜ ɔɘŬ Űɖɜ əɓɎɜŰɤůɖ 

ůɡůŰɖɛɎŰɤɜ ɛŮ ŭŮůɛɞɨɠ ɝŮəɘɜɩɜŰŬɠ Ŭˊɧ Űɞɜ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɧ űɞɟɛŬɚɘůɛɧ Űɖɠ ȾɚŬůɘəɐɠ ūɡůɘəɐɠ. ȳŰŬɜ ŭŮɜ 

ɡˊɎɟɢɞɡɜ ŭŮůɛɞɑ, ɖ əɓɎɜŰɤůɖ ɔɑɜŮŰŬɘ ɛŮ ɢɟɐůɖ Űɖɠ ůɡɜɐɗɞɡɠ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐɠ əŬɘ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɖɗɞɨɜ 

ŬɔəɨɚŮɠ Poisson. ɈˊɎɟɢɞɡɜ ůɡɔəŮəɟɘɛɏɜɞɘ əŬɜɧɜŮɠ ˊɞɡ ɛŬɠ ɞŭɖɔɞɨɜ Ŭˊɧ Űɖ ŭɡɜŬɛɘəɐ Űɞɡ Hamilton ůŰɖɜ 

əɓŬɜŰɘəɐ ŭɡɜŬɛɘəɐ. ɆŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɛŮ ŭŮůɛɞɨɠ ɖ ůɡɜɐɗɖɠ ɛŮɗɞŭɞɚɞɔɑŬ ɞŭɖɔŮɑ əŬɘ ůŮ ŬɡŰɐ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ůŮ 

ŬɜŰɘűɎůŮɘɠ. ȼ ɢɟɐůɖ Űɤɜ Ŭɔəɡɚɩɜ Dirac ɚɨɜŮɘ Űɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ. Ƀɘ ŬɔəɨɚŮɠ Dirac ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ɔŮɜɑəŮɡůɖ Űɤɜ 

Ŭɔəɡɚɩɜ Poisson, ɏɢɞɡɜ Űɘɠ ɑŭɘŮɠ ɘŭɘɧŰɖŰŮɠ ɛŮ ŬɡŰɏɠ Űɞɡ Poisson əŬɘ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɞɨɜŰŬɘ ɛŮ Űɞɜ ɑŭɘɞ Űɟɧˊɞ ˊɞɡ 

ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɞɨɜŰŬɘ ɞɘ ŬɔəɨɚŮɠ Poisson ůŰɖɜ əŬɜɞɜɘəɐ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɢɤɟɑɠ ŭŮůɛɞɨɠ. ɀŮ Ŭűɞɟɛɐ ɏɜŬ Ŭˊɚɧ 

ˊŬɟɎŭŮɘɔɛŬ Űɞ ɞˊɞɑɞ ŬɜŬűɏɟŮŰŬɘ ůŰɖ ɓɘɓɚɘɞɔɟŬűɑŬ ˊɞɡ ˊŬɟŬɗɏŰɞɡɛŮ, ɗŬ ŬɜŬˊŰɨɝɞɡɛŮ Űɖ ɛŮɗɞŭɞɚɞɔɑŬ Űɞɡ 

Dirac əŬɘ ɗŬ ŭɞɨɛŮ Űɖɜ ŬɜŬɔəŬɘɧŰɖŰɎ Űɖɠ ɔɘŬ ɜŬ ɞŭɖɔɖɗɞɨɛŮ ůŰɘɠ ůɤůŰɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ əŬɘ ůŮ ůɤůŰɐ 

əɓɎɜŰɤůɖ, ŭɖɚŬŭɐ ɛŮ ůɡɜɏˊŮɘŬ, ɢɤɟɑɠ ŬɜŰɘűɎůŮɘɠ.  

ɀˊɞɟŮɑ əɎˊɞɘɞɠ ɜŬ ŬɜŬŰɟɏɝŮɘ ůŰɘɠ ŮɟɔŬůɑŮɠ Űɞɡ Dirac əŬɘ Ɏɚɚɤɜ ɔɘŬ ɛɘŬ ˊɘɞ ŬɡůŰɖɟɐ əŬɘ ˊɚɐɟɖ ɗŮɩɟɖůɖ 

Űɞɡ ŬɜŰɘəŮɘɛɏɜɞɡ. ɄŬɟɧɚɞ ˊɞɡ ɖ əɓɎɜŰɤůɖ ˊɞɡ ŮɜŭɘŬűɏɟŮɘ ŮɑɜŬɘ ŬɡŰɐ ˊɞɡ ŬɜŬűɏɟŮŰŬɘ ůŮ ˊŮŭɑŬ, ɗŬ 

ŬůɢɞɚɖɗɞɨɛŮ ɛŮ Űɞɜ űɞɟɛŬɚɘůɛɧ ɔɘŬ ŭɘŬəɟɘŰɎ ůɡůŰɐɛŬŰŬ. ŪŮɤɟɞɨɛŮ ɧŰɘ Űɞ ůɨůŰɖɛŬ ˊɞɡ ŮɝŮŰɎɕɞɡɛŮ ŮɑɜŬɘ 

ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɧ, Ŭɜ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ŬɚɚɎ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ɞɚɧɜɞɛɞɘ ŭŮůɛɞɑ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ŰɟɞˊɞˊɞɘɐůɞɡɛŮ Űɖɜ Ŭɟɢɘəɐ 

ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ɛŮ ˊɞɚɚŬˊɚŬůɘŬůŰɏɠ Lagrange, ɛɏɗɞŭɞɠ Űɞɡ ˊɞɚɚŬˊɚŬůɘŬůɛɞɨ. ɆŰɖ ɜɏŬ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ 

ŮɘůɎɔɞɜŰŬɘ ɤɠ Ůˊɘˊɚɏɞɜ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ɞɘ ˊɞɚɚŬˊɚŬůɘŬůŰɏɠ Lagrange, ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ˊɟɞɠ 

ˊɟɞůŭɘɞɟɘůɛɧ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ Űɞɡ ɢɟɧɜɞɡ. ȰŰůɘ ɏɢɞɡɛŮ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ɢɤɟɑɠ ŭŮůɛɞɨɠ, ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɧ ůɨůŰɖɛŬ əŬɘ 

ˊɟɞɢɤɟɞɨɛŮ.ȯɚɚɞɠ Űɟɧˊɞɠ ɜŬ ˊɟɞɢɤɟɐůɞɡɛŮ ŮɑɜŬɘ ɜŬ ŮəűɟɎůɞɡɛŮ əɎˊɞɘŮɠ Ŭˊɧ Űɘɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ 

(ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ) ůɡɜŬɟŰɐůŮɘ Űɤɜ ɡˊɧɚɞɘˊɤɜ, ɜŬ Űɘɠ ŬɜŰɘəŬŰŬůŰɐůɞɡɛŮ ůŰɖɜ Ŭɟɢɘəɐ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ɞˊɧŰŮ əŬɘ ˊɎɚɘ 

ɏɢɞɡɛŮ ŰŮɚɘəɐ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ɢɤɟɑɠ ŭŮůɛɞɨɠ. ȹɖɚŬŭɐ əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŮ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɧ ůɨůŰɖɛŬ. ȼ Ɏɚɚɖ 

ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ ŮɑɜŬɘ ɜŬ ɔɟɎɣɞɡɛŮ Űɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ɢɤɟɑɠ ŭŮůɛɞɨɠ əŬɘ ɜŬ ůɖɛŮɘɩůɞɡɛŮ Űɞɡɠ ɞɚɧɜɞɛɞɡɠ ŭŮůɛɞɨɠ. 

ɆŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ ˊɟɞůŭɘɞɟɑɕɞɡɛŮ Űɖ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ Ŭˊɧ Űɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ əŬɘ ůŰɞɡɠ ŭŮůɛɞɨɠ ˊɞɡ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ 

ˊɟɞəɨɣɞɡɜ ŮˊɘůɡɜɎˊŰɞɡɛŮ əŬɘ Űɞɡɠ Ŭɟɢɘəɞɨɠ ɞɚɧɜɞɛɞɡɠ ŭŮůɛɞɨɠ. 

ȷ) ɆɨůŰɖɛŬ ˊɞɡ ɏɢŮɘ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ɔɟŬɛɛɘəɐ ɤɠ ˊɟɞɠ ɧɚŮɠ Űɘɠ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ 

ȷɡŰɐ ɖ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ŬɜɐəŮɘ ůŰɘɠ ˊɞɚɨ ŮɜŭɘŬűɏɟɞɡůŮɠ ˊŮɟɘˊŰɩůŮɘɠ Ŭˊɧ ˊɚŮɡɟɎɠ ūɡůɘəɐɠ.  

ŪŮɤɟɞɨɛŮ űɞɟŰɘůɛɏɜɞ ůɤɛŬŰɑŭɘɞ ɛɏůŬ ůŮ ůŰŬɗŮɟɧ ɞɛɞɔŮɜɏɠ ɛŬɔɜɖŰɘəɧ ˊŮŭɑɞ ˊɞɡ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ əɘɜŮɑŰŬɘ ɛɖ 

ůɢŮŰɘəɘůŰɘəɎ ůŰɞ ŮˊɑˊŮŭɞ  əɎɗŮŰɞ ůŰɖ ŭɘŮɨɗɡɜůɖ Űɞɡ ˊŮŭɑɞɡ . ȼ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ Űɞɡ ůɤɛŬŰɘŭɑɞɡ ɛŮ 

əŬɟŰŮůɘŬɜɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ŮɑɜŬɘ: 

 

. 

 

ɇɞ  ŮɑɜŬɘ ŭŮŭɞɛɏɜɞ ŮɝɤŰŮɟɘəɧ ŭɡɜŬɛɘəɧ (ŭɡɜŬɛɘəɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ). 

ɀˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ɔɟɎɣɞɡɛŮ ɔɘŬ Űɞ ŭɘŬɜɡůɛŬŰɘəɧ ŭɡɜŬɛɘəɧ, 

 

. 

 

Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ, 

 

. 

 

ŪɏŰɞɡɛŮ , ɞˊɧŰŮ ɓɟɑůəɞɡɛŮ: 
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ɆŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ Ŭɠ ɡˊɞɗɏůɞɡɛŮ ɧŰɘ Űɞ  ŮɑɜŬɘ ŬɟəŮŰɎ ɛŮɔɎɚɞ, ŭɖɚŬŭɐ Űɞ ɛŬɔɜɖŰɘəɧ ˊŮŭɑɞ ŮɑɜŬɘ ˊɞɚɨ 

ɛŮɔɎɚɞ, ɖ ɛɎɕŬ ŮɑɜŬɘ ˊɞɚɨ ɛɘəɟɐ ɏŰůɘ ˊɞɡ ɜŬ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ˊŬɟŬɚɖűɗŮɑ ɞ ɧɟɞɠ Űɖɠ əɘɜɖŰɘəɐɠ ŮɜɏɟɔŮɘŬɠ, ŰɧŰŮ ɖ 

ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ɔɑɜŮŰŬɘ ɔɟŬɛɛɘəɐ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɘɠ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ. ȰɢɞɡɛŮ 

 

. 

 

ȷˊɧ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Lagrange ɓɟɑůəɞɡɛŮ, ɢɤɟɑɠ əŬɜɏɜŬ ˊɟɧɓɚɖɛŬ Ŭűɞɨ ŭŮɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ŭŮůɛŮɡŰɘəɏɠ 

ůɢɏůŮɘɠ, Űɘɠ ůɤůŰɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ, ŭɖɚŬŭɐ Űɘɠ 

 

 
 

ɄŬɟɧɚɞ ˊɞɡ ŭŮ ɢɟŮɘɎɕŮŰŬɘ ůŰɞɜ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɧ űɞɟɛŬɚɘůɛɧ, ɡˊɞɚɞɔɑɕɞɡɛŮ Űɘɠ ůɡɕɡɔŮɑɠ ɞɟɛɏɠ, ŬɡŰɏɠ ŮɑɜŬɘ 

 

 
 

ɆŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ ůŮ ůɡɜŭɡŬůɛɧ ɛŮ Űɘɠ ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜŮɠ, ɓɟɑůəɞɡɛŮ ɧŰɘ 

 

. 

 

ȷɡŰɏɠ ɞɘ ŰɏůůŮɟŮɘɠ ůɢɏůŮɘɠ ˊɞɡ ˊɟɞɐɚɗŬɜ Ŭˊɧ Űɞɜ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɧ űɞɟɛŬɚɘůɛɧ, ŮɑɜŬɘ ɞɘ ůɤůŰɏɠ ůɢɏůŮɘɠ. 

ȷɠ ŮˊɘɢŮɘɟɐůɞɡɛŮ ůŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ ɜŬ əɎɜɞɡɛŮ ɢɟɐůɖ Űɞɡ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɞɨ űɞɟɛŬɚɘůɛɞɨ. ŪŬ ŮűŬɟɛɧůɞɡɛŮ 

Űɞɜ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ Legendre, ɧˊɤɠ űŬɑɜŮŰŬɘ ůŰɞ ɄŬɟɎɟŰɖɛŬ Ʉ5, ɧŰŬɜ ɖ ůɡɜɎɟŰɖůɖ, ˊɞɡ Ůŭɩ ŮɑɜŬɘ ɖ 

ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ, ŮɑɜŬɘ ɔɟŬɛɛɘəɐ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɘɠ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ. ŪŬ ɡˊɞɚɞɔɑůɞɡɛŮ ɛɘŬ Ŭɟɢɘəɐ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ, ˊɞɡ ɛŮɟɘəɞɑ 

ɞɜɞɛɎɕɞɡɜ Ŭˊɚɞɥəɐ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ, Ŭˊɧ Űɖ ɔɜɤůŰɐ ůɢɏůɖ  

 

. 

 

ȷˊŬɚŮɑűɞɡɛŮ Űɘɠ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ ɛŮ ɢɟɐůɖ Űɞɡ ɞɟɘůɛɞɨ Űɤɜ ůɡɕɡɔɩɜ ɞɟɛɩɜ, ɞˊɧŰŮ ɓɟɑůəɞɡɛŮ 

 

. 

 

Ƀɘ ɞɟɛɏɠ ɏɢɞɡɜ ŮɝŬűŬɜɘůŰŮɑ Ŭˊɧ Űɖ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ. ȷɜ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɐůɞɡɛŮ ŬɡŰɐ Űɖɜ Ŭˊɚɞɥəɐ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ 

əŬɘ ɔɟɎɣɞɡɛŮ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Hammilton, ɓɟɑůəɞɡɛŮ ɚɎɗɞɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ, ɧˊɤɠ űŬɑɜŮŰŬɘ ˊŬɟŬəɎŰɤ. 

 

 
 

ȷɡŰɏɠ ŮɑɜŬɘ ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɏɠ Ŭˊɧ Űɘɠ ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜŮɠ ˊɞɡ ɓɟɐəŬɛŮ ɛŮ Űɞɜ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɧ űɞɟɛŬɚɘůɛɧ, ɞɘ 

ɞˊɞɑŮɠ ɐŰŬɜ ɞɘ ůɤůŰɏɠ. Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ ɞɘ ŰŮɚŮɡŰŬɑŮɠ ŮɑɜŬɘ ɚɎɗɞɠ. ȷɜ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɐůɞɡɛŮ Űɞɜ ɞɟɘůɛɧ Űɤɜ ůɡɕɡɔɩɜ 

ɞɟɛɩɜ, ŰɧŰŮ Ŭˊɧ Űɘɠ ŭɡɞ ŰŮɚŮɡŰŬɑŮɠ ɗŬ ɓɟɞɨɛŮ Űɘɠ 
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ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ɛɎɚɘůŰŬ ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɏɠ Ŭˊɧ Űɘɠ ŭɡɞ ˊɟɩŰŮɠ Űɞɡ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬəɞɨ űɞɟɛŬɚɘůɛɞɨ, ŭɖɚŬŭɐ ŮɑɜŬɘ 

ˊɞɚɚɎ ŰŬ ɚŬɜɗŬůɛɏɜŬ ŮɝŬɔɧɛŮɜŬ, ɡˊɎɟɢŮɘ ŬůɡɜɏˊŮɘŬ. 

ɇɩɟŬ ɗŬ ɚɨůɞɡɛŮ ůɤůŰɎ Űɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ əɎɜɞɜŰŬɠ ɢɟɐůɖ Űɤɜ ɘŭŮɩɜ Űɞɡ Dirac, ˊɞɡ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ 

ɚŬɛɓɎɜɞɡɛŮ ɡˊɧɣɖ ůɤůŰɎ Űɖɜ ɨˊŬɟɝɖ ŭŮůɛŮɡŰɘəɩɜ ůɢɏůŮɤɜ ɛŮŰŬɝɨ Űɤɜ ɛŮŰŬɓɚɖŰɩɜ Űɞɡ ɢɩɟɞɡ Űɤɜ űɎůŮɤɜ. 

ɆɖɛŮɘɩɜɞɡɛŮ ɧŰɘ ˊŬɟɧɚɞ ˊɞɡ ɝŮəɘɜɐůŬɛŮ ɢɤɟɑɠ ŭŮůɛɞɨɠ ůŰɞɜ űɞɟɛŬɚɘůɛɧ Lagrange, ůŰɞɜ űɞɟɛŬɚɘůɛɧ 

Hamilton ˊɟɞəɨˊŰɞɡɜ ŭŮůɛŮɡŰɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ ɧˊɤɠ űŬɑɜŮŰŬɘ ůŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ. ɄɟɎɔɛŬŰɘ, əŬŰɎ Űɞɜ ɞɟɘůɛɧ Űɤɜ 

ůɡɕɡɔɩɜ ɞɟɛɩɜ ɞɘ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ ŭŮɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ůŰɘɠ ůɢɏůŮɘɠ ˊɞɡ ɓɟɐəŬɛŮ, ɞɘ ůɢɏůŮɘɠ ˊɞɡ ˊɟɞəɨˊŰɞɡɜ ŮɑɜŬɘ,  

 

 
 

ȷɡŰɏɠ ɧɛɤɠ ŮɑɜŬɘ ŭŮůɛŮɡŰɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ ɛŮŰŬɝɨ Űɤɜ ɛŮŰŬɓɚɖŰɩɜ Űɞɡ ɢɩɟɞɡ Űɤɜ űɎůŮɤɜ (). 

ȷɜŬűɏɟɞɡɛŮ ŭɡɞ ɚɧɔɘŬ ɔɘŬ Űɞ ůɨɛɓɞɚɞ  ˊɞɡ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘŮɑŰŬɘ ůŰɖ ɛŮɗɞŭɞɚɞɔɑŬ Dirac. ɄŬɟɧɚɞ ˊɞɡ Űɞ 

ůɨɛɓɞɚɞ  ɏɢŮɘ əŬɗɘŮɟɤɗŮɑ ɤɠ Űɞ ůɨɛɓɞɚɞ ɔɘŬ Űɞ ˊŮɟɑˊɞɡ ɑůɞ, Ůŭɩ ůɖɛŬɑɜŮɘ çŬůɗŮɜɐɠ ɘůɧŰɖŰŬ» (weak 

equality), ůŮ ŬɜŰɑɗŮůɖ ɛŮ Űɖɜ ɘůɢɡɟɐ (strong) ɘůɧŰɖŰŬ =. ȷůɗŮɜɐɠ ɘůɧŰɖŰŬ ɛŮŰŬɝɨ ŭɡɞ ˊŬɟŬůŰɎůŮɤɜ  

ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ ŮɑɜŬɘ ɑůŮɠ ɛɧɜɞ ɧŰŬɜ ˊɚɖɟɞɨɜŰŬɘ ɞɘ ɡˊɎɟɢɞɡůŮɠ ŭŮůɛŮɡŰɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ ůŰɞɜ űŬůɘəɧ ɢɩɟɞ ŭɘɎůŰŬůɖɠ 

 , ŭɖɚŬŭɐ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ɑůŮɠ ˊŬɟɎ ɛɧɜɞ ůŰɞɜ ˊŮɟɘɞɟɘůɛɏɜɞ űŬůɘəɧ ɢɩɟɞ ˊɞɡ əŬɗɞɟɑɕɞɡɜ ɞɘ ŭŮůɛŮɡŰɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ, 

ɞ ɞˊɞɑɞɠ ůŰɞ ˊŬɟŬˊɎɜɤ ˊŬɟɎŭŮɘɔɛŬ ɏɢŮɘ ŭɘɎůŰŬůɖ . ȺɑɜŬɘ ɘůɢɡɟɎ ɑůŮɠ , Ŭɜ ŮɑɜŬɘ ɑůŮɠ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŬ 

Ŭˊɧ Űɘɠ ŭŮůɛŮɡŰɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ. Ƚůɢɨɞɡɜ ŭɖɚŬŭɐ ůŮ ɧɚɞ Űɞɜ űŬůɘəɧ ɢɩɟɞ. ɆŰɞɜ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɧ űɞɟɛŬɚɘůɛɧ ɞɘ 

ŬůɗŮɜŮɑɠ ɘůɧŰɖŰŮɠ ɗŬ ɚɖűɗɞɨɜ ɡˊɧɣɖ (ɗŬ ɘůɢɨɞɡɜ) Ŭűɞɨ ɓɟŮɗɞɨɜ ɞɘ (ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ) ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ, ɐ 

ɘůɞŭɨɜŬɛŬ Ŭűɞɨ ɡˊɞɚɞɔɘůŰɞɨɜ ɞɘ ŬɔəɨɚŮɠ Poisson, ɧɢɘ ˊɟɞɖɔɞɡɛɏɜɤɠ. ȹŮ űŬɑɜŮŰŬɘ ɜŬ ɡˊɎɟɢŮɘ ŮɜɘŬɑɞɠ 

ůɡɛɓɞɚɘůɛɧɠ ɔɘŬ ŰŬ ˊŬɟŬˊɎɜɤ Ůɑŭɖ ɘůɞŰɐŰɤɜ, ɔɘŬ ˊŬɟɎŭŮɘɔɛŬ, ɞ Dirac ŬɟɢɘəɎ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɑɖůŮ Űɞ ůɨɛɓɞɚɞ = 

ɔɘŬ Űɖɜ ŬůɗŮɜɐ ɘůɧŰɖŰŬ əŬɘ Űɞ ůɨɛɓɞɚɞ  (ˊɞɡ ɏɢŮɘ əŬɗɘŮɟɤɗŮɑ ɔɘŬ Űɞ ŰŬɡŰɞŰɘəɎ ɑůɞ) ɔɘŬ Űɖɜ ɘůɢɡɟɐ. Ƀ 

ůɡɛɓɞɚɘůɛɧɠ ˊɞɡ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɞɨɛŮ ŮɛŮɑɠ Ůŭɩ űŬɑɜŮŰŬɘ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ɞ ŮˊɘəɟŬŰɏůŰŮɟɞɠ. 

Ƀɘ ˊŬɟŬˊɎɜɤ ŭŮůɛɞɑ ɚɏɔɞɜŰŬɘ ˊɟɤŰɞɔŮɜŮɑɠ (ˊɟɤŰŮɨɞɜŰŮɠ) ŭŮůɛɞɑ. ɄɟɤŰɞɔŮɜŮɑɠ ŮɑɜŬɘ ŭŮůɛɞɑ ˊɞɡ 

ˊɟɞəɨˊŰɞɡɜ Ŭˊɧ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ ɞɟɘůɛɞɨ Űɤɜ ůɡɕɡɔɩɜ ɞɟɛɩɜ ɐ ŮˊɘɚɏɔɞɜŰŬɘ ɤɠ Ůˊɑ ˊɚɏɞɜ ŭŮůɛɞɑ ůŰɞɜ ɢɩɟɞ Űɤɜ 

űɎůŮɤɜ Ŭˊɧ Űɖɜ Ŭɟɢɐ. ɆŮ ɧ, Űɘ ŬəɞɚɞɡɗŮɑ, ɞɘ ŮˊŬɜŬɚŬɛɓŬɜɧɛŮɜɞɘ ŭŮɑəŰŮɠ ůɖɛŬɑɜɞɡɜ Ɏɗɟɞɘůɖ.  

ɆŰɖɜ Ŭɟɢɐ ɗŬ ˊɟɞɢɤɟɐůɞɡɛŮ ɛŮ ɛɘŬ əɎˊɤɠ ɔŮɜɘəɐ ɗŮɩɟɖůɖ Űɞɡ ˊɟɞɓɚɐɛŬŰɞɠ. ȰůŰɤ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ Űɖɠ 

ɔŮɜɘəɐɠ ɛɞɟűɐɠ, , ɡˊɞɗɏŰɞɡɛŮ ɧŰɘ ŭŮɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ŭŮůɛɞɑ ůŰɞɜ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɧ űɞɟɛŬɚɘůɛɧ. 

ɀˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ůɡɜŮɢɑůɞɡɛŮ ŮɝɘůɩɜɞɜŰŬɠ Űɖɜ ɏəűɟŬůɖ ˊɞɡ ŮɛűŬɜɑɕŮŰŬɘ ɧŰŬɜ ŮűŬɟɛɧɕɞɡɛŮ 

ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ Legendre ɛŮ Űɖɜ ɏəűɟŬůɖ ɔɘŬ Űɖ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ . ȷɡŰɧɠ ŮɑɜŬɘ ɞ ˊɘɞ Ůɨəɞɚɞɠ Űɟɧˊɞɠ. 

ȳɛɤɠ ɗŬ ŬəɞɚɞɡɗɐůɞɡɛŮ ɛɏɗɞŭɞ ˊɞɡ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘŮɑ Űɖɜ Űɟɞˊɞˊɞɘɖɛɏɜɖ Ŭɟɢɐ Hamilton. ȼ ɡˊɧ ɞɚɞəɚɐɟɤůɖ 

ˊɞůɧŰɖŰŬ ůŰɖɜ Űɟɞˊɞˊɞɘɖɛɏɜɖ Ŭɟɢɐ Hamilton, ŮɑɜŬɘ . 

 

Ƚůɢɨɞɡɜ  . 

 

ɆɖɛŮɘɩɜɞɡɛŮ əŬɘ Űɞ  ˊŬɟɧɚɞ ˊɞɡ ŭŮɜ ɡˊɎɟɢŮɘ. ȼ Űɟɞˊɞˊɞɘɖɛɏɜɖ Ŭɟɢɐ Hamilton ŮɑɜŬɘ: 

 

ɈˊɞɚɞɔɑɕɞɡɛŮ Űɖ ŭɡɜŬŰɐ ɛŮŰŬɓɞɚɐ : 

 

. 

 

ɇɞ ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ Ŭűɞɨ ɚɖűɗɞɨɜ ɡˊɧɣɖ ɞɘ ɔɜɤůŰɏɠ ůɡɜɞɟɘŬəɏɠ ůɡɜɗɐəŮɠ ɛŮ Űɘɠ ɞˊɞɑŮɠ ŬˊŬɚŮɑűŮŰŬɘ Űɞ 

ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ ůɡɜɧɟɞɡ, ɔɑɜŮŰŬɘ: 
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. 

 

ɐ 

 

. 

 

ȳˊɤɠ ŮɑˊŬɛŮ, Ŭˊɧ Űɘɠ ůɢɏůŮɘɠ ɞɟɘůɛɞɨ Űɤɜ ůɡɕɡɔɩɜ ɞɟɛɩɜ , ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ˊɟɞəɨɣɞɡɜ ɛŮɟɘəɏɠ 

ŭŮůɛŮɡŰɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ ɛŮŰŬɝɨ əɎˊɞɘɤɜ , ɏůŰɤ  , ˊɟɤŰɞɔŮɜŮɑɠ ŭŮůɛɞɑ. ȷɡŰɧ ůɖɛŬɑɜŮɘ 

ɧŰɘ ŰŬ  ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ɧɚŬ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŬ ɛŮŰŬɝɨ Űɞɡɠ. Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ ŭŮ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ɗŮɤɟɐůɞɡɛŮ ɛɖŭɏɜ Űɖɜ əɎɗŮ 

ɛɘŬ ˊŬɟɏɜɗŮůɖ ɢɤɟɘůŰɎ. ȼ ɘŭɏŬ Űɞɡ Dirac ɐŰŬɜ ɜŬ ŬɜŮɝŬɟŰɖŰɞˊɞɘɐůɞɡɛŮ Űɘɠ ŬɜɤŰɏɟɤ ɛŮŰŬɓɞɚɏɠ ɛŮ ɛɏɗɞŭɞ 

ˊŬɟɧɛɞɘŬ ɛŮ Űɖ ɛɏɗɞŭɞ Űɤɜ ˊɞɚɚŬˊɚŬůɘŬůŰɩɜ Lagrange ́ ɞɡ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɞɨɛŮ ůŰɞɜ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɧ űɞɟɛŬɚɘůɛɧ, 

ɏɢɞɡɛŮ 

 

 

 

ɄɞɚɚŬˊɚŬůɘɎɕɞɡɛŮ Ůˊɑ ɏɜŬɜ ůɡɜŰŮɚŮůŰɐ  Űɖɜ əɎɗŮ ɛɘŬ Ŭˊɧ ŬɡŰɏɠ əŬɘ ŬɗɟɞɑɕɞɡɛŮ , ɞˊɧŰŮ ɓɟɑůəɞɡɛŮ 

 

 

 

ɇŬ  ŮɑɜŬɘ ˊɞɚɚŬˊɚŬůɘŬůŰɏɠ ˊɞɡ ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ɡˊɞɚɞɔɘůŰɞɨɜ, ɧɛɤɠ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ əŬŰô ŬɜɎɔəɖ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ 

Űɤɜ , ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŮɝŬɟŰɩɜŰŬɘ əŬɘ Ŭˊɧ ŰŬɢɨŰɖŰŮɠ ˊɞɡ ůɨɛűɤɜŬ ɛŮ ŰŬ ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜŬ ŭŮɜ ɛˊɧɟŮůŬɜ ɜŬ 

ŮəűɟŬůŰɞɨɜ ɤɠ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ Űɤɜ . 

ɄɟɞůɗɏŰɞɡɛŮ Űɖɜ ŰŮɚŮɡŰŬɑŬ ˊŬɟɎůŰŬůɖ, ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ, ůŰɖɜ ɡˊɧ ɞɚɞəɚɐɟɤůɖ ɏəűɟŬůɖ Űɞɡ 

ŰŮɚŮɡŰŬɑɞɡ ɞɚɞəɚɖɟɩɛŬŰɞɠ, 

 

. 

 

ɀŮ Űɖ ɔɜɤůŰɐ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɘɠ ŰŮɚɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ 

 

 

 

Ƀɘ ˊɟɤŰɞɔŮɜŮɑɠ ŭŮůɛɞɑ ŮɑɜŬɘ  Űɞ ˊɚɐɗɞɠ. ŪŬ ˊɟɞɢɤɟɐůɞɡɛŮ əɎɜɞɜŰŬɠ ɢɟɐůɖ Ŭɔəɡɚɩɜ Poisson. ȳˊɤɠ 
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ŮɑˊŬɛŮ ˊɟɞɖɔɞɡɛɏɜɤɠ, ŰŬ  ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɛɖɜ ŮɑɜŬɘ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ ɛɧɜɞ Űɤɜ  ŬɚɚɎ əŬɘ ŰŬɢɡŰɐŰɤɜ, Ůˊɞɛɏɜɤɠ 

ŭŮɜ ɡˊɎɟɢŮɘ Űɟɧˊɞɠ ɡˊɞɚɞɔɘůɛɞɨ Ŭɔəɡɚɩɜ Poisson ŬɡŰɩɜ Űɤɜ ɛŮɔŮɗɩɜ (ˊɞůɞŰɐŰɤɜ). ɄŬɟɧɚŬ ŬɡŰɎ 

ůɢɖɛŬŰɑɕɞɡɛŮ (ŭɖɚɩɜɞɡɛŮ) ŰɏŰɞɘŮɠ ŬɔəɨɚŮɠ Poisson ɡˊɞɗɏŰɞɜŰŬɠ ɧŰɘ ŮˊŮəŰŮɑɜɞɡɛŮ Űɘɠ ɘŭɘɧŰɖŰŮɠ Űɤɜ ůɡɜɐɗɤɜ 

Ŭɔəɡɚɩɜ Poisson ɩůŰŮ ɜŬ ɘůɢɨɞɡɜ əŬɘ ɔɘŬ ŬɡŰɏɠ Űɘɠ ɛɖ ɡˊɞɚɞɔɑůɘɛŮɠ ŬɔəɨɚŮɠ Poisson. Ƀɘ ɘŭɘɧŰɖŰŮɠ ŬɡŰɏɠ ŮɑɜŬɘ: 

1. ȷɜŰɘůɡɛɛŮŰɟɑŬ 

2. ũɟŬɛɛɘəɧŰɖŰŬ  

3. ȾŬɜɧɜŬɠ ˊɞɚɚŬˊɚŬůɘŬůɛɞɨ  

4. ɇŬɡŰɧŰɖŰŬ Jacobi  

 

ɇɩɟŬ ŮɨəɞɚŬ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŭɘŬˊɘůŰɤɗŮɑ ɧŰɘ ɛŮ ɢɟɐůɖ Űɤɜ Ŭɔəɡɚɩɜ Poisson, ɞɘ ˊŬɟŬˊɎɜɤ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ 

ɔɟɎűɞɜŰŬɘ, 

 

 
 

ɇɞɜɑɕɞɡɛŮ ɝŬɜɎ ɧŰɘ, əŬŰɎ Űɞɡɠ ɡˊɞɚɞɔɘůɛɞɨɠ ŮɛűŬɜɑɕɞɜŰŬɘ ɧɟɞɘ ˊɞɡ ŭŮɜ ɞɟɑɕɞɜŰŬɘ, ŬɚɚɎ ŮˊŮɘŭɐ ŮɑɜŬɘ 

Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ  ŮɑɜŬɘ ŬůɗŮɜɘəɎ ɛɖŭɏɜ, ɔɘô ŬɡŰɧ ɛɖŭŮɜɑɕɞɜŰŬɘ ůŰɞ ŰŮɚɘəɧ ŬˊɞŰɏɚŮůɛŬ.  

ũɘŬ əɎɗŮ  ɏɢɞɡɛŮ  . ɉɟɖůɘɛɞˊɞɘɞɨɛŮ Űɘɠ ˊɟɞŰŮɚŮɡŰŬɑŮɠ 

ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ ɞˊɧŰŮ ɏɢɞɡɛŮ:  , ɛŮŰɎ Ŭˊɧ ŬɜŬŭɘɎŰŬɝɖ 

Űɤɜ ɧɟɤɜ ɓɟɑůəɞɡɛŮ 

 

. 

 

ȹɖɚŬŭɐ ɘůɢɨŮɘ ɖ ɑŭɘŬ ůɢɏůɖ ˊɞɡ ɘůɢɨŮɘ ɔɘŬ ŰŬ . ȷɡŰɐ ŮɑɜŬɘ ˊɘɞ ɔŮɜɘəɐ əŬɘ ˊŮɟɘɚŬɛɓɎɜŮɘ Űɘɠ ůɢɏůŮɘɠ 

ɔɘŬ ŰŬ  ɤɠ Ůɘŭɘəɏɠ ˊŮɟɘˊŰɩůŮɘɠ. H ŰŮɚŮɡŰŬɑŬ ůɢɏůɖ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɔɟŬűŰŮɑ əŬɘ ŬɡŰɐ ůŰɖ ɛɞɟűɐ 

 

 

 

ȼ Ŭɔəɨɚɖ ůŰɞɜ ɧɟɞ  ŭŮɜ ɞɟɑɕŮŰŬɘ, ˊŬɟɧɚŬ ŬɡŰɎ ůŰɞ ŰŮɚŮɡŰŬɑɞ ɓɐɛŬ ɏɔɘɜŮ, ɧˊɤɠ əŬɘ 

ˊɟɞɖɔɞɡɛɏɜɤɠ, ɢɟɐůɖ Űɞɡ ɔŮɔɞɜɧŰɞɠ ɧŰɘ , ɞˊɧŰŮ ŬɡŰɧɠ ɞ ɧɟɞɠ ɛɖŭŮɜɑɕŮŰŬɘ. ȳˊɤɠ ɚɏɛŮ, ɞɘ ŬɔəɨɚŮɠ 

Poisson ŭŮɜ çůɏɓɞɜŰŬɘè Űɞɡɠ ŭŮůɛɞɨɠ, Ůˊɞɛɏɜɤɠ ˊɟɩŰŬ ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ɡˊɞɚɞɔɑɕɞɡɛŮ Űɘɠ ŬɔəɨɚŮɠ Poisson əŬɘ ɛŮŰɎ 

ɜŬ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɞɨɛŮ Űɞɡɠ ŭŮůɛɞɨɠ.  

ɇŬ ŰŮɚŮɡŰŬɑŬ ɛŬɠ ɞŭɖɔɞɨɜ ůŰɞ ɜŬ ɗŮɤɟɐůɞɡɛŮ Űɖɜ Űɟɞˊɞˊɞɘɖɛɏɜɖ (ɚŮɔɧɛŮɜɖ ɞɚɘəɐ) ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ 

, ŰɧŰŮ ˊɟɞűŬɜɩɠ ɘůɢɨŮɘ 

 

. 

 

ɆŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ ŬəɞɚɞɡɗɞɨɛŮ Űɖ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ Űɤɜ Dirac əŬɘ Bergman, ůɨɛűɤɜŬ ɛŮ ŬɡŰɐɜ, ŰŬ , (ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ 

ɞɘ ˊɟɤŰɞɔŮɜŮɑɠ ŭŮůɛɞɑ) ŬˊŬɘŰɞɨɛŮ ɜŬ ɘəŬɜɞˊɞɘɞɨɜ Űɘɠ ɚŮɔɧɛŮɜŮɠ ůɡɜɗɐəŮɠ ůɡɜɏˊŮɘŬɠ (consistency conditions). 
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ɆɡɔəŮəɟɘɛɏɜŬ, ˊɟɏˊŮɘ ɞɘ ŭŮůɛɞɑ ɜŬ ɘəŬɜɞˊɞɘɞɨɜŰŬɘ əɎɗŮ ɢɟɞɜɘəɐ ůŰɘɔɛɐ ɏůŰɤ əŬɘ ŬůɗŮɜɘəɎ. ȷɡŰɧ ůɖɛŬɑɜŮɘ, 

. ȳˊɤɠ ˊɟɞɖɔɞɡ-ɛɏɜɤɠ, ɞɘ ɧɟɞɘ 

 ůŰɞ Űɏɚɞɠ ɏɢɞɡɜ ɛɖŭŮɜɘůŰŮɑ. 

ȷɡŰɐ ɖ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ ɔɘŬ Űɞɡɠ ˊɟɤŰɞɔŮɜŮɑɠ ŭŮůɛɞɨɠ, ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɞŭɖɔɐůŮɘ ůŰɘɠ Ůɝɐɠ ˊŮɟɘˊŰɩůŮɘɠ ɔɘŬ Űɞɜ 

əɎɗŮ ɏɜŬɜ ŭŮůɛɧ: 

1) ɆŮ Ůɝɑůɤůɖ ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ŬůɡɜŮˊɐɠ, ˊ.ɢ. 1=0. ȷɡŰɧ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ ɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ŬˊɞŭŮəŰɐ, 

ɞŭɖɔŮɑ ůŮ ŬůɡɜŮˊŮɑɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ. ȼ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ŭŮ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ŰŮɚŮɑɤɠ ŬɡɗŬɑɟŮŰɖ 

ŬɚɚɎ ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ŰɏŰɞɘŬ ˊɞɡ ɜŬ ɛɖɜ ɞŭɖɔŮɑ ůŮ ŬůɡɜɏˊŮɘŮɠ. 

2) ɆŮ Ůɝɑůɤůɖ ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ŰŬɡŰɧŰɖŰŬ 0=0, ɑůɤɠ ŬůɗŮɜɘəɎ. 

3) Ⱥɝɑůɤůɖ ˊɞɡ ŭŮɜ ˊŮɟɘɏɢŮɘ  ɞˊɧŰŮ ŮɑɜŬɘ ŭŮůɛɧɠ ɛŮŰŬɝɨ Űɤɜ . ȷɡŰɧɠ ŮɑɜŬɘ ɜɏɞɠ 

ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɧɠ ŭŮůɛɧɠ Ŭɜ ŭŮɜ ůɢŮŰɑɕŮŰŬɘ ɛŮ Űɞɡɠ ˊɟɤŰɞɔŮɜŮɑɠ ŭŮůɛɞɨɠ, Ŭɜ ůɢŮŰɑɕŮŰŬɘ ůŰɖɜ ɞɡůɑŬ 

ŬɜɐəŮɘ ůŮ ŬɡŰɞɨɠ. ɇɏŰɞɘɞɘ ŭŮůɛɞɑ ɚɏɔɞɜŰŬɘ ŭŮɡŰŮɟŮɨɞɜŰŮɠ ɐ ŭŮɡŰŮɟɞɔŮɜŮɑɠ ŭŮůɛɞɑ. 

4) Ⱥɝɑůɤůɖ ˊɞɡ ˊŮɟɘɏɢŮɘ ŰŬ , ŭɖɚŬŭɐ ŮɑɜŬɘ ŭŮůɛŮɡŰɘəɐ ɛŮŰŬɝɨ Űɤɜ . 

 

ȰůŰɤ ɧŰɘ ɛŮ Űɖɜ ŬɜɤŰɏɟɤ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ ɔɘŬ Űɞɡɠ  ˊɟɤŰɞɔŮɜŮɑɠ ŭŮůɛɞɨɠ, ˊɟɞɏəɡɣŬɜ  ŭŮɡŰŮɟɞɔŮɜŮɑɠ 

ŭŮůɛɞɑ əŬɘ  ŭŮůɛŮɡŰɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ ɛŮŰŬɝɨ Űɤɜ . ɇɩɟŬ ɏɢɞɡɛŮ  ŭŮůɛɞɨɠ, ˊɟɤŰɞɔŮɜŮɑɠ 

əŬɘ ŭŮɡŰŮɟɞɔŮɜŮɑɠ. ɄɟɏˊŮɘ ɜŬ ɘůɢɨɞɡɜ ɔɘŬ ɧɚɞɡɠ ɑŭɘŮɠ ůɡɜɗɐəŮɠ ůɡɜɏˊŮɘŬɠ ɧˊɤɠ ɔɘŬ Űɞɡɠ ˊɟɤŰɞɔŮɜŮɑɠ, ŭɖɚŬŭɐ 

ɗŬ ɏɢɞɡɛŮ əŬɘ ɔɘŬ Űɞɡɠ ˊɟɧůɗŮŰɞɡɠ (ŭŮɡŰŮɟɞɔŮɜŮɑɠ) ŭŮůɛɞɨɠ Űɘɠ ůɢɏůŮɘɠ 

 

. 

 

ȺˊŬɜŬɚŬɛɓɎɜɞɡɛŮ Űɖɜ ŬɜɤŰɏɟɤ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ ɛŮ Űɖɜ  ɩůˊɞɡ ɜŬ ɛɖɜ ˊɟɞəɨˊŰɞɡɜ ɜɏɞɘ ŭŮɡŰŮɟɞɔŮɜŮɑɠ 

ŭŮůɛɞɑ, ŬɚɚɎ ɛɧɜɞ ŭŮůɛŮɡŰɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ ɔɘŬ ŰŬ . ȰůŰɤ ɧŰɘ ˊɟɞɏəɡɣŬɜ ůɡɜɞɚɘəɎ  ŭŮɡŰŮɟɞɔŮɜŮɑɠ ŭŮůɛɞɑ. 

ɇɞ ůɨɜɞɚɞ  Űɤɜ ŭŮůɛɩɜ ɗŬ ŮɑɜŬɘ Űɞ ɎɗɟɞɘůɛŬ Űɞɡ ˊɚɐɗɞɡɠ Űɤɜ ˊɟɤŰoɔŮɜɩɜ əŬɘ Űɤɜ ŭŮɡŰŮɟɞɔŮɜɩɜ ŭŮůɛɩɜ, 

. ȳɚɞɘ ŬɡŰɞɑ ɞɘ ŭŮůɛɞɑ ɗŬ ˊŬɟɘůŰɎɜɞɜŰŬɘ ɛŮ Űɞ ɑŭɘɞ ůɨɛɓɞɚɞ, ɏɢɞɡɛŮ . Ƀɘ 

ŰŮɚɘəɏɠ ŭŮůɛŮɡŰɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ ɛŮŰŬɝɨ Űɤɜ  , ŮɑɜŬɘ 

 

. 

 

Ƀɘ ŬɔəɨɚŮɠ Poisson  ŬˊɞŰŮɚɞɨɜ ɛɘŬ ɛɐŰɟŬ , ɧˊɞɡ ɔŮɜɘəɩɠ .  

ȷˊɧ Űɘɠ ŰŮɚŮɡŰŬɑŮɠ ůɢɏůŮɘɠ ɗŬ ŮˊɘɢŮɘɟɐůɞɡɛŮ ɜŬ ɡˊɞɚɞɔɑůɞɡɛŮ Űɞɡɠ ŬɔɜɩůŰɞɡɠ ůɡɜŰŮɚŮůŰɏɠ . ȰɢɞɡɛŮ 

ɔɟŬɛɛɘəɧ ůɨůŰɖɛŬ ŬɚɔŮɓɟɘəɩɜ ŮɝɘůɩůŮɤɜ ɛŮ  Űɞ ˊɚɐɗɞɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əŬɘ  ŬɔɜɩůŰɞɡɠ  ˊɟɞɠ 

ˊɟɞůŭɘɞɟɘůɛɧ, ŭɖɚŬŭɐ: 

 

. 

 

ȼ ɚɨůɖ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ɢɟŮɘɎɕŮŰŬɘ ɖ ɢɟɐůɖ Űɖɠ ɗŮɤɟɑŬɠ ůɡůŰɖɛɎŰɤɜ ɔɟŬɛɛɘəɩɜ ŬɚɔŮɓɟɘəɩɜ 

ŮɝɘůɩůŮɤɜ. Ⱥŭɩ ɗŬ ůəɘŬɔɟŬűɐůɞɡɛŮ Űɖ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ. ɄɟɏˊŮɘ Űɞ ˊɚɐɟŮɠ, Űɞ ɛɖ ɞɛɞɔŮɜɏɠ ůɨůŰɖɛŬ, ɜŬ ɏɢŮɘ ɚɨůɖ 

Ŭɚɚɘɩɠ ɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ŬˊɞŭŮəŰɐ. ȰůŰɤ ɖ ɚɨůɖ ŮɑɜŬɘ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ  . ȷɜ Űɞ 

ɞɛɞɔŮɜɏɠ ůɨůŰɖɛŬ  ŭŮɜ ɏɢŮɘ Ɏɚɚɖ ɚɨůɖ ŮəŰɧɠ Űɖɠ ŰŮŰɟɘɛɛɏɜɖɠ 
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ɛɖŭŮɜɘəɐɠ, ŰɧŰŮ ɛˊɞɟɞɨɜ ɜŬ ˊɟɞůŭɘɞɟɘůŰɞɨɜ ˊɚɐɟɤɠ ŰŬ  Ŭűɞɨ ɘůɢɨŮɘ ɔɘŬ Űɖ ɚɨůɖ . ȾŬŰɧˊɘɜ, 

Ŭˊɧ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ ɔɘŬ ŰŬ  ɛŮ ŬɔəɨɚŮɠ Poisson ɐ ɢɤɟɑɠ ŬɡŰɏɠ Űɘɠ ŬɔəɨɚŮɠ, ˊɟɞůŭɘɞɟɑɕɞɜŰŬɘ ˊɚɐɟɤɠ 

ŰŬ . ȷɜ Űɞ ɞɛɞɔŮɜɏɠ ůɨůŰɖɛŬ ɏɢŮɘ  ɚɨůŮɘɠ, ɏůŰɤ Űɘɠ , ŰɧŰŮ ɖ 

ɔŮɜɘəɐ ɚɨůɖ Űɖɠ ɛɖ ɞɛɞɔŮɜɞɨɠ ŮɑɜŬɘ Űɞ Ůɝɐɠ ɎɗɟɞɘůɛŬ, . 

ɇŬ  ŮɑɜŬɘ ŬɡɗŬɑɟŮŰŮɠ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ Űɞɡ ɢɟɧɜɞɡ. ũɘŬ Űɖɜ ɞɚɘəɐ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ 

ɏɢɞɡɛŮ 

 

 

 

ȼ ɨˊŬɟɝɖ Űɤɜ ŬɡɗŬɑɟŮŰɤɜ ůɡɜŬɟŰɐůŮɤɜ Űɞɡ ɢɟɧɜɞɡ  ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ ɏɢɞɡɛŮ ɛɘŬ ɛŬɗɖɛŬŰɘəɐ 

ɛŮɗɞŭɞɚɞɔɑŬ ɛŮ ŬɡɗŬɑɟŮŰŬ ɢŬɟŬəŰɖɟɘůŰɘəɎ. ȷˊɞŰɏɚŮůɛŬ ŬɡŰɞɨ ŮɑɜŬɘ ɞɘ ŭɡɜŬɛɘəɏɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ ůŮ ɛŮɚɚɞɜŰɘəɞɨɠ 

ɢɟɧɜɞɡɠ ɜŬ ɛɖɜ əŬɗɞɟɑɕɞɜŰŬɘ ˊɚɐɟɤɠ Ŭˊɧ Űɘɠ Ŭɟɢɘəɏɠ ŭɡɜŬɛɘəɏɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ, ɖ ɔŮɜɘəɐ ɚɨůɖ ˊŮɟɘɏɢŮɘ ŬɡɗŬɑɟŮŰŮɠ 

ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ. 

ɇɩɟŬ ɗŬ əɎɜɞɡɛŮ ɏɜŬɜ Ɏɚɚɞ ŭɘŬɢɤɟɘůɛɧ Űɤɜ ŭŮůɛɩɜ. ŪŬ ŬɜŬűŮɟɗɞɨɛŮ ůŮ ŭŮůɛɞɨɠ ˊɟɩŰɖɠ ŰɎɝɖɠ (first 

class) əŬɘ ůŮ ŭŮůɛɞɨɠ ŭŮɨŰŮɟɖɠ ŰɎɝɖɠ (second class). ɀɘŬ ŭɡɜŬɛɘəɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ  ŮɑɜŬɘ ˊɟɩŰɖɠ 

ŰɎɝɖɠ Ŭɜ ɏɢŮɘ ŬɔəɨɚŮɠ Poisson ɛŮ ɧɚɞɡɠ Űɞɡɠ ŭŮůɛɞɨɠ , ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ŰɞɡɚɎɢɘůŰɞɜ ŬůɗŮɜɘəɎ ɛɖŭɏɜ. ȹɖɚŬŭɐ 

. Ƀɘ ɛɧɜŮɠ ˊɞůɧŰɖŰŮɠ ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ŬůɗŮɜɘəɎ ɛɖŭɏɜ ŮɑɜŬɘ ɞɘ ŭŮůɛɞɑ, Ůˊɞɛɏɜɤɠ ŬɡŰɐ ɖ Ŭɔəɨɚɖ Poisson 

ɗŬ ŮɑɜŬɘ ɘůɢɡɟɎ ɑůɖ ɛŮ ɛɘŬ ɔɟŬɛɛɘəɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ Űɤɜ ŭŮůɛɩɜ, ŭɖɚŬŭɐ . ȷɜ ŬɡŰɧ ŭŮɜ ɘůɢɨŮɘ, ŰɧŰŮ 

ɖ ŭɡɜŬɛɘəɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ ŮɑɜŬɘ ŭŮɨŰŮɟɖɠ ŰɎɝɖɠ. ȷɡŰɧ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ ɔɘŬ ɛŮɟɘəɞɨɠ ŰɞɡɚɎɢɘůŰɞɜ ŭŮůɛɞɨɠ ŭŮɜ ɘůɢɨɞɡɜ 

ɞɘ ůɢɏůŮɘɠ . ȷɡŰɧɠ ɞ ŭɘŬɢɤɟɘůɛɧɠ ŭŮɜ ɏɢŮɘ ůɢɏůɖ ɛŮ Űɞɜ ŭɘŬɢɤɟɘůɛɧ ůŮ ˊɟɤŰɞɔŮɜŮɑɠ əŬɘ 

ŭŮɡŰŮɟɞɔŮɜŮɑɠ ŭŮůɛɞɨɠ. ɀŮ ŮűŬɟɛɞɔɐ Űɞɡ ɞɟɘůɛɞɨ, ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŭŮɘɢɗŮɑ ɧŰɘ ɞɘ ŬɔəɨɚŮɠ Poisson ŭɡɞ ɛŮɔŮɗɩɜ ŰŬ 

ɞˊɞɑŬ ŮɑɜŬɘ ˊɟɩŰɖɠ ŰɎɝɖɠ ŮɑɜŬɘ Ůˊɑůɖɠ ˊɟɩŰɖɠ ŰɎɝɖɠ. Ⱥˊɑůɖɠ ŮɨəɞɚŬ ŭŮɑɢɜŮŰŬɘ ɧŰɘ ɞɘ ŬɜɤŰɏɟɤ ˊɞůɧŰɖŰŮɠ  

əŬɘ  ŮɑɜŬɘ ˊɟɩŰɖɠ ŰɎɝɖɠ. 

ɇɞ ůɡɛˊɏɟŬůɛŬ ŮɑɜŬɘ ɧŰɘ ɖ ɞɚɘəɐ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ  ŮɑɜŬɘ ɎɗɟɞɘůɛŬ ɛɘŬɠ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐɠ ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ 

ůɡɜɎɟŰɖůɖ ˊɟɩŰɖɠ ŰɎɝɖɠ,  əŬɘ Ůɜɧɠ ŬɡɗŬɑɟŮŰɞɡ ɔɟŬɛɛɘəɞɨ ůɡɜŭɡŬůɛɞɨ ŭŮůɛɩɜ ˊɟɩŰɖɠ ŰɎɝɖɠ ˊɞɡ ɞ əɎɗŮ 

ɏɜŬɠ ŮɑɜŬɘ Ůɘŭɘəɧɠ ɔɟŬɛɛɘəɧɠ ůɡɜŭɡŬůɛɧɠ ˊɟɤŰɞɔŮɜɩɜ ŭŮůɛɩɜ. Ⱥˊɑůɖɠ ɖ  ŮɑɜŬɘ ˊɟɩŰɖɠ ŰɎɝɖɠ. Ƀ Ŭɟɘɗɛɧɠ 

Űɤɜ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰɤɜ ŬɡɗŬɑɟŮŰɤɜ ůɡɜŬɟŰɐůŮɤɜ Űɞɡ ɢɟɧɜɞɡ ˊɞɡ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ůŰɖ ɔŮɜɘəɐ ɚɨůɖ, ɘůɞɨŰŬɘ ɛŮ Űɞ ˊɚɐɗɞɠ 

Űɤɜ Űɘɛɩɜ Űɞɡ ŭŮɑəŰɖ a ŭɖɚŬŭɐ ɛŮ Űɞ . ȷɡŰɧɠ ɘůɞɨŰŬɘ ɛŮ Űɞ ˊɚɐɗɞɠ Űɤɜ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰɤɜ ˊɟɤŰɞɔŮɜɩɜ ŭŮůɛɩɜ 

ˊɟɩŰɖɠ ŰɎɝɖɠ Ŭűɞɨ ɧɚɞɘ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ůŰɖɜ ɞɚɘəɐ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ, . 

ŪŬ ˊŬɟɘůŰɎɜɞɡɛŮ ɧɚɞɡɠ Űɞɡɠ ˊɟɤŰɞɔŮɜŮɑɠ əŬɘ ŭŮɡŰŮɟɞɔŮɜŮɑɠ ŭŮůɛɞɨɠ ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ˊɟɩŰɖɠ ŰɎɝɖɠ ɛŮ Űɞ 

ůɨɛɓɞɚɞ . Ƀɘ ɡˊɧɚɞɘˊɞɘ ˊɟɤŰɞɔŮɜŮɑɠ əŬɘ ŭŮɡŰŮɟɞɔŮɜŮɑɠ ŭŮůɛɞɑ, ɏůŰɤ ˊɚɐɗɞɡɠ , ŮɑɜŬɘ ŭŮɨŰŮɟɖɠ ŰɎɝɖɠ əŬɘ 

ɗŬ ˊŬɟɘůŰɎɜɞɜŰŬɘ ɛŮ . Ƀ Dirac ɏŭŮɘɝŮ ɧŰɘ ɖ ŰŮŰɟŬɔɤɜɘəɐ ŬɜŰɘůɡɛɛŮŰɟɘəɐ ɛɐŰɟŬ (ˊɑɜŬəŬɠ) 

 Űɤɜ ŭŮůɛɩɜ ŭŮɨŰŮɟɖɠ ŰɎɝɖɠ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ɘŭɘɎɕɞɡůŬ, ŭɖɚŬŭɐ ɖ ɞɟɑɕɞɡůɎ Űɖɠ ŭŮɜ ɛɖŭŮɜɑɕŮŰŬɘ, 

. ȹɖɚŬŭɐ ɖ ɛɐŰɟŬ ɏɢŮɘ ŬɜŰɑůŰɟɞűɖ, Űɖɜ , ɘůɢɨŮɘ . ȺˊŮɘŭɐ əɎɗŮ ŬɜŰɘůɡɛɛŮŰɟɘəɐ 

ɛɐŰɟŬ ɛŮ ˊŮɟɘŰŰɧ ˊɚɐɗɞɠ ɔɟŬɛɛɩɜ (əŬɘ ůŰɖɚɩɜ) ɏɢŮɘ ɛɖŭŮɜɘəɐ ɞɟɑɕɞɡůŬ, ŬɡŰɧ ůɡɜŮˊɎɔŮŰŬɘ ɧŰɘ Űɞ ˊɚɐɗɞɠ  

Űɤɜ  ŮɑɜŬɘ ɎɟŰɘɞɠ Ŭɟɘɗɛɧɠ. ȼ ůɡɜɗɐəɖ ůɡɜɏˊŮɘŬɠ 
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ɔɘŬ ŰŬ  ɘəŬɜɞˊɞɘŮɑŰŬɘ ŰŬɡŰɞŰɘəɎ. ũɘŬ ŰŬ  ɏɢɞɡɛŮ 

 

. 

 

ũɘŬ ŭŮɡŰŮɟɞɔŮɜŮɑɠ ŭŮůɛɞɨɠ ŭŮɨŰŮɟɖɠ ŰɎɝɖɠ . ȿɨɜɞɡɛŮ ɤɠ ˊɟɞɠ  əŬɘ ɏɢɞɡɛŮ 

 

 ɔɘŬ əɎɗŮ ˊɟɤŰɞɔŮɜɐ ŭŮůɛɧ  əŬɘ 

 ɔɘŬ əɎɗŮ ŭŮɡŰŮɟɞɔŮɜɐ ŭŮůɛɧ . 

 

ȷɡŰɎ ůɖɛŬɑɜɞɡɜ ɧŰɘ ɧɚɞɘ ɞɘ ˊɞɚɚŬˊɚŬůɘŬůŰɏɠ  ˊɞɡ Ŭɜɐəɞɡɜ ůŰɞɡɠ ˊɟɤŰɞɔŮɜŮɑɠ ŭŮůɛɞɨɠ ŭŮɨŰŮɟɖɠ 

ŰɎɝɖɠ əŬɗɞɟɑɕɞɜŰŬɘ ˊɚɐɟɤɠ Ŭˊɧ Űɘɠ ůɡɜɗɐəŮɠ ůɡɜɏˊŮɘŬɠ. Ƀɘ ɡˊɧɚɞɘˊɞɘ ˊɞɚɚŬˊɚŬůɘŬůŰɏɠ ˊɞɡ Ŭɜɐəɞɡɜ ůŰɞɡɠ 

ŬɜŮɝɎɟŰɖŰɞɡɠ ˊɟɤŰɞɔŮɜŮɑɠ ŭŮůɛɞɨɠ ˊɟɩŰɖɠ ŰɎɝɖɠ ˊŮɟɘɏɢɞɡɜ ŬɡɗŬɑɟŮŰɞɡɠ ůɡɜŰŮɚŮůŰɏɠ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ Űɞɡ 

ɢɟɧɜɞɡ, . ȷɜŰɘəŬɗɘůŰɞɨɛŮ ůŰɖɜ Ůɝɑůɤůɖ əɑɜɖůɖɠ əŬɘ ɓɟɑůəɞɡɛŮ 

. ɇŬ  ŮɑɜŬɘ ɞɘ ˊɟɤŰɞɔŮɜŮɑɠ ŭŮůɛɞɑ ˊɟɩŰɖɠ ŰɎɝɖɠ.  

ȷˊɧ ŬɡŰɐɜ ŭŮɑɢɜŮŰŬɘ ŮɨəɞɚŬ ɧŰɘ ɧɚɞɘ ɞɘ ŭŮůɛɞɑ ɘůɢɨɞɡɜ əɎɗŮ ɢɟɞɜɘəɐ ůŰɘɔɛɐ, ŬůɗŮɜɘəɎ. 

ɄŬɟɞŰɟɡɜɧɛŮɜɞɘ Ŭˊɧ Űɖɜ ŰŮɚŮɡŰŬɑŬ ůɢɏůɖ ɞɟɑɕɞɡɛŮ Űɖɜ Ŭɔəɨɚɖ Poisson ɔɘŬ ŭɡɞ ŭɡɜŬɛɘəɏɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ 

, ɤɠ Ůɝɐɠ 

 

. 

 

ũɘŬ űɡůɘəɎ ůɡůŰɐɛŬŰŬ ɧˊɞɡ ŭŮɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ŬɡɗŬɑɟŮŰɞɘ ˊɞɚɚŬˊɚŬůɘŬůŰɏɠ,  (ɚɏɔɞɜŰŬɘ ůɡůŰɐɛŬŰŬ 

ŭŮɨŰŮɟɖɠ ŰɎɝɖɠ), ɏɢɞɡɛŮ  

 

. 

 

ȷɡŰɧ ɗŬ ɘůɢɨŮɘ Ŭɜ ŭŮɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ˊɟɤŰɞɔŮɜŮɑɠ ŭŮůɛɞɑ ˊɟɩŰɖɠ ŰɎɝɖɠ. ȷˊɞŭŮɘəɜɨŮŰŬɘ ɧŰɘ ɞɘ ŬɔəɨɚŮɠ Dirac 

ɏɢɞɡɜ Űɘɠ ɑŭɘŮɠ ɘŭɘɧŰɖŰŮɠ ɛŮ Űɘɠ ŬɔəɨɚŮɠ Poisson əŬɘ Ůˊɘˊɚɏɞɜ, əɎɗŮ ŭɡɜŬɛɘəɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ  ɏɢŮɘ ŬɔəɨɚŮɠ 

Dirac ɛŮ ɧɚɞɡɠ Űɞɡɠ ŭŮůɛɞɨɠ ŭŮɨŰŮɟɖɠ ŰɎɝɖɠ, ɑůŮɠ ɛŮ ɛɖŭɏɜ . . ȼ 

 ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ɞˊɞɘɞůŭɐˊɞŰŮ ŭŮůɛɧɠ ŭŮɨŰŮɟɖɠ ŰɎɝɖɠ, . 

ȷɠ ůɢɞɚɘɎůɞɡɛŮ ŬɡŰɎ ˊɞɡ ɏɢɞɡɜ ˊɟɞəɨɣŮɘ ɛɏɢɟɘ ŰɩɟŬ Ŭ́ ɧ ˊɚŮɡɟɎɠ ūɡůɘəɐɠ. ȼ űɡůɘəɐ əŬŰɎůŰŬůɖ Ůɜɧɠ 

(űɡůɘəɞɨ) ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ əŬɗɞɟɑɕŮŰŬɘ ˊɚɐɟɤɠ (ɛɞɜɞůɐɛŬɜŰŬ) ɛɧɜɞ Ŭˊɧ Űɘɠ Űɘɛɏɠ Űɤɜ  ɢɤɟɑɠ Űɘɠ ŬɡɗŬɑɟŮŰŮɠ 

ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ Űɞɡ ɢɟɧɜɞɡ . ũɘŬ Űɖɜ ˊŮɟɘɔɟŬűɐ Űɞɡ űɡůɘəɞɨ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ůŰɞɜ ɢɟɧɜɞ ɢɟŮɘɎɕɞɜŰŬɘ ɞɘ Ŭɟɢɘəɏɠ 

Űɘɛɏɠ ŬɡŰɩɜ Űɤɜ ɛŮŰŬɓɚɖŰɩɜ, ŭɖɚŬŭɐ ɞɘ . ȹɖɚŬŭɐ ɖ Ŭɟɢɘəɐ (űɡůɘəɐ) əŬŰɎůŰŬůɖ Ůɜɧɠ (űɡůɘəɞɨ) 

ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ əŬɗɞɟɑɕŮŰŬɘ ˊɚɐɟɤɠ Ŭˊɧ ŬɡŰɏɠ, ŭŮɜ ɢɟŮɘɎɕɞɜŰŬɘ Ŭɟɢɘəɏɠ Űɘɛɏɠ ɔɘŬ Űɘɠ ŬɡɗŬɑɟŮŰŮɠ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ Űɞɡ 

ɢɟɧɜɞɡ, . ȾɎɗŮ Ŭɟɢɘəɐ ŭɡɜŬɛɘəɐ ɛŮŰŬɓɚɖŰɐ Űɞɡ (űɡůɘəɞɨ) ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ŮɑɜŬɘ ˊɚɐɟɤɠ əŬɗɞɟɘůɛɏɜɖ Ŭˊɧ Űɘɠ 

ŬɜɤŰɏɟɤ Ŭɟɢɘəɏɠ Űɘɛɏɠ ůŰɞɜ űŬůɘəɧ ɢɩɟɞ, . ɄɟɏˊŮɘ ůŮ ɛŮŰŬɔŮɜɏůŰŮɟɞɡɠ ɢɟɧɜɞɡɠ ɖ űɡůɘəɐ 

əŬŰɎůŰŬůɖ ɜŬ əŬɗɞɟɑɕŮŰŬɘ ˊɚɐɟɤɠ (ɛɞɜɞůɐɛŬɜŰŬ) Ŭˊɧ Űɖɜ Ŭɟɢɘəɐ əŬŰɎůŰŬůɖ. ȳɛɤɠ, ůɨɛűɤɜŬ ɛŮ ŰŬ 

ŬɜɤŰɏɟɤ, ŰŬ  ůŮ ɛŮŰŬɔŮɜɏůŰŮɟɞɡɠ ɢɟɧɜɞɡɠ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ˊɚɐɟɤɠ əŬɗɞɟɘůɛɏɜŬ Ŭˊɧ ŰŬ ŬɟɢɘəɎ  ŭɘɧŰɘ 

ɡˊŮɘůɏɟɢɞɜŰŬɘ əŬɘ ɞɘ ŬɜɤŰɏɟɤ ŬɡɗŬɑɟŮŰŮɠ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ Űɞɡ ɢɟɧɜɞɡ. ɀŮ ɎɚɚŬ ɚɧɔɘŬ, ɖ űɡůɘəɐ əŬŰɎůŰŬůɖ ŭŮɜ 

əŬɗɞɟɑɕŮɘ ˊɚɐɟɤɠ (ɛɞɜɞůɐɛŬɜŰŬ) ɏɜŬ ůɨɜɞɚɞ Ŭˊɧ  ˊŬɟɧɚɞ ˊɞɡ ɏɜŬ ůɨɜɞɚɞ Ŭˊɧ  əŬɗɞɟɑɕŮɘ 
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ɛɞɜɞůɐɛŬɜŰŬ ɛɘŬ űɡůɘəɐ əŬŰɎůŰŬůɖ. ɈˊɎɟɢɞɡɜ ˊɞɚɚɏɠ Ůˊɘɚɞɔɏɠ Űɤɜ  ́ ɞɡ ŬɜŰɘůŰɞɘɢɞɨɜ ůŰɖɜ ɑŭɘŬ űɡůɘəɐ 

əŬŰɎůŰŬůɖ. Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ ŰɑɗŮŰŬɘ Űɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ ɜŬ ɓɟŮɗɞɨɜ ɧɚŬ ŰŬ ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɎ ůɨɜɞɚŬ Űɤɜ  ́ ɞɡ ŬɜŰɘůŰɞɘɢɞɨɜ 

ůŮ ɛɘŬ ůɡɔəŮəɟɘɛɏɜɖ űɡůɘəɐ əŬŰɎůŰŬůɖ, ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŬ Ŭˊɧ Űɞ ɛŬɗɖɛŬŰɘəɧ ŬˊɞŰɏɚŮůɛŬ Űɖɠ ɨˊŬɟɝɖɠ Űɤɜ 

ŬɡɗŬɑɟŮŰɤɜ ůɡɜŬɟŰɐůŮɤɜ. ȳɚŮɠ ɞɘ Űɘɛɏɠ Űɤɜ  ɛɘŬ ůɡɔəŮəɟɘɛɏɜɖ ɢɟɞɜɘəɐ ůŰɘɔɛɐ ɞɘ ɞˊɞɑŮɠ ˊɟɞɏɟɢɞɜŰŬɘ 

Ŭˊɧ ɛɘŬ ůɡɔəŮəɟɘɛɏɜɖ Ŭɟɢɘəɐ űɡůɘəɐ əŬŰɎůŰŬůɖ ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ŬɜŰɘůŰɞɘɢɞɨɜ (Ŭɜɐəɞɡɜ) ůŰɖɜ ɑŭɘŬ űɡůɘəɐ 

əŬŰɎůŰŬůɖ ůŰɖɜ ůɡɔəŮəɟɘɛɏɜɖ ɢɟɞɜɘəɐ ůŰɘɔɛɐ. ɀˊɞɟŮɑ ɜŬ ŭŮɘɢŰŮɑ ɧŰɘ ɞɘ ŬˊŮɘɟɞůŰɞɑ əŬɜɞɜɘəɞɑ 

ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɑ, ɞɘ ɞˊɞɑɞɘ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɑɕɞɡɜ Űɘɠ ŭɡɜŬɛɘəɏɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ ɛŮ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ, ɏŰůɘ ˊɞɡ ɖ űɡůɘəɐ 

əŬŰɎůŰŬůɖ ɜŬ ɛɏɜŮɘ ɖ ɑŭɘŬ, ɏɢɞɡɜ ɤɠ ɔŮɜɜɐŰɟɘŮɠ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ ŭŮůɛɞɨɠ ˊɟɩŰɖɠ ŰɎɝɖɠ. ɆŰŬ ˊŬɟŬˊɎɜɤ 

ŬůɢɞɚɖɗɐəŬɛŮ ɛɧɜɞ ɛŮ ˊɟɤŰɞɔŮɜŮɑɠ ŭŮůɛɞɨɠ ˊɟɩŰɖɠ ŰɎɝɖɠ, ɧɛɤɠ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ɔŮɜɜɐŰɟɘŮɠ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ ˊɞɡ 

əɎɜɞɡɜ Űɖɜ ŬɜɎɚɞɔɖ ŭɞɡɚŮɘɎ əŬɘ ɞűŮɑɚɞɜŰŬɘ ůŮ ŭŮɡŰŮɟɞɔŮɜŮɑɠ ŭŮůɛɞɨɠ ˊɟɩŰɖɠ ŰɎɝɖɠ. ɀŮ ŬɡŰɧ ɤɠ ŭŮŭɞɛɏɜɞ 

ŮɘůɎɔŮŰŬɘ ɖ ŮəŰŮŰŬɛɏɜɖ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ (extended Hamiltonian) ɖ ɞˊɞɑŬ ˊŮɟɘɚŬɛɓɎɜŮɘ əŬɘ Űɞɡɠ ŭŮɡŰŮɟɞɔŮɜŮɑɠ 

ˊɟɤŰŮɨɞɜŰŮɠ ŭŮůɛɞɨɠ ɛŮ ůɡɜŰŮɚŮůŰɏɠ . ȳɚɞɘ ŬɡŰɞɑ ɞɘ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɑ ŮɑɜŬɘ ɞɘ ɔɜɤůŰɞɑ ɛŬɠ 

ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɑ ɓŬɗɛɑŭŬɠ (gauge transformations). ȿɏɛŮ ɧŰɘ ɡˊɎɟɢŮɘ ůɡɛɛŮŰɟɑŬ ɓŬɗɛɑŭŬɠ ůŰɞ ůɨůŰɖɛŬ. 

ȺɑŭŬɛŮ ɧŰɘ ŬɡŰɧ ůɢŮŰɑɕŮŰŬɘ ɛŮ Űɖɜ ɨˊŬɟɝɖ Űɤɜ ŬɡɗŬɑɟŮŰɤɜ ůɡɜŬɟŰɐůŮɤɜ Űɞɡ ɢɟɧɜɞɡ ˊɞɡ ŮɑŭŬɛŮ 

ˊɟɞɖɔɞɡɛɏɜɤɠ. ɇɞ űɡůɘəɧ ɜɧɖɛŬ Űɖɠ ɨˊŬɟɝɖɠ ŰɏŰɞɘɤɜ ůɡɛɛŮŰɟɘɩɜ ŮɑɜŬɘ ɧŰɘ ɏɢɞɡɛŮ ˊŮɟɘůůɧŰŮɟŮɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ 

(ɓŬɗɛɞɨɠ ŮɚŮɡɗŮɟɑŬɠ) Ŭˊɧ ɧŰɘ ɢɟŮɘɎɕɞɜŰŬɘ ɔɘŬ Űɖɜ ˊɚɐɟɖ ˊŮɟɘɔɟŬűɐ Űɖɠ əŬŰɎůŰŬůɖɠ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ. 

ɈˊɎɟɢɞɡɜ ˊɚŮɞɜɎɕɞɜŰŮɠ ɓŬɗɛɞɑ. ũɘŬ ɜŬ ɛɖɜ ŮɛűŬɜɑɕɞɜŰŬɘ ˊɚŮɞɜɎɕɞɜŰŮɠ ɓŬɗɛɞɑ ŮɘůɎɔɞɜŰŬɘ ŭŮůɛŮɡŰɘəɏɠ 

ůɢɏůŮɘɠ ɛŮŰŬɝɨ Űɤɜ ɛŮŰŬɓɚɖŰɩɜ, ůɡɜɗɐəŮɠ ɓŬɗɛɑŭŬɠ, ɞɘ ɞˊɞɑŮɠ ɚɏɛŮ ŭɘɞɟɗɩɜɞɡɜ ŬɡŰɞɨɠ Űɞɡɠ ˊɚŮɞɜŬůɛɞɨɠ 

(fix  the gauges). ȷɜ əɎɜɞɡɛŮ ˊɚɐɟɖ ŭɘɧɟɗɤůɖ, ŰɧŰŮ ɗŬ ɏɢɞɡɛŮ ɛɧɜɞ ɧůɞɡɠ ɓŬɗɛɞɨɠ ŮɚŮɡɗŮɟɑŬɠ ɢɟŮɘɎɕɞɜŰŬɘ 

əŬɘ ŭŮɜ ɗŬ ɏɢɞɡɛŮ ůŰɞ űɡůɘəɧ ůɨůŰɖɛŬ ŬɡɗŬɑɟŮŰŮɠ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ Űɞɡ ɢɟɧɜɞɡ. ȷɡŰɧ ˊɞɡ ɔɑɜŮŰŬɘ ŮɑɜŬɘ ɜŬ 

ŮɘůŬɢɗɞɨɜ ˊɟɧůɗŮŰŮɠ ŭŮůɛŮɡŰɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ əŬɘ Ŭˊɧ ŬɡŰɏɠ ɛŮ Űɖ ɛɏɗɞŭɞ Űɤɜ Dirac-Bergman ɗŬ ɓɟŮɗɞɨɜ əŬɘ 

ɎɚɚŮɠ. ɇŮɚɘəɩɠ ɛŮ Űɖ ɚɨůɖ Űɞɡ ˊɟɞɓɚɐɛŬŰɞɠ ɗŬ ˊɟɞůŭɘɞɟɘůŰɞɨɜ ɧɚŮɠ ɞɘ (Ŭɟɢɘəɏɠ) ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ. 

ŪŬ ˊɟɞɢɤɟɐůɞɡɛŮ ɏɢɞɜŰŬɠ ɤɠ ůŰɧɢɞ Űɖɜ əɓɎɜŰɤůɖ Űɞɡ űɡůɘəɞɨ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ. 

ɀŮ Űɖ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ ˊɞɡ ŬɜŬˊŰɨɝŬɛŮ ůŰŬ ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜŬ əŬŰŬɚɐɝŬɛŮ ůŮ ŭɡɞ Ůɘŭɩɜ ŭŮůɛŮɡŰɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ 

(ŭŮůɛɞɨɠ), ŭŮůɛɞɨɠ ˊɟɩŰɖɠ ŰɎɝɖɠ,  əŬɘ ŭŮůɛɞɨɠ ŭŮɨŰŮɟɖɠ ŰɎɝɖɠ, . ɇɩɟŬ ůŰɞɡɠ ŭŮůɛɞɨɠ ˊɟɩŰɖɠ ŰɎɝɖɠ 

ůɡɛˊŮɟɘɚŬɛɓɎɜɞɡɛŮ əŬɘ ŭŮɡŰŮɟɞɔŮɜŮɑɠ ŭŮůɛɞɨɠ. ȷˊɧ Űɞɡɠ ɞɟɘůɛɞɨɠ Űɞɡɠ ɘůɢɨɞɡɜ: 

 

. 

 

Ƀɘ ŭŮůɛɞɑ ŭŮɨŰŮɟɖɠ ŰɎɝɖɠ ́ ɟɞůŭɘɞɟɑɕɞɡɜ ɛɞɜɞůɐɛŬɜŰŬ ɏɜŬ ˊɚɐɗɞɠ Ŭˊɧ Űɞɡɠ ůɡɜŰŮɚŮůŰɏɠ . Ƀɘ ŭŮůɛɞɑ 

ˊɟɩŰɖɠ ŰɎɝɖɠ ŮɑɜŬɘ ɔŮɜɜɐŰɞɟŮɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɩɜ ɓŬɗɛɑŭŬɠ. ȹɘɩɢɜɞɡɛŮ Űɞɡɠ Ůˊɘˊɚɏɞɜ ɓŬɗɛɞɨɠ ŮɚŮɡɗŮɟɑŬɠ 

ŮˊɘɓɎɚɚɞɜŰŬɠ əŬŰɎɚɚɖɚŮɠ ůɡɜɗɐəŮɠ ɓŬɗɛɑŭŬɠ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ . ũɘŬ əɎɗŮ  ɗŬ ɏɢɞɡɛŮ əŬɘ ɛɘŬ ŰɏŰɞɘŬ 

ůɡɜɗɐəɖ. ũɘŬ ɜŬ ɓɟɞɨɛŮ Űɘɠ Ůˊɘˊɚɏɞɜ ŰɏŰɞɘŮɠ ůɡɜɗɐəŮɠ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɢɟŮɘŬůŰŮɑ ɜŬ ŮűŬɟɛɧůɞɡɛŮ Űɘɠ ůɡɜɗɐəŮɠ 

ůɡɜɏˊŮɘŬɠ ɔɘŬ əɎɗŮ , ɛɏɢɟɘ ˊɞɡ ɜŬ ɛɖɜ ˊŬɑɟɜɞɡɛŮ əŬɘɜɞɨɟɔɘŮɠ ůɡɜɗɐəŮɠ. ȷˊɞŭŮɘəɜɨŮŰŬɘ ɧŰɘ ɔɘŬ ɜŬ 

ŭɘɩɝɞɡɛŮ ɧɚɞɡɠ Űɞɡɠ Ůˊɘˊɚɏɞɜ ɓŬɗɛɞɨɠ ŮɚŮɡɗŮɟɑŬɠ (ˊɞɡ ůɢŮŰɑɕɞɜŰŬɘ ɛŮ ŰŬ ) ˊɟɏˊŮɘ ɖ ɞɟɑɕɞɡůŬ Űɖɠ 

ŰŮŰɟŬɔɤɜɘəɐɠ ɛɐŰɟŬɠ Űɤɜ  ɜŬ ŮɑɜŬɘ ɛɖ ɛɖŭŮɜɘəɐ. ɆŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ Űɞ ůɨɜɞɚɞ ɛŮ ůŰɞɘɢŮɑŬ ŰŬ  

ˊɞɡ ˊŬɟɘůŰɎɜɞɡɛŮ ɛŮ ŰŬ , ɗŮɤɟŮɑŰŬɘ ɤɠ ɜɏɞ ůɨɜɞɚɞ ŭŮůɛɩɜ ŭŮɨŰŮɟɖɠ ŰɎɝɖɠ. ȷɡŰɧ ɔɑɜŮŰŬɘ ŭɘɧŰɘ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ 

ŭŮɘɢŰŮɑ ɧŰɘ ɖ ɞɟɑɕɞɡůŬ Űɖɠ ŰŮŰɟŬɔɤɜɘəɐɠ ɛɐŰɟŬɠ Űɤɜ , ˊɞɡ ɏɢŮɘ ůŰɞɘɢŮɑŬ ɧɚŮɠ Űɘɠ ŮəűɟɎůŮɘɠ 

, ŮɑɜŬɘ ɛɖ ɛɖŭŮɜɘəɐ. 

ȼ Ŭɔəɨɚɖ Dirac ŭɡɞ (ŭɡɜŬɛɘəɩɜ) ůɡɜŬɟŰɐůŮɤɜ Űɤɜ  ŮɑɜŬɘ: 

, ɧˊɞɡ ɖ ɛɐŰɟŬ  ŮɑɜŬɘ ɖ ŬɜŰɑůŰɟɞűɖ Űɖɠ ɛɐŰɟŬɠ  ɛŮ ůŰɞɘɢŮɑŬ .  

ȺɑɜŬɘ ŭɡɜŬŰɧɜ ɞɘ ŭŮůɛɞɑ ˊɟɩŰɖɠ ŰɎɝɖɠ ɛŬɕɑ ɛŮ Űɘɠ Ŭɟɢɘəɏɠ ůɡɜɗɐəŮɠ ɓŬɗɛɑŭŬɠ ɜŬ ˊɟɞůŭɘɞɟɑɕɞɡɜ ˊɚɐɟɤɠ 

Űɘɠ ˊŮɟɘŰŰɏɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ, ɏŰůɘ ɏɢɞɡɛŮ ˊɟɧɓɚɖɛŬ ɛŮ ɛɧɜɞ Űɘɠ ŬˊŬɟŬɑŰɖŰŮɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ əŬɘ ɞɘ ŭŮůɛɞɑ ˊɞɡ ɛɏɜɞɡɜ 

ŮɑɜŬɘ ŭŮɨŰŮɟɖɠ ŰɎɝɖɠ. ɀŮ ŬɡŰɧ Űɞɜ Űɟɧˊɞ űŰɘɎɢɜɞɡɛŮ Űɘɠ ŬɔəɨɚŮɠ Dirac ɛŮ ŬɡŰɞɨɠ Űɞɡɠ ŭŮůɛɞɨɠ əŬɘ 

ˊɟɞɢɤɟɞɨɛŮ ůŰɖɜ əɓɎɜŰɤůɖ.  

Ⱥŭɩ əɎɜɞɡɛŮ ɛɘŬ ˊŬɟɏɜɗŮůɖ. ŪŬ ŮˊɘɢŮɘɟɐůɞɡɛŮ ɜŬ əɓŬɜŰɩůɞɡɛŮ əɎˊɞɘɞ űɡůɘəɧ ůɨůŰɖɛŬ ɛŮ ŭŮůɛɞɨɠ 
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ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɩɜŰŬɠ Űɖ ůɡɜɐɗɖ ɛɏɗɞŭɞ ɛŮ ŬɔəɨɚŮɠ Poisson. ɆŮ ŭɡɞ Ŭˊɧ Űɘɠ ŬɜɤŰɏɟɤ əɚŬůɘəɏɠ ˊɞůɧŰɖŰŮɠ 

ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɞɑ ŭŮůɛɞɑ əŬɘ ůɨɛűɤɜŬ ɛŮ ŰŬ ɧůŬ ŮɑˊŬɛŮ ɗŬ ŬɜŰɘůŰɞɘɢŮɑ ɞ ɛŮŰŬɗɏŰɖɠ 

 

 

 

ɧˊɞɡ Űɞ  ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɛɖɜ ŮɑɜŬɘ ůŰŬɗŮɟɎ ŬɚɚɎ ůɑɔɞɡɟŬ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ. ȳɛɤɠ ůŰɖɜ əɓŬɜŰɘəɐ ūɡůɘəɐ 

 ɧˊɞɡ  ŮɑɜŬɘ ɖ əɡɛŬŰɞůɡɜɎɟŰɖůɖ ́ ɞɡ əŬɗɞɟɑɕŮɘ Űɖɜ əɓŬɜŰɘəɐ əŬŰɎůŰŬůɖ,  ŮɑɜŬɘ ɖ Űɘɛɐ Űɞɡ 

ŭŮůɛɞɨ, ŭɖɚŬŭɐ ɛɖŭɏɜ. ȷɡŰɧ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ ɞ ɛŮŰŬɗɏŰɖɠ ɗŬ ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ Ŭűɞɨ ɗŬ ŭɑɜŮɘ ɛɖŭɏɜ ɔɘŬ əɎɗŮ . 

ɄɟɧəŮɘŰŬɘ ɔɘŬ ŬɜŰɑűŬůɖ, ɡˊɎɟɢŮɘ ŬůɡɜɏˊŮɘŬ, Ŭűɞɨ ůŰɖɜ Ŭɟɢɐ ɓɟɐəŬɛŮ ɧŰɘ ɞ ɛŮŰŬɗɏŰɖɠ ŮɑɜŬɘ ɛɖ ɛɖŭŮɜɘəɧɠ. ɇɞ 

ˊɟɧɓɚɖɛŬ ɚɨɜŮŰŬɘ ɛŮ Űɖ ɢɟɐůɖ Űɖɠ Ŭɔəɨɚɖɠ Dirac. ȷˊɧ Űɞɜ ɞɟɘůɛɧ, ŮɑɜŬɘ Ůɨəɞɚɞ ɜŬ ŭŮɘɢŰŮɑ ɧŰɘ ɞɘ ŬɔəɨɚŮɠ 

Dirac ɏɢɞɡɜ Űɘɠ ɑŭɘŮɠ ɘŭɘɧŰɖŰŮɠ ɛŮ Űɘɠ ŬɔəɨɚŮɠ Poisson əŬɘ Ůˊɑůɖɠ ɔɘŬ əɎɗŮ ŭŮůɛɧ 
 
Ŭˊɧ Űɞɡɠ ˊŬɟŬˊɎɜɤ əŬɘ 

əɎɗŮ ŭɡɜŬɛɘəɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ 
 ɏɢɞɡɛŮ .

 ȳŰŬɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ŭŮůɛɞɑ ɖ əɓɎɜŰɤůɖ ɔɑɜŮŰŬɘ ɛŮ 

ɢɟɐůɖ Űɖɠ Ŭɔəɨɚɖɠ Dirac ɛŮ ŬɜɎɚɞɔɞ ɧˊɤɠ ˊɟɘɜ Űɟɧˊɞ, ŭɖɚŬŭɐ: 

 

. 

 

Ⱥűɧůɞɜ ɘůɢɨŮɘ ɖ ŰŮɚŮɡŰŬɑŬ ɘŭɘɧŰɖŰŬ ŰɩɟŬ ŭŮɜ ɡˊɎɟɢŮɘ ŬɜŰɑűŬůɖ ůŰɖɜ ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜɖ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ŭɘɧŰɘ ɖ 

əɚŬůɘəɐ Ŭɔəɨɚɖ Dirac ɗŬ ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ, ɧˊɤɠ əŬɘ ɞ ɛŮŰŬɗɏŰɖɠ. 

ɇɩɟŬ ɗŬ ůɡɜŮɢɑůɞɡɛŮ ɛŮ Űɞ Ŭˊɚɧ ˊŬɟɎŭŮɘɔɛŬ ˊɞɡ ŬɜŬűɏɟŬɛŮ əŬɘ ˊɟɞɖɔɞɡɛɏɜɤɠ. 

ɂŮəɘɜɞɨɛŮ ɛŮ Űɖ Ŭɟɢɘəɐ (Ŭˊɚɞɥəɐ) ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ ˊɞɡ ɓɟɐəŬɛŮ,  

 

. 

 

ȷˊɧ Űɘɠ ůɢɏůŮɘɠ ɔɘŬ Űɘɠ ůɡɕɡɔŮɑɠ ɞɟɛɏɠ ɏɢɞɡɛŮ ůŰɖɜ ɞɡůɑŬ ŭɡɞ ˊɟɤŰŮɨɞɜŰŮɠ ŭŮůɛɞɨɠ, ɞɘ ɞˊɞɑɞɘ ɛŮ Űɞɜ 

ɔɜɤůŰɧ Űɟɧˊɞ ˊɟɞəɨˊŰŮɘ ɧŰɘ ŮɑɜŬɘ ŭŮɨŰŮɟɖɠ ŰɎɝɖɠ, ɎɟŬ 

 

. 

 

ȼ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜɖ (ɞɚɘəɐ) ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ ɔɘŬ Űɞ ˊŬɟŬˊɎɜɤ ˊŬɟɎŭŮɘɔɛɎ ɛŬɠ ŮɑɜŬɘ 

 

. 

 

ȷˊɧ Űɖ ůɡɜɗɐəɖ ůɡɜɏˊŮɘŬɠ , ɏɢɞɡɛŮ 

 

. 

 

ȷɡŰɧɠ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ŭŮɡŰŮɟŮɨɤɜ ŭŮůɛɧɠ ŬɚɚɎ ůɡɜɗɐəɖ ůɡɜɏˊŮɘŬɠ ɔɘŬ Űɞɜ ŬɡɗŬɑɟŮŰɞ ůɡɜŰŮɚŮůŰɐ  ́ ɞɡ Űɞɜ 

ˊɟɞůŭɘɞɟɑɕŮɘ ˊɚɐɟɤɠ.  . 

Ƀɛɞɑɤɠ, , ɞˊɧŰŮ əŬɗɞɟɑɕŮŰŬɘ ˊɚɐɟɤɠ ɞ ,  . 

ȹŮɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ Ɏɚɚɞɘ ŭŮɡŰŮɟŮɨɞɜŰŮɠ ŭŮůɛɞɑ. 
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ȽůɢɨŮɘ . Ƀɘ ɎɚɚŮɠ ůɢɏůŮɘɠ ŮɑɜŬɘ ˊŬɟɧɛɞɘŮɠ,, 

, , ɞˊɧŰŮ ɛŮŰɎ Ŭˊɧ Űɖɜ ŬɜŰɘəŬŰɎůŰŬůɖ Űɤɜ ůɡɜŰŮɚŮůŰɩɜ  ůŰɖɜ  əŬɘ 

ɛŮɟɘəɏɠ ˊɟɎɝŮɘɠ ɓɟɑůəɞɡɛŮ, 

 

 , , . 

 

ȹɖɚŬŭɐ ɓɟɑůəɞɡɛŮ Űɘɠ ůɤůŰɏɠ ůɢɏůŮɘɠ ˊɞɡ ɓɟɐəŬɛŮ ɛŮ Űɞɜ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɧ űɞɟɛŬɚɘůɛɧ. 

ȺˊŮɘŭɐ ŭŮɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ŬɡɗŬɑɟŮŰɞɘ ˊŬɟɎɔɞɜŰŮɠ , ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɔɘŬ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ ɜŬ 

ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɐůɞɡɛŮ əŬɘ Űɖ ůɢɏůɖ, 

 

. 

 

ŪŬ ˊɟɞůŭɘɞɟɑůɞɡɛŮ Űɞɡɠ ɗŮɛŮɚɘɩŭŮɘɠ əɓŬɜŰɘəɞɨɠ ɛŮŰŬɗɏŰŮɠ ɔɘŬ ŬɡŰɧ Űɞ ůɨůŰɖɛŬ. 

ũɘŬ Űɘɠ ŬɔəɨɚŮɠ Dirac ɘůɢɨŮɘ ɖ ůɢɏůɖ 

 

 

 

Ƀɘ ŭŮůɛɞɑ ŮɑɜŬɘ ɞɘ ŬɜɤŰɏɟɤ ŭŮɨŰŮɟɖɠ ŰɎɝɖɠ. 

ȼ ɛɐŰɟŬ Űɞɡɠ ŮɑɜŬɘ ɖ 2ɉ2 ɛɐŰɟŬ . ɇŬ  ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɗŮɤɟɖɗɞɨɜ ɧŰɘ ŮɑɜŬɘ 

ŬɜŰɘůŰɞɑɢɤɠ ŭɘɎɜɡůɛŬ-ɔɟŬɛɛɐ əŬɘ ŭɘɎɜɡůɛŬ-ůŰɐɚɖ. ȰɢɞɡɛŮ əŬɘ 

ˊɟɞűŬɜɩɠ . 

Ƚůɢɨɞɡɜ . Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ɡˊɞɚɞɔɑůɞɡɛŮ Űɘɠ ɗŮɛŮɚɘɩŭŮɘɠ ŬɔəɨɚŮɠ Dirac ˊɞɡ 

ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ŬɡŰɐɠ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ, ŭɖɚŬŭɐ Űɘɠ 

 

. 

 

ũɘŬ Űɖ ɛɐŰɟŬ ɓɟɑůəɞɡɛŮ  ɎɟŬ . 

 

ȰɢɞɡɛŮ . 

 . 

ɇŮɚɘəɩɠ . ɀŮ ŬɜɎɚɞɔɞ Űɟɧˊɞ ɓɟɑůəɞɡɛŮ  , , , 

 , .  

 

ɇŮɚɘəɩɠ ɞɘ ɛɖ ɛɖŭŮɜɘəɞɑ ɗŮɛŮɚŮɘɩŭŮɘɠ ɛŮŰŬɗɏŰŮɠ ŮɑɜŬɘ: 

 

,  , . 
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ɄŬɟŬŰɖɟɞɨɛŮ ɧŰɘ ɞɘ ŭɡɞ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ əŬɘ ɞɘ ŭɡɞ ůɡɕɡɔŮɑɠ ɞɟɛɏɠ ŭŮ ɛˊɞɟɞɨɜ ɜŬ ɛŮŰɟɖɗɞɨɜ ŰŬɡŰɧɢɟɞɜŬ, 

ɡˊɎɟɢɞɡɜ ůɢɏůŮɘɠ ŬˊɟɞůŭɘɞɟɘůŰɑŬɠ. 

ȸ) ȾɓɎɜŰɤůɖ Űɞɡ ɖɚŮəŰɟɞɛŬɔɜɖŰɘəɞɨ ˊŮŭɑɞɡ 

Ⱥŭɩ ɗŬ əɎɜɞɡɛŮ əɎŰɘ ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ əɎˊɤɠ ˊɟɤɗɨůŰŮɟɞ Ŭűɞɨ ɛɏɢɟɘ ŬɡŰɧ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ŭŮɜ ɏɢɞɡɛŮ ɛɘɚɐůŮɘ ŮəŰŮɜɩɠ ɔɘŬ 

ˊŮŭɑŬ. ɆŰɧɢɞɠ ɛŬɠ ŮɑɜŬɘ ɜŬ űŬɜŮɑ ɖ ɢɟɖůɘɛɧŰɖŰŬ Űɞɡ űɞɟɛŬɚɘůɛɞɨ Dirac ůŰɖɜ əɓŬɜŰɘəɐ ɗŮɤɟɑŬ ˊŮŭɑɤɜ. 

ȹɘŬɚɏɝŬɛŮ Űɖɜ ˊɞɚɨ ɔɜɤůŰɐ, Űɖɜ ȾɓŬɜŰɘəɐ ȼɚŮəŰɟɞŭɡɜŬɛɘəɐ. ȹŮɜ ɗŬ əɎɜɞɡɛŮ ɧɚɞɡɠ Űɞɡɠ ɡˊɞɚɞɔɘůɛɞɨɠ, ŬˊɚɎ 

ɗŬ ůəɘŬɔɟŬűɐůɞɡɛŮ Űɖ ɛŮɗɞŭɞɚɞɔɑŬ. 

ɆŰɖ ɗŮɤɟɑŬ ˊŮŭɑɤɜ ɞɘ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ ŮɑɜŬɘ ŭɘɎűɞɟŮɠ ŮəűɟɎůŮɘɠ ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ Űɞɡ ɢɟɧɜɞɡ əŬɘ Űɖɠ 

ɗɏůɖɠ. ȼ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ŮɑɜŬɘ ,  ŮɑɜŬɘ ɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ˊɡəɜɧŰɖŰŬ,  ŮɑɜŬɘ ɞ ɧɔəɞɠ ůŰɞɜ ɞˊɞɑɞ 

ŮəŰŮɑɜŮŰŬɘ Űɞ űɡůɘəɧ ůɨůŰɖɛŬ, ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŮɑɜŬɘ əŬɘ ɛɏɢɟɘ Űɞ ɎˊŮɘɟɞ. ȺɟɔŬɕɧɛŬůŰŮ ɛŮ əŬɟŰŮůɘŬɜɏɠ 

ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ. Ⱥˊɑůɖɠ əɎɜɞɡɛŮ ɢɟɐůɖ Űɞɡ ɞɟɗɞɚɞɔɘůɛɏɜɞɡ űɡůɘɞɚɞɔɘəɞɨ (űɡůɘəɞɨ, natural) ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ 

ɛɞɜɎŭɤɜ ˊɞɡ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘŮɑŰŬɘ ůŰɖ ūɡůɘəɐ ɆŰɞɘɢŮɘɤŭɩɜ ɆɤɛŬŰɘŭɑɤɜ, ɧˊɞɡ . Ⱥŭɩ əɎɜɞɡɛŮ ŮɝŬɑɟŮůɖ əŬɘ 

ŭŮɜ ɗŮɤɟɞɨɛŮ Űɞ  ɑůɞ ɛŮ ɛɞɜɎŭŬ, ɧˊɤɠ ɔɑɜŮŰŬɘ ůŮ ŬɡŰɧ Űɞ ůɨůŰɖɛŬ, ɔɘŬ ɜŬ űŬɑɜŮŰŬɘ ɖ əɓɎɜŰɤůɖ. ɆŰɞ ůɨɜɞɟɞ 

Űɞɡ ɧɔəɞɡ , ɘůɢɨɞɡɜ ɞɘ ɔɜɤůŰɏɠ ůɢɏůŮɘɠ ɛɖŭŮɜɘůɛɞɨ Űɤɜ ŭɡɜŬŰɩɜ ɛŮŰŬɓɞɚɩɜ. ŪɡɛɑɕɞɡɛŮ ɧŰɘ ɞɘ Ůɚɚɖɜɘəɞɑ 

ŭŮɑəŰŮɠ ˊŬɑɟɜɞɡɜ Űɘɛɏɠ 0,1,2,3. Ƀɘ ɚŬŰɘɜɘəɞɑ ŭŮɑəŰŮɠ ˊŬɑɟɜɞɡɜ Űɘɛɏɠ 1,2,3. ȺˊŬɜŬɚŬɛɓŬɜɧɛŮɜɞɘ ˊɎɜɤ əŬɘ əɎŰɤ 

ŭŮɑəŰŮɠ ůɖɛŬɑɜŮɘ Ɏɗɟɞɘůɖ. ɆŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ Űɖɠ ɖɚŮəŰɟɞŭɡɜŬɛɘəɐɠ ɛɘŬ əŬŰɎɚɚɖɚɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ˊɡəɜɧŰɖŰŬ 

ŮɑɜŬɘ ɖ . ɆɖɛŮɘɩɜɞɡɛŮ ɧŰɘ Ůűɧůɞɜ Űɞ űɞɟŰɑɞ ŭɘŬŰɖɟŮɑŰŬɘ ɘůɢɨŮɘ . Ƚůɢɨɞɡɜ 

ɞɘ ůɢɏůŮɘɠ , ɧˊɞɡ  ŮɑɜŬɘ Űɞ ŰŮŰɟŬŭɡɜŬɛɘəɧ ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ɏɜŬ Ůɑŭɞɠ ˊŮŭɑɞɡ. ŪɡɛɑɕɞɡɛŮ ɧŰɘ 

ɏɢŮɘ ŰɏůůŮɟɘɠ ůɡɜɘůŰɩůŮɠ ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ Űɞ ɓŬɗɛɤŰɧ əŬɘ Űɞ ŭɘŬɜɡůɛŬŰɘəɧ ŭɡɜŬɛɘəɧ ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ, ŭɖɚŬŭɐ 

,  ŮɑɜŬɘ Űɞ ɔɜɤůŰɧ ŰŮŰɟŬŭɘɎɜɡůɛŬ Űɞɡ 

ɢɩɟɞɡ Minkowfski,   ŮɑɜŬɘ Űɞ ŰŮŰɟŬŭɘɎɜɡůɛŬ Űɞɡ ɟŮɨɛŬŰɞɠ ɛŮ ŰɏůůŮɟɘɠ 

ůɡɜɘůŰɩůŮɠ, .  ŮɑɜŬɘ ɖ ˊɡəɜɧŰɖŰŬ űɞɟŰɑɞɡ əŬɘ 

 ɞɘ ůɡɜɘůŰɩůŮɠ Űɖɠ ůɡɜɐɗɞɡɠ ˊɡəɜɧŰɖŰŬɠ ɟŮɨɛŬŰɞɠ, . Ƀ ɛŮŰɟɘəɧɠ ŰŬɜɡůŰɐɠ ŮɑɜŬɘ ɞ ɔɜɤůŰɧɠ 

, ɛŮ ůɡɜɘůŰɩůŮɠ  , . 

ȺɜɜɞŮɑŰŬɘ ˊɤɠ ɧŰɘ əɎɜɞɡɛŮ ŬɜŬűɏɟŮŰŬɘ ůŮ ɛɘŬ ŭŮŭɞɛɏɜɖ ɢɟɞɜɘəɐ ůŰɘɔɛɐ. Ƀ ɞɟɘůɛɧɠ Űɤɜ ˊŮŭɘŬəɩɜ ɞɟɛɩɜ 

(ˊɡəɜɧŰɖŰŮɠ ɞɟɛɩɜ) ŮɑɜŬɘ . ȷˊɧ ŬɡŰɐ Űɖ ůɢɏůɖ ɞɟɘůɛɞɨ Űɤɜ ůɡɕɡɔɩɜ ɞɟɛɩɜ (ˊɞɡ 

ŮɑɜŬɘ ŬɜŰɑůŰɞɘɢŮɠ) Űɤɜ  əŬɘ Űɞɡɠ ɞɟɘůɛɞɨɠ Űɤɜ , ɓɟɑůəŮŰŬɘ ɧŰɘ ɘůɢɨŮɘ ɞ ˊɟɤŰɞɔŮɜɐɠ ŭŮůɛɧɠ 

. 

ȰɜŬɠ Űɟɧˊɞɠ ɜŬ ˊɟɞɢɤɟɐůɞɡɛŮ ŮɑɜŬɘ ɜŬ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɐůɞɡɛŮ Űɞ ɔŮɔɞɜɧɠ ɧŰɘ ŬɡŰɧɠ ɞ ŭŮůɛɧɠ əŬɗɞɟɑɕŮɘ 

ˊɚɐɟɤɠ Űɞ  əɎɗŮ ɢɟɞɜɘəɐ ůŰɘɔɛɐ. Ⱥˊɑůɖɠ əŬɗɞɟɑɕŮŰŬɘ əŬɘ Űɞ  Ŭɜ ŮˊɘɓɎɚɞɡɛŮ Űɖ ůɡɜɗɐəɖ ɓŬɗɛɑŭŬɠ 

Coulomb,  , ŰɧŰŮ ɓɟɑůəɞɡɛŮ Űɖ ůɢɏůɖ  Ŭˊɧ ɧˊɞɡ ɏɢɞɡɛŮ .  

ȷűɞɨ ŭɘɩɝŬɛŮ (ɓɟɐəŬɛŮ) ŰŬ , ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ˊɟɞɢɤɟɐůɞɡɛŮ ɛŮ ɛɧɜɞ Űɞɡɠ ŭŮůɛɞɨɠ  əŬɘ 

 ́ ɞɡ ɛˊɞɟŮɑŰŮ ɜŬ ŭŮɑŰŮ ɧŰɘ ŮɑɜŬɘ ůɨɜɞɚɞ ŭŮůɛɩɜ ŭŮɨŰŮɟɖɠ ŰɎɝɖɠ. ɈˊɞɚɞɔɑɕɞɡɛŮ Űɘɠ ŬɔəɨɚŮɠ Dirac 

ɛɧɜɞ ɛŮ ŬɡŰɞɨɠ əŬɘ ˊɟɞɢɤɟɞɨɛŮ ůŰɖɜ əɓɎɜŰɤůɖ. 

ŪŬ ůɡɜŮɢɑůɞɡɛŮ ɛŮ Űɞɜ Ɏɚɚɞ Űɟɧˊɞ ɧˊɞɡ ŭŮɜ ɗŮɤɟɞɨɛŮ ɔɜɤůŰɏɠ Űɘɠ ɢɟɞɜɘəɏɠ ůɡɜɘůŰɩůŮɠ Űɤɜ . 

ȺɑɜŬɘ ɞ Űɟɧˊɞɠ ˊɞɡ ˊŮɟɘɔɟɎɣŬɛŮ ˊɟɞɖɔɞɡɛɏɜɤɠ. ȷˊɧ Űɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ˊɡəɜɧŰɖŰŬ ɛŮ Űɖ ůɡɜɐɗɖ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ 

(ˊɟɞůŬɟɛɞůɛɏɜɖ ɔɘŬ ˊŮŭɑŬ), ɓɟɑůəɞɡɛŮ Űɖɜ (Ŭˊɚɞɥəɐ) ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ ˊɡəɜɧŰɖŰŬ  
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. 

ȺűŬɟɛɧɕɞɡɛŮ Űɖ ůɡɜɗɐəɖ ůɡɜɏˊŮɘŬɠ ɔɘŬ Űɞɜ ˊɟɤŰɞɔŮɜɐ ŭŮůɛɧ  əŬɘ ɓɟɑůəɞɡɛŮ Űɞɜ ŭŮɡŰŮɟɞɔŮɜɐ ŭŮůɛɧ 

. Ƚůɢɨɞɡɜ ɞɘ ůɢɏůŮɘɠ . Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ ɛŮ ŬɡŰɐ Űɖ 

ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ ŭŮ ɓɟɑůəŮŰŬɘ Ɏɚɚɞɠ ŭŮɡŰŮɟŮɨɤɜ ŭŮůɛɧɠ. ɇɩɟŬ ŮɘůɎɔɞɡɛŮ Űɖ (ŭŮůɛŮɡŰɘəɐ) ůɢɏůɖ ɓŬɗɛɑŭŬɠ 

. ɄŬɟŬŰɖɟɞɨɛŮ ɧŰɘ  ɞˊɧŰŮ ɞ  çŭɘɞɟɗɩɜŮɘè Űɞɜ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ ɓŬɗɛɑŭŬɠ ɔɘŬ 

Űɞɜ ɞˊɞɑɞ ɔŮɜɜɐŰɟɘŬ ŮɑɜŬɘ ɞ ŭŮůɛɧɠ . Ƀɘ  ŮɑɜŬɘ ůɡɕɡɔŮɑɠ. ȺűŬɟɛɞɔɐ Űɖɠ ůɡɜɗɐəɖɠ ůɡɜɏˊŮɘŬɠ ɔɘŬ Űɞɜ 

ŭŮůɛɧ  ɞŭɖɔŮɑ ůŰɞɜ ŭŮůɛɧ . ȽůɢɨŮɘ , Ůˊɞɛɏɜɤɠ ɞ  ŭɘɞɟɗɩɜŮɘ Űɞɜ 

ŭŮůɛɧ  əŬɘ ɛŮŰŬɝɨ Űɞɡɠ ŮɑɜŬɘ ůɡɕɡɔŮɑɠ. ɇŮɚɘəɩɠ ɡˊɞɚɞɔɑɕɞɡɛŮ Űɘɠ ŬɔəɨɚŮɠ Dirac ɔɘŬ Űɞ ůɨɜɞɚɞ Űɤɜ ŭŮůɛɩɜ 

ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ůɨɜɞɚɞ ŭŮůɛɩɜ ŭŮɨŰŮɟɖɠ ŰɎɝɖɠ. ȷɡŰɞɑ ŮɑɜŬɘ ɞɘ . ɀŮŰɎ Ŭˊɧ ˊɞɚɚɞɨɠ ˊɞɚɨˊɚɞəɞɡɠ 

ɡˊɞɚɞɔɘůɛɞɨɠ ɓɟɑůəɞɡɛŮ ɔɘŬ Űɘɠ ɗŮɛŮɚɘɩŭŮɘɠ ŬɔəɨɚŮɠ Dirac 

 

 . 

 

Ƀɘ ˊŬɟɎɔɤɔɞɘ  ŮɑɜŬɘ ɤɠ ˊɟɞɠ ŰŬ . 

Ƀɘ ůɡɜŭɡŬůɛɞɑ ɞɘ ɞˊɞɑɞɘ ɏɢɞɡɜ ɛɧɜɞ  ɐ ɛɧɜɞ  ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ. Ⱥˊɑůɖɠ ɛɖŭɏɜ ŮɑɜŬɘ əŬɘ ɧůŮɠ ɏɢɞɡɜ 

Űɖ ɛɘŬ ŰɞɡɚɎɢɘůŰɞ ɛŮŰŬɓɚɖŰɐ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ɢɟɞɜɘəɐ ɛŮŰŬɓɚɖŰɐ, ŭɖɚŬŭɐ ɛŮ ŭŮɑəŰɖ ɛɖŭɏɜ. Ƀɘ ɡˊɧɚɞɘˊŮɠ ɛɖ ɛɖŭŮɜɘəɏɠ 

ŮɑɜŬɘ ɞɘ 

 

 . 

 

ɇɞ ŭŮɨŰŮɟɞ ɛɏɚɞɠ ˊɞɡ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɔɟŬűŰŮɑ ɤɠ  

 

 

 

ŮɑɜŬɘ ɖ ɚŮɔɧɛŮɜɖ ŮɔəɎɟůɘŬ ůɡɜɎɟŰɖůɖ ŭɏɚŰŬ. ȷɜŬűɏɟɞɡɛŮ ɧŰɘ ɔɘŬ əɎɗŮ ŭɘŬɜɡůɛŬŰɘəɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ ɗɏůɖ 

(ɗŮɤɟɞɨɛŮ ɧŰɘ ɞ ɢɟɧɜɞɠ ŮɑɜŬɘ ɛɘŬ ůŰŬɗŮɟɐ ˊŬɟɎɛŮŰɟɞɠ ˊɞɡ ŭŮɜ Űɖɜ ůɖɛŮɘɩɜɞɡɛŮ) ɏɢɞɡɛŮ Űɖɜ ŬɜɎɚɡůɐ Űɖɠ ůŮ 

ŮɔəɎɟůɘŬ əŬɘ ŭɘŬɛɐəɖ ůɡɜɎɟŰɖůɖ,  ɧˊɞɡ . IůɢɨŮɘ ɖ Ůɝɐɠ 

ůɢɏůɖ . ȷɡŰɧ ŭŮɑɢɜŮɘ ɧŰɘ ɖ ŮɔəɎɟůɘŬ ůɡɜɎɟŰɖůɖ ŭɏɚŰŬ çˊɟɞɓɎɚŮɘè Űɞ 

ŭɘɎɜɡůɛŬ ůŰɞ ŮɔəɎɟůɘɞ ɛɏɟɞɠ Űɞɡ. ɈˊɎɟɢŮɘ əŬɘ ŭɘŬɛɐəɖɠ ůɡɜɎɟŰɖůɖ ŭɏɚŰŬ. 

ȷˊɧ Űɘɠ ˊŬɟŬˊɎɜɤ ůɢɏůŮɘɠ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ɡˊɞɚɞɔɑůɞɡɛŮ Űɞɡɠ (əɓŬɜŰɘəɞɨɠ) ɛŮŰŬɗɏŰŮɠ. Ƀɘ ɛɖ ɛɖŭŮɜɘəɞɑ 

ɛŮŰŬɗɏŰŮɠ ŮɑɜŬɘ ɞɘ . 

ȷɡŰɧ ˊɞɡ ŮɜŭɘŬűɏɟŮɘ ůŰɖɜ əɓŬɜŰɘəɐ ɗŮɤɟɑŬ ˊŮŭɑɞɡ ŮɑɜŬɘ ɞɘ (əɓŬɜŰɘəɞɑ) ɛŮŰŬɗɏŰŮɠ Űɤɜ ŰŮɚŮůŰɩɜ 

əŬŰŬůŰɟɞűɐɠ əŬɘ ŭɖɛɘɞɡɟɔɑŬɠ. ɆŰɖɜ Ŭɟɢɐ ɓɟɑůəɞɜŰŬɘ ɞɘ ůɡɜŰŮɚŮůŰɏɠ Fourier ́ ɞɡ ˊɟɞəɨˊŰɞɡɜ Ŭˊɧ Űɖɜ ŬɜɎɚɡůɖ 

Fourier Űɤɜ . ȷɡŰɞɑ ɞɘ əɚŬůɘəɞɑ ůɡɜŰŮɚŮůŰɏɠ ŮəűɟɎɕɞɜŰŬɘ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘ Űɤɜ  ɛŮ ɞɚɞəɚɖɟɩɛŬŰŬ 

ɧɔəɞɡ ůŰɞɜ ɢɩɟɞ Űɤɜ ɗɏůŮɤɜ, . Ƀɘ ŬɔəɨɚŮɠ Dirac ŬɡŰɩɜ Űɤɜ ůɡɜŰŮɚŮůŰɩɜ ŮəűɟɎɕɞɜŰŬɘ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɘɠ ŬɔəɨɚŮɠ 

Dirac Űɤɜ . ɇŮɚɘəɩɠ, Ŭˊɧ Űɖɜ ˊŬɟŬˊɎɜɤ əɓŬɜŰɘəɐ ůɡɜɗɐəɖ ɔɘŬ Űɞɡɠ ŰŮɚŮůŰɏɠ Űɤɜ  ɓɟɑůəɞɜŰŬɘ ɞɘ 

ɛŮŰŬɗɏŰŮɠ Űɤɜ ŰŮɚŮůŰɩɜ əŬŰŬůŰɟɞűɐɠ əŬɘ ŭɖɛɘɞɡɟɔɑŬɠ, ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ɞ ŰŮɚɘəɧɠ ůŰɧɢɞɠ ɛŬɠ.  
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ɄɟɞɓɚɐɛŬŰŬ 

1. Ŭ)ȹŮɑɝŰŮ ɧŰɘ ɞ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ  ŮɑɜŬɘ əŬɜɞɜɘəɧɠ əŬɘ ɓɟŮɑŰŮ ɛɘŬ ɔŮɜɜɐŰɟɘŬ 

ůɡɜɎɟŰɖůɖ  ɔɘŬ ŬɡŰɧɜ. ɓ) ȹŮɑɝŰŮ ɧŰɘ ɞ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ  

 

 

 

ŮɑɜŬɘ əŬɜɞɜɘəɧɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ. ȸɟŮɑŰŮ ɛɘŬ ɔŮɜɜɐŰɟɘŬ ůɡɜɎɟŰɖůɖ Űɞɡ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨ. 

 

2. ȼ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ əɎˊɞɘɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ŮɑɜŬɘ . ȰůŰɤ ɞ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ  

ɧˊɞɡ ɖ  ŮɑɜŬɘ ŬɡɗŬɑɟŮŰɖ ŬɜŰɘůŰɟɏɣɘɛɖ ůɡɜɎɟŰɖůɖ. ɀŮ ɢɟɐůɖ Űɤɜ ŮɝɘůɩůŮɤɜ Hamilton ɓɟŮɑŰŮ Űɘɠ 

(ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ) ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ ɔɘŬ ŰŬ . ɀŮŰŬůɢɖɛŬŰɑůŰŮ ŬɡŰɏɠ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əŬɘ ɓɟŮɑŰŮ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ 

əɑɜɖůɖɠ ɔɘŬ ŰŬ . ŪŮɤɟɐůŰŮ ɧŰɘ ɞ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ ŬɡŰɧɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɑɕŮɘ əɎɗŮ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ ůɨɛűɤɜŬ ɛŮ 

Űɖ ůɢɏůɖ . ȹŮɑɝŰŮ ɧŰɘ ůŰɘɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ ɞɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Hamilton ŭɑɜɞɡɜ Űɘɠ ɑŭɘŮɠ 

ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ. ȾɎɜŰŮ ŰŬ ɑŭɘŬ ɔɘŬ ůɨůŰɖɛŬ ɛŮ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ Űɖɜ . ɇɘ ɓɚɏˊŮŰŮ; 

ɈˊɞɚɞɔɑůŰŮ Űɖɜ Ŭɔəɨɚɖ Űɞɡ Poisson . ȺɑɜŬɘ ɔŮɜɘəɩɠ ɞ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ əŬɜɞɜɘəɧɠ; ɆɢɞɚɘɎůŰŮ. 

 

3. Ŭ) ɄɧŰŮ ɞ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ  

 

 

 

ŮɑɜŬɘ əŬɜɞɜɘəɧɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ. ɇŬ  ŮɑɜŬɘ ůŰŬɗŮɟɏɠ. 

 

ɓ) ȹŮɑɝŰŮ ɧŰɘ ɖ ůɡɜɎɟŰɖůɖ ˊɞɡ ɔŮɜɜɎ Űɞɜ əŬɜɞɜɘəɧ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ 

 ŮɑɜŬɘ ɖ .  

 

4. ȹŮɑɝŰŮ ɧŰɘ ɞɘ Ŭəɧɚɞɡɗɞɘ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɑ ŮɑɜŬɘ əŬɜɞɜɘəɞɑ: 

 

Ŭ)  

ɓ)  

 

5. ȹŮɑɝŰŮ ɧŰɘ ɞ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ  

 

 

 

ŮɑɜŬɘ əŬɜɞɜɘəɧɠ. ȸɟŮɑŰŮ ɛɘŬ ůɡɜɎɟŰɖůɖ Űɖɠ ɞˊɞɑŬɠ Űɞ ɞɚɘəɧ ŭɘŬűɞɟɘəɧ ɜŬ ŮɑɜŬɘ: 
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ȺɚɏɔɝŰŮ ˊɞɘŮɠ Ŭˊɧ Űɘɠ Ŭˊɚɏɠ ɛɞɟűɏɠ ɔŮɜɜɖŰɟɘɩɜ ůɡɜŬɟŰɐůŮɤɜ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɔŮɜɜɐůɞɡɜ 

ŬɡŰɧɜ Űɞɜ əŬɜɞɜɘəɧ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ. ȸɟŮɑŰŮ ɛɘŬ Ŭˊɧ ŬɡŰɏɠ. 

 

6. ȸɟŮɑŰŮ əŬɜɞɜɘəɧ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ ŰɏŰɞɘɞɜ ˊɞɡ ɖ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ ůɤɛŬŰɑɞɡ ůŮ əŬŰŬəɧɟɡűɖ ŮɚŮɨɗŮɟɖ ˊŰɩůɖ 

ɛɏůŬ ůŰɞ ˊŮŭɑɞ ɓŬɟɨŰɖŰŬɠ ɜŬ ɔɑɜŮɘ  ȿɨůŰŮ Űɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ ɓɟɑůəɞɜŰŬɠ ŰŬ  əŬɘ 

ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɑůŰŮ ɔɘŬ ɜŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖ ůɡɜɐɗɖ ɚɨůɖ.  

 

7. ȹŮɑɝŰŮ ɧŰɘ ɞ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ ˊɞɡ ɚɏɔŮŰŬɘ ŮəŰŮŰŬɛɏɜɞɠ ůɖɛŮɘŬəɧɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ, ŭɖɚŬŭɐ ɞ 

ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ  

 

 

 

ŮɑɜŬɘ əŬɜɞɜɘəɧɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ. 

 

8. ȷɜ ɔɘŬ əɎˊɞɘɞɜ əŬɜɞɜɘəɧ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ŭɡɞ ɔŮɜɜɐŰɟɘŮɠ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ Űɨˊɞɡ ɞˊɞɘɞɡŭɐˊɞŰŮ Ŭˊɧ 

Űɞɡɠ ɔɜɤůŰɞɨɠ , ŰɧŰŮ ɞɘ ŭɡɞ ɔŮɜɜɐŰɟɘŮɠ ůɡɜŭɏɞɜŰŬɘ ɛŮ əŬŰɎɚɚɖɚɞ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ Legendre. 

 

9. ɄɟɞůŭɘɞɟɑůŰŮ Űɞɡɠ əŬɜɞɜɘəɞɨɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨɠ ˊɞɡ ɔŮɜɜɞɨɜ ɞɘ ˊŬɟŬəɎŰɤ ɔŮɜɜɐŰɟɘŮɠ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ: 

 

 

 

10. ȼ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ əɎˊɞɘɞɡ ɛɖɢŬɜɘəɞɨ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ŮɑɜŬɘ . ɀŮ Űɞɜ əŬɜɞɜɘəɧ 

ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ  Űɞ ůɨůŰɖɛŬ ˊɎŮɘ ůŰɘɠ ɜɏŮɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ . 

Ŭ) ȸɟŮɑŰŮ ŭɡɞ ɔŮɜɜɐŰɟɘŮɠ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ ŬɡŰɞɨ Űɞɡ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨ.  

ɓ) ɄɞɘŬ ŮɑɜŬɘ ɖ ɜɏŬ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ; 

 

11. Ŭ) ŪŮɤɟɐůŰŮ Űɖ ůɡɜɎɟŰɖůɖ . ȺɚɏɔɝŰŮ Ŭɜ ɡˊɎɟɢŮɘ ɞ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ 

əŬŰɎ Legendre ɤɠ ˊɟɞɠ Űɖ ɛŮŰŬɓɚɖŰɐ  əŬɘ ɓɟŮɑŰŮ Űɖ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɏɜɖ əŬŰɎ Legendre . ɓ) ȾɎɜŰŮ Űɞ ɑŭɘɞ 

ɔɘŬ Űɖɜ . 

 

12. ɈˊɞɗɏůŰŮ ɧŰɘ ɡˊɎɟɢŮɘ ɔŮɜɜɐŰɟɘŬ ůɡɜɎɟŰɖůɖ əŬɜɞɜɘəɞɨ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨ Űɨˊɞɡ əŬɘ ɘůɢɨɞɡɜ ɞɘ 

ɔɜɤůŰɏɠ ůɢɏůŮɘɠ ˊɞɡ ůɡɜŭɏɞɡɜ Űɞɜ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ ɛŮ Űɖɜ . ɆŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ ɡˊɞɗɏůŰŮ ɧŰɘ ɡˊɎɟɢŮɘ 

ɔŮɜɜɐŰɟɘŬ Űɨˊɞɡ . ȾɎɜɞɜŰŬɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ Legendre ůŰɖɜ ůɡɜŭɏůŰŮ Űɖɜ  

ɛŮ Űɖɜ  əŬɘ ŭŮɑɝŰŮ ɧŰɘ ɘůɢɨɞɡɜ ɞɘ ɔɜɤůŰɏɠ ůɢɏůŮɘɠ ˊɞɡ ůɡɜŭɏɞɡɜ Űɞɜ əŬɜɞɜɘəɧ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ ɛŮ 

Űɖ ɔŮɜɜɐŰɟɘŬ . 

 

13. ɄɟɞůŭɘɞɟɑůŰŮ Űɞɜ əŬɜɞɜɘəɧ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ ˊɞɡ ɔŮɜɜɎ ɖ ɔŮɜɜɐŰɟɘŬ ůɡɜɎɟŰɖůɖ 

. 

 

14. ɈˊɞɗɏůŰŮ ɧŰɘ ɏɢɞɡɛŮ ŮəŰŮŰŬɛɏɜɞ əŬɜɞɜɘəɧ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ ɞˊɧŰŮ ɘůɢɨŮɘ 
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. 

 

Ŭ) ɈˊɞɗɏůŰŮ ɧŰɘ ɡˊɎɟɢŮɘ ɔŮɜɜɐŰɟɘŬ ůɡɜɎɟŰɖůɖ Űɞɡ ŮəŰŮŰŬɛɏɜɞɡ əŬɜɞɜɘəɞɨ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨ, 

Űɨˊɞɡ . ɀŮ ɢɟɐůɖ ŬɡŰɐɠ Űɖɠ ɔŮɜɜɐŰɟɘŬɠ ůɡɜɎɟŰɖůɖɠ, ɓɟŮɑŰŮ Űɘɠ ůɢɏůŮɘɠ ˊɞɡ 

ůɡɜŭɏɞɡɜ Űɘɠ Ŭɟɢɘəɏɠ əŬɘ Űɘɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɏɜŮɠ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ əŬɘ Űɖɜ Ŭɟɢɘəɐ 

ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ , ɛŮ Űɖ ɜɏŬ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ . 

 

ɓ) ȾɎɜŰŮ Űɞ ɑŭɘɞ ɔɘŬ ɔŮɜɜɐŰɟɘŬ ůɡɜɎɟŰɖůɖ Űɨˊɞɡ . 

 

15. ȿɎɓŮŰŮ ɡˊɧɣɖ ɧŰɘ ɞ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ  ŮɑɜŬɘ əŬɜɞɜɘəɧɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ. 

ŪŮɤɟɐůŰŮ Űɖ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ . 

ɀŮ ɢɟɐůɖ Űɞɡ ŬɜɤŰɏɟɤ əŬɜɞɜɘəɞɨ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨ ɓɟŮɑŰŮ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Hamilton ůŰɘɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ 

. ȿɨůŰŮ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ ŬɡŰɏɠ əŬɘ ɓɟŮɑŰŮ ŰŬ  ɧˊɞɡ  ůŰŬɗŮɟɏɠ 

ˊŬɟɎɛŮŰɟɞɘ. ɀŮŰŬůɢɖɛŬŰɑůŰŮ ůŰɘɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ  əŬɘ ɓɟŮɑŰŮ (Űɖ ɔɜɤůŰɐ) ɚɨůɖ ůŰɖ ɛɞɟűɐ 

, ˊɟɞůŭɘɞɟɑɕɞɜŰŬɠ Űɘɠ ůŰŬɗŮɟɏɠ  ɏŰůɘ ɩůŰŮ . 

 

16. ŪŮɤɟɐůŰŮ Űɖ ůŰɟɞűɞɟɛɐ ɡɚɘəɞɨ ůɖɛŮɑɞɡ ˊŮɟɑ Űɖɜ Ŭɟɢɐ Űɤɜ Ŭɝɧɜɤɜ, , ɛŮ ɢɟɐůɖ Űɤɜ 

Ŭɔəɡɚɩɜ Poisson ŭŮɑɝŰŮ ɧŰɘ Ŭɜ ɞɘ əŬɟŰŮůɘŬɜɏɠ ůɡɜɘůŰɩůŮɠ  əŬɘ  ŮɑɜŬɘ ůŰŬɗŮɟɏɠ Űɖɠ əɑɜɖůɖɠ, ŰɧŰŮ 

ŮɑɜŬɘ əŬɘ ɖ . ȷɡŰɧ ɘůɢɨŮɘ Ŭɜ ɝŮəɘɜɐůɞɡɛŮ ɛŮ ɞˊɞɘŮůŭɐˊɞŰŮ ŭɨɞ Ŭˊɧ Űɘɠ ŰɟŮɘɠ əŬɘ ɓɔɎɕɞɡɛŮ Űɞ ɑŭɘɞ 

ůɡɛˊɏɟŬůɛŬ ɔɘŬ Űɖɜ ŰɟɑŰɖ. ȹɖɚŬŭɐ Ŭɜ ŭɡɞ ůɡɜɘůŰɩůŮɠ ŮɑɜŬɘ ůŰŬɗŮɟɏɠ Űɖɠ əɑɜɖůɖɠ, Űɞ ŭɘɎɜɡůɛŬ  ŮɑɜŬɘ 

ůŰŬɗŮɟɎ Űɖɠ əɑɜɖůɖɠ. 

 

17. ȹŮɑɝŰŮ ɧŰɘ , ɧˊɞɡ . ŪɡɛɖɗŮɑŰŮ Űɖɜ əɓŬɜŰɞɛɖɢŬɜɘəɐ.  

 

18. ɀŮ ɢɟɐůɖ Űɤɜ Ŭɔəɡɚɩɜ Űɞɡ Poisson ŭŮɑɝŰŮ ɧŰɘ Űɞ ŭɘɎɜɡůɛŬ Laplace-Runge-Lenz,  ŮɑɜŬɘ 

ŭɘŬɜɡůɛŬŰɘəɐ ůŰŬɗŮɟɎ Űɖɠ əɑɜɖůɖɠ ɔɘŬ əŮɜŰɟɘəɐ əɑɜɖůɖ Kepler. 

 

19. ɆɤɛɎŰɘɞ ɛɎɕŬɠ ɑůɖɠ ɛŮ Űɖ ɛɞɜɎŭŬ ŮɑɜŬɘ ŭɏůɛɘɞ ɜŬ əɘɜŮɑŰŬɘ ůŮ əɨəɚɞ ŬəŰɑɜŬɠ ɑůɖɠ ɛŮ Űɖ ɛɞɜɎŭŬ. ȹŮɜ 

ɡˊɎɟɢɞɡɜ Űɟɘɓɏɠ ɞɨŰŮ ɎɚɚŮɠ ŮɜŮɟɔɖŰɘəɏɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ. ɁŬ ŮɟɔŬůŰŮɑŰŮ ůŮ əŬɟŰŮůɘŬɜɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ. ũɟɎɣŰŮ Űɖ 

ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ əŬɘ Űɞɜ (ɞɚɧɜɞɛɞ) ŭŮůɛɧ. ȸɟŮɑŰŮ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ ɛŮ Űɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ɛɏɗɞŭɞ. ɆŰɖ 

ůɡɜɏɢŮɘŬ ŬəɞɚɞɡɗɐůŰŮ Űɖ ɛŮɗɞŭɞɚɞɔɑŬ Dirac əŬɘ ɓɟŮɑŰŮ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ. ɈˊɞɚɞɔɑůŰŮ Űɞɡɠ ɗŮɛŮɚɘɩŭŮɘɠ 

ɛŮŰŬɗɏŰŮɠ Űɞɡ ŬɜŰɑůŰɞɘɢɞɡ əɓŬɜŰɘəɞɨ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ. 

 

20. ȸɟŮɑŰŮ Űɞɜ əŬɜɞɜɘəɧ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ ˊɞɡ ɔŮɜɜɎ ɖ ɔŮɜɜɐŰɟɘŬ ůɡɜɎɟŰɖůɖ . ɇɘ Űɨˊɞɠ 

ɔŮɜɜɐŰɟɘŬ ůɡɜɎɟŰɖůɖ ŮɑɜŬɘ ŬɡŰɐ; 

 

21. ȹŮɑɝŰŮ ɧŰɘ ɞ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ , ŮɑɜŬɘ əŬɜɞɜɘəɧɠ. 

ȹɑɜŮŰŬɘ ɖ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ, . ɀŮ ɢɟɐůɖ ŬɡŰɞɨ Űɞɡ əŬɜɞɜɘəɞɨ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨ, 

ɓɟŮɑŰŮ Űɖ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɏɜɖ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ . ȷˊɧ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Hamilton ɔɘŬ ŬɡŰɐɜ ɓɟŮɑŰŮ Űɖ ɚɨůɖ 

. ɄɟɞůŭɘɞɟɑůŰŮ ŰŬ .  
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22. ȹɑɜŮŰŬɘ ɖ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ, . ȸɟŮɑŰŮ Űɖ ɚɨůɖ ɔɘŬ Űɖ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɖ ɗɏůɖɠ . ȼ ɚɨůɖ 

ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ˊɞɚɨ Ůɨəɞɚɖ ɛŮ ŬɡŰɏɠ Űɘɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ . ȺɑɜŬɘ əŬɚɧ ɜŬ ɔɑɜŮɘ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ ůŮ ɎɚɚŮɠ 

ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ . ɁŬ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɖɗŮɑ ɞ ŮɝŬɟŰɩɛŮɜɞɠ Ŭˊɧ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ, . 

ȹŮɑɝŰŮ ɧŰɘ ɖ ɔŮɜɜɐŰɟɘŬ ůɡɜɎɟŰɖůɖ,  ˊɞɡ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ ɎɛŮůŬ Ŭˊɧ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ, ŮɑɜŬɘ ɔŮɜɜɐŰɟɘŬ 

ŬɡŰɞɨ Űɞɡ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨ, ɎɟŬ ɞ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ ŮɑɜŬɘ əŬɜɞɜɘəɧɠ. ȸɟŮɑŰŮ Űɖ ɜɏŬ ɢ(ə)ŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ 

. ȷˊɧ Űɖ ůɢŮŰɘəɐ Ůɝɑůɤůɖ Hamilton ɓɟŮɑŰŮ Űɖ ɚɨůɖ  əŬɘ ůŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ, ɛŮ 

ŬɜŰɘůŰɟɞűɐ ɓɟŮɑŰŮ Űɖ ɚɨůɖ . 

 

23. Ƀɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨ ɛŮŰŬɝɨ ŭɡɞ ɕŮɡɔŬɟɘɩɜ ɛŮŰŬɓɚɖŰɩɜ ŮɑɜŬɘ 

. ȹŮɑɝŰŮ ɧŰɘ , ŮɑɜŬɘ 

ɔŮɜɜɐŰɟɘŬ ůɡɜɎɟŰɖůɖ Űɞɡ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨ, Ůˊɞɛɏɜɤɠ ɞ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ ŮɑɜŬɘ əŬɜɞɜɘəɧɠ. 

 

24. ȰůŰɤ ɞ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ, . ȷűɞɨ ɞ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɑɕŮɘ ŰŬ 

 ɛŮŰŬɝɨ Űɞɡɠ, ɢɤɟɑɠ ɜŬ ɡˊɎɟɢŮɘ ŮɝɎɟŰɖůɖ Ŭˊɧ ŰŬ , ˊɟɧəŮɘŰŬɘ ɔɘŬ əŬɜɞɜɘəɧ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ. ȸɟŮɑŰŮ 

ɔŮɜɜɐŰɟɘŬ ůɡɜɎɟŰɖůɖ Űɖɠ ˊŮɟɑˊŰɤůɖɠ . ɀˊɞɟŮɑŰŮ ɜŬ ˊŮɟɘɞɟɘůŰŮɑŰŮ ůŮ ůɡɜɎɟŰɖůɖ Űɖɠ 

ɛɞɟűɐɠ . ɁŬ ˊɟɞůŭɘɞɟɑůŮŰŮ əŬɘ Űɞ Ɏɚɚɞ ɛɏɟɞɠ Űɞɡ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨ ɔɘŬ ŰŬ 

, ŭɖɚŬŭɐ ŰŬ . 

 

25. Ŭ) ȹɑɜŮŰŬɘ ɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ɔɘŬ ůɤɛɎŰɘɞ ɛɎɕŬɠ  ˊɞɡ əɘɜŮɑŰŬɘ ůŰɞ ŮˊɑˊŮŭɞ ,

  

ɀŮ Űɖ ɛɏɗɞŭɞ Űɞɡ Lagrange ɜŬ ˊɟɞůŭɘɞɟɘůŰŮɑ ɖ əɑɜɖůɖ Űɞɡ ůɤɛŬŰɑɞɡ, . 

 

ɓ) ȸɟŮɑŰŮ Űɖ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ, ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ɓɟŮɑŰŮ, . Ʉɟɞůɞɢɐ ŭŮ ɛˊɞɟŮɑŰŮ ɜŬ 

ŬɜŰɘůŰɟɏɣŮŰŮ ɔɘŬ ɜŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɞ , ɧɛɤɠ ɛˊɞɟŮɑŰŮ ɜŬ ŭɘɩɝŮŰŮ Űɞɜ ůɢŮŰɘəɧ ɧɟɞ ŬɜŰɘəŬɗɘůŰɩɜŰŬɠ Űɞ 

. ũɟɎɣŰŮ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Hamilton. ɆɡɔəɟɑɜŮŰŮ ɛŮ Űɘɠ ůɤůŰɏɠ ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ ˊɞɡ ɓɟɐəŬŰŮ ɛŮ 

Űɖ ɛɏɗɞŭɞ Lagrange ůŰɞ Ŭ). ɇɘ ˊŬɟŬŰɖɟŮɑŰŮ;  

ɆɖɛŮɑɤůɖ: ɆŰɖ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ ɛŮɗɞŭɞɚɞɔɑŬ ˊɞɡ ŬɜŬˊŰɨɝŬɛŮ ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ɛɖɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ŭŮůɛŮɡŰɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ 

ůŰɞɜ űŬůɘəɧ ɢɩɟɞ. Ⱥŭɩ ɧɛɤɠ ŬɡŰɧ ŭŮɜ ɘůɢɨŮɘ, ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ɧɚŬ ŰŬ  ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŬ ɛŮŰŬɝɨ Űɞɡɠ, ɧˊɤɠ 

űŬɑɜŮŰŬɘ Ŭˊɧ Űɘɠ ůɢɏůŮɘɠ ˊɞɡ ɓɟɐəŬŰŮ ůŰɖɜ ˊɞɟŮɑŬ ɔɘŬ ɜŬ ɡˊɞɚɞɔɑůŮŰŮ Űɖ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ. ȷɡŰɧ, ůŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ 

ŬɡŰɐ, ɞűŮɑɚŮŰŬɘ ůŰɞ ɧŰɘ ɖ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ Ŭˊɧ Űɖɜ ˊŬɟɎɔɤɔɞ ˊɟɩŰɖɠ ŰɎɝɖɠ Űɖɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɐɠ (ŭŮɜ 

ɡˊɎɟɢŮɘ ˊŬɟɎɔɤɔɞɠ ŭŮɨŰŮɟɖɠ ŰɎɝɖɠ). ȼ ůɡɜɐɗɖɠ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ ɛŮɗɞŭɞɚɞɔɑŬ ŭŮ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɖɗŮɑ. 

ȺűŬɟɛɧůŰŮ Űɖ ɛŮɗɞŭɞɚɞɔɑŬ Űɞɡ Dirac ɔɘŬ ɜŬ ɓɟŮɑŰŮ ůɤůŰɎ Űɖ ɚɨůɖ Űɞɡ ˊɟɞɓɚɐɛŬŰɞɠ.  
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ȾŮűɎɚŬɘɞ 8: ȼ ɀɏɗɞŭɞɠ Űɤɜ Hamilton-Jacobi  

ȼ ɛŮɗɞŭɞɚɞɔɑŬ Űɞɡ Hamilton əŬɘ Űɞɡ Jacobi (Űɤɜ Hamilton-Jacobi, H-J), ůɡɜɑůŰŬŰŬɘ ůŰɖɜ ŮɨɟŮůɖ ůɡɜŮɢɞɨɠ 

əŬɜɞɜɘəɞɨ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨ  ɞ ɞˊɞɑɞɠ ɜŬ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɑɕŮɘ (ŭɖɚŬŭɐ ɜŬ ɛˊɞɟŮɑ 

ɜŬ ůɡůɢŮŰɑɕŮɘ) Űɘɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ  Űɖɜ ˊŬɟɞɨůŬ ɢɟɞɜɘəɐ ůŰɘɔɛɐ , ɛŮ Űɘɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ  

Űɖɜ Ŭɟɢɘəɐ ɢɟɞɜɘəɐ ůŰɘɔɛɐ . ɀŮ ŬɡŰɧ Űɞɜ Űɟɧˊɞ ɞŭɖɔɞɨɛŬůŰŮ ůŮ ůŰŬɗŮɟɏɠ Űɘɛɏɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɏɜɤɜ 

ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ (ůŰŬɗŮɟɏɠ Űɖɠ əɑɜɖůɖɠ) əŬɘ ɖ ŬɜŰɘůŰɟɞűɐ ŬɡŰɞɨ Űɞɡ əŬɜɞɜɘəɞɨ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨ ɛŬɠ ŭɑɜŮɘ Űɖ 

ɚɨůɖ Űɞɡ ˊɟɞɓɚɐɛŬŰɞɠ Ŭűɞɨ ˊɟɞůŭɘɞɟɑɕŮɘ Űɘɠ ˊŬɟɞɨůŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘ Űɤɜ Ŭɟɢɘəɩɜ Űɞɡɠ Űɘɛɩɜ, 

ŭɖɚŬŭɐ Űɤɜ Űɘɛɩɜ ˊɞɡ ɏɢɞɡɜ Űɖ ůŰɘɔɛɐ , . ũɘŬ ɜŬ ŮˊɘŰɨɢɞɡɛŮ ŰŬ 

ˊŬɟŬˊɎɜɤ, ɢɟŮɘɎɕŮŰŬɘ ɜŬ ɓɟŮɗŮɑ ɖ əŬŰɎɚɚɖɚɖ ɔŮɜɜɐŰɟɘŬ ůɡɜɎɟŰɖůɖ Űɨˊɞɡ . Ʉɘɞ ůɡɔəŮəɟɘɛɏɜŬ, ɔɘŬ ɜŬ ŮɑɜŬɘ 

ɞɘ çɜɏŮɠè ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ůŰŬɗŮɟɏɠ Űɖɠ əɑɜɖůɖɠ, ŬˊŬɘŰɞɨɛŮ ɖ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɏɜɖ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ  

ɜŬ ŮɑɜŬɘ ɑůɖ ɛŮ ɛɘŬ ůŰŬɗŮɟɎ, ɏůŰɤ . ȰŰůɘ ˊɟɎɔɛŬŰɘ ɗŬ ɏɢɞɡɛŮ 

 

 

 

Ůˊɞɛɏɜɤɠ ůŰŬɗŮɟɎ, ůŰŬɗŮɟɎ. 

ȹŮɜ ˊŮɟɘɞɟɑɕŮŰŬɘ ɖ ɔŮɜɘəɧŰɖŰŬ Ŭɜ ɗɏůɞɡɛŮ , ŭɘɧŰɘ Ŭɜ ɖ ɔŮɜɜɐŰɟɘŬ ůɡɜɎɟŰɖůɖ  ɞŭɖɔŮɑ ůŰɖ 

ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ , ŰɧŰŮ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ŭɘŬɚɏɝɞɡɛŮ ɤɠ ɔŮɜɜɐŰɟɘŬ ůɡɜɎɟŰɖůɖ Űɖ ůɡɜɎɟŰɖůɖ 

 (ɞɘ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɑ əŬɘ ɞɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ ŭŮɜ ŬɚɚɎɕɞɡɜ) ɖ ɞˊɞɑŬ ɞŭɖɔŮɑ ůŰɖɜ ɑůɖ ɛŮ ɛɖŭɏɜ 

ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ, ˊɟɎɔɛŬŰɘ . Ƀɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ Hamilton ɔɑɜɞɜŰŬɘ  

 

   (8.1) 

 

Ƀɘ ɚɨůŮɘɠ ˊɟɎɔɛŬŰɘ ŮɑɜŬɘ ůŰŬɗŮɟɏɠ. ŪŬ ˊɟɞɢɤɟɐůɞɡɛŮ ůŰɞɜ ˊɟɞůŭɘɞɟɘůɛɧ Űɞɡ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨ, 

ŭɖɚŬŭɐ ůŰɖɜ ŮɨɟŮůɖ Űɖɠ ɔŮɜɜɐŰɟɘŬɠ ůɡɜɎɟŰɖůɖɠ,  , Űɞɡ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨ. ȰɢɞɡɛŮ ɔɘŬ Űɖ 

ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɏɜɖ (ɜɏŬ) ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ 

 

  .  (8.2) 

 

ȺɑɜŬɘ ɓɞɚɘəɧ ɜŬ ɣɎɝɞɡɛŮ ɔɘŬ ɔŮɜɜɐŰɟɘŬ ůɡɜɎɟŰɖůɖ  Űɞɡ Űɨˊɞɡ . ɇɧŰŮ ɝɏɟɞɡɛŮ ɧŰɘ ɘůɢɨɞɡɜ 

ɞɘ ůɢɏůŮɘɠ 

 

  .  (8.3) 

 

ȼ ɔŮɜɜɐŰɟɘŬ ůɡɜɎɟŰɖůɖ ůɡɜɖɗɑɕŮŰŬɘ ɜŬ ůɡɛɓɞɚɑɕŮŰŬɘ ɛŮ , Ůˊɞɛɏɜɤɠ ɖ Ⱥɝ. (8.2) ŭɑɜŮɘ Űɖ ɛŮɟɘəɐ 

ŭɘŬűɞɟɘəɐ Ůɝɑůɤůɖ 
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  .  (8.4) 

 

ȷəɞɚɞɡɗɞɨɛŮ Űɖ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ Űɞ ɗŮɩɟɖɛŬ Űɞɡ Jacobi ɔɘŬ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ŬɡŰɐ. ȷɜŬɕɖŰɞɨɛŮ ɛɘŬ 

Ŭˊɧ Űɘɠ ɚŮɔɧɛŮɜŮɠ ˊɚɐɟŮɘɠ ɚɨůŮɘɠ Űɖɠ (8.4). ȼ əɎɗŮ ɛɘŬ ɞŭɖɔŮɑ ůŰɖ ɚɨůɖ Űɞɡ ˊɟɞɓɚɐɛŬŰɞɠ, ŭɖɚŬŭɐ ůŰɞɜ 

ˊɟɞůŭɘɞɟɘůɛɧ Űɖɠ Ůɝɏɚɘɝɖɠ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ůŰɞɜ ɢɟɧɜɞ. 

ȷɡŰɐ ɖ Ůɝɑůɤůɖ ŮɑɜŬɘ ɖ Ůɝɑůɤůɖ Űɤɜ Hamilton-Jacobi əŬɘ ɏɢŮɘ  ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ . ɀɘŬ 

ˊɚɐɟɖɠ ɚɨůɖ Űɖɠ Ůɝɑůɤůɖɠ, ɗŬ ɛŬɠ ŭɩůŮɘ Űɖ ɕɖŰɞɨɛŮɜɖ ɔŮɜɜɐŰɟɘŬ ůɡɜɎɟŰɖůɖ . ȼ ůɡɜɎɟŰɖůɖ 

 ɚɏɔŮŰŬɘ əɨɟɘŬ ůɡɜɎɟŰɖůɖ Űɞɡ Hamilton. ȷűɞɨ ɖ ɛŮɟɘəɐ ŭɘŬűɞɟɘəɐ Ůɝɑůɤůɖ ŮɑɜŬɘ ˊɟɩŰɖɠ ŰɎɝŮɤɠ ɛŮ  

ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ, ɖ ɚɨůɖ Űɖɠ ŮɑɜŬɘ ůɡɜɎɟŰɖůɖ Űɤɜ  ɛŮŰŬɓɚɖŰɩɜ . ȾɎɗŮ ŰɏŰɞɘŬ ˊɚɐɟɖɠ ɚɨůɖ 

ŭŮ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ ŮɑɜŬɘ ɛɞɜŬŭɘəɐ, ɔŮɜɘəɩɠ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɏɠ ŰɏŰɞɘŮɠ ɚɨůŮɘɠ. ȹŮɜ ŮˊɘɕɖŰɞɨɛŮ Űɖ ɔŮɜɘəɐ ɚɨůɖ. 

ȷɟəŮɑ ɛɘŬ ˊɚɐɟɖɠ ɚɨůɖ ˊɞɡ ɏɢŮɘ Űɖ ɔŮɜɘəɐ ɛɞɟűɐ 

 

  .  (8.5) 

 

ȹɖɚŬŭɐ ůŰɖɜ ˊɚɐɟɖ ɚɨůɖ ɡˊɎɟɢɞɡɜ  ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ, ɞɘ əŬɘ ɞ ɢɟɧɜɞɠ  əŬɗɩɠ əŬɘ 

ůŰŬɗŮɟɏɠ, ɞɘ . ȺɑɜŬɘ ŮɡɜɧɖŰɞ ɧŰɘ, Ůűɧůɞɜ ůŰɖɜ Ůɝɑůɤůɖ H-J, ŭŮɜ ɡˊɎɟɢŮɘ ɖ  ŬɚɚɎ ɛɧɜɞ 

ˊŬɟɎɔɤɔɞɑ Űɖɠ ɤɠ ˊɟɞɠ  , Ŭɜ ɖ  ŮɑɜŬɘ ɚɨůɖ ɗŬ ŮɑɜŬɘ ɚɨůɖ əŬɘ ɖ  ɧˊɞɡ  ȷɡŰɧ ůɖɛŬɑɜŮɘ 

ɧŰɘ ɖ ɛɘŬ ůŰŬɗŮɟɎ ɗŬ ɛˊɞɟɞɨůŮ ɜŬ ɚɖűɗŮɑ ɤɠ (ŮɜŰŮɚɩɠ) ˊɟɞůɗŮŰɘəɐ ůŰŬɗŮɟɎ. ȷɡŰɧ ɧɛɤɠ ŭŮɜ ŮˊɘŰɟɏˊŮŰŬɘ, ɧˊɤɠ 

ɗŬ ŭɞɨɛŮ əŬɘ ˊŬɟŬəɎŰɤ, ŭɘɧŰɘ ˊɟɏ́Ůɘ ɔɘŬ Űɖɜ ɞɟɑɕɞɡůŬ Űɖɠ ɢŮůɘŬɜɐɠ ɛɐŰɟŬɠ ɜŬ ɘůɢɨŮɘ, 

 

  .  (8.6) 

 

MˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ůɡůɢŮŰɑůɞɡɛŮ Űɘɠ  ůŰŬɗŮɟɏɠ  ɛŮ Űɘɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɏɜŮɠ, ɜɏŮɠ ɞɟɛɏɠ , Ŭűɞɨ ɞɘ 

ŰŮɚŮɡŰŬɑŮɠ ŮɑɜŬɘ ɞɘ Ŭɟɢɘəɏɠ ɞɟɛɏɠ ŮɑɜŬɘ ůŰŬɗŮɟɏɠ. Ʉɟɞɠ Űɞ ˊŬɟɧɜ Ŭɠ Űɘɠ ŰŬɡŰɑůɞɡɛŮ, ŭɖɚŬŭɐ Ŭɠ ɡˊɞɗɏůɞɡɛŮ ɧŰɘ 

 

  .  (8.7) 

 

Ƀɘ ɜɏŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ  ůɡɜŭɏɞɜŰŬɘ ɛŮ Űɖ ɔŮɜɜɐŰɟɘŬ  ɛɏůɤ Űɖɠ ɔɜɤůŰɐɠ ůɢɏůɖɠ 

 

  .  (8.8) 

 

Ƀɘ ɜɏŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ŮɑɜŬɘ ɞɘ Ŭɟɢɘəɏɠ Űɘɛɏɠ Űɤɜ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ, ŭɖɚŬŭɐ ŮɑɜŬɘ ůŰŬɗŮɟɏɠ, ɞˊɧŰŮ Ŭɜ 

ɡˊɞɗɏůɞɡɛŮ ɧŰɘ ɞɘ Ŭɟɢɘəɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ɏɢɞɡɜ Űɘɛɏɠ  ŰɧŰŮ 

 

  .  (8.9) 

 

Ⱥˊɑůɖɠ ɗŬ ɏɢɞɡɛŮ (Ŭűɞɨ ) 

 

  .  (8.10) 

 

ȼ Ⱥɝ. (8.3) ɔɑɜŮŰŬɘ  
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  .  (8.11) 

 

Ⱥűɧůɞɜ ɖ ɞɟɑɕɞɡůŬ Űɖɠ ɢŮůɘŬɜɐɠ ɛɐŰɟŬɠ ůŰɖɜ Ⱥɝ. (8.6) ŮɑɜŬɘ ɛɖ ɛɖŭŮɜɘəɐ, ɞɘ ůɢɏůŮɘɠ Űɖɠ Ⱥɝ. (8.10) 

ŬɜŰɘůŰɟɏűɞɜŰŬɘ əŬɘ ɓɟɑůəɞɡɛŮ 

 

  .  (8.12) 

 

ȰŰůɘ ˊɟɞůŭɘɞɟɑɕɞɡɛŮ ŰŬ  ɤɠ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ Űɤɜ Ŭɟɢɘəɩɜ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ Űɞɡ űŬůɘəɞɨ ɢɩɟɞɡ, əŬɘ Űɞɡ 

ɢɟɧɜɞɡ.  

ȷɜ ɡˊɞɗɏůɞɡɛŮ ŰɩɟŬ ɧŰɘ ɖ ɛɘŬ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰɖ ůŰŬɗŮɟɎ ŮɑɜŬɘ (ŮɜŰŮɚɩɠ) ˊɟɞůɗŮŰɘəɐ, ɏůŰɤ ɖ , ŰɧŰŮ 

. ȳˊɞɡ ɚɨůŮɘɠ ŮɑɜŬɘ ɖ  əŬɘ ɖ . ɄɟɞűŬɜɩɠ ɖ ˊɟɩŰɖ ɔɟŬɛɛɐ Űɖɠ ɢŮůɘŬɜɐɠ 

ɞɟɑɕɞɡůŬɠ ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ, ŭɘɧŰɘ  ɎɟŬ =0. ȷɡŰɧ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ ɖ ɞɟɑɕɞɡůŬ Űɖɠ ɢŮůɘŬɜɐɠ ɛɐŰɟŬɠ 

ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ, Ůˊɞɛɏɜɤɠ ŭŮ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɔɑɜŮɘ ŬɜŰɘůŰɟɞűɐ Űɤɜ ůɢɏůŮɤɜ Űɖɠ Ⱥɝ. (8.10). ȰŰůɘ ɔɑɜŮŰŬɘ ŬɜŰɘɚɖˊŰɧ ŬɡŰɧ 

ˊɞɡ ŬɜŬűɏɟŬɛŮ ůŰŬ ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜŬ, ɧŰɘ ŭŮ ɛˊɞɟŮɑ əŬɛɘɎ ůŰŬɗŮɟɎ ɜŬ ŮɑɜŬɘ (ɛɧɜɞ) ˊɟɞůɗŮŰɘəɐ. ȹŮɜ ŬˊŬɔɞɟŮɨŮŰŬɘ 

ɜŬ ɗŮɤɟɐůɞɡɛŮ əŬɘ Űɖ ɚɨůɖ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ . ȷűɞɨ ɖ  ŮɑɜŬɘ 

ůŰŬɗŮɟɎ ŰŬ  ŮɑɜŬɘ əŬɘ ŰŬ ŭɡɞ ɚɨůŮɘɠ. ȼ ɢŮůɘŬɜɐ ɞɟɑɕɞɡůŬ ŮɑɜŬɘ ɛɖ ɛɖŭŮɜɘəɐ əŬɘ ɞ ˊɟɧůɗŮŰɞɠ ɧɟɞɠ ŭŮɜ Űɖɜ 

ŬɚɚɎɕŮɘ, Ŭűɞɨ ŮɑɜŬɘ ŮɡɜɧɖŰɞ ɧŰɘ ɘůɢɨŮɘ . Ƀ ɧɟɞɠ  ŭŮ ŭɖɛɘɞɡɟɔŮɑ ˊɟɧɓɚɖɛŬ, ɧɛɤɠ ɖ 

ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɏɜɖ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɖ ɗɏůɖɠ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ Ŭˊɧ Űɖɜ Ůˊɘɚɞɔɐ Űɖɠ  ůɨɛűɤɜŬ ɛŮ Űɖɜ (8.10). ũɘŬ ɜŬ 

ɛɖɜ ɏɢɞɡɛŮ ŬɡŰɐ Űɖɜ ŬɡɗŬɘɟŮůɑŬ ɗŮɤɟɞɨɛŮ ˊɎɜŰŬ ɧŰɘ , ůŰɖɜ ŮˊɧɛŮɜɖ ŬɜɎɚɡůɐ ɛŬɠ. ȹɖɚŬŭɐ ŭŮɜ ɗŬ 

ɡˊɎɟɢŮɘ əŬɜŮɜɧɠ Ůɑŭɞɡɠ ˊɟɞůɗŮŰɘəɐ ůŰŬɗŮɟɎ.  

ȷɜŰɘəŬɗɘůŰɞɨɛŮ ŰŬ ůŰɖɜ Ⱥɝ. (8.11) əŬɘ ɓɟɑůəɞɡɛŮ əŬɘ ŰŬ  

 

  .  (8.13) 

 

Ƀɘ Ⱥɝ. (8.12) əŬɘ (8.13) ŬˊɞŰŮɚɞɨɜ Űɖ ɚɨůɖ Űɞɡ ˊɟɞɓɚɐɛŬŰɞɠ. 

ɆŮ ŬɡŰɧ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ůɖɛŮɘɩɜɞɡɛŮ ɧŰɘ, ˊɞɚɚɏɠ űɞɟɏɠ ŮɑɜŬɘ ɢɟɐůɘɛɞ ɜŬ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɑůɞɡɛŮ Űɘɠ (ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ) 

ůŰŬɗŮɟɏɠ  ůŮ ɎɚɚŮɠ (ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ) ůŰŬɗŮɟɏɠ, ɞɘ ɞˊɞɑŮɠ ŮɑɜŬɘ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ ŬɡŰɩɜ, ŭɖɚŬŭɐ ůŰɘɠ

. ȷɡŰɧ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɓɞɚŮɨŮɘ ŭɘɧŰɘ ɞɘ ɜɏŮɠ ůŰŬɗŮɟɏɠ ɏɢɞɡɜ ůŬűɏůŰŮɟɞ űɡůɘəɧ 

ɜɧɖɛŬ ɐ ɔɘŬ əɎˊɞɘɞ ɚɧɔɞ ŮɑɜŬɘ ˊɘɞ ɢɟɐůɘɛŮɠ (əŬŰɎɚɚɖɚŮɠ) Ŭˊɧ Űɘɠ Ŭɟɢɘəɏɠ. ɀŮ ŬɡŰɐ Űɖ ɚɞɔɘəɐ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ 

Ɏ́ɟɞɡɛŮ ɤɠ ɜɏŮɠ ɞɟɛɏɠ ŬɡŰɏɠ Űɘɠ ɜɏŮɠ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ ůŰŬɗŮɟɏɠ , ŭɖɚŬŭɐ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ˊɞɨɛŮ ɧŰɘ 

 

  .  (8.14) 

 

Ƀɘ ůɢɏůŮɘɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨ ɤɠ ŰɏŰɞɘŮɠ ɛˊɞɟɞɨɜ ɜŬ ŬɜŰɘůŰɟŬűɞɨɜ, ɞˊɧŰŮ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ɓɟɞɨɛŮ Űɘɠ 

ůɢɏůŮɘɠ 

 

  .  (8.15) 

 

ɆŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ ŬɜŰɘəŬɗɘůŰɞɨɛŮ ůŰɖɜ Ⱥɝ. (8.5) əŬɘ ɓɟɑůəɞɡɛŮ Űɖɜ 
 
ɤɠ ůɡɜɎɟŰɖůɖ Űɤɜ . ȹɖɚŬŭɐ 

 

   (8.16) 
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ȾŬŰŬɢɟɖůŰɘəɩɠ ɔɟɎűɞɡɛŮ 
 
ŬɟəŮɑ ɜŬ ɝɏɟɞɡɛŮ Űɘ ŮɜɜɞɞɨɛŮ. 

ȷˊɧ ŮəŮɑ əŬɘ ˊɏɟŬ ɏɢɞɡɛŮ Űɖɜ ɑŭɘŬ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ ɧˊɤɠ ˊɟɘɜ, ŭɖɚŬŭɐ ůŰɖ ɗɏůɖ Űɖɠ (8.11) ɏɢɞɡɛŮ  

 

 . 

 

Ⱥˊɑůɖɠ ɖ ɜɏŬ ɛŮŰŬɓɚɖŰɐ ɗɏůɖɠ, ŬɜŰɑ Űɖɠ (8.10), ŮɑɜŬɘ ɖ  

 

. 

 

Ƀɘ ɜɏŮɠ ůɡɕɡɔŮɑɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ ŮɑɜŬɘ 

 

 . 

 

ȳˊɤɠ əŬɘ ˊɟɘɜ ˊɟɞůŭɘɞɟɑɕɞɜŰŬɘ ŰŬ ŬɟɢɘəɎ 
 
ůɡɜŬɟŰɐůŮɘ Űɤɜ 

 
əŬɘ Ŭˊɧ Űɖ ɚɨůɖ ɔɘŬ ŰŬ ŰŮɚŮɡŰŬɑŬ 

ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ůŰŬɗŮɟɏɠ, ɓɟɑůəɞɡɛŮ Űɖ ɚɨůɖ ɔɘŬ ŰŬ ŬɟɢɘəɎ, ŭɖɚŬŭɐ Űɘɠ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ Űɞɡ ɢɟɧɜɞɡ ɔɘŬ ŰŬ 
 
əŬŰɎ 

Űɖɜ (ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐ) əɑɜɖůɖ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ. ŪɡɛɑɕɞɡɛŮ ɧŰɘ ɖ ɜɏŬ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ ŮɑɜŬɘ ɛɖŭɏɜ .  

ȷɠ ŮˊŬɜɏɚɗɞɡɛŮ ůŰɖɜ Ŭɟɢɘəɐ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɛŮ Űɘɠ ůŰŬɗŮɟɏɠ  əŬɘ Ůˊɘˊɚɏɞɜ ɛŮ Űɞ ůɨůŰɖɛŬ 

ɜŬ ŮɑɜŬɘ ŬɡŰɧɜɞɛɞ, ŭɖɚŬŭɐ ɖ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ ŭŮɜ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ ɎɛŮůŬ Ŭˊɧ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ. ɇɧŰŮ ɖ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ H-J ɔɑɜŮŰŬɘ 

ŬˊɚɞɨůŰŮɟɖ. ɆŮ ŬɡŰɐ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ, ɖ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ ŮɑɜŬɘ ɏɜŬ ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ Űɖɠ əɑɜɖůɖɠ, ŭɖɚŬŭɐ ɗŬ ɘůɞɨŰŬɘ 

ɛŮ ɛɘŬ ůŰŬɗŮɟɎ ɏůŰɤ , ɖ ɞˊɞɑŬ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ˊɎɜŰɞŰŮ ɑůɖ ɛŮ Űɖɜ ŮɜɏɟɔŮɘŬ. ŪŬ ɏɢɞɡɛŮ 

 

  .  (8.17) 

 

ȰůŰɤ  ɛɘŬ ůŰŬɗŮɟɎ, ůɡɜɎɟŰɖůɖ Űɤɜ 
 
ůŰŬɗŮɟɩɜ .

 
ȹɞəɘɛɎɕɞɡɛŮ ɚɨůɖ Űɖɠ 

ɛɞɟűɐɠ 

 

  .  (8.18) 

 

ȷɡŰɧ ɚɏɔŮŰŬɘ ŭɘŬɢɤɟɘůɛɧɠ Űɞɡ ɢɟɧɜɞɡ. 

ɄŬɟŬəɎŰɤ ɗŬ ɢɟŮɘŬůŰŮɑ ɜŬ ŬɜŰɘůŰɟɏɣɞɡɛŮ ŰŬ ůɡůŰɐɛŬŰŬ ŮɝɘůɩůŮɤɜ ˊɞɡ ˊɟɞəɨˊŰɞɡɜ, ɔɘô ŬɡŰɧ ˊɟɏˊŮɘ 

ɜŬ ɘůɢɨŮɘ 

 

. 

 

ȼ ůɢɏůɖ (8.18) ŭɑɜŮɘ ˊɟɎɔɛŬŰɘ Űɖ ɚɨůɖ ˊɞɡ ɢɟŮɘŬɕɧɛŬůŰŮ Ŭűɞɨ ɖ ŬɜŰɘəŬŰɎůŰŬůɖ Ŭˊɧ Űɖɜ (8.18) ůŰɖɜ 

Ůɝɑůɤůɖ H-J (8.4) ŭɑɜŮɘ ŬˊɞŰɏɚŮůɛŬ ůɡɛɓŬŰɧ ɛŮ ŬɡŰɧ Űɖɠ Ⱥɝ. (8.17) Ŭűɞɨ ɞŭɖɔŮɑ ůŰɖɜ ˊŬɟŬəɎŰɤ 

(ˊŮɟɘɞɟɘůɛɏɜɖ) Ůɝɑůɤůɖ H-J 

 

  .  (8.19) 

 

ȹɖɚŬŭɐ ɖ ůŰŬɗŮɟɎ
 

 ŮɑɜŬɘ ɖ 
.
 ȷɡŰɐ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ɛɘŬ ˊɟɧůɗŮŰɖ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰɖ Ŭˊɧ Űɘɠ ɎɚɚŮɠ ůŰŬɗŮɟɎ 
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Ŭűɞɨ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ Ŭˊɧ ŬɡŰɏɠ. ȷɠ ɝŮəɘɜɐůɞɡɛŮ ɡˊɞɗɏŰɞɜŰŬɠ ɧŰɘ 
. 
ȹɘŬɚɏɝŬɛŮ Űɖɜ 

 
Ŭˊɧ Űɘɠ 

 

ůŰŬɗŮɟɏɠ ůŰɖɜ Ⱥɝ. (8.18) ŬɚɚɎ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ŭɘŬɚɏɝɞɡɛŮ ɞˊɞɘŬŭɐˊɞŰŮ, ɖ Ŭɟɑɗɛɖůɖ Űɤɜ ůŰŬɗŮɟɩɜ ŮɑɜŬɘ 

ŬɡɗŬɑɟŮŰɖ. ȼ 
 
ɚɏɔŮŰŬɘ ɢŬɟŬəŰɖɟɘůŰɘəɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ Űɞɡ Hamilton. ȼ 

 
ŮɛűŬɜɑɕŮŰŬɘ ɤɠ ɛɏɟɞɠ Űɖɠ 

ɔŮɜɜɐŰɟɘŬɠ ůɡɜɎɟŰɖůɖɠ, , ɧɛɤɠ ɗŬ ŭɞɨɛŮ ɧŰɘ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɗŮɤɟɖɗŮɑ ɤɠ ɔŮɜɜɐŰɟɘŬ əŬɜɞɜɘəɞɨ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨ 

ˊɞɡ ɛŬɠ ɞŭɖɔŮɑ ůŰɖ ɚɨůɖ Űɞɡ ˊɟɞɓɚɐɛŬŰɞɠ.H 
 
ˊŮɟɘɏɢŮɘ Űɘɠ ˊŬɟŬˊɎɜɤ 

 
ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ ɛɖ ˊɟɞůɗŮŰɘəɏɠ 

ůŰŬɗŮɟɏɠ  . ɀˊɞɟɞɨɛŮ, ˊɟɞűŬɜɩɠ, ɜŬ ŭɞɡɚɏɣɞɡɛŮ ɛŮ Űɖɜ ɔŮɜɜɐŰɟɘŬ ůɡɜɎɟŰɖůɖ 
 
ŮəűɟŬůɛɏɜɖ ɧˊɤɠ ůŰɖɜ 

Ⱥɝ. (8.18). ȷɠ ŭɞɡɚɏɣɞɡɛŮ ɧɛɤɠ ɛŮ Űɖɜ ɢŬɟŬəŰɖɟɘůŰɘəɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ  ɤɠ ɔŮɜɜɐŰɟɘŬ ůɡɜɎɟŰɖůɖ, ɗŮɤɟɩɜŰŬɠ 

əŬɜɞɜɘəɧ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ ɧˊɞɡ ɞɘ ɜɏŮɠ ɞɟɛɏɠ ŮɑɜŬɘ ɞɘ  ůŰŬɗŮɟɏɠ əɑɜɖůɖɠ 
 
əŬɘ ɖ ɔŮɜɜɐŰɟɘŬ ůɡɜɎɟŰɖůɖ ɏɢŮɘ 

Űɖ ɛɞɟűɐ 
 
 , ɢɤɟɑɠ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ, ŭɖɚŬŭɐ ŮɑɜŬɘ ɖ  . ȳˊɤɠ ˊɟɞɖɔɞɡɛɏɜɤɠ, ůŰɖɜ Ŭɟɢɐ ɡˊɞɗɏŰɞɡɛŮ ɧŰɘ 

 
əŬɘ

 .
 Ƀɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨ ŮɑɜŬɘ 

 

  .  (8.20) 

 

ȼ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ ŮɑɜŬɘ ůŰŬɗŮɟɎ Űɖɠ əɑɜɖůɖɠ əŬɘ ɘůɢɨŮɘ ɖ Ⱥɝ. (8.17). ȷɜŰɘəŬɗɘůŰɩɜŰŬɠ ůŮ ŬɡŰɐɜ ŰŬ 
 
Ŭˊɧ 

Űɘɠ ˊɟɩŰŮɠ ůɢɏůŮɘɠ Űɖɠ Ⱥɝ. (8.20) ɓɟɑůəɞɡɛŮ ɧŰɘ 

 

  .  (8.21) 

 

ȷɡŰɐ ŮɑɜŬɘ ɖ Ⱥɝ. (8.19). Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ, ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɩɜŰŬɠ ɤɠ ɔŮɜɜɐŰɟɘŬ Űɖɜ , ɓɟɐəŬɛŮ ɝŬɜɎ Űɖɜ Ⱥɝ. (8.19), 

ɖ ɞˊɞɑŬ ŮɑɢŮ ɓɟŮɗŮɑ ɛŮ ɢɟɐůɖ Űɖɠ  ůŰɖ ɛɞɟűɐ Űɖɠ Ⱥɝ. (8.18), ŭɖɚŬŭɐ ɏɢɞɡɛŮ Űɞ ɑŭɘɞ ŬˊɞŰɏɚŮůɛŬ. ȰɢɞɡɛŮ ɔɘŬ 

Űɖ ɜɏŬ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ  

 

   (8.22) 

 

Ⱥɞ́ɛɏɜɤɠ ɞɘ əŬɜɞɜɘəɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ ɔɘŬ Űɘɠ ˊŬɟŬɔɩɔɞɡɠ Űɤɜ ɞɟɛɩɜ ŮɑɜŬɘ 

 

  .  (8.23) 

 

ȺˊŮɘŭɐ ɖ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ ɛɧɜɞ Ŭˊɧ Űɖɜ 
 
, Ŭűɞɨ

 
 , ɏɢɞɡɛŮ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ 

ɔɘŬ ŰŬ  

 

   (8.24) 

 

ȼ ɞɚɞəɚɐɟɤůɖ Űɤɜ ŬɜɤŰɏɟɤ ŮɝɘůɩůŮɤɜ ŭɑɜŮɘ 

 

   (8.25) 
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ȳˊɞɡ  ŮɑɜŬɘ 
 
Űɞ ˊɚɐɗɞɠ ůŰŬɗŮɟɏɠ. ȼ Ⱥɝ. (8.21) ɚɏɔŮŰŬɘ əŬɘ ŬɡŰɐ Ůɝɑůɤůɖ Űɤɜ Hamilton-Jacobi əŬɘ 

ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŭɩůŮɘ Űɖɜ ŮɝɎɟŰɖůɖ Űɖɠ 
 
Ŭˊɧ Űɘɠ ˊŬɚɘɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ . 

ȷˊɧ Űɘɠ ŭŮɨŰŮɟŮɠ Ŭˊɧ Űɘɠ ůɢɏůŮɘɠ Űɤɜ Ⱥɝ. (8.20) əŬɘ Űɘɠ Ⱥɝ. (8.24), (8.25), ɓɟɑůəɞɡɛŮ  

 

   (8.26) 

 

Ⱥűɧůɞɜ ɖ ɢŮůɘŬɜɐ ůŰɖɜ Ⱥɝ. (8.18) ŮɑɜŬɘ ɛɖ ɛɖŭŮɜɘəɐ, ŰɧŰŮ ɞɘ Ⱥɝ. (8.26) ɛˊɞɟɞɨɜ ɜŬ ɚɡɗɞɨɜ ɤɠ ˊɟɞɠ 

. ȷɜ ŬɜŰɘəŬŰŬůŰɐůɞɡɛŮ ŬɡŰɎ ŰŬ 
 
ůŰɘɠ ˊɟɩŰŮɠ Ŭˊɧ Űɘɠ Ⱥɝ. (8.20) ɓɟɑůəɞɡɛŮ əŬɘ ŰŬ 

. 
 

ȹɖɚŬŭɐ ɖ ɚɨůɖ ɔɘŬ Űɘɠ Ŭɟɢɘəɏɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ ŮɑɜŬɘ: 

 

   (8.27) 

 

ȷɜŬűɏɟɞɡɛŮ əŬɘ Ůŭɩ ɧŰɘ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ŬˊŬɟŬɑŰɖŰɞ ɜŬ ɚɖűɗɞɨɜ ŰŬ ɤɠ ɞɘ ɜɏŮɠ ɞɟɛɏɠ. ɀˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ 

ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɑůɞɡɛŮ, ɧˊɤɠ ˊɟɘɜ, Űɘɠ ůŰŬɗŮɟɏɠ ŬɡŰɏɠ ůŮ ɜɏŮɠ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ ůŰŬɗŮɟɏɠ Űɘɠ 
.
 

ȳˊɤɠ əŬɘ ˊɟɞɖɔɞɡɛɏɜɤɠ, ˊŬɑɟɜɞɡɛŮ ɤɠ ɜɏŮɠ ɞɟɛɏɠ ŬɡŰɏɠ Űɘɠ ůŰŬɗŮɟɏɠ, ŭɖɚŬŭɐ .
 
ȽůɢɨŮɘ   

ɛŮ ŬɜŰɘůŰɟɞűɐ Űɤɜ
  

ɏɢɞɡɛŮ ɧŰɘ
 

, ɞˊɧŰŮ ɓɟɑůəɞɡɛŮ ɧŰɘ
 

. Ⱥˊɑůɖɠ 

 

. 

 

ȼ ɜɏŬ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ ŮɑɜŬɘ
 . 

Ƀɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ űŬɑɜɞɜŰŬɘ ˊŬɟŬəɎŰɤ, 

 

   (8.28) 

 

ɇŬ 
 
ŮɑɜŬɘ ůŰŬɗŮɟɏɠ, ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŬ Űɞɡ ɢɟɧɜɞɡ. ɇɞ űɡůɘəɧ ɜɧɖɛŬ Űɤɜ ůŰŬɗŮɟɩɜ ɔɑɜŮŰŬɘ əŬŰŬɜɞɖŰɧ 

ɓɚɏˊɞɜŰŬɠ Űɘ ɘůɢɨŮɘ ɧŰŬɜ . ȺˊŮɘŭɐ ɏɢɞɡɛŮ ŬɡŰɧɜɞɛŬ ůɡůŰɐɛŬŰŬ ɞˊɞɘŬŭɐˊɞŰŮ ůŰɘɔɛɐ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɚɖűɗŮɑ ɤɠ 

Ŭɟɢɘəɐ əŬɘ ɖ Ůɝɏɚɘɝɖ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ɗŬ ŮɑɜŬɘ ɖ ɑŭɘŬ Ŭˊɧ ŮəŮɑ əŬɘ ˊɏɟŬ, ŭɖɚŬŭɐ ŭŮɜ ɢɎɜŮŰŬɘ ɖ ɔŮɜɘəɧŰɖŰŬ Ŭɜ 

ɚɖűɗŮɑ   

ȺɑɜŬɘ Ɏɝɘɞ ɚɧɔɞɡ ɜŬ ŰɞɜɑůɞɡɛŮ ŰŬ ˊŬɟŬəɎŰɤ ɩůŰŮ ɜŬ ɏɢɞɡɛŮ ˊŮɟɘůůɧŰŮɟɖ əŬŰŬɜɧɖůɖ ůɢŮŰɘəɐ ɛŮ Űɖɜ 

əɨɟɘŬ ůɡɜɎɟŰɖůɖ Űɞɡ Hamilton. ȽůɢɨŮɘ  
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  . (8.29) 

 

ɀŮ ɢɟɐůɖ Űɤɜ Ⱥɝ. (8.4) əŬɘ (8.11) əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɖ ůɢɏůɖ 

 

  .  (8.30) 

 

ȹɖɚŬŭɐ ɖ əɨɟɘŬ ůɡɜɎɟŰɖůɖ Űɞɡ Hamilton ɘůɞɨŰŬɘ ɛŮ Űɞ ŬɧɟɘůŰɞ ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ Űɖɠ ɚŬɔəɟŬɜɕɘŬɜɐɠ ůɡɜ 

ɛɘŬ ŬɡɗŬɑɟŮŰɖ ůŰŬɗŮɟɎ. ȹɖɚŬŭɐ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ˊɞɨɛŮ ɧŰɘ ɘůɞɨŰŬɘ, əŬŰɎ əɎˊɞɘɞ Űɟɧˊɞ, ɛŮ Űɞ ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ 

ŭɟɎůɖɠ ůɡɜ ůŰŬɗŮɟɎ. ȷɡŰɧ ɏɢŮɘ ɗŮɤɟɖŰɘəɧ ŮɜŭɘŬűɏɟɞɜ, ŬɚɚɎ ŭŮɜ ɓɞɖɗɎ ůŰɖ ɚɨůɖ ˊɟɞɓɚɖɛɎŰɤɜ. ɇɞ ŬɧɟɘůŰɞ 

ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ ŭŮ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɡˊɞɚɞɔɘůŰŮɑ ɢɤɟɑɠ ɜŬ ɚɡɗŮɑ Űɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ, Ŭűɞɨ ɔɘŬ ŬɡŰɧɜ Űɞɜ ůəɞˊɧ ɢɟŮɘɎɕŮŰŬɘ ɜŬ 

ŮɑɜŬɘ ɔɜɤůŰɎ ŰŬ 
 
əŬɘ ŰŬ

 
. ɀŮ ɧ, Űɘ ŬəɞɚɞɡɗŮɑ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ɏɢɞɡɛŮ ˊŮɟɘůůɧŰŮɟɖ əŬŰŬɜɧɖůɖ 

ɔɘŬ Űɖ ɢŬɟŬəŰɖɟɘůŰɘəɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ Űɞɡ Hamilton. ȳŰŬɜ ɖ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ ŭŮɜ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ ɎɛŮůŬ Ŭˊɧ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ 

(ŬɡŰɧɜɞɛɞ ůɨůŰɖɛŬ), ɏɢɞɡɛŮ 

 

 

   (8.31) 

 

ɉɟɖůɘɛɞˊɞɘɞɨɛŮ Űɘɠ ˊɟɩŰŮɠ Ŭˊɧ Űɖɜ Ⱥɝ. (8.20) əŬɘ ɓɟɑůəɞɡɛŮ 

 

 .  (8.32) 

 

ȹɖɚŬŭɐ əŬŰɎ əɎˊɞɘɞ Űɟɧˊɞ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ˊɞɨɛŮ ɧŰɘ ɖ ɢŬɟŬəŰɖɟɘůŰɘəɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ Űɞɡ Hamilton ŭɘŬűɏɟŮɘ 

Ŭˊɧ Űɖ ůɡɜɞˊŰɘəɐ (ŬˊɚɞɡůŰŮɡɛɏɜɖ) ŭɟɎůɖ, , əŬŰɎ ɛɘŬ ůŰŬɗŮɟɎ. ȽůɢɨŮɘ ɧŰɘ ŮɑˊŬɛŮ ɔɘŬ Űɖɜ ŬɜŰɑůŰɞɘɢɖ 

ˊŮɟɑˊŰɤůɖ Űɖɠ əɨɟɘŬɠ ůɡɜɎɟŰɖůɖɠ Űɞɡ Hamilton. 

8.1 ɉɤɟɘůɛɧɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɩɜ Űɖɠ Ůɝɑůɤůɖɠ Hamilton-Jacobi 

Ƀɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɞɡ Hamilton ɔɘŬ 
 
ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ (ɗɏůɖɠ), ŮɑɜŬɘ 

 
ůɡɜɐɗŮɘɠ (ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ) 

ŮɝɘůɩůŮɘɠ, əŬɜɞɜɘəɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ. ȼ ɛɏɗɞŭɞɠ Hamilton-Jacobi ŬɜɎɔŮɘ Űɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ ůŰɖ ɚɨůɖ ɛɘŬɠ 

ɛŮɟɘəɐɠ ŭɘŬűɞɟɘəɐɠ Ůɝɑůɤůɖɠ. ȷɡŰɧ Űɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ ůɡɜɐɗɤɠ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ŮɡəɞɚɧŰŮɟɞ ɜŬ ɚɡɗŮɑ Ŭˊɧ ɧŰɘ ŮɑɜŬɘ Űɞ 

ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜɞ, ůɡɜɐɗɤɠ ŮɑɜŬɘ ˊɞɚɨ ˊɘɞ ŭɨůəɞɚɞ. ȹŮɜ ɡˊɎɟɢŮɘ ɔŮɜɘəɧɠ Űɟɧˊɞɠ ɚɨůɖɠ ŰɏŰɞɘɤɜ ŮɝɘůɩůŮɤɜ. 

ɈˊɎɟɢŮɘ ɖ əŬŰɖɔɞɟɑŬ ˊɟɞɓɚɖɛɎŰɤɜ ůŰŬ ɞˊɞɑŬ ɖ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ ŭŮɜ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ ɎɛŮůŬ Ŭˊɧ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ, ɞˊɧŰŮ ŮɑɜŬɘ 

ůŰŬɗŮɟɎ Űɖɠ əɑɜɖůɖɠ, Ŭəɧɛɖ əŬɘ Ŭɜ ŭŮɜ ůɡɛˊɑˊŰŮɘ ɛŮ Űɖɜ ŮɜɏɟɔŮɘŬ Űɞɡ ŭɡɜŬɛɘəɞɨ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ. ɆŰɖɜ əŬŰɖɔɞɟɑŬ 

ŬɡŰɐ Ŭɜɐəɞɡɜ ŰŬ ˊɚŮɑůŰŬ Ŭˊɧ ŰŬ ŮɜŭɘŬűɏɟɞɜŰŬ ˊɟɞɓɚɐɛŬŰŬ Űɖɠ ūɡůɘəɐɠ. ɆŮ ŰɏŰɞɘŬ ˊɟɞɓɚɐɛŬŰŬ, ɧˊɤɠ ŮɑŭŬɛŮ 

ůŰŬ ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜŬ, ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɔɑɜŮɘ ŭɘŬɢɤɟɘůɛɧɠ Űɞɡ ɢɟɧɜɞɡ, ŭɖɚŬŭɐ əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŮ ɛɘŬ Ŭˊɚɐ ŭɘŬűɞɟɘəɐ 

Ůɝɑůɤůɖ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ, ˊɟɩŰɖɠ ŰɎɝɖɠ əŬɘ ɖ Ůɝɑůɤůɖ H-J ˊɞɡ ˊɟɞəɨˊŰŮɘ ɛŮŰɎ Űɞɜ ŭɘŬɢɤɟɘůɛɧ Űɞɡ ɢɟɧɜɞɡ, 

ŮɑɜŬɘ ɖ ˊŮɟɘɞɟɘůɛɏɜɖ Ůɝɑůɤůɖ H-J, ɧˊɞɡ ŮɘůɏɟɢŮŰŬɘ ɖ ɢŬɟŬəŰɖɟɘůŰɘəɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ Hamilton, , ŬɜŰɑ 

Űɖɠ əɨɟɘŬɠ ůɡɜɎɟŰɖůɖɠ Hamilton, .ɀˊɞɟŮɑ, ůŮ ɛŮɟɘəɏɠ ˊŮɟɘˊŰɩůŮɘɠ, ɖ ˊŮɟɘɞɟɘůɛɏɜɖ Ůɝɑůɤůɖ H-J ɜŬ 

ŬɜŬɢɗŮɑ ůŮ
 

 ůɡɜɐɗŮɘɠ ŭɘŬűɞɟɘəɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ ˊɟɩŰɖɠ ŰɎɝɖɠ ˊɞɡ ɖ əɎɗŮ ɛɘŬ ˊŮɟɘɏɢŮɘ ɛɘŬ ɛɧɜɞ Ŭˊɧ Űɘɠ 

ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ 
 
əŬɘ ɛɏɢɟɘ  ůŰŬɗŮɟɏɠ, ɞˊɧŰŮ Űɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ ɚɏɔŮŰŬɘ ɧŰɘ ŮɑɜŬɘ ˊɚɐɟɤɠ ŭɘŬɢɤɟɑůɘɛɞ. ȼ ɚɨůɖ Űɞɡ 

ˊɟɞɓɚɐɛŬŰɞɠ ůŮ ŬɡŰɐ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɔɑɜŮŰŬɘ ˊɞɚɨ ŮɡəɞɚɧŰŮɟŬ. ɈˊɎɟɢɞɡɜ ˊɟɞɓɚɐɛŬŰŬ ˊɞɡ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɚɡɗɞɨɜ 

ɢɤɟɑɠ ɜŬ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɔɑɜŮɘ ŭɘŬɢɤɟɘůɛɧɠ Űɞɡ ɢɟɧɜɞɡ. ɄŬɟɧɚŬ ŬɡŰɎ, ɧˊɤɠ ŮɑˊŬɛŮ əŬɘ ˊɟɞɖɔɞɡɛɏɜɤɠ, ůɢŮŭɧɜ ɧɚŮɠ 
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ɞɘ ˊɟŬəŰɘəɎ ɢɟɐůɘɛŮɠ ˊŮɟɘˊŰɩůŮɘɠ ɏɢɞɡɜ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɏɠ ˊɞɡ ŭŮɜ ŮɝŬɟŰɩɜŰŬɘ Ŭˊɧ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ, ɞˊɧŰŮ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ 

ɔɑɜŮŰŬɘ ɞ ŭɘŬɢɤɟɘůɛɧɠ Űɞɡ ɢɟɧɜɞɡ. Ⱥˊɑůɖɠ, ɡˊɎɟɢɞɡɜ ˊɟɞɓɚɐɛŬŰŬ ˊɞɡ ɚɨɜɞɜŰŬɘ ɛɧɜɞ ɛŮ Űɖ ɛɏɗɞŭɞ H-J əŬɘ 

ɢɤɟɘůɛɧ ɛŮŰŬɓɚɖŰɩɜ. ȼ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ H-J ɚɨůɖɠ ˊɟŬəŰɘəɩɜ ˊɟɞɓɚɖɛɎŰɤɜ ŮɑɜŬɘ ɖ ˊɘɞ ɘůɢɡɟɐ ɛɏɗɞŭɞɠ ɚɨůɖɠ Űɤɜ 

ŮɝɘůɩůŮɤɜ əɑɜɖůɖɠ Űɖɠ ȷɜŬɚɡŰɘəɐɠ ȹɡɜŬɛɘəɐɠ.  

ȼ ŬɜŬɔəŬɑŬ əŬɘ ɘəŬɜɐ ůɡɜɗɐəɖ ɔɘŬ Űɖɜ (ˊɚɐɟɖ) ŭɘŬɢɤɟɘůɘɛɧŰɖŰŬ Ůɜɧɠ ŬɡŰɧɜɞɛɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ɛŮ  

ɕŮɨɔɖ ɛŮŰŬɓɚɖŰɩɜ , ŮɑɜŬɘ Űɞ əɟɘŰɐɟɘɞ Levi-Civita. ɄɟɏˊŮɘ ɜŬ ŰɞɜɘůŰŮɑ ɧŰɘ, ɔɘŬ ŭŮŭɞɛɏɜɞ ůɨůŰɖɛŬ, ɖ 

ŭɡɜŬŰɧŰɖŰŬ ŭɘŬɢɤɟɘůɛɞɨ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ əŬɘ Ŭˊɧ Űɖɜ Ůˊɘɚɞɔɐ Űɤɜ ɛŮŰŬɓɚɖŰɩɜ ɔɘŬ Űɖɜ ˊŮɟɘɔɟŬűɐ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ. 

ɇɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ ɡɚɘəɞɨ ůɖɛŮɑɞɡ ˊɞɡ əɘɜŮɑŰŬɘ ɛɏůŬ ůŮ əŮɜŰɟɘəɧ ˊŮŭɑɞ ŭɡɜɎɛŮɤɜ ŮɑɜŬɘ (ˊɚɐɟɤɠ) ŭɘŬɢɤɟɑůɘɛɞ ůŮ 

ůűŬɘɟɘəɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ŬɚɚɎ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ŭɘŬɢɤɟɑůɘɛɞ ůŮ əŬɟŰŮůɘŬɜɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ. ɇɞ ɔɜɤůŰɧ ˊɟɧɓɚɖɛŬ 

Űɤɜ Űɟɘɩɜ ůɤɛɎŰɤɜ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ (ˊɚɐɟɤɠ) ŭɘŬɢɤɟɑůɘɛɞ ɔɘŬ ɞˊɞɘŮůŭɐˊɞŰŮ əŬɜɞɜɘəɏɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ. 

ɈˊŮɜɗɡɛɑɕɞɡɛŮ, ɧŰɘ ŬɡŰɧ ŮɑɜŬɘ Űɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ ɧˊɞɡ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ŰɟɑŬ ɡɚɘəɎ ůɖɛŮɑŬ ŰŬ ɞˊɞɑŬ ŬɚɚɖɚŮˊɘŭɟɞɨɜ ŬɜɎ 

ŭɨɞ ɛŮ əŮɜŰɟɘəɏɠ ŭɡɜɎɛŮɘɠ ŬɜŰɘůŰɟɧűɞɡ ŰŮŰɟŬɔɩɜɞɡ. 

ȷɜ ɏɜŬ ŭɡɜŬɛɘəɧ ůɨůŰɖɛŬ ŮɑɜŬɘ ŭɘŬɢɤɟɑůɘɛɞ ɔɘŬ əɎˊɞɘŮɠ əŬɜɞɜɘəɏɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ ŮɑɜŬɘ ŭɘŬɢɤɟɑůɘɛɞ əŬɘ 

ɔɘŬ ɧɚŮɠ Űɘɠ ɎɚɚŮɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ ˊɞɡ ˊɟɞəɨˊŰɞɡɜ Ŭˊɧ Űɘɠ Ŭɟɢɘəɏɠ ɛŮ əŬɜɞɜɘəɧ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧ. ɀˊɞɟŮɑ əɎˊɞɘɞ 

ŭɡɜŬɛɘəɧ ůɨůŰɖɛŬ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ŭɘŬɢɤɟɑůɘɛɞ ɧŰŬɜ ˊŮɟɘɔɟɎűŮŰŬɘ Ŭˊɧ ŭɡɞ ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɏɠ ɞɛɎŭŮɠ əŬɜɞɜɘəɩɜ 

ɛŮŰŬɓɚɖŰɩɜ, Ůɜɩ ɞ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ ˊɞɡ Űɘɠ ůɡɜŭɏŮɘ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ əŬɜɞɜɘəɧɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ, ŬɡŰɧ Űɞ ůɨůŰɖɛŬ 

ɚɏɔŮŰŬɘ Ůəűɡɚɘůɛɏɜɞ ůɨɛűɤɜŬ ɛŮ Űɖɜ ɞɟɞɚɞɔɑŬ Űɞɡ Schwarzchild. ɇɞ əɟɘŰɐɟɘɞ Levi-Civita ŬˊɞŰŮɚɞɨɜ ɞɘ 

, ŬɟəŮŰɎ ŭɨůɢɟɖůŰŮɠ, ůɢɏůŮɘɠ 

 

   (8.33) 

 

ȷɠ ɝŮəɘɜɐůɞɡɛŮ ɛŮ ɛɘŬ ɛɧɜɞ ŭɘŬɢɤɟɑůɘɛɖ ɛŮŰŬɓɚɖŰɐ, ůŰɖ ɔŮɜɘəɐ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ˊɞɡ Űɞ ůɨůŰɖɛŬ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ 

ŬɡŰɧɜɞɛɞ ŬɚɚɎ ɖ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ ɎɛŮůŬ əŬɘ Ŭˊɧ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ. ɀɘŬ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜɖ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɖ (ɢɤɟɑɠ 

ɓɚɎɓɖ Űɖɠ ɔŮɜɘəɧŰɖŰŬɠ ɏůŰɤ ɖ ) ŮɑɜŬɘ ŭɘŬɢɤɟɑůɘɛɖ ɧŰŬɜ ɖ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ ɏɢŮɘ ŰɏŰɞɘŬ ɛɞɟűɐ ɩůŰŮ ůŰɖɜ 

Ůɝɑůɤůɖ H-J , ɖ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɖ 
 
əŬɘ ɖ ŬɜŰɑůŰɞɘɢɖ 

 
ŮɛűŬɜɑɕɞɜŰŬɘ ůŰɖ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ ɛɧɜɞ ɤɠ ůɡɜŭɡŬůɛɧɠ 

Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ 
 
, ɧˊɞɡ ŭŮɜ ŮɛűŬɜɑɕɞɜŰŬɘ ɞɘ ɎɚɚŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ, ɞɨŰŮ ɞɘ ɎɚɚŮɠ ŬɜŰɑůŰɞɘɢŮɠ 

ˊŬɟɎɔɤɔɞɘ, ɞɨŰŮ ɞ ɢɟɧɜɞɠ. ɇɧŰŮ ɖ Ůɝɑůɤůɖ H-J ɔɑɜŮŰŬɘ 

 

  .  (8.34) 

 

ȷɜŬɕɖŰɞɨɛŮ ɚɨůɖ, , Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ 

 

  .  (8.35) 

 

ȷɜŰɘəŬɗɘůŰɞɨɛŮ ůŰɖɜ Ⱥɝ. (8.34) əŬɘ əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɖɜ  

 

   (8.36) 

 

ȷűɞɨ ɖ Ⱥɝ. (8.35) ŮɑɜŬɘ ɚɨůɖ Űɖɠ Ůɝɑůɤůɖɠ H-J ɖ Ⱥɝ. (8.36) ŮɑɜŬɘ ŰŬɡŰɧŰɖŰŬ ˊɞɡ ɘůɢɨŮɘ ɔɘŬ əɎɗŮ Űɘɛɐ 

Űɖɠ 
.
 ȷɡŰɧ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ ɧŰŬɜ Űɞ 

 
ɛŮŰŬɓɎɚɚŮŰŬɘ, ɛɧɜɞ ɖ ɏəűɟŬůɖ 

 
ŬɚɚɎɕŮɘ Űɘɛɐ. ȯɟŬ ɔɘŬ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ɖ 

(8.36) ŰŬɡŰɧŰɖŰŬ, ˊɟɏˊŮɘ ɖ 
 
ɜŬ ɘůɞɨŰŬɘ ɛŮ ɛɘŬ ŬɡɗŬɑɟŮŰɖ ůŰŬɗŮɟɎ, ɏůŰɤ 

. 
ȰŰůɘ ɖ Ůɝɑůɤůɖ H-J 
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ɢɤɟɑɕŮŰŬɘ ůŮ ŭɡɞ ŮɝɘůɩůŮɘɠ, ɛɘŬ ˊɞɡ ˊŮɟɘɏɢŮɘ ɛɧɜɞ Űɖɜ 
 
əŬɘ ɛŮŰŬɓɚɖŰɐ Űɖɜ , əŬɘ ɛɘŬ Ɏɚɚɖ Ůɝɑůɤůɖ ˊɞɡ 

ˊŮɟɘɏɢŮɘ ɛɧɜɞ Űɖɜ 
 
əŬɘ Űɘɠ ɡˊɧɚɞɘˊŮɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ ůɡɛˊŮɟɘɚŬɛɓŬɜɞɛɏɜɞɡ Űɞɡ ɢɟɧɜɞɡ  
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 (8.37) 

 

ȼ ɚɨůɖ Űɖɠ ˊɟɩŰɖɠ Ůɝɑůɤůɖɠ ˊɟɩŰɖɠ ŰɎɝɖɠ ŮɑɜŬɘ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ  

 

  .  (8.38) 

 

ȰɢɞɡɛŮ ˊŬɟŬɚŮɑɣŮɘ ɛɘŬ ˊɟɞůɗŮŰɘəɐ ůŰŬɗŮɟɎ, ŭɘɧŰɘ ɝɏɟɞɡɛŮ ɧŰɘ ŭŮɜ ŮˊɘŰɟɏˊɞɜŰŬɘ ůŰŬɗŮɟɏɠ ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ɛɧɜɞ 

ˊɟɞůɗŮŰɘəɏɠ. ȷɜ əŬɘ ɖ 
 
ŮɑɜŬɘ ŭɘŬɢɤɟɑůɘɛɖ, ŰɧŰŮ ɗŬ ŬˊŬɜŰɎ ůŰɖ ŭŮɨŰŮɟɖ Ŭˊɧ Űɘɠ Ⱥɝ. (8.37) ɤɠ ůɡɜŭɡŬůɛɧɠ 

 
. ɀˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ůɡɜŮɢɑůɞɡɛŮ Űɞɜ ŭɘŬɢɤɟɘůɛɧ ɗŮɤɟɩɜŰŬɠ ɚɨůɖ Űɖɠ  , ́ ɞɡ ɏɢŮɘ Űɖ ɛɞɟűɐ 

 

   (8.39) 

 

ȷɡŰɎ ɞŭɖɔɞɨɜ ůŰɘɠ ůɢɏůŮɘɠ 
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 (8.40) 

 

ȽůɢɨŮɘ  

 

  .  (8.41) 

 

ȼ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ůɡɜŮɢɘůŰŮɑ ɩůŰŮ ɜŬ ůɡɛˊŮɟɘɚɖűɗɞɨɜ ɧɚŮɠ ɞɘ ŭɘŬɢɤɟɑůɘɛŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ. ȷɜ ɖ 

ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ ŭŮɜ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ ɎɛŮůŬ Ŭˊɧ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ ŰɧŰŮ, ɧˊɤɠ ɏɢɞɡɛŮ ŭŮɘ, ɛˊɞɟɞɨɛŮ ˊɟɩŰŬ ɜŬ ŭɘŬɢɤɟɑůɞɡɛŮ 

Űɞɜ ɢɟɧɜɞ ɞˊɧŰŮ ůŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ ŬɜŰɑ ɔɘŬ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Hamilton ɏɢɞɡɛŮ ɜŬ ɚɨůɞɡɛŮ Űɖɜ ˊŮɟɘɞɟɘůɛɏɜɖ Ůɝɑůɤůɖ 

Hamilton. ɆŮ ŬɡŰɐ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɘůɢɨɞɡɜ ůɢɏůŮɘɠ ˊŬɟɧɛɞɘŮɠ ɛŮ Űɘɠ ˊŬɟŬˊɎɜɤ, ɧˊɞɡ
 
ŬɜŰɑ Űɤɜ

  

ŮɛűŬɜɑɕɞɜŰŬɘ ɞɘ
  .

 

ȷɜ ɧɚŮɠ ɞɘ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ, ůɡɛˊŮɟɘɚŬɛɓŬɜɞɛɏɜɞɡ Űɞɡ ɢɟɧɜɞɡ, ŮɑɜŬɘ ŭɘŬɢɤɟɑůɘɛŮɠ ŰɧŰŮ ɖ Ůɝɑůɤůɖ H-J ŮɑɜŬɘ 

ˊɚɐɟɤɠ ŭɘŬɢɤɟɑůɘɛɖ. Ƀɘ ůŰŬɗŮɟɏɠ 
 
ŮɑɜŬɘ ɞɘ ůŰŬɗŮɟɏɠ ŭɘŬɢɤɟɘůɛɞɨ. 

ŪŬ ŭŮɑɝɞɡɛŮ ɧŰɘ ɛɘŬ Ŭɔɜɞɐůɘɛɖ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɖ ŮɑɜŬɘ ŭɘŬɢɤɟɑůɘɛɖ. ɀɘŬ Ŭɔɜɞɐůɘɛɖ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɖ, ɏůŰɤ ɖ 

, 
ŭŮɜ ɡˊɎɟɢŮɘ ůŰɖ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ əŬɘ Ůˊɞɛɏɜɤɠ ŭŮɜ ɡˊɎɟɢŮɘ əŬɘ ůŰɖɜ ŬɜŰɑůŰɞɘɢɖ Ůɝɑůɤůɖ H-J. ȷɡŰɐ ŮɑɜŬɘ 

Ůɘŭɘəɐ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɧůɤɜ ŮɑˊŬɛŮ ˊɟɞɖɔɞɡɛɏɜɤɠ, Ůŭɩ ɤɠ ůɡɜɎɟŰɖůɖ 
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ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɗŮɤɟɖɗŮɑ ɖ 
. 
 

 

ȷˊɧ Űɖɜ ˊɟɩŰɖ Űɤɜ Ⱥɝ. (8.37) ɓɟɑůəɞɡɛŮ 

 

  .  (8.42) 

 

ȼ ůŰŬɗŮɟɎ ŮɑɜŬɘ ɖ ůŰŬɗŮɟɐ Űɘɛɐ Űɖɠ ůɡɕɡɔɞɨɠ ɞɟɛɐɠ 
 
ˊɞɡ ŬɜŰɘůŰɞɘɢŮɑ ůŰɖɜ Ŭɔɜɞɐůɘɛɖ 

ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɖ. ȰŰůɘ Űɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ ŬɜɎɔŮŰŬɘ ůŮ ŬˊɚɞɨůŰŮɟɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ ɛŮ ɚɘɔɧŰŮɟŮɠ (ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ) ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ. 

ȷɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ əŬɘ ɎɚɚŮɠ ŬɔɜɞɐůɘɛŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ŰɧŰŮ ɖ ŬɜɤŰɏɟɤ ŭɘŬŭɘəŬůɑŬ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ůɡɜŮɢɘůŰŮɑ. ȷɜ ɧɚŮɠ 

ŮɑɜŬɘ ŬɔɜɞɐůɘɛŮɠ əŬɘ ɖ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ ŮɑɜŬɘ ůŰŬɗŮɟɎ Űɖɠ əɑɜɖůɖɠ, Űɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ ɚɨɜŮŰŬɘ əŬŰɎ ŰŮŰɟɘɛɛɏɜɞ Űɟɧˊɞ. 

8.2 ȹɟɎůŮɘɠ əŬɘ ɔɤɜɑŮɠ ɤɠ əŬɜɞɜɘəɏɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ  

8.2.1 ȾɡəɚɘəɎ ůɡůŰɐɛŬŰŬ 

ɈˊɎɟɢɞɡɜ ŬɡŰɧɜɞɛŬ ŭɡɜŬɛɘəɎ ůɡůŰɐɛŬŰŬ ůŰŬ ɞˊɞɑŬ ɡˊɎɟɢŮɘ ˊŮɟɘɞŭɘəɧŰɖŰŬ (ůɤůŰɧŰŮɟɞɠ ŮɑɜŬɘ ɞ ɧɟɞɠ 

ŮˊŬɜŬɚɖɣɘɛɧŰɖŰŬ) ɛŮ Űɖɜ ɏɜɜɞɘŬ ˊɞɡ ɗŬ ŭɞɨɛŮ ˊŬɟŬəɎŰɤ. ɉɟɖůɘɛɞˊɞɘŮɑŰŬɘ əŬɘ ɞ ɧɟɞɠ əɡəɚɘəɧ ůɨůŰɖɛŬ. 

ɈˊɎɟɢŮɘ ɛɘŬ ŮɜŭɘŬűɏɟɞɡůŬ ŰŮɢɜɘəɐ ɓŬůɘůɛɏɜɖ ůŰɖ ɛɏɗɞŭɞ H-J , ɛŮ Űɖɜ ɞˊɞɑŬ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ˊɎɟɞɡɛŮ 

ˊɚɖɟɞűɞɟɑŮɠ ɔɘŬ ɏɜŬ ŰɏŰɞɘɞ ůɨůŰɖɛŬ ɢɤɟɑɠ ɜŬ ɓɟɞɨɛŮ Űɖ ɚɨůɖ Űɞɡ. ȼ ɛɏɗɞŭɞɠ ŮˊɘɜɞɐɗɖəŮ Űɞɜ 19ɞ ŬɘɩɜŬ Ŭˊɧ 

Űɞɜ ũɎɚɚɞ ŬůŰɟɞɜɧɛɞ Delaunay. ɆɡɔəŮəɟɘɛɏɜŬ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ˊɟɞůŭɘɞɟɑůɞɡɛŮ Űɘɠ ŭɘɎűɞɟŮɠ ůɡɢɜɧŰɖŰŮɠ ˊɞɡ 

ɡˊŮɘůɏɟɢɞɜŰŬɘ ůŮ ɏɜŬ ɛɖɢŬɜɘəɧ ůɨůŰɖɛŬ, ɢɤɟɑɠ ɜŬ ɢɟŮɘɎɕŮŰŬɘ ɜŬ ɓɟɞɨɛŮ Űɖ ɚɨůɖ Űɤɜ ŮɝɘůɩůŮɤɜ əɑɜɖůɖɠ, 

ŭɖɚŬŭɐ Űɖɜ əɑɜɖůɖ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ. ȼ ɚɨůɖ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɛɖɜ ŮɑɜŬɘ Ůɨəɞɚɞ ɜŬ ɓɟŮɗŮɑ. ȼ ɛŮɗɞŭɞɚɞɔɑŬ ŬɡŰɐ ɛˊɞɟŮɑ 

ɜŬ ŬəɞɚɞɡɗɖɗŮɑ ɔɘŬ ˊɚɐɟɤɠ ŭɘŬɢɤɟɑůɘɛŬ ůɡůŰɐɛŬŰŬ. ŪŮɤɟɞɨɛŮ ůɨůŰɖɛŬ ɛŮ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ əŬɜɞɜɘəɏɠ 

ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ɗɏůɖɠ əŬɘ ŬɜŰɑůŰɞɘɢŮɠ ůɡɕɡɔŮɑɠ əŬɜɞɜɘəɏɠ ɞɟɛɏɠ 
,
 əŬɘ 

ŬɡŰɧɜɞɛɖ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ 
. 
ȾŬɗɩɠ Űɞ ůɨůŰɖɛŬ ŮɝŮɚɑůůŮŰŬɘ ůŰɞɜ ɢɟɧɜɞ (əɘɜŮɑŰŬɘ) ŭɘŬɔɟɎűŮɘ ŰɟɞɢɘɎ 

ůŰɞɜ űŬůɘəɧ ɢɩɟɞ 
, 

 ŭɘŬůŰɎůŮɤɜ. ɇɞ ůɨůŰɖɛŬ ŭɘŬɔɟɎűŮɘ əɎˊɞɘŬ ŰɟɞɢɘɎ əŬɘ ůŰɞɜ əɎɗŮ ɡˊɧɢɤɟɞ 2 

ŭɘŬůŰɎůŮɤɜ, . ȼ əɎɗŮ ɛɘŬ Ŭˊɧ ŬɡŰɏɠ Űɘɠ ŭɘůŭɘɎůŰŬŰŮɠ Űɟɞɢɘɏɠ ŮɑɜŬɘ ˊɟɞɓɞɚɐ ůŰɞɜ əɎɗŮ 

ɏɜŬɜ ɡˊɧɢɤɟɞ 
, 
Űɖɠ ŰɟɞɢɘɎɠ ůŰɞɜ ɢɩɟɞ

 
. ȼ əɎɗŮ ŰɟɞɢɘɎ-ˊɟɞɓɞɚɐ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ˊŬɟŬůŰŬɗŮɑ ɤɠ 

. ȷɡŰɧ ˊɞɡ ɚɏɛŮ ŮˊŬɜŬɚɖɣɘɛɧŰɖŰŬ ɐ ˊŮɟɘɞŭɘəɧŰɖŰŬ ɐ əɡəɚɘəɧŰɖŰŬ, əŬɗɞɟɑɕŮŰŬɘ Ŭˊɧ ŰŬ 

ɢŬɟŬəŰɖɟɘůŰɘəɎ Űɖɠ ŰɟɞɢɘɎɠ ůŰɞɜ ɢɩɟɞ Űɤɜ űɎůŮɤɜ. ɈˊɎɟɢɞɡɜ ŭɡɞ Ůɑŭɖ əɡəɚɘəɧŰɖŰŬɠ (ˊŮɟɘɞŭɘəɧŰɖŰŬɠ, 

ŮˊŬɜŬɚɖɣɘɛɧŰɖŰŬɠ). ɇɞ ɏɜŬ Ůɑŭɞɠ ɢŬɟŬəŰɖɟɑɕŮŰŬɘ Ŭˊɧ Űɞ ɧŰɘ ůŰɞɜ əɎɗŮ ŭɘůŭɘɎůŰŬŰɞ ɡˊɧɢɤɟɞ ɖ ŰɟɞɢɘɎ ŮɑɜŬɘ 

əɚŮɘůŰɐ. ɆŰɖɜ ŬůŰɟɞɜɞɛɑŬ ŬɡŰɧ ɚɏɔŮŰŬɘ ɚɑəɜɘůɖ (Ŭˊɧ Űɞ ɚɑəɜɞ, əɞɨɜɘŬ), ŭɖɚŬŭɐ ŰŬɚɎɜŰŮɡůɖ. Ƀɘ Űɘɛɏɠ Űɤɜ 
 

ŮɑɜŬɘ űɟŬɔɛɏɜŮɠ, ɧˊɤɠ ŮɑɜŬɘ əŬɘ ɞɘ Űɘɛɏɠ Űɤɜ . ȼ əɑɜɖůɖ Űɞɡ ŮəəɟŮɛɞɨɠ ɧŰŬɜ əŬŰɎ Űɖɜ əɑɜɖůɐ Űɞɡ ŭŮɜ űŰɎɜŮɘ 

ˊɞŰɏ ůŰɞ ŬɜɩŰŬŰɞ ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ əɡəɚɘəɐɠ ŰɟɞɢɘɎɠ Űɞɡ ůŰɞɜ ɗŮůɘəɧ ɢɩɟɞ, ŮɑɜŬɘ ɛɘŬ ŰɏŰɞɘŬ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ. ɇɞ ɆɢɐɛŬ 

8.1 ŭŮɑɢɜŮɘ ɛɘŬ Űɡˊɘəɐ ŰɟɞɢɘɎ, ˊɞɡ ɗŮɤɟɞɨɛŮ ɧŰɘ ŭɘŬɔɟɎűŮŰŬɘ əŬŰɎ Űɖ űɞɟɎ Űɤɜ ŭŮɘəŰɩɜ Űɞɡ ɟɞɚɞɔɘɞɨ. ȷˊɧ 

ɞˊɞɘɞŭɐˊɞŰŮ ůɖɛŮɑɞ əŬɘ Ŭɜ ŬɟɢɑůŮɘ ɖ ŭɘŬɔɟŬűɐ Űɞɡ «əɨəɚɞɡ», ɛŮŰɎ Ŭˊɧ ɏɜŬɜ ˊɚɐɟɖ «əɨəɚɞ» ɞɘ Űɘɛɏɠ Űɤɜ  

ɗŬ ŮɑɜŬɘ ɑŭɘŮɠ. Ƀɘ ŬəɟŬɑŮɠ Űɘɛɏɠ Űɞɡ 
 
ŮɑɜŬɘ ɞɘ ŭɡɞ ůŰŬɗŮɟɏɠ Űɘɛɏɠ  . ȼ əɎɗŮ ɛɘŬ ŰɏŰɞɘŬ ŰɟɞɢɘɎ 

ŮˊŬɜŬɚŬɛɓɎɜŮŰŬɘ ɖ ɑŭɘŬ əŬɗɩɠ Űɞ ůɨůŰɖɛŬ əɘɜŮɑŰŬɘ. 
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ɆɢɐɛŬ 8.1 ȿɑəɜɘůɖ. 

ɇɞ Ɏɚɚɞ Ůɑŭɞɠ ˊŮɟɘɞŭɘəɧŰɖŰŬɠ, əɡəɚɘəɧŰɖŰŬɠ, ŮˊŬɜŬɚɖɣɘɛɧŰɖŰŬɠ, ɢŬɟŬəŰɖɟɑɕŮŰŬɘ Ŭˊɧ Űɞ ɧŰɘ ɖ  ŮɑɜŬɘ 

ˊŮɟɘɞŭɘəɐ, ŮˊŬɜŬɚɐɣɘɛɖ, ůɡɜɎɟŰɖůɖ Űɞɡ ŬɜŰɑůŰɞɘɢɞɡ 
 
ɛŮ ůŰŬɗŮɟɐ ŮˊŬɜŬɚɖɣɘɛɧŰɖŰŬ (ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɞɨɛŮ əŬɘ 

Űɞɜ ɧɟɞ çˊŮɟɑɞŭɞè) ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ɑůɖ ɛŮ 
, ɛŮ 

 ůŰŬɗŮɟɏɠ. ȷɡŰɧ ɚɏɔŮŰŬɘ ˊŮɟɘůŰɟɞűɐ. ɇɞ ˊɘɞ 

ɔɜɤůŰɧ ˊŬɟɎŭŮɘɔɛŬ ŮɑɜŬɘ ɖ ˊŮɟɘůŰɟɞűɐ ůŰŮɟŮɞɨ ˊŮɟɑ ɞɟɘůɛɏɜɞ ɎɝɞɜŬ, ɧˊɞɡ Űɞ  ŮɑɜŬɘ ɔɤɜɑŬ əŬɘ ɖ «ˊŮɟɑɞŭɞɠ» 

ŮɑɜŬɘ . ɆŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ Űɖɠ ˊŮɟɘůŰɟɞűɐɠ, ůŮ ŬɜŰɑɗŮůɖ ɛŮ Űɖ ɚɑəɜɘůɖ, ɞɘ Űɘɛɏɠ Űɤɜ 
 
ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ űɟŬɔɛɏɜŮɠ 

ŬɚɚɎ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ˊɎɟɞɡɜ ɞˊɞɘŬŭɐˊɞŰŮ Űɘɛɐ, ɞɘ Űɘɛɏɠ Űɤɜ  ŮɝŬəɞɚɞɡɗɞɨɜ ɜŬ ŮɑɜŬɘ űɟŬɔɛɏɜŮɠ. ɇɞ űɟɎɝɘɛɞ ůŰŬ 

 
ɢŬɟŬəŰɖɟɑɕŮɘ ˊŮɟŬŰɤɛɏɜɖ əɑɜɖůɖ. 

ɇɞ ɆɢɐɛŬ 8.2 ŭŮɑɢɜŮɘ ŬɡŰɐ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ. ɇɞ 
 
ůŰɖɜ Ŭɟɢɐ əŬɘ ůŰɞ Űɏɚɞɠ əɎɗŮ ŰɏŰɞɘɞɡ əɨəɚɞɡ ˊŬɑɟɜŮɘ 

Űɖɜ ɑŭɘŬ ůŰŬɗŮɟɐ Űɘɛɐ . 

 

 

ɆɢɐɛŬ 8.2 ɄŮɟɘůŰɟɞűɐ. 

 

ɆɖɛŮɘɩɜɞɡɛŮ ɧŰɘ ɏɜŬɠ «əɨəɚɞɠ» ŮɑɜŬɘ ɖ ŮɚɎɢɘůŰɖ əɚŮɘůŰɐ ɐ ŬɜɞɘɢŰɐ ŭɘŬŭɟɞɛɐ ůŰɖɜ ɞˊɞɑŬ ɡˊɎɟɢŮɘ 

ˊŮɟɘɞŭɘəɧŰɖŰŬ. ɄɟɞűŬɜɩɠ ɡˊɎɟɢŮɘ ˊŮɟɘɞŭɘəɧŰɖŰŬ ɔɘŬ əɎɗŮ ŬəɏɟŬɘɞ ˊɞɚɚŬˊɚɎůɘɞ ŬɡŰɐɠ Űɖɠ ŭɘŬŭɟɞɛɐɠ, ŭɖɚŬŭɐ 

ɔɘŬ ˊɞɚɚɞɨɠ əɨəɚɞɡɠ. ɆŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ Űɖɠ ˊŮɟɘůŰɟɞűɐɠ, ŮɑɜŬɘ ŭɡɜŬŰɧɜ ɜŬ ˊŬɟŬůŰɐůɞɡɛŮ Űɞɜ ŮˊɑˊŮŭɞ 

ŭɘůŭɘɎůŰŬŰɞ ɢɩɟɞ Űɤɜ űɎůŮɤɜ ˊɎɜɤ ůŮ ɛɘŬ əɡɚɘɜŭɟɘəɐ ŮˊɘűɎɜŮɘŬ ɞˊɧŰŮ əŬɘ ůŮ ŬɡŰɐ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɖ ŰɟɞɢɘɎ 

ŮɑɜŬɘ əɚŮɘůŰɐ, ɓɚɏˊŮ ɆɢɐɛŬ 6.5. ȷɜ ɗɏɚɞɡɛŮ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ɖ ŬɜŬˊŬɟɎůŰŬůɖ ˊɘɞ ůɡɜŮˊɐɠ, ůɨɛűɤɜɖ ɛŮ Űɖɜ ŮɡəɚŮɑŭŮɘŬ 

ɔŮɤɛŮŰɟɑŬ, ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɑůɞɡɛŮ Űɖ ɛŮŰŬɓɚɖŰɐ  ɏŰůɘ ɩůŰŮ ɖ ˊŮɟɑɞŭɞɠ ɜŬ ɔɑɜŮɘ .  

ȺɑɜŬɘ ŭɡɜŬŰɧɜ ůŰɞ ɑŭɘɞ ŭɡɜŬɛɘəɧ ůɨůŰɖɛŬ ɜŬ ŮɛűŬɜɑɕɞɜŰŬɘ əŬɘ ɞɘ ŭɡɞ Űɨˊɞɘ ˊŮɟɘɞŭɘəɩɜ əɘɜɐůŮɤɜ, ˊ.ɢ. 

ŬɡŰɧ ůɡɛɓŬɑɜŮɘ ůŰɞ Ŭˊɚɧ ŮəəɟŮɛɏɠ, ɓɚɏˊŮ ȾŮű.6, ɄŬɟŬŭŮɑɔɛŬŰŬ-ŮɘŭɘəɎ ɗɏɛŬŰŬ , Űɞ 3.  

ɄɟɏˊŮɘ ɜŬ ůɖɛŮɘɩůɞɡɛŮ ɧŰɘ Ŭɜ ɡˊɎɟɢŮɘ ɛɘŬ ɛɧɜɞ ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜɖ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɖ (ɛɞɜɞŭɘɎůŰŬŰɞ ůɨůŰɖɛŬ) 

ŰɧŰŮ ɞ ɢɟɧɜɞɠ ˊɞɡ ɢɟŮɘɎɕŮŰŬɘ Űɞ ůɨůŰɖɛŬ ɔɘŬ ɜŬ əɎɜŮɘ ɏɜŬɜ əɨəɚɞ ůŰɞɜ ɢɩɟɞ Űɤɜ űɎůŮɤɜ ŮɑɜŬɘ ɛɘŬ ůŰŬɗŮɟɎ 

əŬɘ Ůˊɞɛɏɜɤɠ ɖ əɑɜɖůɖ ůŰɞ ŮˊɑˊŮŭɞ 
 
ŮɑɜŬɘ ˊŮɟɘɞŭɘəɐ ɛŮ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ. ȷɜ ɧɛɤɠ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ˊŮɟɘůůɧŰŮɟŮɠ 

ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ, ŰɧŰŮ ɔŮɜɘəɩɠ ɞ ɢɟɧɜɞɠ ɔɘŬ ɏɜŬɜ ůɡɔəŮəɟɘɛɏɜɞ əɨəɚɞ ůŰɞɜ ŭɘůŭɘɎůŰŬŰɞ ɡˊɧɢɤɟɞ  ŭŮɜ 

ŮɑɜŬɘ ɛɘŬ ůŰŬɗŮɟɎ ŬɚɚɎ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ Ŭˊɧ Űɖɜ Ůɝɏɚɘɝɖ ůŰɞɜ ɢɟɧɜɞ Űɤɜ Ɏɚɚɤɜ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ əŬɘ ŬɜŰɑůŰɞɘɢɤɜ 

ɞɟɛɩɜ. ȷɡŰɧ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ ɖ əɑɜɖůɖ ůŰɞɜ əɎɗŮ ɏɜŬɜ ŭɘůŭɘɎůŰŬŰɞ ɡˊɧɢɤɟɞ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ˊŮɟɘɞŭɘəɐ ɛŮ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ. 

ȷɡŰɐ ɖ ˊŮɟɘɞŭɘəɧŰɖŰŬ ůŰɞɜ ɢɟɧɜɞ ɡˊɎɟɢŮɘ, ɧˊɤɠ ɗŬ ŭɞɨɛŮ, ɛɧɜɞɜ Ŭɜ Űɞ ůɨůŰɖɛŬ ŮɑɜŬɘ ˊɚɐɟɤɠ ŭɘŬɢɤɟɑůɘɛɞ 
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ɞˊɧŰŮ ɞɘ əɘɜɐůŮɘɠ ůŰɞɡɠ ɡˊɧɢɤɟɞɡɠ ŮɑɜŬɘ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ ɖ ɛɘŬ Ŭˊɧ Űɖɜ Ɏɚɚɖ. 

ɄŬɟɧɚŬ ŬɡŰɎ əŬɘ ɔɘŬ ˊɚɐɟɤɠ ŭɘŬɢɤɟɑůɘɛɞ ůɨůŰɖɛŬ, ˊɞɡ ɞɘ (ɢɟɞɜɘəɏɠ) ůɡɢɜɧŰɖŰŮɠ ŮɑɜŬɘ ůŰŬɗŮɟɏɠ, 

ɔŮɜɘəɩɠ Űɞ ůɨůŰɖɛŬ ůŰɞɜ ˊɞɚɡŭɘɎůŰŬŰɞ ɢɩɟɞ 
 
, əŬŰɎ Űɖɜ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐ Űɞɡ əɑɜɖůɖ, ɗŬ ŭɘŬɔɟɎűŮɘ ŰɟɞɢɘɎ 

ˊɞɡ ŭŮɜ ɗŬ Űɞ űɏɟŮɘ ˊɞŰɏ ůŰɖɜ Ŭɟɢɘəɐ əŬŰɎůŰŬůɖ, ŭɖɚŬŭɐ ůŰɘɠ Ŭɟɢɘəɏɠ Űɘɛɏɠ ɧɚɤɜ Űɤɜ .
 
ȹŮɜ ɡˊɎɟɢŮɘ, 

ɔŮɜɘəɩɠ, ɞɨŰŮ ůŮ ŬɡŰɐ Űɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ˊŮɟɘɞŭɘəɧŰɖŰŬ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ. ɈˊɎɟɢŮɘ ŰɏŰɞɘŬ ˊŮɟɘɞŭɘəɧŰɖŰŬ, ɛɧɜɞ 

ůŮ Ůɘŭɘəɏɠ ˊŮɟɘˊŰɩůŮɘɠ, ɧˊɤɠ ɗŬ ŭɞɨɛŮ ˊŬɟŬəɎŰɤ. 

ɉɟɖůɘɛɞˊɞɘɞɨɛŮ Űɞɡɠ ɧɟɞɡɠ, ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ ŭɟɎůɖ-ɔɤɜɑŬ ɐ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ ŭɟɎůɖɠ-ɔɤɜɑŬɠ (action-angle 

variables). ȷɠ ɗŮɤɟɐůɞɡɛŮ ɏɜŬ ŬɡŰɧɜɞɛɞ, ˊɚɐɟɤɠ ŭɘŬɢɤɟɑůɘɛɞ ŭɡɜŬɛɘəɧ ůɨůŰɖɛŬ ɛŮ 
 
ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜŮɠ 

ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ, (ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ) ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ. ȰɢɞɡɛŮ ɔɘŬ Űɖ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ, Űɖɜ ɢŬɟŬəŰɖɟɘůŰɘəɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ əŬɘ 

Űɖɜ (ˊŮɟɘɞɟɘůɛɏɜɖ) Ůɝɑůɤůɖ Hamilton, 

 

   (8.43) 

 

Ƚůɢɨɞɡɜ .  

ŪŮɤɟɞɨɛŮ Űɞ ůɨɜɞɚɞ ůŰŬɗŮɟɩɜ  ˊɞɡ ɞɟɑɕɞɜŰŬɘ Ŭˊɧ Űɘɠ ůɢɏůŮɘɠ, 

 

   (8.44) 

 

ɇɞ ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɖ ɛŮŰŬɓɚɖŰɐ , ŮɑɜŬɘ əŬŰɎ ɛɐəɞɠ ŭɘŬŭɟɞɛɐɠ ˊɞɡ ŬɜŰɘůŰɞɘɢŮɑ ůŮ ɛɘŬ ˊŮɟɑɞŭɞ, 

ŭɖɚŬŭɐ əŬŰɎ ɛɐəɞɠ Ůɜɧɠ ɛɧɜɞ əɨəɚɞɡ ůŰɞɜ ɡˊɧɢɤɟɞ 
 
əŬɘ ůŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ Űɖɠ ɚɑəɜɘůɖɠ ɗŬ ɗŮɤɟɞɨɛŮ ɧŰɘ 

ŭɘŬɔɟɎűŮŰŬɘ əŬŰɎ Űɖ űɞɟɎ Űɤɜ ŭŮɘəŰɩɜ Űɞɡ ɟɞɚɞɔɘɞɨ. ȷɡŰɐ ɖ ŭɘŬŭɟɞɛɐ ŮɑɜŬɘ ůŰŬɗŮɟɐ, ŭŮŭɞɛɏɜɖ, ɎɟŬ ŰŬ 
 

ŮɑɜŬɘ ůŰŬɗŮɟɏɠ, ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ Űɤɜ ůŰŬɗŮɟɩɜ 
.
 ɈˊɞɗɏŰɞɡɛŮ ɧŰɘ ɛˊɞɟɞɨɜŮ ɜŬ ŬɜŰɘůŰɟɏɣɞɡɛŮ Űɘɠ Ⱥɝ. (8.44) əŬɘ 

ɜŬ ˊɟɞůŭɘɞɟɑůɞɡɛŮ ŰŬ 
 
ɤɠ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ Űɤɜ 

, .
 ɆŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ, ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɞɨɛŮ Űɖɜ ˊŬɟŬəɎŰɤ 

 ɤɠ ɔŮɜɜɐŰɟɘŬ ůɡɜɎɟŰɖůɖ əŬɜɞɜɘəɞɨ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨ, ɏɢɞɡɛŮ 

 

   (8.45) 

 

ȷɡŰɐ ɛŬɠ ɞŭɖɔŮɑ Ŭˊɧ Űɘɠ əŬɜɞɜɘəɏɠ (ůɡɕɡɔŮɑɠ) ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ 
 
ůŰɘɠ  ɞɘ ɞˊɞɑŮɠ ɞɟɑɕɞɜŰŬɘ ɤɠ ɜɏŮɠ 

əŬɜɞɜɘəɏɠ (ůɡɕɡɔŮɑɠ) ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ Ŭˊɧ Űɘɠ ɔɜɤůŰɏɠ ůɢɏůŮɘɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɞɨ Űɨˊɞɡ , 
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   (8.46) 

 

Ƀɘ ɜɏŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ 
 
ŮɑɜŬɘ ɞɘ ɔɤɜɑŮɠ- ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ əŬɘ ɞɘ 

 
ɞɘ ŭɟɎůŮɘɠ- ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ. 

ȷˊɧ Űɘɠ ˊɟɩŰŮɠ Űɤɜ Ⱥɝ. (8.46) əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɘɠ 

 

  .  (8.47) 

 

ŪɡɛɑɕɞɡɛŮ ɝŬɜɎ Űɘɠ ůɢɏůŮɘɠ ɞɟɘůɛɞɨ, 

 

   (8.48) 

 

ȷɡŰɏɠ ɞɘ ůɢɏůŮɘɠ ɛŬɠ ɚɏɜŮ ɧŰɘ ŰŬ ŮɑɜŬɘ ɏɜŬ Ůɑŭɞɠ ůɡɜɞˊŰɘəɐɠ ŭɟɎůɖɠ ˊɞɡ ŮɑŭŬɛŮ ůŰŬ ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜŬ. 

ȷˊɧ Űɖɜ (8.48) űŬɑɜŮŰŬɘ ɧŰɘ ɖ ŭɟɎůɖ ŮɑɜŬɘ ɑůɖ ɛŮ Űɞ çŮɛɓŬŭɧɜè ˊɞɡ ˊŮɟɘəɚŮɑŮŰŬɘ Ŭˊɧ Űɖɜ ŰɟɞɢɘɎ ˊɞɡ 

ŭɘŬɔɟɎűŮŰŬɘ ůŮ ɏɜŬɜ əɨəɚɞ ůŰɖ ɚɑəɜɘůɖ, ɐ ɛŮ Űɞ ŮɛɓŬŭɧɜ ˊɞɡ ɓɟɑůəŮŰŬɘ əɎŰɤ Ŭˊɧ Űɖɜ ŰɟɞɢɘɎ ůŮ ɏɜŬɜ əɨəɚɞ 

ůŰɖɜ ˊŮɟɘůŰɟɞűɐ. ȷɡŰɏɠ ŮɝŬɟŰɩɜŰŬɘ Ŭˊɧ Űɘɠ ůŰŬɗŮɟɏɠ
 

,
 
ŭɖɚŬŭɐ Űɘɠ Ŭɟɢɘəɏɠ ůɡɜɗɐəŮɠ, ɞˊɧŰŮ ɔŮɜɘəɩɠ ɛˊɞɟŮɑ 

ɜŬ ɏɢɞɡɜ ŬɡɗŬɑɟŮŰŮɠ Űɘɛɏɠ. ȷɜ əɎˊɞɘŬ Ŭˊɧ ŬɡŰɏɠ Űɘɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ŭɘŬɢɤɟɘůɛɞɨ ŮɑɜŬɘ Ŭɔɜɞɐůɘɛɖ (əɡəɚɘəɐ), 

ŰɧŰŮ ŮɑɜŬɘ ůŰŬɗŮɟɎ Űɖɠ əɑɜɖůɖɠ. ȷɜ ɖ 
 
ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ˊŮɟɘɞɟɘůɛɏɜɖ, ŰɧŰŮ ůŰɞ ŮˊɑˊŮŭɞ Űɤɜ ůɡɔəŮəɟɘɛɏɜɤɜ 

 

ɖ ŰɟɞɢɘɎ 
 
ŮɑɜŬɘ ŬˊɏɟŬɜŰɖ ŮɡɗŮɑŬ ɔɟŬɛɛɐ ˊŬɟɎɚɚɖɚɖ ůŰɞɜ ɎɝɞɜŬ Űɖɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɖɠ 

.
 ȹŮ űŬɑɜŮŰŬɘ 

ɜŬ ɏɢŮɘ ŮˊŬɜŬɚɖɣɘɛɧŰɖŰŬ (ˊŮɟɘɞŭɘəɧŰɖŰŬ). ȳɛɤɠ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ɗŮɤɟɐůɞɡɛŮ ɧŰɘ ɏɢɞɡɛŮ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ˊŮɟɘůŰɟɞűɐɠ 

(Ŭűɞɨ Űɞ 
 
ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ˊŮɟɘɞɟɘůɛɏɜɞ), ɏŰůɘ ůŰɞ 

 
ŭɑɜŮŰŬɘ ŬɡɗŬɑɟŮŰɖ çˊŮɟɑɞŭɞɠè. ȺˊŮɘŭɐ ɧɛɤɠ ůŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ 

ˊŮɟɘůŰɟɞűɐɠ ɖ ˊŮɟɘɞŭɘəɧŰɖŰŬ ŮɑɜŬɘ ɔɤɜɑŬ ɔɘô ŬɡŰɧ ɛɘŬ ŰɏŰɞɘŬ əɡəɚɘəɐ ɛŮŰŬɓɚɖŰɐ 
 
ɏɢŮɘ űɡůɘɞɚɞɔɘəɐ 

çˊŮɟɑɞŭɞè  . ȽůɢɨŮɘ Ůˊɞɛɏɜɤɠ ,   

 

ȼ əɓɎɜŰɤůɖ ůŰɖɜ ˊŬɚɘɎ əɓŬɜŰɞɛɖɢŬɜɘəɐ, ɔɑɜŮŰŬɘ ɗŮɤɟɩɜŰŬɠ ɧŰɘ ɔɘŬ Űɖɜ Űɘɛɐ Űɞɡ ŬɜɤŰɏɟɤ 

ɞɚɞəɚɖɟɩɛŬŰɞɠ ɔɘŬ ɏɜŬɜ əɨəɚɞ (ŭɖɚŬŭɐ ɔɘŬ Űɞ əɎɗŮ ɏɜŬ Ŭˊɧ ŰŬ ), ɘůɢɨŮɘ  

 

 
 

Ʉɟɞůɞɢɐ: Ůŭɩ Űɞ h ŮɑɜŬɘ ɖ ůŰŬɗŮɟɎ Űɞɡ Planck. 

ȷɡŰɐ ŮɑɜŬɘ ɖ ůɡɜɗɐəɖ əɓɎɜŰɤůɖɠ Wilson-Sommerfeld. ȼ ŮűŬɟɛɞɔɐ ůŰɞɜ Ŭɟɛɞɜɘəɧ ŰŬɚŬɜŰɤŰɐ ɞŭɖɔŮɑ 

ůŰɖ ůɢɏůɖ 

 

 
ɧˊɞɡ 

 
 

ŮɑɜŬɘ ɖ Ŭɜɖɔɛɏɜɖ ůŰŬɗŮɟɎ Űɞɡ Planck. 

ɇɞ ŬˊɞŰɏɚŮůɛŬ ŭɘŬűɏɟŮɘ Ŭˊɧ Űɞ ůɤůŰɧ, ˊɞɡ ůɨɛűɤɜŬ ɛŮ Űɖ çůɤůŰɐè əɓŬɜŰɞɛɖɢŬɜɘəɐ ŮɑɜŬɘ  
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. 

 

Ⱥűɧůɞɜ ɞ əŬɜɞɜɘəɧɠ ɛŮŰŬůɢɖɛŬŰɘůɛɧɠ ŮɑɜŬɘ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰɞɠ Űɞɡ ɢɟɧɜɞɡ, ɖ ɜɏŬ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ ˊɟɞəɨˊŰŮɘ 

Ŭˊɧ Űɖɜ ˊŬɚɘɎ ɛŮ Ŭˊɚɐ ŬɜŰɘəŬŰɎůŰŬůɖ, ɞˊɧŰŮ ɔɘŬ Űɖ ɜɏŬ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ, ,
 
ůɡɜɎɟŰɖůɖ Űɤɜ , 

ɏɢɞɡɛŮ 

 

 
  

(8.49) 

 

ȷˊɧ Űɖɜ ŰŮɚŮɡŰŬɑŬ ůɢɏůɖ ůŰɖɜ Ⱥɝ. (8.43) ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ɔɟɎɣɞɡɛŮ  

 

   (8.50) 

 

ȺɑɜŬɘ ŮɡɜɧɖŰɞ ɧŰɘ ɞɘ 
 
ůŰŬɗŮɟɏɠ 

 
ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ ɛŮŰŬɝɨ Űɞɡɠ əŬɘ ŬɡŰɧ Űɞ ŭɖɚɩɜɞɡɛŮ 

ŮɘůɎɔɞɜŰŬɠ Űɖ ůɡɜɎɟŰɖůɖ . ȷˊɧ Űɘɠ Ⱥɝ. (8.49), (8.50) ůɡɛˊŮɟŬɑɜɞɡɛŮ ɧŰɘ 

 

  . (8.51) 

 

ȹɖɚŬŭɐ ɖ ɜɏŬ ɢŬɛɘɚŰɞɜɘŬɜɐ ŭŮɜ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ Ŭˊɧ Űɘɠ ɜɏŮɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ Űɨˊɞɡ ɔɤɜɑŬɠ ŬɚɚɎ ŮɑɜŬɘ ůɡɜɎɟŰɖůɖ 

ɛɧɜɞɜ Űɤɜ ɜɏɤɜ ɛŮŰŬɓɚɖŰɩɜ Űɨˊɞɡ ŭɟɎůɖɠ, .  

Ƀɘ ɜɏŮɠ əŬɜɞɜɘəɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɑɜɖůɖɠ Hamilton ŮɑɜŬɘ ɞɘ ŬəɧɚɞɡɗŮɠ  

 

   (8.52) 

 

ȼ ɚɨůɖ Űɤɜ ˊɟɩŰɤɜ Ŭˊɧ ŬɡŰɏɠ ɞŭɖɔɞɨɜ ůŰɘɠ 

 

  .  (8.53) 

 

ɆŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ, Ŭˊɧ Űɘɠ ŭŮɨŰŮɟŮɠ ůɢɏůŮɘɠ ůŰɘɠ (8.52) ɓɟɑůəɞɡɡɛŮ ɧŰɘ 

 

   (8.54) 

 

ȷɜ ŰŬ 
 
ŬɜŰɘˊɟɞůɤˊŮɨɞɡɜ ɔɤɜɑŮɠ ŰɧŰŮ ŰŬ , ŰŬ ɞˊɞɑŬ ŮɑɜŬɘ ůŰŬɗŮɟɎ, ŬɜŰɘˊɟɞůɤˊŮɨɞɡɜ ůɡɢɜɧŰɖŰŮɠ. 

ŪŬ ŭɞɨɛŮ əŬɚɨŰŮɟŬ Űɞ űɡůɘəɧ ɜɧɖɛŬ ˊŬɟŬəɎŰɤ. Ƀɘ ůɡɢɜɧŰɖŰŮɠ ˊɟɞůŭɘɞɟɑɕɞɜŰŬɘ ɢɤɟɑɠ ɜŬ ɓɟŮɗɞɨɜ 

ˊɟɞɖɔɞɡɛɏɜɤɠ ŰŬ 
 
ɤɠ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ Űɞɡ ɢɟɧɜɞɡ. ȷűɞɨ ŰŬ  ŭŮɜ ŮɝŬɟŰɩɜŰŬɘ Ŭˊɧ Űɞɜ ɢɟɧɜɞ, ɏɢɞɡɛŮ ɔɘŬ Űɘɠ 
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ɔɤɜɑŮɠ- ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ (ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ɞɘ ɜɏŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ) 

 

  .  (8.55) 

 

ɇŬ  ŮɑɜŬɘ ůŰŬɗŮɟɏɠ, Ŭɟɢɘəɏɠ Űɘɛɏɠ.  

ȼ ůɢɏůɖ ɛŮŰŬɝɨ Űɤɜ 
 
əŬɘ 

 
ŭɑɜŮŰŬɘ Ŭˊɧ Űɞɜ ɞɟɘůɛɧ 

 

, 

 

ɓɚɏˊŮ Űɘɠ ŭŮɨŰŮɟŮɠ ůɢɏůŮɘɠ Űɖɠ Ⱥɝ. (8.46). ɇŬ 
 
ŮɑɜŬɘ ůŰŬɗŮɟɏɠ Űɖɠ əɑɜɖůɖɠ, Ůˊɞɛɏɜɤɠ əŬɗɩɠ Űɞ 

ŭɡɜŬɛɘəɧ ůɨůŰɖɛŬ əɘɜŮɑŰŬɘ, ɖ ɛŮŰŬɓɞɚɐ 
 
Űɞɡ əɎɗŮ Ůɜɧɠ , ůɡɜŭɏŮŰŬɘ ɛŮ Űɘɠ ɛŮŰŬɓɞɚɏɠ Űɤɜ 

 
ůɨɛűɤɜŬ 

ɛŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ  

 

   (8.56) 

 

ɀŮ ɢɟɐůɖ Űɖɠ Ⱥɝ. (8.47) ɓɟɑůəɞɡɛŮ  

 

  .  (8.57) 

 

ȷɠ ŭɞɨɛŮ əŬɚɨŰŮɟŬ Űɞ űɡůɘəɧ ɜɧɖɛŬ ˊɞɡ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŭɞɗŮɑ ůŰŬ . ɈˊɞɗɏŰɞɡɛŮ ɧŰɘ ɔɑɜŮŰŬɘ ɛɘŬ ŭɡɜɖŰɘəɐ, 

Ůɘəɞɜɘəɐ, ɐ Ŭɚɚɘɩɠ ŭɡɜŬŰɐ ɛŮŰŬɓɞɚɐ, ɧˊɞɡ ɛɘŬ ɛɧɜɞ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɖ, ɖ ,
 
ɛŮŰŬɓɎɚɚŮŰŬɘ əŬɘ ŭɘŬɔɟɎűŮɘ ɏɜŬɜ 

ɛɧɜɞɜ ˊɚɐɟɖ əɨəɚɞ ɚɑəɜɘůɖɠ ɐ ˊŮɟɘůŰɟɞűɐɠ, Ůɜɩ ɧɚŮɠ ɞɘ ɎɚɚŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ, ˊŬɔɩɜɞɡɜ, ŭɖɚŬŭɐ 

ŭɘŬŰɖɟɞɨɜŰŬɘ ůŰŬɗŮɟɏɠ. ũŮɜɘəɩɠ, ŬɡŰɐ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ɛɘŬ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐ əɑɜɖůɖ ůŰɞɜ ɢɟɧɜɞ. ɆɨɛűɤɜŬ ɛŮ ŰŬ ˊŬɟŬˊɎɜɤ, 

Űɞ 
 
ɗŬ ɛŮŰŬɓɚɖɗŮɑ əŬŰɎ  əŬɘ ɗŬ ɘůɢɨŮɘ  

 

   (8.58) 

 

ɇŬ  ŮɑɜŬɘ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰŮɠ ɛŮŰŬɓɚɖŰɏɠ, ɞˊɧŰŮ ɖ ˊŬɟŬɔɩɔɘůɖ ɤɠ ˊɟɞɠ  ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɓɔŮɘ ɏɝɤ Ŭˊɧ Űɞ 

ɞɚɞəɚɐɟɤɛŬ, Ůˊɞɛɏɜɤɠ 

 

  .  (8.59) 

 

 

ȯɟŬ 

 

   (8.60) 

 

ȹɖɚŬŭɐ ɖ ɔɤɜɑŬ- ɛŮŰŬɓɚɖŰɐ , ɛŮŰŬɓɎɚɚŮŰŬɘ əŬŰɎ ɛɘŬ ɛɞɜɎŭŬ ɧŰŬɜ ɖ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɖ 
 
ɛŮŰŬɓɎɚɚŮŰŬɘ 

əŬɗɩɠ Űɞ ŭɡɜŬɛɘəɧ ůɨůŰɖɛŬ ŭɘŬɔɟɎűŮɘ ɏɜŬɜ əɨəɚɞ (Ůɜɩ ɞɘ ɎɚɚŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ 
 
əɟŬŰɘɞɨɜŰŬɘ ůŰŬɗŮɟɏɠ). ȷɜ 
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