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Μηχανική 1. Βρείτε τις (διαφορικές) εξισώσεις κίνησης µε τη λαγ-
κραντζιανή µέθοδο της αναλυτικής δυναµικής, για τα ακόλουθα συστή-
µατα:

(α) ∆ιπλό εκκρεµές στο επίπεδο όπως στο σχήµα. Το πεδίο ϐαρύτητας
έχει κατεύθυνση προς τα κάτω. Να ϑεωρήσετε τα µήκη L1, L2 και
τις µάζες m1, m2 γνωστά µεγέθη.

(ϐ) Εκκρεµές στο επίπεδο το οποίο στηρίζεται σε σηµείο που εκτελεί
κυκλική κίνηση µε σταθερή γωνιακή ταχύτητα ωo, όπως στο σχή-
µα. Να ϑεωρήσετε γνωστά τα µεγέθη µήκος του εκκρεµούς L,
µάζα m, ακτίνα R, µήκος εκκρεµούς, L, και κυκλική συχνότητα
ωo.
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Υπενθύµιση:
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dt
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)
− ∂L

∂qi
= 0, L = T − V, T = Κινητική Ενέργεια, V = ∆υναµική Ενέργεια,

Μηχανική 2. Αβαρής ϱάβδος µήκους L έχει στα άκρα της δυο µάζες
m1 και m2 και στηρίζεται στο κέντρο της Α, όπως ϕαίνεται στο σχή-
µα. Στην αρχή συγκρατούµε τη ϱάβδο οριζόντια. Κάποια στιγµή την
απελευθερώνουµε χωρίς τριβές και χωρίς αρχική ταχύτητα. Να υπολο-
γίσετε τη δύναµη που ασκεί η ϱάβδος στο σηµείο Α τη στιγµή που την
απελευθερώνουµε.
Υπόδειξη : Εξετάστε την περιστροφική κίνηση περί το σηµείο Α και στη
συνέχεια την κίνηση του κέντρου µάζας.
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Κβαντοµηχανική 1. Προετοιµάζεται ένα σύνολο σωµατιδίων µε σπιν 1 και Sz = h̄.

(α) Ποιές είναι οι αναµενόµενες τιµές των Sx και S2
x για ένα τέτοιο σύνολο;

(ϐ) Ποιά είναι τα δυνατά αποτελέσµατα µιάς µέτρησης του Sx και ποιές οι πιθανότητες να προκύψει καθένα
απ΄ αυτά;
(γ) Αν η µέτρηση της Sx δίνει την τιµή −h̄, ποιές είναι οι σχετικές πιθανότητες για τα αποτελέσµατα µιας
µέτρησης του Sz η οποία γίνεται αµέσως µετά τη µέτρηση του Sx η οποία έδωσε το αποτέλεσµα −h̄;
(δ) Κατά τη χρονική στιγµή t = 0 εφαρµόζεται ένα µαγνητικό πεδίο έντασης B κατά µήκος του άξονα των
z. Αν τα σωµατίδια έχουν µαγνητική διπολική ϱοπή γ~S, ποιά είναι τα δυνατά αποτελέσµατα µιας µέτρησης
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του Sx και ποιες οι σχετικές πιθανότητες να προκύψει το καθένα από αυτά µετά την παρέλευση χρονικού
διαστήµατος t;

Υπενθυµίσεις :

Sx =
h̄√
2

 0 1 0
1 0 1
0 1 0

 Sy =
h̄√
2

 0 −i 0
i 0 −i
0 i 0

 Sz = h̄

 1 0 0
0 0 0
0 0 -1

 .

Κβαντοµηχανική 2. ΄Ενας δισδιάστατος ταλαντωτής χαρακτηρίζεται από τη Χαµιλτωνιανή:

H =
1

2
(p2

x + p2
y) +

1

2
mω2(1 + δ x y)(x2 + y2), δ << 1.

(α) Να γραφούν οι ιδιοσυναρτήσεις που αντιστοιχούν στις τρεις χαµηλότερες ενεργειακές στάθµες για δ = 0.
(ϐ) Να υπολογιστούν µε ϑεωρία διαταραχών οι διορθώσεις πρώτης τάξης των σταθµών αυτών για δ 6= 0.
Υπενθυµίσεις :
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√
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√
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.

Κβαντοµηχανική 3. Θεωρήστε σωµατίδιο παγιδευµένο µεταξύ δύο ακλόνητων σφαιρικών κελυφών µε ακτί-
νες a και b > a.
(α) Να προσδιορίσετε τις κυµατοσυναρτήσεις µε τις δύο χαµηλότερες τιµές στροφορµής.

Υπενθυµίσεις :
~∇2 =

∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r
− 1

h̄2r2
~L2.

Οι λύσεις της ακτινικής εξίσωσης µπορούν να ϐρεθούν χρησιµοποιώντας τις δοκιµαστικές εκφράσεις

e±ikr

r

[
1 +

A1±

r
+ · · ·+ Al±

rl

]
,

και προσδιορίζοντας τους συντελεστές Am±.
(ϐ) Να γράψετε τις εξισώσεις από τις οποίες προσδιορίζονται οι ιδιοτιµές της ενέργειας για κάθε µιά από τις
δύο περιπτώσεις. Μπορείτε να επιλύσετε απλά κάποια περίπτωση;

Η εξέταση πραγµατοποιείται µε κλειστά ϐιβλία/σηµειώσεις.

Κάθε ϑέµα να απαντηθεί σε διαφορετική κόλλα χαρτί.

Τα ϑέµατα είναι ισοδύναµα.
Να απαντήσετε 1/2 ϑέµατα Μηχανικής & 2/3 ϑέµατα Κβαντοµηχανικής.

Καλή επιτυχία.
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ΗΜ 1.

(α) Θεωρήστε ένα ευθύγραµµο αγωγό µε κυκλική διατοµή ακτίνας a,
ο οποίος αποτελείται από γραµµικό διαπερατό υλικό µαγνητικής
διαπερατότητας µ. Ο αγωγός διαρρέεται από σταθερό ηλεκτρικό
ϱεύµα I. Να υπολογιστεί η µαγνητική επαγωγή, το µαγνητικό
πεδίο και η µαγνητική ϱοπή ανά µονάδα µήκους.

(ϐ) Είναι ο νόµος του Ampere ∇×B = µ0J συµβατός µε την εξίσωση
διατήρησης του ϕορτίου (∇·J+∂ρ/∂t = 0); Τι τροποποίηση πρό-
τεινε ο Maxwell για να κάνει την συγκεκριµένη εξίσωση συµβατή
µε την εξίσωση διατήρησης του ϕορτίου.

(γ) ∆είξετε ότι η µαγνητική ϱοή ιδανικού (E = 0) αγώγιµου δακτυλίου,
ακτίνας a παραµένει σταθερή (υπόδειξη χρησιµοποιήστε κατάλ-
ληλα το νόµο του Faraday).

(Αριστερά) ∆ιαπερατός ευ-
ϑύγραµµος αγωγός. (∆εξιά)
∆ακτύλιος από ιδανικό αγωγό.

ΗΜ 2.
Θεωρήστε ένα κυκλικό δακτύλιο ακτίνας a στο επίπεδο xy, ειδικής αν-
τίστασης ρ και αυτεπαγωγής L ο οποίος ϐρίσκεται σε οµογενές εναλ-
λασσόµενο µαγνητικό πεδίο, H(t) = H0 sin(ωt)êz. Στο πλαίσιο της
ηµιστατικής προσέγγισης (a � 2πc/ω) να προσδιοριστεί η διαφορική
εξίσωση που περιγράφει τη χρονική εξέλιξη του ηλεκτρικού ϱεύµατος.
Προσδιορίστε τη µαγνητική ϱοπή στη µόνιµη κατάσταση. Αγώγιµος δακτύλιος σε εναλ-

λασσόµενο οµογενές µαγνητικό
πεδίο
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ΗΜ 3.
Θεωρήστε ένα σφαιρικό ϕλοιό ακτίνας a απειροστού πάχους στον οποίο
έχει κατανεµηθεί ηλεκτρικό ϕορτίο µε επιφανειακή κατανοµή ϕορτίου
σ(θ) = A0P0(cos θ) + A1P1(cos θ) + A2P2(cos θ), όπου P`(cos θ) είναι
πολυώνυµα Legendre. Να υπολογιστεί το ηλεκτρικό δυναµικό σε όλο
το χώρο.

∆ιηλεκτρικός σφαιρικός ϕλοιός
µε επιφανειακή κατανοµή
ϕορτίου

Τα ϑέµατα µπορούν να λυθούν µε πολλούς τρόπους. ΄Ολες οι αιτιολογηµένες απαντήσεις ϑα ϑεωρηθούν
σωστές.
Στο δεύτερο ϑέµα ϑεωρούµε ότι ισχύει η ηµιστατική προσέγγιση (a � 2πc/ω) στα πλαίσια της οποίας τα
χρονοµεταβαλλόµενα µαγνητικά πεδία υπολογίζονται από το νόµο του Biot-Savart. Για το τον υπολογισµό
του ηλεκτρικού ϱεύµατος µπορείτε να χρησιµοποιήσετε το ολοκλήρωµα∫

cos(ax) exp(bx)dx =
exp(bx)(b cos(ax) + a sin(ax))

a2 + b2
.

Για τη λύση του 3ου ϑέµατος παρέχονται τα ακόλουθα δεδοµένα:
Ο τελεστής κλίσης σε σφαιρικές συντεταγµένες

∇ = er
∂

∂r
+ eθ

1

r

∂

∂θ
+ eφ

1

r sin θ

∂

∂φ
.

Η γενική λύση της µερικής διαφορικής εξίσωσης Laplace παρουσία αζιµουθιακής συµµετρίας δίνεται από τη
σχέση

Φ(r, θ) =
∞∑
`=0

[a`r
` + b`r

−(`+1)]P`(cos θ).

Τα πολυώνυµα Legendre

P0(cos θ) = 1, P1(cos θ) = cos θ, P2(cos θ) =
1

2

(
3 cos2 θ − 1

)
, · · ·

και η σχέση ορθοκανονικότητας τους ∫ 1

−1

P`′(x)P`(x)dx =
2

2`+ 1
δ`′`.

Στατιστική Μηχανική 1.
Θεωρήστε σύστηµα σε ϑερµοδυναµική ισορροπία (ΘΙ) µέσα σε ϑερµοδοχείο ϑερµοκρασίας T . Στιγµιαίο εξωτε-
ϱικό αίτιο προκαλεί στο σύστηµα µια απειροστή ϑερµοδυναµική διακύµανση (Θ∆) µεταβάλλοντας απειροστά
τις ϑερµοδυναµικές πιθανότητες {pi(T )} των µικροκαταστάσεων (i) του συστήµατος (δηλαδή pi → pi + dpi).
Ζητούνται :
(α) Να εκφράσετε τις πιθανότητες {pi(T )} του συστήµατος στη ΘΙ, συναρτήσει της T και των ιδιοενεργειών {εi}
αυτού.
(ϐ) Να εκφράσετε την µέση ενέργεια Ē και την εντροπία S του συστήµατος όταν η ϑερµοδυναµική του κατά-
σταση χαρακτηρίζεται από πιθανότητες {pi}, συναρτήσει αυτών των {pi} και των ιδιοενεργειών {εi} αυτού.
(γ) Αν η Θ∆ προκάλεσε απειροστές µεταβολές dE και dS στα E και S του συστήµατος, να εκφράσετε τα dE
και dS συναρτήσει των {pi, εi, dpi} και να δείξετε ότι dE = TdS.
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Στατιστική Μηχανική 2.
(α) Θεωρήστε ένα σύστηµα που αποτελείται από δύο πανοµοιότυπα (µη διαχωρίσιµα) σωµατίδια. Υπάρχουν
τρεις διαθέσιµες ενεργειακές στάθµες, µε αντίστοιχες ενέργειες εn = nε, όπου n = 0, 1, 2 και ε > 0. Η
ϐασική ενεργειακή κατάσταση, ε0 = 0, είναι διπλά εκφυλισµένη. Το σύστηµα ϐρίσκεται σε ισορροπία στη
ϑερµοκρασία T . Να απαριθµήσετε τις καταστάσεις του συστήµατος, να ϐρείτε τη συνάρτηση επιµερισµού και
τη µέση ενέργεια για τις περιπτώσεις που
(i) τα σωµατίδια ακολουθούν στατιστική Fermi - Dirac,
(ii) τα σωµατίδια ακολουθούν τη στατιστική Bose - Einstein,
(iii) τα σωµατίδια, που δεν είναι πλέον πανοµοιότυπα, ακολουθούν τη στατιστική Boltzmann
(ϐ) Ποιες συνθήκες πρέπει να ισχύουν ώστε να µπορούµε να χειριστούµε τα ϕερµιόνια και τα µποζόνια ως
σωµατίδια µε τη στατιστική Boltzmann;

Στατιστική Μηχανική 3.
∆ίνεται το ενεργειακό ϕάσµα

εp =
[
(pc)2 +m2

oc
4
]1/2 → pc στο όριο p→∞

(α) Να δείξετε ότι το υπερσχετικιστικό ιδανικό αέριο ϕερµιονίων ικανοποιεί την καταστατική εξίσωση pV = E/3,
όπου E είναι η ολική ενέργεια.
(ϐ) Να δείξετε ότι η εντροπία ενός ιδανικού κβαντικού αερίου δίνεται από τη σχέση

S = −k
∑
i

[ni lnni + (1− ni) ln(1− ni)] για τα ϕερµιόνια

και
S = −k

∑
i

[ni lnni − (1 + ni) ln(1 + ni)] για τα µποζόνια.

Η εξέταση πραγµατοποιείται µε κλειστά ϐιβλία/σηµειώσεις.

Κάθε ϑέµα να απαντηθεί σε διαφορετική κόλλα χαρτί.

Τα ϑέµατα είναι ισοδύναµα.
Να απαντήσετε 1/3 ϑέµατα Στατιστικής & 2/3 ϑέµατα Ηλεκτροµαγνητισµού ή

2/3 ϑέµατα Στατιστικής & 1/3 ϑέµατα Ηλεκτροµαγνητισµού

Καλή επιτυχία.
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