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Kef�laio 1

Eisagwg 

H ergasÐa aut  aposkopeÐ sthn parousÐash thc prosp�jeiac pou eÐqe gÐnei

tic prohgoÔmenec dekaetÐec gia th diatÔpwsh thc Genik c JewrÐac thc Sqeti-

kìthtac se Qamiltonian  morf , mèqri kai ta apotelèsmata tou formalismoÔ

twn Arnowitt-Deser-Misner . Oi idiaiterìthtec thc jewrÐac aut c gia th ba-

rÔthta kajistoÔn th diadikasÐa Qamiltonian c diatÔpws c thc arket� epÐponh

kaj¸c prèpei kaneÐc na epexerg�zetai tic gewmetrikèc idiìthtec tou Ðdiou tou

qwrìqronou. Me analutik� b mata ìmwc ja doÔme pwc h eÔresh miac tètoiac

diatÔpwshc eÐnai dunat , èna shmantikì apotèlesma gia thn katanìhsh thc je-

wrÐac, parìlo pou ek pr¸thc ìyewc de faÐnetai tìso eklustikì kai eÔqrhsto.

Met� apì mia sqetik� sunoptik  eisagwg  sth diaforik  gewmetrÐa, ja

proqwr soume sth diatÔpwsh kai ermhneÐa twn exis¸sewn Einstein . Sth

sunèqeia ja melet soume tic idiìthtec thc aitiak c dom c tou qwrìqronou

kai ja exet�soume p¸c mporeÐ na diatupwjeÐ èna kal� orismèno prìblhma

arqik¸n tim¸n sta plaÐsia thc Genik c JewrÐac thc Sqetikìthtac. Tèloc

ja suneqÐsoume me to Lagkranzianì formalismì tanustik¸n pedÐwn kai th

met�bash sto Qamiltonianì formalismì. 'Etsi telik� ja apokt soume mia

Qamiltonian  diatÔpwsh gia th dunamik  thc Genik c Sqetikìthtac me thn

eÔresh twn antÐstoiqwn exis¸sewn Hamilton gia th metrik .

O sumbolismìc pou epilèxame sthn ergasÐa aut  akoloujeÐ to sumbolismì

tou R.M. Wald , me ta tanustik� pedÐa ston 4-di�stato qwrìqrono na sumbo-
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lÐzontai me latinikoÔc deÐktec p�nw kai k�tw (a,b,... ), en¸ gia tic sunist¸sec

twn tanust¸n qrhsimopoioÔme ellhnikoÔc deÐktec (m,n,...). Ta dianÔsmata kai

oi tanustèc tou trisdi�statou q¸rou ja sumbolÐzontai epÐshc me latinikoÔc

deÐktec pou xekinoÔn ìmwc apì th mèsh tou alfab tou (i,j,k,... ) gia thn

apofug  sÔgqhshc. To Ðqnoc thc metrik c Lorentz ja eÐnai 2, me to arnhtikì

prìshmo sth qronik  suntetagmènh, dhlad  h metrik  Minkowski ja èqei th

diag¸nia morf  diag(−1, 1, 1, 1).

1.1 Basikèc arqèc thc JewrÐac thc Sqeti-

kìthtac

H ènnoia thc sqetikìthtac èqei tic rÐzec thc stic arqèc thc fusik c tou Ga-

lilaÐou kai tou NeÔtwna. SÔmfwna me thn Arq  thc Sqetikìthtac pou dia-

tup¸jhke apì to GalilaÐo ton 17o ai¸na, h taqÔthta enìc s¸matoc de mporeÐ

na metrhjeÐ apìluta, par� mìno sqetik�, wc proc to sÔsthma anafor�c tou

parathrht  pou pragmatopoieÐ th mètrhsh. To gegonìc loipìn pwc ènac pa-

rathrht c de mporeÐ potè na gnwrÐzei me apìluto trìpo th dik  tou taqÔthta,

upagoreÔei pwc ìloi oi parathrhtèc pou brÐskontai se sust mata mh epita-

qunìmena to èna wc proc to �llo, blèpoun ton kìsmo na dièpetai apì touc

Ðdiouc fusikoÔc nìmouc. 'Etsi loipìn sthn prosqetikistik  fusik , mia kla-

sik  jewrÐa ja èprepe na eÐnai anex�rthth thc taqÔthtac tou sust matoc

anafor�c. ToÔto èrqetai se apìluth sumfwnÐa me th Neut¸neia fusik  h

opoÐa apotèlese to jemèlio k�je klasik c jewrÐac pou akoloÔjhse e¸c kai

to tèloc tou 19ou ai¸na. H exÐswsh kÐnhshc tou neÔtwna den perilamb�-

nei ìrouc taqÔthtac par� mìno thn epit�qunsh kai epomènwc lème pwc eÐnai

analloÐwth k�tw apì touc metasqhmatismoÔc tou GalilaÐou, oi opoÐoi meta-

fr�zoun tic suntetagmènec apì èna adraneiakì sÔsthma anafor�c sto �llo.

H taqÔthta enìc s¸matoc ìtan metriètai apì dÔo diaforetik� sust mata a-

nafor�c metasqhmatÐzetai sÔmfwna me ton prosjetikì nìmo twn taqut twn

v(t) → v′(t) = v(t) + V , ìpou V h sqetik  taqÔthta twn dÔo parathrht¸n.

H Neut¸neia fusik  emmènei sthn diasjhtik� eunìhth paradoq  thc Ôparxhc
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enìc apìlutou qrìnou o opoÐoc kul� me ton Ðdio trìpo se ìlo to sÔmpan kai

gia ìlouc touc parathrhtèc.

To peÐrama Michelson-Morley sta tèlh tou 19ou ai¸na kaj¸c kai oi e-

xis¸seic Maxwell gia ton hlektromagnhtismì èkanan emfan  thn an�gkh gia

tropopoÐhsh tou klasikoÔ fusikoÔ montèlou pou eÐqe kajierwjeÐ gia ai¸nec,

apì thn epoq  tou GalilaÐou kai tou NeÔtwna. Ta apotelèsmata èdeiqnan

ìti h taqÔthta tou fwtìc c, mia peperasmènh taqÔthta, eÐnai h Ðdia se ìla

ta sust mata anafor�c gegonìc pou erqìtan se pl rh antÐfash me ton pro-

sjetikì nìmo twn taqut twn. 'Etsi to peperasmèno thc taqÔthtac tou fwtìc

apotèlese an¸tato ìrio ìlwn twn dunat¸n taqut twn sth fÔsh kai den �fhne

perij¸rio gia mia jewrÐa pou perilamb�nei akariaÐa dr�sh apì apìstash ìpwc

 tan h Neut¸neia jewrÐa barÔthtac. Kanèna s¸ma, kamÐa plhroforÐa, kamÐa

allhlepÐdrash de mporeÐ na taxideÔei sto q¸ro me taqÔthta megalÔterh apì

c. Oi metasqhmatismoÐ GalilaÐou gia tic sqetikèc taqÔthtec èprepe na tro-

popoihjoÔn, kai mazÐ na egkataleifjeÐ h idèa tou apìlutou EukleÐdiou q¸rou

kai tou apìlutou pagkìsmiou qrìnou.

H lÔsh dìjhke stic arqèc tou 20ou ai¸na me th diatÔpwsh thc Eidik c

JewrÐac thc Sqetikìthtac apì ton A. Einstein (1905). SÔmfwna me touc

nèouc metasqhmatismoÔc suntetagmènwn pou epèbale h jewrÐa aut , q¸roc

kai qrìnoc metasqhmatÐzontai grammik� metaxÔ touc san na mhn  tan potè

diaqwrismèna wc megèjh. Antijètwc apoteloÔn mia eniaÐa 4-di�stath dom ,

to qwrìqrono, ta shmeÐa tou opoÐou kaloÔme �gegonìta�. H jewrÐa arqik�

dhmiourg jhke gia na perigr�yei thn �kinhmatik � adraneiak¸n susthm�twn,

kai na exhg sei me jemeli¸dh trìpo ton lìgo gia ton opoÐo h taqÔthta to

fwtìc faÐnetai Ðdia apì ìla ta sust mata anafor�c, to opoÐo kai èkane me

epituqÐa. O tetradi�statoc qwrìqronoc eÐnai ènac q¸roc Minkowski p�nw

ston opoÐo oi troqièc pou akoloujoÔn aktÐnec fwtìc eÐnai analloÐwtec.

EÔloga ìmwc emfanÐsjhke to er¸thma, �ti shmaÐnei adraneiakìc parathrh-

t s� kai p¸c orÐzei kaneÐc èna adraneiakì sÔsthma anafor�c. SÐgoura prèpei

èna tètoio sÔsthma na eÐnai apallagmèno apì k�je eÐdouc dÔnamh kai epit�-

qunsh. Wc adraneiakìc parathrht c loipìn orÐsthke ènac parathrht c pou
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�pèftei eleÔjera� qwrÐc thn epÐdrash exwterik¸n dun�mewn   antidr�sewn. U-

pì aut  thn ènnoia kanènac epÐgeioc parathrht c den eÐnai adraneiakìc kaj¸c

den pèftei eleÔjera all� stèketai �akÐnhtos� wc proc thn epif�neia thc g c

lìgw thc dÔnamhc (antÐdrashc) tou ed�fouc.

Anazht¸ntac mÐa nèa jewrÐa gia th barÔthta, sumbat  me tic arqèc thc

Eidik c Sqetikìthtac, o Einstein sunèqise to sullogismì rwt¸ntac �ti ja

blèpei ènac parathrht c pou pèftei eleÔjera mèsa se èna pedÐo barÔthtas�.

Parat rhse ìti se sqèsh me opoiad pote �llh �kinhmatik � dÔnamh, h barÔth-

ta diafèrei se èna ousiastikì shmeÐo, kai autì eÐnai h arq  thc isodunamÐac. H

arq  aut  axi¸nei ìti ìla ta ulik� s¸mata pèftoun me ton Ðdio trìpo ìtan brÐ-

skontai upì thn epÐdrash enìc barutikoÔ pedÐou, kai ekfr�zetai me klasikoÔc

ìrouc apì thn prìtash ìti h barutik  m�za enìc s¸matoc (pou sunant�me

sto nìmo tou NeÔtwna gia thn pagkìsmia èlxh) eÐnai Ðsh me thn adraneiak 

m�za tou (pou sunant�me sto 2o nìmo tou NeÔtwna). Me b�sh thn klasik 

arq  thc isodunamÐac o Einstein katèlhxe se mia nèa diatÔpwsh h opoÐa ja

ginìtan h b�sh gia th nèa jewrÐa barÔthtac, th Genik  JewrÐa thc Sqetikì-

thtac. H idèa eÐnai ìti se èna barutikì pedÐo, ìla ta s¸mata pou pèftoun

eleÔjera akoloujoÔn tic Ðdiec akrib¸c troqièc, gegonìc to opoÐo xeqwrÐzei

kat� fusikì trìpo mÐa eidik  oikogèneia kampul¸n sto qwrìqrono, tic legì-

menec gewdaisiakèc kampÔlec. Oi kampÔlec autèc qarakthrÐzoun th gewmetrÐa

tou qwrìqronou kai apoteloÔn tic nèec �eujeÐec � p�nw stic opoÐec kinoÔntai

ta adraneiak� sust mata. 'Ena s¸ma pou kineÐtai upì thn epÐdrash k�poiac

dÔnamhc apokt� mia epit�qunsh kai apoklÐnei apì th fusik  tou gewdaisiak 

troqi�. 'Etsi sth Genik  JewrÐa thc Sqetikìthtac o qwrìqronoc den èqei thn

apl  epÐpedh dom  tou qwrìqronou Minkowski all� th genikìterh gewmetrik 

dom  miac kampulwmènhc pollaplìthtac. SunoyÐzontac ta parap�nw h GJS

katal gei sto sumpèrasma ìti o qwrìqronoc eÐnai mia 4-di�stath pollaplìthta

M efodiasmènh me mÐa Lorentz metrik  gab, ep�nw sthn opoÐa ìla ta s¸ma-

ta pou pèftoun eleÔjera akoloujoÔn gewdaisiakèc troqièc. Se k�je shmeÐo

tou qwrìqronou mporeÐ na oristeÐ èna adraneiakì sÔsthma anafor�c sto opoÐo

h metrik  na eÐnai topik� Minkowski . H teleutaÐa prìtash ekfr�zei sthn
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ousÐa thn topik  isqÔ thc Eidik c JewrÐac thc sqetikìthtac se mia perioq 

tou q¸rou ìpou up�rqei barÔthta. 'Etsi ènac adraneiakìc parathrht c sth

GJS o opoÐoc brÐsketai se èna kleistì dwm�tio pou af netai na pèsei eleÔ-

jera, de ja antilhfjeÐ thn epÐdrash kanenìc barutikoÔ pedÐou kai ja mporeÐ

na ermhneÔei tic kin seic twn swm�twn pou parathreÐ mèsa sto dwm�tio sÔm-

fwna me touc nìmouc thc Eidik c JewrÐac thc Sqetikìthtac. Ja doÔme ìti h

apaÐthsh thc analloi¸thtac twn fusik¸n nìmwn k�tw apì metasqhmatismoÔc

suntetagmènwn, ikanopoieÐtai ìtan autoÐ eÐnai ekpefrasmènoi mèsw tanustik¸n

exis¸sewn.

1.2 Eidik  Sqetikìthta

H ousiastik  diafor� metaxÔ prosqetistik c fusik c kai Eidik c JewrÐac thc

Sqetikìthtac eÐnai h met�bash apì touc metasqhmatismoÔc GalilaÐou stouc

metasqhmatismoÔc Lorentz :

t′ = γt− γvx (1.1)

x′ = −γvt+ γx (1.2)

y′ = y (1.3)

z′ = z (1.4)

gia to sÔsthma suntatagmènwn enìc adraneiakoÔ parathrht  pou kineÐtai me

sqetik  taqÔthta v wc proc ènan �llo.

O qrìnoc den kul�ei pia Ðdioc gia ìlouc touc adraneiakoÔc parathrhtèc

kai o q¸roc de faÐnetai pia Ðdioc. Oi fusikoÐ nìmoi pou perigr�foun ton kì-

smo ìmwc ofeÐloun p�nta na eÐnai Ðdioi gia ìlouc. 'Etsi, ìtan prospaj soume

na perigr�youme th fÔsh sta plaÐsia thc EJS, ja prèpei na mil�me me sqe-

tikistik� analloÐwtec posìthtec, ìpwc antÐstoiqa oi nìmoi tou NeÔtwna den

peri qan poujen� ìrouc taqÔthtac.

Th jèsh twn prosqetikistik� analloÐwtwn megej¸n thc qwrik c apìsta-

shc metaxÔ dÔo shmeÐwn kai thc qronik c apìstashc metaxÔ dÔo stigm¸n,

paÐrnei sth sqetikistik  fusik  èna nèo antÐstoiqo mègejoc pou orÐzei th
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qwroqronik  �apìstash� metaxÔ dÔo shmeÐwn (gegonìtwn) tou qwrìqronou.

ds2 = −dt2 + dx2 + dy2 + dz2 (1.5)

Se antÐjesh me thn EukleÐdia apìstash, sto q¸ro Minkowski thc EJS h

posìthta ds2 mporeÐ na p�rei kai arnhtikèc timèc. Ta gegonìta pou qara-

kthrÐzontai apì apìstash Ðsh me mhdèn apì èna sugkekrimèno gegonìc A, brÐ-

skontai akrib¸c p�nw ston k¸no fwtìc tou gegonìtoc autoÔ, mporoÔn dhlad 

na sundejoÔn me autì mèsw miac aktÐnac fwtìc. To prìshmo thc apìstashc

metaxÔ dÔo shmeÐwn kajorÐzei kai thn aitiak  touc sqèsh. Arnhtik  apìstash

shmaÐnei ìti to k�je gegonìc brÐsketai sto eswterikì tou k¸nou fwtìc tou

�llou, kai ètsi sundèetai aitiak� me autì, me thn ènnoia ìti otid pote sum-

baÐnei sto qronik� progenèstero gegonìc ek twn dÔo, mporeÐ na ephre�sei to

qronik� metagenèstero. Antijètwc jetik  apìstash metaxÔ dÔo shmeÐwn sh-

maÐnei ìti ta shmeÐa aut� eÐnai aitiak¸c asÔndeta, kaj¸c to kajèna brÐsketai

ektìc tou k¸nou fwtìc tou �llou kai epomènwc � an jumhjoÔme ìti kanèna

s ma de metadÐdetai pio gr gora apì to fwc � de mporeÐ na allhlepidr�sei

me autì.

Th jèsh thc EukleÐdiac metrik c tou trisdi�statou q¸rou paÐrnei h metri-

k  Minkowski ηµν en¸ th jèsh twn trisdi�statwn dianusm�twn paÐrnoun ta

tetradianÔsmata. 'Ena (tetra-)di�nusma tou opoÐou to pèrac katal gei mèsa

ston k¸no fwtìc thc arq c tou, ja èqei arnhtikì mètro kai qarakthrÐzetai

wc qronoeidèc, en¸ an katal gei èxw èqei jetikì mètro kai qarakthrÐzetai wc

qwroeidèc. Ta dianÔsmata pou brÐskontai p�nw ston k¸no fwtìc eÐnai mhdeni-

koÔ mètrou kai kaloÔntai fwtoeid  dianÔsmata. Ta parap�nw anaparÐstantai

eikonik� mèsw twn qwroqronik¸n diagramm�twn Minkowski .

'Etsi k�je ulikì s¸ma kai k�je parathrht c eÐnai periorismènoi na ki-

noÔntai p�nw se qronoeideÐc troqièc. To gegonìc ìti sto q¸ro Minkowski

h apìstash ds2 eÐnai analloÐwto mègejoc exasfalÐzei thn analloiìthta thc

aitiak c dom c tou qwrìqronou kaj¸c dÔo aitik¸c asÔndeta gegonìta gia èna

sÔsthma anafor�c ja eÐnai aitiak¸c asÔndeta gia ìla ta sust mata anafo-

r�c. Thn Ðdia analloiìthta k�tw apì metasqhmatismoÔc Lorentz apaiteÐtai na

ikanopoieÐ k�je fusik  jewrÐa gia na eÐnai sunep c me tic arqèc thc EJS.
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1.3 Genik  Sqetikìthta

H Genik  JewrÐa thc Sqetikìthtac diatup¸jhke to 1916 apì ton Albert Ein-

stein , 11 qrìnia dhlad  met� th diatÔpwsh thc Eidik c JewrÐac thc Sqetikì-

thtac, kai lÐgec dekaetÐec argìtera kajier¸jhke ìqi mìno wc h epikratèsterh

jewrÐa barÔthtac, all� kai wc mia nèa epanastatik  optik  thc sÔgqronhc

fusik c apènanti se jemeli¸deic fusikèc ènnoiec, ìpwc autèc tou q¸rou, tou

qrìnou kai thc dom c tou sÔmpantoc. EÐnai sthn ousÐa mia dunamik  jewrÐa

thc gewmetrÐac tou qwrìqronou h opoÐa ekfr�zetai mèsw twn exis¸sewn thc

metrik c gab kai thc ex�rths c thc apì thn katanom  thc Ôlhc p�nw se autìn.

Kentrikì rìlo sth melèth thc GJS katèqoun ta tanustik� pedÐa, me ba-

sikìtero aut¸n ekeÐno thc metrik c. O metrikìc tanust c orismènoc p�nw

sth qwroqronik  pollaplìthta eÐnai to basikì pedÐo thc GJS, kai apoteleÐ

mia dunamik  metablht  thc jewrÐac, tic exis¸seic thc opoÐac kaloÔmaste na

lÔsoume kat� thn antimet¸pish plhj¸rac problhm�twn. To gegonìc ìti h

dunamik  aut  metablht  exart�tai �mesa apì th sugkèntrwsh thc Ôlhc sto

qwrìqrono, en¸ tautìqrona � wc �mesa susqetizìmenh me th gewmetrÐa tou

� orÐzei sthn Ôlh p¸c ja kinhjeÐ mèsa se autìn, k�nei tic exis¸seic autèc

exairetik� dÔskolec proc epÐlush. Oi en lìgw exis¸seic mporoÔn na sumpu-

knwjoÔn se mia monadik  tanustik  exÐswsh gnwst  kai ¸c exÐswsh Einstein

. H exÐswsh Einstein sundèei topik� ton tanust  Einstein Gab ,   alli¸c thn

kampulìthta tou qwrìqronou, me ton tanust  t�shs-enèrgeiac twn ulik¸n

pedÐwn (tanust c thc Ôlhc Tab) mèsw thc sqèshc :

Gab = Rab + gab
1

2
R = 8πTab

Se pl rh an�ptuxh h parap�nw exÐswsh faÐnetai wc èna suzeugmèno sÔ-

sthma mh grammik¸n diaforik¸n exis¸sewn deutèrac t�xhc, gegonìc pou pe-

riorÐzei kat� polÔ to pl joc analutik¸n akrib¸n lÔsewn pou mporoÔme na

broÔme.
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Kef�laio 2

Diaforik  GewmetrÐa se

Kampulwmènec Pollaplìthtec

H Genik  JewrÐa thc Sqetikìthtac eÐnai mia gewmetrik  jewrÐa me thn ènnoia

ìti ermhneÔei ta fusik� fainìmena, pou emeÐc metafr�zoume wc barutik�, mèsw

thc Ðdiac thc gewmetrÐac tou q¸rou kai tou qrìnou. Gia thn akrÐbeia, metaqei-

rÐzetai ton kìsmo pou parathroÔme wc èna qwroqronikì suneqèc tou opoÐou

h morf  kai gewmetrÐa kajorÐzetai apì, kai kajorÐzei, thn Ôparxh kai kÐnish

Ôlhc kai enèrgeiac mèsa se autì. O q¸roc paÔei plèon na eÐnai 3-di�statoc

EukleÐdioc kai o qrìnoc paÔei plèon na kul�ei mìnoc kai apìlutoc.

'Etsi, h melèth thc barÔthtac ja gÐnei apì mia kajar� gewmetrik  skopi�,

gegonìc to opoÐo mac epib�lei na xekin soume me mia sqetik� sÔntomh ana-

for� stic basikèc ènnoiec thc Diaforik c GewmetrÐac. Sth Fusik  èqoume

genik� sunhjÐsei na metaqeirizìmaste antikeÐmena ìpwc sunart seic kai dia-

nÔsmata, ta opoÐa anaparistoÔn fusik� megèjh, zoÔn p�nw ston trisdi�stato

q¸ro R3 kai exelÐssontai me to qrìno sÔmfwna me touc nìmouc thc Fusi-

k c. Sthn perÐptwsh thc GJS ja qreiasteÐ na epekteÐnoume ta antikeÐmena

pou qrhsimopoioÔme sth genikìterh kathgorÐa twn tanust¸n, en¸ o q¸roc

pou ja apotelèsei to upìbajro p�nw sto opoÐo ja zoÔn ta gewmetrik� aut�

antikeÐmena ja eÐnai mia tetradi�stath qwroqronik  pollaplìthta.

P�nw se autèc tic b�seic ja qtisteÐ ìlh h jewrÐa gi' autì kai axÐzei na
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afierwjeÐ èna mikrì toul�qiston mèroc thc ergasÐac sthn katanìhsh twn sh-

mantikìterwn ennoi¸n kai apotelesm�twn thc Diaforik c GewmetrÐac.

2.1 Pollaplìthtec kai Tanustik� PedÐa

2.1.1 TopologikoÐ Q¸roi kai Idiìthtec

PrwtoÔ orÐsoume thn ènnoia thc diaforik c pollaplìthtac (manifold ) ja

xekin soume me ton genikìtero orismì tou topologikoÔ q¸rou.

Orismìc 2.1.1. 'Enac topologikìc q¸roc (Q,T ) apoteleÐtai apì èna sÔnolo

Q mazÐ me mia sullog  T apì uposÔnola tou Q pou ikanopoioÔn tic ex c 3

idiìthtec :

(1) H ènwsh miac aujaÐrethc sullog c uposunìlwn pou an koun sto T

an kei epÐshc sto T : an Oa ∈ T , ∀a , tìte
⋃
aOa ∈ T .

(2) H tom  peperasmènou pl jouc uposunìlwn sto T an kei epÐshc sto

T : an O1, O2, . . . , On ∈ T tìte
⋂n
i=1Oi ∈ T .

(3) To Q kai to kenì sÔnolo ∅ ∈ T .

To T kaleÐtai topologÐa p�nw sto Q kai ta uposÔnol� tou, pou perièqontai

sth sullog  T kaloÔntai anoikt� sÔnola.

SÔmfwna me ton parap�nw orismì, k�je sÔnolo mporeÐ na metatrapeÐ se

topologikì q¸ro me mia tetrimmènh topologÐa pou mporeÐ na eÐnai eÐte h T =

{k�je uposÔnolo touQ} eÐte h aploÔsterh dunat  T = {Q, ∅}
'Estw (Q,T ) topologikìc q¸roc kai èstw A ⊆ X. Tìte mporoÔme na

k�noume ton A topologikì q¸ro orÐzontac thn topologÐa S p�nw sto A wc

: S = {U |U = A ∩ O,O ∈ T } pou prokÔptei apì thn topologÐa T . H S

kaleÐtai epagìmenh (induced ) topologÐa.

An (Q1,T1) kai (Q2,T2) topologikoÐ q¸roi, kataskeu�zoume to ginìmeno

(product space ) : Q1 × X2 = {(x1, x2)|x1 ∈ X1, x2 ∈ X2} kai fti�qnoume
apì autì ton topologikì q¸ro (Q1 × X2,T ) , orÐzontac wc T th sullog 

ìlwn twn uposunìlwn tou Q1 × X2 pou mporoÔn na ekfrastoÔn wc en¸seic

sunìlwn O1 ∪ O2 me O1 ∈ T1 kai O2 ∈ T2. H T tìte kaleÐtai ginìmenh

14



topologÐa twn T1,T2 (product topology ) me qarakthristikì par�deigma thn

topologÐa tou Rn.

An (Q,T ) kai (U,S ) topologikoÐ q¸roi, mia apeikìnish f : X 7→ Y lè-

getai suneq c, an h antÐstrofh eikìna f−1[O] ≡ {x ∈ X|f(x) ∈ O} k�je

anoiktoÔ sunìlou O ⊆ U eÐnai anoiktì sÔnolo sto Q. An epÐshc eÐnai kai

1-1, epÐ kai h antÐstrof  thc eÐnai suneq c, tìte h apeikìnish f kaleÐtai o-

momorfismìc (homeomorphism ). OmomorfikoÐ topologikoÐ q¸roi èqoun Ðdiec

topologikèc idiìthtec.

'Enac topologikìc q¸roc eÐnai sunektikìc (connected ) an ta mìna uposÔ-

nola pou eÐnai kai anoikt� kai kleist� eÐnai ta Q kai ∅. Kleistì kaleÐtai èna

sÔnolo A an to sumpl rwm� tou Q − A eÐnai anoiktì. Kleistìthta Ā enìc

sunìlou A orÐzetai wc h tom  ìlwn twn kleist¸n sunìlwn pou perièqoun to

A. To eswterikì intA tou sunìlou A orÐzetai wc h ènwsh ìlwn twn anoikt¸n

uposunìlwn tou A, en¸ to sÔnoro Ȧ tou sunìlou A orÐzetai wc :

Ȧ = {a ∈ Ā|a /∈ intA}

Apì to sÔnolo ìlwn twn dunat¸n topologik¸n q¸rwn pou mporoÔn na

kataskeuastoÔn, ja mac apasqol soun ed¸ eidikèc kathgorÐec me epijumh-

tèc idiìthtec kai pio sugkekrimèna oi topologikoÐ q¸roi pou eÐnai Hausdorff

kai parasumpageÐc. 'Enac topologikìc q¸roc (Q,T ) kaleÐtai Hausdorff an

∀p, q ∈ X, p 6= q, ∃ anoikt� Op, Oq ∈ T tètoia ¸ste p ∈ Op, q ∈ Oq kai

Op ∩Oq = ∅.
Ja proqwr soume ston orismì thc sump�geiac, miac polÔ shmantik c idiì-

thtac sthn topologÐa. An (Q,T ) t.q. kai A ⊆ Q, mia sullog  {Oa} anoikt¸n
sunìlwn kaleÐtai anoiktì k�lumma tou A an A ⊆

⋃
aOa. Mia uposullog  tou

{Oa} pou kalÔptei epÐshc to A kaleÐtai upok�lumma. To sÔnolo A kaleÐtai

sumpagèc an k�je anoiktì k�lumma tou A èqei èna peperasmèno upok�lumma.

'Ena idiaÐtera qr simo apotèlesma sqetik� me th sump�geia sunoyÐzetai sto

parak�tw je¸rhma pou paratÐjetai qwrÐc apìdeixh.

Je¸rhma 2.1.1. 'Ena sÔnolo A ⊂ R eÐnai sumpagèc an kai mìno an eÐnai

kleistì kai fragmèno.
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To parap�nw apotèlesma epekteÐnetai mèsw tou epìmenou jewr matoc :

Je¸rhma 2.1.2 (Tychonoff). 'Estw (Q,T ) kai (Q,T ) sumpageÐc topolo-

gikoÐ q¸roi. Tìte o q¸roc ginomènou Q1×X2 me th ginìmenh topologÐa eÐnai

sumpag c.

to opoÐo odhgeÐ sto

Pìrisma 2.1.1. 'Ena uposÔnolo tou Rn eÐnai sumpagèc an kai mìno an eÐnai

kleistì kai fragmèno.

Mia akìmh idiìthta thc sump�geiac wc topologik  idiìthta eÐnai ìti diath-

reÐtai k�tw apì suneqeÐc apeikonÐseic (ìpwc autèc orÐsthkan parap�nw) :

Je¸rhma 2.1.3. 'Estw (Q,T ) kai (Y,S ) topologikoÐ q¸roi. 'Estw (Q,T )

sumpag c kai f : X 7→ Y suneq c. Tìte f [X] ≡ {y ∈ Y |y = f(x)} eÐnai sum-
pag c.

H sump�geia ìmwc den arkeÐ gia na exasfalÐsoume ìti o topologikìc q¸roc

p�nw ston opoÐo douleÔoume (h qwroqronik  mac pollaplìtht� sth sugkekri-

mènh perÐptwsh) den eÐnai �uperbolik� meg�los� kai giautì eis�goume thn pio

isqur  idiìthta thc parasump�geiac. 'Estw (Q,T ) t.q. kai {Oα} èna anoiktì
k�lumma tou Q. 'Ena nèo anoiktì k�lumma {Vβ} tou Q kaleÐtai eklèptunsh

tou {Oα}, an ∀Vβ∃Oα tètoio ¸ste Vβ ⊂ Oα. To k�lumma {Vβ} kaleÐtai topi-
k� peperasmèno an ∀x ∈ X up�rqei mia anoikt  perioq  tou, W tètoia ¸ste

mìno peperasmèno pl joc Vβ ikanopoioÔn W ∩ Vβ 6= ∅. O topologikìc q¸roc

(Q,T ) kaleÐtai parasumpag c an k�je anoiktì k�lumma {Oα} tou Q èqei mia

topik� peperasmènh eklèptunsh {Vβ}.

2.1.2 Diaforikèc Pollaplìthtec

EÐdame pwc sthn prosqetikistik  fusik  up rqe baji� rizwmènh h antÐlhyh

ìti o trisdi�statoc q¸roc ston opoÐo zoÔme eÐnai EukleÐdioc, mporeÐ dhlad 

na tautisteÐ me ton R3, en¸ mazÐ me to qrìno, jewroÔmeno wc mia epiplèon

di�stash   par�metro kat� m koc thc opoÐac exelÐssontai ta p�nta, ja èqoun
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thn apl  dom  tou R4. H paradoq  aut   tan tìso autonìhth gia thn an-

jr¸pinh nìhsh pou qrei�sthkan pollèc dekaetÐec, ¸ste h nèa rizospastik 

gia thn epoq  jewrÐa thc barÔthtac na anagnwristeÐ gia thn orjìtht� thc.

H met�bash aut   tan pio dÔskolh akìmh kai apì thn allag  apì mia epÐ-

pedh Gh me thn topologÐa tou R2 se mia sfairik . EÔkola mporeÐ kaneÐc na

deÐ thn antistoiqÐa metaxÔ twn dÔo epoq¸n, kaj¸c kai stic dÔo peript¸seic

h episthmonik  èreuna kai h anaz thsh apant sewn gia ta ìsa de mporoÔse

na exhg sei o �njrwpoc, epèbalan mia sunolik  anaje¸rhsh sqetik� me to

q¸ro pou touc perib�llei kai th gewmetrÐa tou. 'Etsi, ìpwc ènac nautikìc

thc epoq c de ja mporoÔse na meÐnei ikanopoihmènoc apì touc q�rtec pou ka-

taskeu�zontan me b�sh mia epÐpedh Gh, parìlo pou aut  se k�je tìpo èmoiaze

epÐpedh, ètsi kai ènac sÔgqronoc fusikìc pou melet�ei kosmologik� fainìme-

na meg�lhc klÐmakac, de ja mporoÔse na arkesteÐ sta apotelèsmata pou dÐnei

mia jewrÐa pou tautÐzei topologik� to qwrìqrono me ton epÐpedo R4.

O qwrìqronoc loipìn, wc to sÔnolo ìlwn twn gegonìtwn pou sumbaÐnoun

sto q¸ro kai sto qrìno, ja anaparÐstatai me th bo jeia thc Diaforik c Ge-

wmetrÐac wc mia 4-di�stath pollaplìthta, pou ìpwc ja doÔme amèswc eÐnai me

lÐga lìgia èna sÔnolo shmeÐwn pou topik� (gÔrw apì k�je shmeÐo tou) moi�zei

me ton �epÐpedo� R4 (Minkowskigia thn akrÐbeia). MporoÔme kat' antistoiqÐ-

a na doÔme thn epif�neia thc g c san èna aplì par�deigma miac 2-di�stathc

pollaplìthtac efìson se k�je shmeÐo thc mporoÔme na tautÐsoume mikrèc

perioqèc me perioqèc tou R2. Sunolik� ìmwc oi gewmetrikèc idiìthtec miac

sfairik c epif�neiac eÐnai teleÐwc diaforetikèc apì autèc tou epipèdou, k�ti

pou ja faneÐ majhmatik� me thn eisagwg  thc ènnoiac thc metrik c kai sth

sunèqeia thc kampulìthtac.

'Ena sÔnoloM loipìn ja lègetai pollaplìthta an k�je shmeÐo tou èqei mia

anoikt  perioq  pou mporeÐ apl¸c na apeikonisteÐ 1-1 me mia anoikt  perioq 

tou Rn. Pio austhr�, o majhmatikìc orismìc thc pollaplìthtac èqei wc ex c:

Orismìc 2.1.2. Mia n-di�stath, C∞ , pragmatik  pollaplìthta eÐnai è-

na sÔnolo M , mazÐ me mÐa sullog  uposunìlwn {Oa} pou ikanopoioÔn tic

parak�twn idiìthtec :
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(1) ∀p ∈M, ∃Oa : p ∈ Oa , dhlad  h sullog  {Oa} kalÔptei thnM
(2) ∀a ∃ omomorfik  apeikìnish (q�rthc) ψa : Oa 7→ Ua , me Ua ⊂ Rn (anoiqtì)

(3) An gia k�poia Oα, Oβ isqÔei Oα

⋂
Oβ 6= ∅ , tìte mporoÔme na jewr soume

to q�rth ψβ ◦ψ−1
α , pou paÐrnei shmeÐa tou ψα[Oα

⋂
Oβ] ⊂ Uα ⊂ Rn se shmeÐa

tou ψβ[Oα

⋂
Oβ] ⊂ Uβ ⊂ Rn. ApaitoÔme ta uposÔnola aut� tou Rn na eÐnai

anoikt� kai thn apeikìnish aut  na eÐnai C∞.

Ac doÔme kat' arq�c th fusik  shmasÐa tou parap�nw orismoÔ. Oi 1-1

apeikonÐseic (q�rtec) apì thn pollaplìthta M ston Rn gia k�je stoiqeÐo

tou kalÔmmatoc thc M, apoteloÔn sthn ousÐa autì pou sth fusik  onom�-

zoume sÔsthma suntetagmènwn, prosdÐdoun dhlad  n pragmatikèc suntetag-

mènec se k�je shmeÐo P thc pollaplìthtac, tic opoÐec ja sumbolÐzoume me

(x1(P ), x2(P ), . . . , xn(P )).

To nèo sustatikì pou dÐnetai sth genik  ènnoia thc pollaplìthtac se

sqèsh me thn eidik  perÐptwsh tou Rn eÐnai to gegonìc ìti den apaiteÐtai

mia kai mìno perioq  omomorfik  me ton Rn na kalÔptei olìklhrh thn M .

'Etsi mporoÔme na fantastoÔme opoiod pote aplì   perÐploko gewmetrikì

kataskeÔasma ìpwc h epif�neia miac sfaÐrac   mia lwrÐda Moebius kai na to

melet soume san pollaplìthta.

EÐnai emfanèc ìti den epib�lletai kanènac periorismìc sthn epilog  twn

qart¸n ψα opìte mac dÐnetai h eleujerÐa na epilèxoume opoiod pote sÔsthma

suntetagmènwn eÐnai sumbatì me tic apait seic (2) kai (3). Gia na mhn exart�-

tai o orismìc thc k�je pollaplìthtac apì to sÔsthma qart¸n pou epilègoume

k�je for� mporoÔme na enswmat¸soume ston orismì thn apaÐthsh ìti to k�-

lumma {Oa} apoteleÐtai apì ìla ta dunat� uposÔnola kai h oikogèneia ψα

apoteleÐtai apì ìlouc touc dunatoÔc q�rtec (arkeÐ na ikanopoioÔn ta (2) kai

(3}. 'Etsi se autì to epÐpedo thc diaforik c gewmetrÐac èna m lo mporeÐ na

jewrhjeÐ isodÔnamo me mÐa sfaÐra,   kai èna molÔbi, kaj¸c me thn epilog 

kat�llhlwn qart¸n mporoÔme na paramorf¸soume omal� to èna sto �llo,

all� kanèna apì ta parap�nw de mporeÐ na jewrhjeÐ isodÔnamo me mia koÔpa

  èna kouloÔri, lìgw tou diaforetikoÔ trìpou epik�luyhc twn perioq¸n Oa.

Mia tètoia paramìrfwsh, upì thn ènnoia thc apeikìnishc apì mia pollaplìth-
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ta M se mÐa �llh (isodÔnamh) N kai antistrìfwc kaleÐtai diaforomorfismìc

(diffeomorphism).

Ac doÔme t¸ra th shmasÐa thc proôpìjeshc (3). Gia ta paradeÐgma-

ta pou mìlic anafèrjhkan qrei�zontai perissìterec thc mÐac perioqèc (�mpa-

l¸mata�) Oa gia na kalufjoÔn olìklhrec oi pollaplìthtec apì sust ma-

ta suntetagmènwn (omomorfismoÔc ston R2). Ac upojèsoume genik� se mÐa

pollaplìthta mÐa perioq  U pou allhlokalÔptetai apì dÔo sÔnola Oα, Oβ

kai apeikonÐzetai antÐstoiqa apì touc dÔo diaforetikoÔc q�rtec ψα, ψβ ston

Rn. H sÔnjesh ψβ ◦ ψ−1
α eÐnai sthn ousÐa ènac metasqhmatismìc sunte-

tagmènwn pou mac p�ei apì tic (x1(P ), x2(P ), . . . , xn(P )) pou orÐzei h ψα

stic (y1(P ), y2(P ), . . . , yn(P )) pou orÐzei h ψβ gia k�je shmeÐo P thc tom c

U = Oα ∩Oβ.

'Etsi loipìn an oi sunart seic pou orÐzontai apì thn ψβ ◦ ψ−1
α :

y1 = y1(x1, x2, . . . , xn)

y2 = y2(x1, x2, . . . , xn)
...

yn = yn(x1, x2, . . . , xn)

eÐnai diaforÐsimec kai an autì isqÔei gia k�je tètoio zeÔgoc qart¸n (Oα, ψα), (Oβ, ψβ)

tìte lème ìti prìkeitai gia mia diaforÐsimh pollaplìthta. Sun jwc upojè-

toume C∞ pollaplìthtec an kai se pollèc peript¸seic k�ti tètoio den eÐnai

anagkaÐo.

Tèloc, gia na èqei fusikì nìhma h pollaplìthta wc qwrìqronoc, ja en-

noeÐtai apì ed¸ kai sto ex c ìti oi pollaplìthtec pou exet�zoume eÐnai -san

topologikoÐ q¸roi- Hausdorff kai parasumpageÐc.

2.1.3 DianÔsmata kai Tanustèc

Gia na mporèsoume na mil soume gia Fusik  p�nw se mÐa pollaplìthta ja

qreiasteÐ na prosarmìsoume ìla ta majhmatik� antikeÐmena pou qeirizìmaste

19



sth Fusik  ìpwc oi sunart seic kai ta dianusmatik� pedÐa, ètsi ¸ste na �zoÔn�

p�nw sthn pollaplìthta.

KampÔlec p�nw se pollaplìthta

Orismìc 2.1.3. Mia kampÔlh eÐnai mia diaforÐsimh apeikìnish apì èna a-

noiktì sÔnolo tou R p�nw sthn pollaplìthta M , C : R 7→M .

Ed¸ h diaforisimìthta prokÔptei mèsw tou sust matoc suntetagmènwn,

uponoeÐ dhlad  ìti oi sunart seic suntetagmènwn xi(λ) = xi(C(λ)) eÐnai dia-

forÐsimec wc proc λ.

Me autìn ton trìpo sqetÐzoume k�je shmeÐo λ tou R me èna shmeÐo thc

M , to opoÐo onom�zetai �eikìna tou λ�. 'Etsi gia k�je shmeÐo thc kampÔlhc

C up�rqei tim  tou λ sto R, èqoume dhlad  parametropoi sei thn kampÔlh.

DÔo kampÔlec jewroÔntai diaforetikèc akìmh ki an èqoun thn Ðdia eikìna, an

up�rqoun shmeÐa sthnM pou antistoiqoÔn se diaforetikèc timèc gia thn k�je

par�metro.

Sunart seic p�nw se pollaplìthta

MÐa (pragmatik ) sun�rthsh p�nw sthn pollaplìthta M eÐnai ènac kanìnac,

f : M 7→ R pou prosdÐdei mia pragmatik  tim  se k�je shmeÐo thc M . Mèsw

enìc sust matoc suntetagmènwn (q�rth) ψ : M 7→ Rn h sun�rthsh gÐnetai

Rn 7→ R kai an eÐnai diaforÐsimh ston Rn lème ìti eÐnai diaforÐsimh sthn

M . Sthn ousÐa èqoume f(P ), P ∈ M , pou gÐnetai mèsw thc ψ−1 : Rn 7→ M

f(ψ−1(x1, x2, . . . , xn))   f ◦ ψ−1 : Rn 7→ R. MporoÔme na doÔme tic Ðdiec tic

suntetagmènec xeqwrist� san n diaforÐsimec sunart seic p�nw sthn M.

DianÔsmata kai dianusmatik� pedÐa

Ed¸ ja kataskeu�soume thn ènnoia tou dianÔsmatoc wc gewmetrikì antikeÐme-

no p�nw se mia pollaplìthta, me ìrouc diaforik c gewmetrÐac. Ston EukleÐ-

dio q¸ro h ènnoia tou dianusmatoc eÔkola prokÔptei mèsw thc metatìpishc

  thc diafor�c jèshc metaxÔ dÔo shmeÐwn tou q¸rou. Opoiod pote di�nusma
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tou dianusmatikoÔ q¸rou Rn mporeÐ na kataskeuasteÐ mèsw thc �diafor�s�

metaxÔ dÔo shmeÐwn thc pollaplìthtac Rn kai mporeÐ na sqediasteÐ p�nw se

aut  en¸nontac ta shmeÐa aut� me mia eujeÐa gramm . Me lÐga lìgia ta shmeÐa

tou q¸rou kai ta dianÔsmata tou dianusmatikoÔ q¸rou èrqontai se 1-1 an-

tistoiqÐa. EÐnai profanèc ìti se mia mh tetrimmènh perÐptwsh pollaplìthtac

k�ti tètoio de mporeÐ na isqÔei kai h kataskeu  twn dianusm�twn den eÐnai

mia apl  upìjesh. H lÔsh ja dojeÐ mèsw twn kampul¸n kai twn apeirost¸n

metatopÐsewn p�nw se autèc.

'Estw kampÔlh pou pern� apì to P ∈ M kai perigr�fetai sÔmfwna me

ta parap�nw apì tic exis¸seic xi = xi(λ), i = 1, 2, . . . , n. JewroÔme epÐ-

shc diaforÐsimh sun�rthsh f(x1, . . . , xn) sthn M . 'Etsi up�rqei sun�rthsh

g : R 7→ R pou dÐnei thn tim  thc f se k�je shmeÐo thc kampÔlhc me tim 

paramètrou λ, dhlad  g(λ) = f(xi(λ)).

DiaforÐzontac thn parap�nw sÔnjesh :

dg

dλ
=
∑
i

dxi

dλ

∂f

∂xi
(2.1)

kai genikeÔontac gia tuqaÐo ìrisma sth jèsh twn sunart sewn g, f :

d

dλ
=
∑
i

dxi

dλ

∂

∂xi

(
 
d

dλ
=
dxi

dλ

∂

∂xi

)
(2.2)

ìpou sthn teleutaÐa sqèsh qrhsimopoi same th sÔmbash �jroishc deikt¸n h

opoÐa ja ennoeÐtai apì ed¸ kai sto ex c.

An doÔme thn parap�nw sqèsh me gewmetrikoÔc ìrouc parathroÔme ìti

to sÔnolo twn n arijm¸n {dxi
dλ
} apoteleÐ tic suntetagmènec enìc dianÔsmatoc

efaptìmenou sthn kampÔlh xi(λ) efìson h dxi eÐnai h apeirost  metatìpish

kat� m koc aut c. Jèloume t¸ra na deÐxoume ìti to sÔnolo twn parag¸gwn

kateÔjunshc (aristerì mèloc) ìlwn twn dunat¸n kampÔlwn pou pernoÔn apì

to shmeÐo P apoteloÔn ènan dianusmatikì q¸ro.

'Estw xi = xi(µ) mia �llh kampÔlh pou pern�ei apì to Ðdio shmeÐo P . Tìte

omoÐwc
d

dµ
=
∑
i

dxi

dµ

∂

∂xi
(2.3)
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O grammikìc sunduasmìc twn dÔo teleutaÐwn sqèsewn mac dÐnei :

a
d

dλ
+ b

d

dµ
=
∑
i

(
a
dxi

dλ
+ b

dxi

dµ

)
∂

∂xi
. (2.4)

Kai p�li mporoÔme na doÔme touc arijmoÔc {adxi
dλ

+ bdx
i

dµ
} wc suntetagmènec

enìc nèou dianÔsmatoc to opoÐo eÐnai efaptìmeno se k�poia kampÔlh pou pern�

apì to P . 'Ara up�rqei kampÔlh, èstw me par�metro φ ¸ste sto shmeÐo P na

isqÔei :

d

dφ
=
∑
i

(
a
dxi

dλ
+ b

dxi

dµ

)
∂

∂xi
dhlad 

d

dφ
= a

d

dλ
+ b

d

dµ
. (2.5)

'Etsi blèpoume ìti ìntwc oi par�gwgoi kateÔjunshc (directional derivatives)

ìlwn twn dunat¸n kampÔlwn pou pernoÔn apì to P , ìpwc h d
dλ

fti�qnoun

èna dianusmatikì q¸ro sto P . MporoÔme t¸ra na doÔme ton emfan  rìlo tou

diaforikoÔ telest  ∂
∂xi

wc di�nusma b�shc, ìpwc autì faÐnetai apì th jèsh

tou ston orismì tou dianÔsmatoc d/dλ. 'Estw ìti briskìmaste se èna sug-

kekrimèno sÔsthma suntetagmènwn. Eidik  perÐptwsh kampÔlwn apoteloÔn oi

Ðdioi oi �xonec suntetagmènwn, oi kampÔlec dhlad  gia tic opoÐec h tim  thc

paramètrou isoÔtai me thn tim  miac ek twn suntetagmènwn tou sust matoc,

èstw xj. EÐnai loipìn :

d

dxj
=
∑
i

dxi

dxj
∂

∂xi
=

∂

∂xj
(2.6)

kai eÐdame prin ìti opoiad pote d
dλ

mporeÐ na grafteÐ wc grammikìc sunduasmìc

twn ∂
∂xi

. Epomènwc to sÔnolo
{

∂
∂xj

}
apoteleÐ mia b�sh tou dianusmatikoÔ

q¸rou pou orÐsame sto shmeÐo P , ton opoÐo kaloÔme efaptìmeno q¸ro sto P

kai sumbolÐzoume me VP .

Up�rqei loipìn mia 1-1 antistoiqÐa metaxu tou q¸rou ìlwn twn efaptìme-

nwn dianusm�twn sto P kai tou q¸rou ìlwn twn diaforik¸n kat� m koc twn

kampÔlwn pou pernoÔn apì to P . To apotèlesma autì mac odhgeÐ na onom�-

soume to d
dλ

efaptìmeno di�nusma thc kampÔlhc xi(λ) kai genik� sumbolÐzoume

k�je tètoio di�nusma me ènan p�nw deÐkth p.q. va. O q¸roc TP se tuqaÐo

P ∈M eÐnai thc Ðdiac di�stashc me thn pollaplìthta M , dhlad  dimVP = n.
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H b�sh tou dianusmatikoÔ q¸rou eÐnai gia dedomèno sÔsthma suntetagmènwn

ψ oi antÐstoiqec merikèc par�gwgoi, ∂
∂xµ

pou orÐzei to sÔsthma autì kai su-

qn� sumbolÐzontai me eµ, en¸ oi sunist¸sec tou dianÔsmatoc v sth b�sh aut 

sumbolÐzontai me ellhnikì deÐkth vµ. 'Etsi

v =
n∑
µ=1

vµeµ (2.7)

O k�tw deÐkthc twn stoiqeÐwn thc b�shc dhl¸nei ìti oi sunist¸sec enìc

tuqaÐou dianÔsmatoc tou efaptìmenou q¸rou metasqhmatÐzontai antÐstrofa

apì tic sunist¸sec twn eidik¸n aut¸n dianusm�twn. Autì sumbaÐnei epeid  oi

sunist¸sec twn dianusm�twn b�shc k�tw apì th b�sh pou sqhmatÐsoun aut�

ja eÐnai ex' orismoÔ e0 → (1, 0, 0, 0), e1 → (0, 1, 0, 0) k.o.k. . An dialèxoume

nèo sÔsthma suntetagmènwn ψ′ gia thn perioq  tou shmeÐou P , ja p�roume kai

mia nèa b�sh, {e′µ} h opoÐa sundèetai me thn arqik  mèsw tou kanìna alusÐdac

pou mac dÐnei tic sunist¸sec twn arqik¸n dianusm�twn b�shc k�tw apì th nèa

b�sh:

eµ =
n∑
µ=1

∂x′ν

∂xµ
e′µ. (2.8)

Efìson to di�nusma v wc gewmetrikì antikeÐmeno eÐnai to Ðdio anexart twc

epilog c b�shc prokÔptei apì tic dÔo teleutaÐec sqèseic ìti oi sunist¸sec

v′ν sth nèa b�sh ja èqoun metasqhmatisteÐ wc:

v′ν =
n∑
µ=1

vµ
∂x′ν

∂xµ
. (2.9)

Gia ton lìgo autì ta dianÔsmata tou efaptìmenou q¸rou kaloÔntai kai an-

talloÐwta dianÔsmata.

Otan mil�me gia dianusmatikì pedÐo v orismèno p�nw se mia pollaplìthta

M , ennooÔme mÐa antistoÐqhsh enìc efaptìmenou dianÔsmatoc, v|p ∈ Vp se

k�je shmeÐo p ∈ M . To dianusmatikì pedÐo v ja eÐnai leÐo an gia k�je leÐa

sun�rthsh f : M 7→ R h sun�rthsh v(f) eÐnai epishc leÐa. Efìson ìmwc se

èna sÔsthma suntetagmènwn ta pedÐa twn dianusm�twn b�shc eÐnai leÐa, tìte

gia eÐnai leÐo èna dianusmatikì pedÐo arkeÐ oi sunart seic pou mac dÐnoun tic
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sunist¸sec tou pedÐou vµ na eÐnai leÐec. Gia k�je leÐo dianusmatikì pedÐo

up�rqei monadik  oikogèneia kampul¸n tètoia ¸ste se k�je shmeÐo p ∈M to

topikì di�nusma na eÐnai to efaptìmeno di�nusma thc kampÔlhc pou pern� apì

to p. Oi kampÔlec autèc lègontai oloklhrwtikèc kampÔlec tou dianusmatikoÔ

pedÐou h Ôparxh kai monadikìtht� touc faÐnontai apì to gegonìc ìti h eÔresh

tètoiwn kampul¸n isodunameÐ me th diaforik  exÐswsh:

dxµ

dt
= vµ(x1, . . . , xn) , (2.10)

ìpou t h par�metroc thc kampÔlhc kai epomènwc d
dt
to efaptìmeno di�nusma se

aut , en¸ vµ eÐnai oi sunist¸sec tou dianusmatikoÔ pedÐou. 'Ara to prìblhma

eÐnai isodÔnamo me èna sÔsthma n grammik¸n diaforik¸n exis¸sewn a' t�xhc

kai èqei akrib¸c mÐa lÔsh gia k�je shmeÐo p ∈ M (apì k�je shmeÐo pern�

akrib¸c mÐa kampÔlh).

Tèloc ja orÐsoume kai thn pr�xh thc met�jeshc metaxÔ dÔo leÐwn dianu-

smatik¸n pedÐwn u = d
dλ
, v = d

dµ
, apì thn opoÐa prokÔptei èna nèo pedÐo

pou kaleÐtai metajèthc twn u kai v kai sumbolÐzetai me w = [u, v]. H pr�xh

orÐzetai wc:

w(f) = [u, v](f) = u[v(f)]− v[u(f)]. (2.11)

O metajèthc dÔo tuqaÐwn d.p. genik� de dÐnei mhdèn. 'Otan èqoume èna sÔnolo n

dianusmatik¸n pedÐwn metatÐjentai metaxÔ touc kai eÐnai grammik� anex�rthta

se k�je shmeÐo tìte up�rqei sÔsthma suntetagmènwn gia to opoÐo ta d.p. aut�

eÐnai dianÔsmata b�shc. An de metatÐjentai èna tètoio sÔsthma de mporeÐ na

kataskeuasteÐ.

Mia akìmh duskolÐa pou emfanÐzetai sth melèth dianusmatik¸n pedÐwn eÐ-

nai sth sÔgkrish kai tic pr�xeic metaxu dianusm�twn se diaforetik� shmeÐa

thc pollaplìthtac. Den up�rqei plèon autìmatoc trìpoc na metafèreic dia-

nÔsmata apì èna shmeÐo p se èna �llo q efìson de mporoÔme na mil soume kan

gia eujeÐec grammèc, oi opoÐec ja  tan oi protim¸menec kampÔlec anafor�c,

oÔte gia parallhlÐa. Gia ton lìgo autìn, ìtan mil�me gia dianusmatikì q¸ro

ja anaferìmaste p�nta ston efaptìmeno q¸ro enìc sugkekrimènou shmeÐou

kai sth sunèqeia ja doÔme p¸c mporoÔme na sugkrÐnoume dianÔsmata pou a-
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n koun se diaforetikoÔc efaptìmenouc q¸rouc Vp, Vq, p¸c ja metafèroume

dhlad  touc q¸rouc autoÔc apì to èna shmeÐo sto �llo tautÐzont�c touc.

Tanustèc

Ektìc ìmwc apì bajmwt� kai dianusmatik� megèjh, sth Fusik  sunant�me

suqn� pedÐa twn opoÐwn h tim    oi sunist¸sec se èna shmeÐo exart¸ntai apì

th dieÔjunsh proc thn opoÐa gÐnetai h mètrhs  touc. 'Ena tètoio mègejoc eÐnai

gia par�deigma h t�sh sto eswterikì enìc reustoÔ kai an kei sthn kathgorÐa

twn tanust¸n. Ja doÔme sth sunèqeia ìti kai ta dianÔsmata all� kai ta

bajmwt� mporoÔn na jewrhjoÔn wc eidikèc peript¸seic thc genik c ènnoiac

twn tanust¸n.

Ja proqwr soume sto majhmatikì orismì twn tanust¸n me th qr sh ìswn

èqoume pei gia ta dianÔsmata. 'Estw Vp o efaptìmenoc dianusmatikìc q¸roc

sto shmeÐo p ∈ M . OrÐzw wc duðkì q¸ro tou Vp kai sumbolÐzw me V ∗p to

sÔnolo twn grammik¸n apeikonÐsewn ω : Vp 7→ R. Dhlad  an ω ∈ V ∗p kai

va, ua ∈ Vp tìte ω(v) ∈ R kai :

ω(av + bu) = aω(v) + bω(u) (2.12)

Den eÐnai dÔskolo na dei kaneÐc ìti o V ∗p efodiasmènoc me mia pr�xh prìsje-

shc kai pollaplasiasmoÔ me bajmwtì eÐnai dianusmatikìc q¸roc kai kaloÔme

ta stoiqeÐa tou duðk� dianÔsmata   1-morfèc. Oi 1-morfèc qarakthrÐzontai kai

wc sunalloÐwta dianÔsmata afoÔ oi sunist¸sec touc metasqhmatÐzontai ìpwc

ta dianÔsmata b�shc k�tw apì allag  sust matoc suntetagmènwn. 'Etsi ja

sumbolÐsoume tic 1-morfèc me èna deÐkth k�tw p.q. ωa

MporoÔme epÐshc na jewr soume èna di�nusma v wc ìrisma tuqaÐac 1-

morf c, kai mèsw twn grammik¸n sqèsewn na to doÔme wc apeikìnish v : V ∗p 7→
R. 'Etsi mporoÔme na poÔme ìti o Vp eÐnai o duðkìc tou V ∗p   ìti [V ∗p ]∗ = Vp

kai h pr�xh metaxÔ touc (sustol  deikt¸n) ja eÐnai to bajmwtì:

ω(v) ≡ v(ω) ≡< ω, v > (2.13)

An v1, . . . , vn mia b�sh tou Vp tìte mporoÔme na orÐsoume mia b�sh v1∗, . . . , vn∗
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gia ton V ∗p pou susqetÐzetai me aut  mèsw thc sqèshc

vµ(vν) = δµν (2.14)

pou exasfalÐzei ìti h duðk  b�sh ja eÐnai orjokanonik  kai deÐqnei ìti dimV ∗ =

dimV . Ta stoiqeÐa ìmwc tic duðk c b�shc exart¸ntai �mesa apì thn epilog 

thc dianusmatik c b�shc tou Vp.

GenikeÔoume t¸ra apì ta dianÔsmata kai tic 1-morfèc sth genik  ènnoia

twn tanust¸n. 'Estw V dianusmatikìc q¸roc di�stashc n kai V ∗ o duðkìc

tou. OrÐzoume wc tanust  T tÔpou (k, l) p�nw ston V , k�je polugrammik 

apeikìnish apì k 1-morfèc kai l dianÔsmata stouc pragmatikoÔc arijmoÔc:

T : V ∗ × . . .× V ∗ × V × . . .× V 7→ R .

Polugrammikìthta shmaÐnei grammik  ex�rthsh tou tanust  apì k�je ìrisma.

'Etsi an doÔme ton tanust  san èna mhq�nhma paragwg c arijm¸n me k u-

podoqèc gia 1-morfèc kai l upodoqèc gia dianÔsmata, h k�je upodoq  eÐnai

grammik . Gia to lìgo autì oi tanustèc sumbolÐzontai me touc ex c isodÔna-

mouc trìpouc:

T = T a1,...,ak
b1,...,bl = T ( , , . . . ; , , ...), . (2.15)

Ston 1o sumbolismì pou ja qrhsimopoioÔme sqedìn p�nta, oi ep�nw deÐktec

antistoiqoÔn stic upodoqèc 1-morf¸n en¸ oi k�tw deÐktec stic upodoqèc dianu-

sm�twn kai anadeiknÔoun thn poludianusmatik  (antalloÐwth) kai �polu-duðk �

(sunalloÐwth) sumperifor� tou tanust  antÐstoiqa.

Epomènwc mporoÔme na poÔme gia tic peript¸seic twn dianusm�twn, kai twn

1-morf¸n ìti eÐnai apl¸c dÔo eidikèc kathgorÐec tanust¸n. Ta dianÔsmata eÐ-

nai tanustèc 1hc t�xhc (1 orisma) tÔpou (1,0) kai oi 1-morfèc tÔpou (0,1),

en¸ ta bajmwt� jewroÔntai mhdenik c t�xhc tanustèc (0,0). To sÔnolo twn

tanust¸n sugkekrimènou tÔpou (k, l) apoteleÐ dianusmatikì q¸ro di�stashc

nk+l o opoÐoc sumbolÐzetai me T (k, l). Oi tanustèc mporoÔn epÐshc ektìc

apì apeikonÐseic stouc pragmatikoÔc arijmoÔc, na ermhneujoÔn wc metasqh-

matismoÐ metaxÔ tanustik¸n q¸rwn. Gia par�deigma èstw o T ( ; ) tanust c

tÔpou (1,1). An sthn 1h upodoq  topojet soume mia 1-morf  ωa, prokÔptei
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o tanust c T (ωa; ) o opoÐoc èqei mia upodoq  ken  kai sumperifèretai san

1-morf  kaj¸c me thn eisagwg  enìc dianÔsmatoc dÐnei pragmatikì arijmì.

Me aut  thn ènnoia mporoÔme na doÔme touc (1,1) tanustèc wc apeikonÐseic

apì tic 1-morfèc stic 1-morfèc, dhlad  wc metasqhmatismoÔc T : V ∗p 7→ V ∗p .

Antistrìfwc an sumplhr¸soume th 2h upodoq  me èna di�nusma va prokÔptei

o T ( ; va) pou eÐnai di�nusma, opìte kai o T mporoÔme na poÔme ìti metasqh-

matÐzei dianÔsmata se dianÔsmata T : V ∗p 7→ V ∗p .

An�loga me th di�stash tou tÔpou k�je tanust , up�rqei kai is�rijmo

pl joc anex�rthtwn sunistws¸n. H tim  k�je sunist¸sac kajorÐzetai apì

thn tim  pou paÐrnei o tanust c ìtan deqjeÐ wc orÐsmata dianÔsmata b�shc se

ìlec tic upodoqèc tou. 'Etsi se mia 4-di�stath pollaplìthta gia par�deigma

ènac tanust c 2hc t�xhc (2,0) ja èqei 42 = 16 sunist¸sec kajemÐa apì tic

opoÐec sumbolÐzetai me touc an�logouc deÐktec, p.q. T 10 = T (e1, e0).

Ja orÐsoume t¸ra dÔo shmanikèc pr�xeic metaxÔ tanust¸n, to exwterikì

ginìmeno kai th sustol . An gia par�deigma èqoume dÔo dianÔsmata u, v ∈ Vp
mporoÔme na kataskeu�soume èna nèo tanust , ton u ⊗ v o opoÐoc lème ìti

eÐnai to exwterikì ginìmeno twn u kai v tou opoÐou h tim  gia dÔo tuqaÐec

1-morfèc p, q ∈ V ∗p eÐnai Ðsh me to ginìmeno u(p)v(q):

u⊗ v(p, q) = u(p)v(q). (2.16)

To ginìmeno metaxÔ dÔo tanust¸n tÔpou (k, l) kai (k′, l′) dÐnei ènan tanust 

tÔpou (k + k′, l + l′)

H deÔterh pr�xh kaleÐtai sustol  wc proc ton i-ostì p�nw deÐkth kai ton

j-ostì k�tw deÐkth kai eÐnai mÐa apeikìnish apì to q¸ro T (k, l) ston T (k−
1, l−1). 'Estw tanust c T tÔpou (k, l), tìte h sustol  CT dÐnei ènan tanust 

tou opoÐou oi sunist¸sec prokÔptoun apì thn �jroish twn sunistws¸n tou

T wc proc touc dÔo deÐktec:

(CT )µ1,...,µk−1
ν1,...,νl−1

=
n∑
σ=1

T µ1,...,σ,...,µk
ν1,...,σ,...,νl . (2.17)

H sustol  gia par�deigma enìc (1,1) tanust  ja d¸sei apl¸c to Ðqnoc tou

antÐstoiqou pÐnaka metasqhmatismoÔ. H pr�xh aut  mporeÐ na apodeiqjeÐ ìti
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eÐnai anex�rthth sust matoc suntetagmènwn. Fusik� h sustol  tou Ðdiou

tanust  wc proc diaforetikoÔc deÐktec ja d¸sei diaforetikì apotèlesma.

EÐdame pwc ta dianÔsmata metasqhmatÐzontai sÔmfwna me ton kanìna 2.9

kai mèsw autoÔ ja broÔme touc antÐstoiqouc kanìnec gia tic 1-morfèc kai gia

opoiond pote genikì tanust . An l�boume upìyh ìti h dr�sh miac 1-morf c

p�nw se di�nusma dÐnei bajmwtì (h tim  tou opoÐou den exart�tai apì thn

epilog  b�shc) o kanìnac metasqhmatismoÔ 1-morf¸n dÐnetai apì thn exÐswsh:

ω′ν =
n∑
µ=1

ωµ
∂xµ

∂x′ν
. (2.18)

Genik� ènac tanust c T ∈ T (k, l) sumperifèretai wc k-dianÔsmata kai l 1-

morfèc kai o kanìnac metasqhmatismoÔ twn suntetagmènwn tou dÐnetai apì

thn exÐswsh:

T ′µ
′
1,...,µ

′
k
ν′1,...,ν

′
l

=
n∑

µ1...νl=1

T µ1,...,µk
ν1,...,νl

∂x′µ
′
1

∂x′µ1
. . .

∂xνl

∂x′ν
′
l

(2.19)

k�tw apì thn allag  b�shc apì {xi} se {x′i}.
O sumbolismìc pou ja qrhsimopoihjeÐ gia touc tanustèc opoioud pote

tÔpou eÐnai mia mikr  parallag  tou sumbolismoÔ deikt¸n gia tic sunist¸sec.

K�je antalloÐwth �upodoq � tou tanust  ja sumbolÐzetai me èna latinikì

ep�nw deÐkth en¸ k�je sunalloÐwth me èna latinikì k�tw deÐkth. Qr sh tou

Ðdiou deÐkth dÔo forèc sthn Ðdia par�stash ep�nw kai k�tw sumbolÐzei �jroish

wc proc touc deÐktec autoÔc dhlad  sustol  (p.q. T aa   < u, p >= uapa).

H qr sh tou sumbìlou ⊗ gia to exwterikì ginìmeno ja paraleÐpetai kai h

pr�xh ja gr�fetai apl¸c me th morf  T abcSdef g. O sumbolismìc autìc eÐnai

anex�rthtoc b�shc suntetagmènwn giautì kai ìlec oi tanustikèc exis¸seic ja

qrhsimopoioÔn afhrhmènouc deÐktec kai ìqi deÐktec sunistws¸n.

'Enac tanust c lème ìti eÐnai summetrikìc wc proc dÔo deÐktec tou ìtan

h enallag  orism�twn gia dÔo opoiad pote dianÔsmata   1-morfèc dÐnei to

Ðdio apotèlesma. An dhlad  èqoume ènan summetrikì (0,2) tanust  Tab tìte

gia k�je va kai ua ∈ V ja isqÔei Tabvaub = Tabu
avb   alli¸c mporoÔme na

poÔme Tab = Tba to opoÐo prokÔptei apì thn prohgoÔmenh sqèsh me mia apl 
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metonomasÐa twn deikt¸n. 'Enac �lloc trìpoc na gr�youme th sqèsh aut 

eÐnai

T[ab] ≡
1

2
(Tab − Tba) = 0. (2.20)

Apì thn �llh lème ìti o Tab eÐnai antisummetrikìc an Tab = −Tba  

T(ab) ≡
1

2
(Tab + Tba) = 0. (2.21)

Genik� mporoÔme na qwrÐsoume ènan (0,2) tanust  se summetrikì kai antisum-

metrikì mèroc

Tab = T[ab] + T(ab) (2.22)

O metrikìc tanust c gab

Oi ènnoia tou dianusmatikoÔ pedÐou kai thc leiìthtac enìc pedÐou epekteÐnetai

kat� profan  trìpo gia ton orismì tanustik¸n pedÐwn. To qarakthristi-

kìtero tanustikì pedÐo pou ìtan eÐnai orismèno p�nw se mÐa pollaplìthta

qarakthrÐzei th gewmetrÐa thc, eÐnai autì thc metrik c gab. O metrikìc ta-

nust c eÐnai mia xeqwrist  perÐptwsh tanust  o opoÐoc orÐzei thn ènnoia tou

mètrou se èna dianusmatikì q¸ro. 'Etsi ìtan efodi�soume mia pollaplìthta

me thn epiplèon dom  tou metrikoÔ tanust  se k�je shmeÐo thc, èqoume ènan

trìpo na metr�me apost�seic mèsw apeirost¸n diasthm�twn, èqoume orÐsei

dhlad  thn ènnoia tou eswterikoÔ ginomènou kai tou mètrou. Sugkekrimèna

gia dÔo dianÔsmata u, v tou efaptìmenou q¸rou Vp se èna shmeÐo p ∈ M k�-

tw apì mÐa metrik  gab sto shmeÐo autì, orÐzoume to eswterikì ginìmeno wc

ton pragmatikì arijmì gabuavb ≡ g(u, v). To mètro enìc dianÔsmatoc orÐze-

tai omoÐwc apì th sqèsh |u| = gabu
aub. AxÐzei na shmeiwjeÐ ìti qwrÐc thn

eisagwg  thc metrik c sthn pollaplìthta de ja mporoÔsame na orÐsoume thn

ènnoia tou eswterikoÔ ginomènou. O metrikìc tanust c eÐnai apì th fÔsh tou

summetrikìc.

MporoÔme na doÔme ìmwc th metrik  kai wc pr�xh antistoÐqhshc dianu-

sm�twn sto p se duðk� dianÔsmata tou sunefaptìmenou q¸rou V ∗p wc ex c.

Sumplhr¸nontac th mÐa upodoq  tou tanust  me tuqaÐo di�nusma v paÐrnoume

ènan tanust  (0,1), ton v∗b = gabv
a dhlad  mia 1-morf  h opoÐa an dr�sei se
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opoiod pote �llo di�nusma ja mac d¸sei to eswterikì ginìmenì tou me to va.

H idiìthta thc grammikìthtac metafèretai kat' eujeÐan apì ton tanust  thc

metrik c ston g(v, ·). 'Etsi mporoÔme na poÔme ìti h metrik  eÐnai mÐa grammik 
apeikìnish apì to tuqaÐo di�nusme va sto duðk� tou, to opoÐo sumbolÐzoume

apl� me va.

OrÐzoume t¸ra ton tanust  thc antÐstrofhc metrik c, (g−1)ab   apl� gab,

¸c ton (2,0) tanust  gia ton opoÐo isqÔei gabgbc = δac. Me thn antÐstrofh

metrik  loipìn ja apeikonÐsoume to duðkì di�nusma va pÐsw sto arqikì va. Gia

na exasfalisteÐ h Ôparxh tou antÐstrofou metrikoÔ tanust  arkeÐ o tanust c

gab na mhn eÐnai idi�zwn, dhl�d  det(gµν) 6= 0. EÐnai mia akìmh idiìthta pou

prèpei na ikanopoieÐ to pedÐo thc metrik c se k�je shmeÐo thc pollaplìthtac.

Me ton trìpo autì, ìtan gnwrÐzoume th metrik  gab miac pollaplìthtac,

èqoume th dunatìthta mèsw aut c na aneb�zoume kai na kateb�zoume deÐktec

tanusik¸n pedÐwn ìpwc akrib¸c antistoiq same sto va to duðkì tou va. H

diadikasÐa anabÐbashc kai katabÐbashc deikt¸n perigr�fetai kat� monadikì

trìpo apì thn èkfrash:

gabT
c1···a···ck

d1···dl = T c1···b
ck
d1···dl (2.23)

kai antistrìfwc gia ton gab.

2.2 SunalloÐwth Parag¸gish - Kampulì-

thta

2.2.1 H sunalloÐwth par�gwgoc ∇a

'Enac diaforikìc telest c (pou kaleÐtai sun jwc sunalloÐwth par�gwgoc kai

sumbolÐzetai me∇) p�nw se mia pollaplìthtaM eÐnai mia apeikìnish apì k�je

leÐo tanustikì pedÐo tÔpou (k, l) se èna leÐo tanustikì pedÐo tÔpou (k, l + 1)

(dhlad  ∇T = ∇cT
a1...ak

b1...bl), h opoÐa ikanopoieÐ tic parak�tw idiìthtec: (1)

Grammikìthta : ∀A,B ∈ T (k, l) kai a, b ∈ R, isqÔei

∇c(aA
a1...ak

b1...bl + bBa1...ak
b1...bl) = a∇cA

a1...ak
b1...bl + b∇cB

a1...ak
b1...bl
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(2) Kanìnac Leibnitz : ∀A ∈ T (k, l) kai B ∈ T (k′, l′) isqÔei

∇e[A
a1...ak

b1...blB
c1...ck′

d1...dl′
]

(3) MetatÐjetai me thn pr�xh thc sustol c : ∀A ∈ T (k, l) isqÔei

∇d(A
a1...c...ak

b1...c...bl) = ∇dA
a1...c...ak

b1...c...bl

(4) Sumbatìthta me thn ènnoia thc parag¸gishc bajmwtoÔ pedÐou: An f

bajmwtì pedÐo sthn M , ∀ta ∈ Vp isqÔei

t(f) = ta∇af

kai sun jwc

(5) ∇a∇bf = ∇b∇af .

'Enac tètoioc telest c eÐnai h merik  par�gwgoc ∂a h opoÐa sqetÐzetai

�mesa me to sÔsthma suntetagmènwn pou èqoume orÐsei. OrÐzoume th dr�sh

tou telest  ∂a p�nw se tuqaÐo tanust  Aa1...ak
b1...bl ètsi ¸ste oi sunist¸sec

tou tanust  pou prokÔptei na eÐnai Ðsec me:

∂σA
µ1...µk

ν1...νl =
∂(Aa1...ak

b1...bl)

∂xσ
(2.24)

Me b�sh tic idiìthtec thc merik c parag¸gou mporoÔn na epalhjeujeÐ h isqÔc

twn idiot twn 1-5. Fusik� k�tw apì èna sugkekrimèno sÔsthma suntetagmè-

nwn o telest c ∂a eÐnai mia eidik  perÐptwsh diaforikoÔ telest  gegonìc to

opoÐo mac apotrèpei apì to na ton qrhsimopoioÔme kat� th diatÔpwsh fusi-

k¸n nìmwn. Kai autì epeid  de sundèetai �mesa me th dom  thc pollaplìthtac

all� mèsw thc epilog c tou q�rth ψ.

MporoÔme ìmwc na doÔme ìti up�rqei mia apeirÐa tètoiwn telest¸n. Xekin�-

me apì to apaÐthsh ìti dÔo oipoioid pote diaforikoÐ telestèc∇a kai ∇̃a prèpei

na èqoun thn Ðdia dr�sh p�nw se k�je bajmwtì pedÐo f , dhlad  ∇̃af = ∇af .

Proqwr�me sth dr�sh touc se tuqaÐo duðkì pedÐo ωa . ApodeiknÔetai ìti en¸

oi tanustèc ∇̃aωb kai ∇aωb se tuqaÐo shmeÐo p exart¸ntai apì to p¸c meta-

b�lletai to pedÐo ωa kaj¸c apomakrunìmaste apì to p h diafor� ∇̃aωb−∇aωb

exart�tai mìno apì thn topik  tim  tou ωa sto shmeÐo p. Autì mac deÐqnei
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ìti h diafor� aut  apotelèi èna tanustikì pedÐo ∇̃a−∇a orismèno p�nw ston

efaptìmeno q¸ro k�je shmeÐou p ∈ M pou apeikonÐzei 1-morfèc se tanustèc

tÔpou (0,2) sto p kai to opoÐo ja sumbolÐzoume me Cc
ab. H diafor� dr�shc

dhlad  metaxÔ opoiond pote dÔo diaforik¸n telest¸n p�nw se 1-morfèc ja

eÐnai

∇̃a −∇aωb = Cc
abωc , (2.25)

kai autì deÐqnei thn eleujerÐa pou up�rqei sthn epilog  miac sunalloÐwthc

parag¸gou p�nw sthn pollaplìthta, h opoÐa isodunameÐ me thn epilog  tou

tanustikoÔ pedÐou Cc
ab. Ta parap�nw sunoyÐzontai sthn exÐswsh:

∇aωb = ∇̃aωb − Cc
abωc (2.26)

H eleujerÐa ìmwc aut  periorÐzetai apì thn apaÐthsh o tanust c Cc
ab na

eÐnai summetrikìc wc proc touc k�tw deÐktec tou, k�ti pou prokÔptei kateu-

jeÐan apì thn idiìthta 5. 'Estw f tuqaÐo bajmwtì pedÐo. OrÐzw thn 1-morf 

ωa = ∇af = ∇̃af kai antikajist¸ sthn exÐswsh 2.26.

∇a∇bf = ∇̃a∇̃bf − Cc
ab∇cf (2.27)

An xanagr�youme thn Ðdia exÐswsh metajètontac touc deÐktec a, b kai afairè-

soume kat� mèlh, kai dedomènou ìti ∇a∇bf = ∇b∇af (pou isqÔei epÐshc gia

∇̃a ) katal goume sthn:

Cc
ab∇cf = Cc

ba∇cf   Cc
ab = Cc

ba . (2.28)

'Etsi o bajmìc eleujerÐac thc parag¸gishc ja exart�tai �mesa apì th di�sta-

sh thc pollaplìthtac. Gia n diast�seic èqoume Cc
ab me n2(n+1)/2 eleÔjerec

paramètrouc (anex�rthtec sunist¸sec).

Sth sunèqeia mporoÔme na broÔme th diafor� dr�shc dÔo sunalloÐwtwn

parag¸gwn se tuqaÐo dianusmatikì pedÐo ta. GnwrÐzoume ìti an ωa duðkì pedÐo,

tìte gia to bajmwtì ωata ja isqÔei:

(∇̃a −∇a)(ωbt
b) = 0⇒

ωb[C
b
act

c + (∇̃a −∇a)t
b] = 0 ,
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�ra telik�,

∇at
b = ∇̃at

b + Cb
act

c (2.29)

GenikeÔontac gia th dr�sh p�nw se tanust  tÔpou (k, l) katal goume ston

kanìna:

∇aT
b1...bk

c1...cl = ∇̃aT
b1...bk

c1...cl+
∑
i

Cbi
adT

b1...d...bk
c1...cl−

∑
j

Cd
acjT

b1...bk
c1...d...cl

(2.30)

K�tw apì èna sugkekrimèno sÔsthma suntetagmènwn h diafor� miac su-

nalloÐwthc parag¸gou apì ton telest  thc merik c parag¸gou ∂a èqei ton

eidikì sumbolismì Cc
ab → Γcab (sÔmbola Christoffel ), dhlad  h (2.29) gÐnetai:

∇at
b = ∂at

b + Γbact
c (2.31)

Prèpei na tonisteÐ ed¸ ìti o Γbac den eÐnai tanust c kaj¸c oi sunist¸sec

tou de metasqhmatÐzontai sÔmfwna me ton kanìna gia touc tanustèc. Autì

sumbaÐnei epeid  me thn allag  sust matoc suntetagmènwn all�zei tautìqro-

na kai o telest c thc merik c parag¸gou apì ∂a se ènan nèo ∂′a.

2.2.2 Par�llhlh metatìpish

'Opwc eÐdame prohgoumènwc en gènei den up�rqei fusikìc trìpoc na sugkrÐnei

kaneÐc dianÔsmata pou an koun se efaptìmenouc q¸rouc diaforetik¸n sh-

meÐwn p, q miac pollaplìthtac. Mèsw thc sunalloÐwthc parag¸gishc ìmwc

mporoÔme na kataskeu�soume mia diadikasÐa par�llhlhc metafor�c dianusm�-

twn p�nw se oloklhrwtikèc kampÔlec dianusmatik¸n pedÐwn.

Dojèntoc enìc diaforikoÔ telest  ∇a orÐzoume thn par�llhlh metafor�

kat� m koc thc kampÔlhc C(λ) wc ex c: an ta to efaptìmeno dianusmatikì

pedÐo thc C, dhlad  tµ = dxµ

dλ
, orÐzw wc to par�llhla metaferìmeno va to

pedÐo pou ikanopoieÐ

ta∇av
b = 0 (2.32)

p�nw sth C. H sustol  tou efaptìmenou dianÔsmatoc me to deÐkth thc su-

nalloÐwthc parag¸gou deÐqnei ìti h apeirost  metabol  tou dianÔsmatoc vb
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se k�je shmeÐo gÐnetai proc thn kateÔjunsh tou dianusmatoc ta. 'Etsi h exÐ-

swsh deÐqnei ìti sugkrÐnontac kat� m koc thc kampÔlhc to di�nusma va me ton

eautì tou, de metab�lletai Genikìtera mporoÔme na poÔme ìti ènac tanust c

T b1...bk c1...cl metafèretai par�llhla kata m koc twn oloklhrwtik¸n kampul¸n

tou pedÐou ta ìtan isqÔei:

ta∇aT
b1...bk

c1...cl = 0 . (2.33)

Se sugkekrimèno sÔsthma suntetagmènwn h exÐswsh gÐnetai gia di�nusma:

ta∂av
b + taΓbacv

c = 0 , (2.34)

en¸ gia tanust  èqei parìmoia morf  se antistoiqÐa me thn exÐswsh 2.30.

Metafrasmènh se ìrouc sunistws¸n h 2.34 gÐnetai:

dvν

dt
+
∑
µ,λ

tµΓνµλv
λ = 0. (2.35)

Apì thn teleutaÐa exÐswsh faÐnetai amèswc h Ôparxh kai monadikìthta tou

par�llhla metaferìmenou dianusmatikoÔ pedÐou va wc proc thn kampÔlh C.

'Etsi mporoÔme na tautopoi soume dÔo dianusmatikoÔc q¸rouc Vp, Vq se

diaforetik� shmeÐa p kai q thc M an mac dwjoÔn mia sunalloÐwth par�gwgoc

kai mia kampÔlh metafor�c pou sundèei ta dÔo shmeÐa. Bèbaia to apotèlesma

mporeÐ na eÐnai diaforetikì gia diaforetikèc kampÔlec metafor�c, k�ti pou

apoteleÐ èna shm�di kampÔlwshc thc pollaplìthtac sthn perioq  aut .

An h pollaplìtht� mac eÐnai efodiasmènh me mia metrik , gab, h epiplèon

dom  pou apokt�ei mac epitrèpei na epilèxoume ènan diaforikì telest  ∇a

epib�llontac th sunj kh

ta∇a(gbcv
bwc) = 0 ∀va, wa ∈ Vp , (2.36)

pou diathreÐ to eswterikì ginìmeno se k�je kampÔlh ìtan ta va, wa metafè-

rontai par�llhla p�nw se aut n. Tìte ja èqoume:

ta∇a(gbcv
bwc) = gbcv

bta∇a(w
c) + gbcw

cta∇a(v
b) + vbwcta∇a(gbc)

= vbwcta∇a(gbc) = 0 ,
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h opoÐa efìson isqÔei gia tuqaÐa dianÔsmata sunep�getai

∇agbc = 0 (2.37)

Je¸rhma 2.2.1. An gab metrik , up�rqei akrib¸c mÐa ∇a pou na ikanopoieÐ

∇agbc = 0

Apìdeixh. 'Estw ∇̃a. AnazhtoÔme lÔseic Cc
ab ¸ste o nèoc ∇a na ikanopoieÐ

thn exÐswsh 2.37. Tìte ja eÐnai apì 2.30:

∇agbc = 0 ⇒ ∇̃a − Cd
abgdc − Cd

acgbd = 0⇒ (2.38)

Ccab + Cbac = ∇̃agbc (2.39)

en¸ enall�sontac touc deÐktec a, b, c paÐrnoume tic dÔo epiplèon exis¸seic.

Ccba + Cabc = ∇̃bgac (2.40)

Cbca + Cacb = ∇̃cgab (2.41)

Prosjètoume tic dÔo pr¸tec kai afairoÔme apì thn teleutaÐa opìte telik�

qrhsimopoi¸ntac th summetrÐa Cc
[ab] = 0

Cc
ab =

1

2
gcd
{
∇̃cgbd + ∇̃bgad − ∇̃dgab

}
, (2.42)

h opoÐa ikanopoieÐ thn ex. 2.37 kai eÐnai monadik .

Me ton trìpo autì mporoÔn na upologistoÔn kai ta sÔmbola Christoffel

me tic sunist¸sec touc na eÐnai:

Γλµν =
1

2

∑
σ

gλσ
{
∂gνσ
∂xµ

+
∂gµσ
∂xν

− ∂gµν
∂xσ

}
(2.43)

2.2.3 Par�gwgoc Lie

'Estw leÐo dianusmatikì pedÐo va p�nw sthn pollaplìthta M . Tìte autì

genn�ei mia monoparametrik  oikogèneia diaforomorfism¸n φt : M 7→ M wc

ex c: jewr¸ tic oloklhrwtikèc kampÔlec tou pedÐou oi opoÐec eÐnai parametro-

poihmènec me mia par�metro t. Th metafor� enìc shmeÐou thc pollaplìthtac,
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kat� m koc thc oloklhrwtik c kampÔlhc pou pern�ei apì autì, se èna �llo

shmeÐo p�nw sthn Ðdia kampÔlh me parametrik  apìstash apì to arqikì Ðsh

me t, th sumbolÐzoume me φt. H k�je φt eÐnai mÐa apeikìnish apì shmeÐa thc

M se shmeÐa thc M gia thn opoÐa isqÔei ìti φt ◦ φs = φt+s kai φ−1
t = φ−t

kai m�lista k�je φt eÐnai C∞, 1-1 kai epÐ kai profan¸c to Ðdio isqÔei gia thn

antÐstrof  thc. 'Ara gia k�je tim  tou t h φt eÐnai diaforomorfismìc.

Ja epiqeir soume mèsw diaforomorfismoÔ φ na metafèroume ènan tuqaÐo

tanustikì pedÐo ep�nw sthn pollaplìthta, kai mèsw thc apeirost c metafor�c

ja orÐsoume èna eÐdoc parag¸gishc tou pedÐou k�ta thn kateÔjunsh metafo-

r�c. H kateÔjunsh aut  profan¸c ja orÐzetai apì to efaptìmeno di�nusma

thc kampÔlhc metafor�c.

O k�je φt kajorÐzei autìmata mia metafor� sunart sewn kat� m koc thc

pollaplìthtac. An p ∈M kai q = φt(p) h apeikìnish tou p pou apèqei t p�nw

sthn kampÔlh, tìte mporoÔme na metafèroume thn tim  pou paÐrnei mia tuqaÐa

sun�rthsh f sto p, sto nèo shmeÐo q kai orÐzoume thn f ∗t = f ◦ φt : M 7→ R
¸ste: f ∗t (q) = f(p).

MporoÔme t¸ra na suneqÐsoume to sullogismì ¸ste na epekteÐnoume se

metafor� tanust¸n p�nw stic oloklhrotikèc kampÔlec. OrÐzoume thn apei-

kìnish φ∗t : Vp 7→ Vφt(p) pou metafèrei dianÔsmata apì ton efaptìmeno sto p

q¸ro ston antÐstoiqo tou q wc ex c: an va ∈ Vp tìte gia to (φ∗tv)a ∈ Vq ja
isqÔei:

(φ∗tv)(f) = v(f ◦ φt) (2.44)

gia k�je leÐa sun�rthsh f .

GnwrÐzontac t¸ra p¸c na metafèroume dianÔsmata apì to p sto q, sune-

qÐzoume orÐzontac antÐstoiqh apeikìnish gia 1-morfèc, qrhsimopoi¸ntac th φt

gia na metafèroume 1-morfèc proc ta pÐsw, dhlad  apì to sunefaptìmeno V ∗q

ston V ∗p wc ex c: orÐzoume th φt∗ : V ∗q 7→ V ∗p ètsi ¸ste an ωa ∈ V ∗q gia k�je

di�nusma va ∈ Vp (kai to antÐstoiqo (φ∗tv)a ∈ Vq) na èqoume,

(φt∗ω)av
a = ωa(φ

∗
tv)a (2.45)
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kai genik� gia tanust  tÔpou (0, l):

(φt∗T )b1···blv
b1
1 · · · v

bl
l = Tb1···bl(φ

∗
tv1)b1 · · · (φ∗tvl)bl (2.46)

EpekteÐnoume t¸ra th qr sh thc φ∗t gia tanustèc tÔpou (k, 0) apì to p

sto q me ton Ðdio trìpo:

(φ∗tT )a1···ak(ω1)a1 · · · (ωl)ak = T a1···ak(φt∗ω1)a1 · · · (φt∗ωk)ak (2.47)

kai gnwrÐzontac ìti up�rqei h antÐstrofh apeikìnish φ−1
t h opoÐa m�lista eÐnai

h φ−t qrhsimopoioÔme th φ∗−t h opoÐa metafèrei tanustèc (0, k) apì to q proc

ta pÐsw, stì p. 'Etsi gia k�je diaforomorfismì φt orÐzoume thn apeikìnish

apì tuqaÐo tanust  T tÔpou (k, l) sto p se tanust  (φ∗tT ) Ðdiou tÔpou sto q

wc:

(φ∗tT )a1···ak
b1···bl (ω1)a1 · · · (ωl)akv

b1
1 · · · v

bl
l = T a1···ak

b1···bl (φt∗ω1)a1 · · · (φ∗−tvl)bl . (2.48)

An gia k�poio tanustikì pedÐo T h metafor� tou mèsw thc φt to af nei

amet�blhto, dhlad  (φ∗tT ) = T tìte lème ìti h φt eÐnai ènac metasqhmatismìc

summetrÐac tou pedÐou,   ìti o tanust c T mènei analloÐwtoc k�tw apì th

dr�sh thc φt. Sthn eidik  perÐptwsh pou to tanustikì pedÐo tuqaÐnei na eÐnai

h metrik  gab, kai isqÔei (φ∗tg)ab = gab, tìte h φt kaleÐtai isometrÐa.

To epìmeno b ma prokeimènou na orÐsoume mia parag¸gish kat� m koc

tuqaÐou dianusmatikoÔ pedÐou, eÐnai na jewr soume apeirost  metafor� twn

tanust¸n p�nw sthn oloklhrwtik  kampÔlh. Autì gÐnetai paÐrnontac to ìrio

gia thn par�metro t thc kampÔlhc pou xekin� apì to p na teÐnei sto mhdèn

kai sugkrÐnontac ton apeirost� metatopismèno kat� −t tanust  me ton arqikì
tanust  sto shmeÐo p. Sugkekrimèna an va leÐo dianusmatikì pedÐo to opoÐo

genn�ei th monoparametrik  oikogèneia diaforomorfism¸n φt tìte h par�gwgoc

Lie , £v enìc tanust  T
a1···ak
b1···bl wc prìc to va orÐzetai wc:

£vT
a1···ak

b1···bl = lim
t→0

{
φ∗−tT

a1···ak
b1···bl − T a1···ak

b1···bl
t

}
, (2.49)

se k�je shmeÐo p thc pollaplìthtac. O telest c £v eÐnai mia grammik  a-

peikìnish apì leÐa tanustik� pedÐa tÔpou (k, l) se leÐa tanustik� pedÐa Ðdiou

37



tÔpou kai èqei ìlec tic idiìthtec enìc diaforikoÔ telest . An gia k�je t ∈ R o

metasqhmatismìc φt apoteleÐ summetrÐa tou tanustikoÔ pedÐou T autì shmaÐ-

nei autìmata ìti o T eÐnai stajerìc kat� m koc twn oloklhrwtik¸n kampÔlwn

kai £vT = 0 pantoÔ sthn pollaplìthta M .

EpÐshc, efìson to d.p. va ef�ptetai stic oloklhrwtikèc kampÔlec twn φt

p�nta ja èqoume

£v(f) = v(f) . (2.50)

An t¸ra tautÐsoume thn oloklhrwtik  kampÔlh metafor�c me ton �xona

enìc sust matoc anafor�c (p.q. x1) autì sunep�getai amèswc gia tic suni-

st¸sec thc parag¸gou Lie tuqaÐou tanust  T ìti:

£vT
µ1···µk

ν1···νl =
∂T µ1···µk

ν1···νl
∂x1

(2.51)

afoÔ tìte va = (∂/∂x1)a. 'Estw se autì to prosarmosmèno sÔsthma ìti

upologÐzoume thn par�gwgo Lie enìc dianusmatikoÔ pedÐou wa, tìte oi suni-

st¸sec ja eÐnai,

£vw
µ =

∂wµ

∂x1
. (2.52)

Y�qnoume mia èkfrash anex�rthth sust matoc suntetagmènwn. ParathroÔme

ìti o metajèthc twn va, wa ja èqei epÐshc sunist¸sec:

[v, w]µ =
∑
ν

(
vν
∂wµ

∂xν
− wν ∂v

µ

∂xν

)
=
∂wµ

∂x1
(2.53)

kai sunep¸c h par�gwgoc Lie tou pedÐou mporeÐ na ekfrasteÐ anexart twc

sust matoc suntetagmènwn mèsw tou metajèth.

£vw
a = [v, w]a . (2.54)

Gia na doÔme p¸c dra h par�gwgoc Lie p�nw sta di�fora tanustik� pedÐa,

xekin�me me to tuqaÐo bajmwtì f = µaw
a kai qrhsimopoi¸ntac ton kanìna

Leibnitz kai tic 2.54, 2.50 ja p�roume,

£v(µaw
a) = wa £vµa + µa[v, w]a = v(µaw

a) . (2.55)
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'Omwc apì ton orismì thc sunalloÐwthc parag¸gou (idiìthta 4) èqoume:

v(µaw
a) = vb∇b(µaw

a) = vbwa∇bµa + vbµa∇bw
a (2.56)

en¸ mporoÔme epÐshc na gr�youme to metajèth wc:

[v, w]a = vb∇bw
a − wb∇bv

a . (2.57)

'Ara telik�,

vbwa∇bµa + vbµa∇bw
a = wa £vµa + µav

b∇bw
a − µawb∇bv

a ⇒

£vµa = vb∇bµa + µb∇av
b . (2.58)

EÔkola brÐskoume ìti h antÐstoiqh sqèsh gia di�nusma wa ja eÐnai

£vw
a = vb∇bw

a − wb∇av
b , (2.59)

kai genik� gia tanust  tÔpou (k, l) ja èqoume ton kanìna

£vT
a1···ak

b1···bl = vc∇cT
a1···ak

b1···bl−
k∑
i=1

T a1···c···ak
b1···bl∇cv

ai+
l∑

j=1

T a1···ak
b1···c···bl∇bjv

c

(2.60)

'Estw t¸ra qwrìqronoc (M, gab). An φ : M 7→ M diaforomorfismìc,

tìte oi qwrìqronoi (M, gab) kai (M,φ∗gab) eÐnai fusik� isodÔnamoi, perigr�-

foun dhlad  ton Ðdio fusikì kìsmo. Kat' epèktash, to Ðdio isqÔei gia tic

monoparametrikèc oikogèneiec qwrìqronwn (M, gab(λ)) kai (M,φ∗λgab). 'Etsi

oi akìloujec metabolèc pou sumbolÐzw me γab kai γ′ab antiproswpeÔoun iso-

dÔnamec diataraqèc.

γab =
dgab(λ)

dλ

∣∣∣∣
λ=0

, γ′ab =
dφ∗λgab
dλ

∣∣∣∣
λ=0

(2.61)

Apì ton orismì thc parag¸gou Lie , ex. 2.49 faÐnetai ìti opoiesd pote

dÔo tètoiec isodÔnamec ekfr�seic ja sundèontai mèsw thc sqèshc

γ′ab = γab −£vgab(0) (2.62)
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kai o teleutaÐoc ìroc mac dÐnei akrib¸c thn eleujerÐa bajmÐdac (gauge invari-

ance ) thc metrik c sth GJS, h opoÐa ofeÐletai akrib¸c sth summetrÐa k�tw

apì diaforomorfismoÔc. Ed¸ va eÐnai to pedÐo pou genn� touc φλ en¸ me gab

sumbolÐzoume thn adiat�rakth metrik  (gia λ = 0). 'Omwc apì thn 2.60 ja

èqoume

£vgab = vc∇cgab + gac∇bv
c + gcb∇av

c = 2∇(avb) , (2.63)

afoÔ o 1oc ìroc feÔgei an dialèxoume th susqetismènh me th metrik  su-

nalloÐwth par�gwgo. 'Ara telik� h eleujerÐa bajmÐdac sunoyÐzetai se èna

aujaÐreto leÐo dianusmatikì pedÐo va mèsw thc sqèshc:

γ′ab = γab −∇avb −∇bva . (2.64)

2.3 Kampulìthta

Sth Genik  Sqetikìthta mil�me sun jwc gia th gewmetrÐa kai kurÐwc thn kam-

pulìthta tou qwrìqronou. Ti shmaÐnei ìmwc akrib¸c ìti mÐa pollaplìthta

emfanÐzei kampulìthta kai p¸c mporoÔme posotik� na prosdiorÐsoume thn kam-

pulìthta aut ; 'Enac q¸roc mhdenik c kampulìthtac lème ìti eÐnai epÐpedoc.

Ta qarakthristik� enìc epÐpedou q¸rou (ìpwc o EukleÐdioc R3) phg�zoun

apì to gegonìc ìti mporoÔme p�nta na broÔme eidikèc kampÔlec, tic opoÐec

onom�zoume eujeÐec grammèc. Oi eujeÐec se ènan epÐpedo q¸ro apoteloÔn to

sÔnolo twn protim¸menwn eujei¸n p�nw stic opoÐec metafèroume par�llhla

dianÔsmata, ètsi ¸ste opoiod pote par�llhla metaferìmeno di�nusma apì èna

shmeÐo p se èna �llo shmeÐo q, na mhn exart�tai apì th diadrom  pou akolou-

jeÐtai, efìson h k�je diadrom  pou en¸nei ta dÔo shmeÐa mporeÐ na analujeÐ

se diadoqikèc eujeÐec grammèc. Diaforetikèc eujeÐec dhlad , metafèroun to

di�nusma me ton Ðdio trìpo se opoiod pote shmeÐo. P�nw se mia tètoia pol-

laplìthta mporoÔme na tautÐsoume kat� monadikì trìpo touc dianusmatikoÔc

q¸rouc ìlwn twn shmeÐwn metaxÔ touc. 'Etsi, ìpwc kai sthn perÐptwsh tou

eukleÐdiou q¸rou Rn, h par�llhlh metafor� dianusm�twn eÐnai mia tetrimmènh

upìjesh.

40



K�ti tètoio de sumbaÐnei ìmwc kai se pollaplìthtec pou emfanÐzoun kam-

pulìthta, ìpwc gia par�deigma h epif�neia miac sfaÐrac. An prospaj soume

na metafèroume èna di�nusma apì èna shmeÐo thc pollaplìthtac se èna �llo,

ja doÔme ìti to apotèlesma exart�tai genik� apì th diadrom  pou epilègoume.

Pr�gma pou shmaÐnei ìti kat� m koc tuqaÐac kleist c diadrom c, h par�l-

lhlh metafor� enìc dianÔsmatoc, se antÐjesh me thn epÐpedh perÐptwsh, den

epistrèfei p�nta to Ðdio di�nusma sto arqikì shmeÐo p. Thn apotuqÐa thc

diadikasÐac aut c ja ekfr�soume amèswc met� mèsw tou tanust  kampulì-

thtac Riemann o opoÐoc perièqei ìlec tic aparaÐthtec plhroforÐec gia thn

kampÔlwsh thc pollaplìthtac p�nw sthn opoÐa orÐzetai.

2.3.1 O Tanust c Riemann

Ac prospaj soume loipìn na orÐsoume posotik� thn kampulìthta qrhsimo-

poi¸ntac mìno to pedÐo tou metrikoÔ tanust . H kampulìthta miac polla-

plìthtac M efodiasmènhc me mia metrik  gab ja ekfr�zetai apì ènan tanust 

tÔpou (1,3) , ton opoÐo onom�zoume tanust  Riemann , sumbolÐzoume me Rabc
d

kai orÐzetai wc ex c.

'Estw tuqaÐo duðkì dianusmatikì pedÐo ωa kai èstw ∇a h sunalloÐwth

par�gwgoc susqetismènh me th metrik  gab. OrÐzoume ton tanust  Riemann

mèsw thc sqèshc:

Rabc
dωd = ∇a∇bωc −∇b∇aωc . (2.65)

ApodeiknÔetai ìti o telest c (∇a∇b −∇b∇a) orÐzei mia grammik  apeikìnish

apì tic 1-morfèc tou sunefaptìmenou q¸rou enìc shmeÐou p ∈M se tanustèc

tÔpou (0,3) sto shmeÐo autì. O Rabc
d loipìn apoteleÐ ìntwc ènan tanust 

(1,3).

H sÔndesh t¸ra tou tanust  autoÔ me thn ènnoia thc kampulìthtac gÐnetai

an parathr soume pwc o tanust c riman ekfr�zei thn apotuqÐa enìc tuqaÐou

dianÔsmatoc va na metaferjeÐ ston eautì tou met� apì mia apeirost  kleist 

par�llhlh metafor� (brìqo). An jewr soume ènan apeirostì tetr�gwno brì-

qo me pleurèc m kouc ∆t,∆s efaptìmenec sta dianÔsmata T a, Sa antÐstoiqa,

p�nw stic opoÐec ja metafèroume par�llhla to va, tìte h diafor� δva metaxÔ
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tou arqikoÔ dianÔsmatoc kai tou par�llhla metaferìmenou ja dÐnetai apì th

dr�sh tou tanust  kampulìthtac Riemann sta parap�nw dianÔsmata.

δva = ∆t∆svdT cSbRcbd
a (2.66)

O tanust c Riemann epomènwc mporeÐ na ermhneujeÐ kai wc mia upologi-

stik  mhqan  stic upodoqèc thc opoÐac an eis�goume to di�nusma pou jèloume

na metafèroume kai ta dÔo dianÔsmata pou orÐzoun to epÐpedo tou apeirostoÔ

brìqou metafor�c, ja mac epistrèyei wc apotèlesma th metabol  tou telikoÔ

dianÔsmatoc se sqèsh me to arqikì.

Idiìthtec tou tanust  Riemann

EÐdame ston orismì tou Rabc
d to apotèlesma pou èqei h dr�sh tou tanust 

p�nw se 1-morfèc. H idiìthta Leibnitz thc ∇a mac protrèpei na upologÐsoume

th dr�sh p�nw se tuqaÐo di�nusma ta wc ex c: 'Estw bajmwtì pedÐo taωa. Tìte

0 = (∇a∇b −∇b∇a)(t
cωc)

= ∇a(ωc∇bt
c + tc∇bωc)−∇b(ωc∇at

c + tc∇aωc)

= ωc(∇a∇b −∇b∇a)t
c + tc(∇a∇b −∇b∇a)ωc ⇒

(∇a∇b −∇b∇a)t
c = −Rabd

ctd (2.67)

Kai genik� apodeiknÔetai epagwgik� o kanìnac gia tanustikì pedÐo tÔpou

(k, l):

(∇a∇b−∇b∇a)T
c1···ck

d1···dl = −
k∑
i=1

Rabe
ciT c1···e···ckd1···dl+

l∑
j=1

Rabdj
eT c1···ckd1···e···dl

(2.68)

Apì th fÔsh tou o tanust c Riemann ikanopoieÐ tic akìloujec summetrÐec:

· Rabc
d = −Rbac

d (2.69)

· R[abc]
d = 0 (2.70)

· Rabcd = −Rabdc (2.71)

· ∇[aRbc]d
e = 0 (2.72)
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H teleutaÐa exÐswsh 2.69 eÐnai gnwst  kai wc exÐswsh Bianchi .

H monadik  mh tetrimmènh sustol  metaxÔ dÔo deikt¸n tou Rabc
d kai sug-

kekrimèna metaxÔ tou 2ou kai 4ou (  isodÔnama 1ou kai 3ou) deÐkth mac dÐnei

ton tanust  Ricci Rab :

Rac = Radc
d (2.73)

o opoÐoc klhronomeÐ th summetrÐa:

Rab = Rba (2.74)

kai tou opoÐou to Ðqnoc kaloÔme bajmwtì Ricci

R = Ra
a = gabRab . (2.75)

Mia exairetik� shmantik  gia th Genik  Sqetikìthta exÐswsh pou ikanopoieÐ

o tanust c kai to bajmwtì Ricci prokÔptei apì th sustol  thc exÐswshc

Bianchi 2.69:

∇aRbcd
a +∇bRcd −∇cRbd = 0 (2.76)

h opoÐa an pollaplasiasteÐ me gbd dÐnei

∇aRc
a +∇bRc

b −∇cR = 0⇒ (2.77)

2∇aRab −∇a(gabR) = 0 (2.78)

  alli¸c:

∇aGab = 0 , (2.79)

ìpou mìlic orÐsame ton tanust  Einstein Gab wc ton summetrikì tanust 

Gab = Rab −
1

2
Rgab . (2.80)

To idiaÐtero gn¸risma pou qarakthrÐzei ton tanust  autìn brÐsketai sthn

exÐswsh 2.79 h opoÐa mac lèei ìti o tanust c Einstein diathreÐtai.

MporoÔme na upologÐsoume tic sunist¸sec thc kampulìthtac ekfr�zontac

ton tanust  Riemann se èna tuqaÐo sÔsthma suntetagmènwn. Apì tic 2.65

kai 2.26 paÐrnoume:

∇a∇bωc = ∂a(∂bωc − Γdbcωd − Γeab(∂eωc − Γdecωd)− Γeca(∂bωe − Γdbeωd) (2.81)
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Qrhsimopoi¸ntac th metajetikìthta twn ∂a, ∂b , kai th summetrÐa Γcab = Γcba

katal goume ìti:

Rabc
dωd = 2∇[a∇b]ωc = [−2∂[aΓ

d
b]c + 2Γec[aΓ

d
b]e]ωd (2.82)

'Etsi oi sunist¸sec Rµνρ
σ ja dÐnontai mèsw twn sumbìlwn Christoffel kai

kat' epèktash (lìgw thc 2.43) thc metrik c kai twn parag¸gwn mèqri b' t�xhc:

Rµνρ
σ =

∂

∂xν
Γσµρ −

∂

∂xµ
Γσνρ +

∑
λ

(ΓλµρΓ
σ
λν − ΓλνρΓ

σ
λµ) (2.83)

2.3.2 Exwgen c Kampulìthta

Pèra ìmwc apì thn eswterik  kampulìthta pou mporeÐ na èqei h gewmetrÐa

miac pollaplìthtac, mporoÔme na mil soume kai gia mia �llou eÐdouc kampulì-

thta, thn exwgen  kampulìthta, h opoÐa emfanÐzetai ìtan anaferìmaste se mia

pollaplìthta embaptismènh mèsa se mia �llh. Gia par�deigma, èna fÔllo qar-

tioÔ den èqei apì mìno tou k�poia eswterik  kampulìthta efìson mporoÔme

se k�je shmeÐo na orÐsoume thn epÐpedh didi�stath EukleÐdia metrik . To Ðdio

fÔllo qartioÔ ìmwc embaptismèno ston trisdi�stato q¸ro mporeÐ na p�rei mh

epÐpedo sq ma, an gia par�deigma to tulÐxoume se ènan kÔlindro. Aut  eÐnai h

genik  idèa thc exwgenoÔc kampulìthtac pou emfanÐzei mia upopollaplìthta

S embaptismènh sthn M .

Gia na orÐsoume ton tanust  exwgenoÔc kampulìthtac ton opoÐo sumbolÐ-

zoume me Kab ergazìmaste wc ex c: 'Estw n-di�stath pollaplìthta M kai

èstw S mikrìterhc di�stashc upopollaplìthta embaptismènh se aut . Tìte

se k�je shmeÐo thc S orÐzoume wc na to monadiaÐo di�nusma k�jeto sthn S.

H exwgen c kampulìthta thc S orÐzetai wc

Kab = ∇anb ,   isodÔnama, Kab =
1

2
£ngab . (2.84)

2.4 Gewdaisiakèc

Dojèntoc enìc diaforikoÔ telest ∇a , kai epomènwc miac ènnoiac par�llhlhc

metatìpishc p�nw sthn pollaplìthta, orÐzoume mia gewdaisiak  wc thn kam-
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pÔlh thc opoÐac to efaptìmeno di�nusma metafèretai par�llhla kat� m koc

tou eautoÔ tou. Epomènwc mia kampÔlh me efaptìmeno dianusmatikì pedÐo va

tètoio ¸ste na ikanopoieÐ:

va∇av
b = 0   akìma va∇av

b = αvb (2.85)

qarakthrÐzetai wc gewdaisiak . H deÔterh sqèsh mporeÐ eÔkola na d¸sei

thn pr¸th me mia apl  kat�llhlh parametropoÐhsh thc kampÔlhc �   tou

dianusmatikoÔ pedÐou (affine parametrization ).

'Etsi se mia tuqaÐa kampulwmènh pollaplìthta, oi gewdaisiakèc mporoÔn

na jewrhjoÔn wc oi ' eujÔterec dunatèc kampÔlec ' kai, ìpwc eÐdame proh-

goumènwc, sth GJS katèqoun to rìlo twn troqi¸n pou akoloujoÔn klasik�

swmatÐdia ta opoÐa pèftoun eleÔjera.

Se èna sÔsthma suntetagmènwn ψ , h gewdaisiak  ja eÐnai mia kampÔlh :

t ∈ R→ xµ(t) ∈ Rn me
dxµ

dt
= vµ.

Apì thn ex. gewdaisiak c 2.85 paÐrnoume gia tic sunist¸sec sto sugkekrimèno

sÔsthma suntetagmènwn :

va∇av
b = 0 =⇒ va∂av

b+vaΓbacv
c = 0 =⇒ dvµ

dt
+
∑
ν,λ

vνΓµνλv
λ = 0

=⇒ d2xµ

dt2
+
∑
ν,λ

Γµνλ
dxν

dt

dxλ

dt
= 0 (2.86)

Prìkeitai gia èna sÔsthma n hmigrammik¸n diaforik¸n exis¸sewn b' t�-

xhc, gia tic opoÐec, ìpwc gnwrÐzoume apo jewr mata twn merik¸n diaforik¸n

exis¸sewn, up�rqei monadik  lÔsh xµ(t) gia k�je sÔnolo arqik¸n sunjhk¸n

(xµ(t0), ẋ
µ
(t0))

'Estw γs(t) mia leÐa monoparametrik  oikogèneia gewdaisiak¸n kampÔlwn

me par�metro s (∀s ∈ R, h γs(t) eÐnai gewdaisiak ).
To dianusmatikì pedÐo T a = ( ∂

∂t
)a eÐnai par�llhlo sthn oikogèneia gew-

daisiak¸n kai ikanopoieÐ : T a∇aT
b = 0

To dianusmatikì pedÐo Xa = ( ∂
∂s

)a anaparist� th metatìpish proc mia apei-

rost� kontin  gewdaisiak  kai kaleÐtai di�nusma apìklishc. An h gewdaisiak 
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èqei kajoristeÐ apì mÐa sunalloÐwth par�gwgo ∇a , th susqetismènh me ton

tanust  thc metrik c (isqÔei ∇agab = 0), tìte to Xa mporeÐ na epilegeÐ orjo-

g¸nio sto T a wc ex c : me parametropoÐhsh thc t mporoÔme na exasfalÐsoume

ìti to `mètro'

|T a| = gabT
aT b

eÐnai stajerì ∀s ∈ R. ProkÔptei epÐshc h metajetikìthta :

T a∇aX
b = Xa∇aT

b

MporoÔme epÐshc na frontÐsoume san arqik  sunj kh, h kampÔlh t = 0 na

eÐnai orjog¸nia se ìlec tic gewdaisiakèc. 'Etsi èqoume XaT a = 0 pantoÔ.

H posìthta va = T a∇aX
b mac dÐnei to rujmì metabol c thc apìstashc miac

apeirost� kontin c gewdaisiak c, kat� m koc thc gewdaisiak c. Mac deÐqnei

dhlad  p¸c plhsi�zoun   apomakrÔnontai oi gewdaisiakèc metaxÔ touc.

Tèloc orÐzoume th sqetik  epit�qunsh gewdaisiak¸n wc :

αa = T c∇cv
a

= T c∇c(T
b∇bX

a)

= T c∇c(X
b∇bT

a)

= (T c∇cX
b)(∇bT

a) +XbT c∇c∇bT
a

= (Xc∇cT
b)(∇bT

a) +XbT c∇b∇cT
a −Rcbd

aXbT cT d

= Xc∇c(T
b∇bT

a)−Rcbd
aXbT cT d

= −Rcbd
aXbT cT d

H parap�nw exÐswsh mac dÐnei th sqetik  epit�qunsh dÔo swm�twn pou �pè-

ftoun eleÔjera� se kontinèc troqièc upì thn epÐdrash thc barÔthtac, kai h

kÐnhsh aut  ermhneÔetai wc to apotèlesma twn legìmenwn palirroðk¸n dun�-

mewn.

Sth Genik  JewrÐa thc Sqetikìthtac èna apì ta basik� aÐt mata eÐnai ìti

ìla ta eleÔjera kinoÔmena s¸mata, ìla dhlad  ta adraneiak� sust mata ana-

for�c, kinoÔntai p�nw se gewdaisiakèc kampÔlec. To tetradi�nusma dhlad 

enìc adraneiakoÔ parathrht  ja ikanopoieÐ:

va∇av
b = 0 (2.87)
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To sumpèrasma autì mac protrèpei na broÔme mia èkfrash gia th mh adra-

neiak  kÐnhsh s¸matoc upì thn ep reia k�poiac dÔnamhc fa, h opoÐa prokaleÐ

mia epit�qunsh αa. H parap�nw exÐswsh t¸ra de ja dÐnei mhdèn, all� èna mh

mhdenikì di�nusma, to opoÐo ja eÐnai akrib¸c h epit�qunsh (wc rujmìc apì-

klishc thc troqi�c tou s¸matoc apì th gewdaisiak  troqi�. 'Etsi h exÐswsh

kÐnhshc ja gÐnei:

f b = mαb = va∇av
b , (2.88)

ìpou m h m�za hremÐac tou s¸matoc.

2.4.1 p-morfèc, stoiqeÐo ìgkou kai olokl rwsh

'Estw n-di�stath diaforik  pollaplìthtaM kai èstw ωa1···ap tanustikì pedÐo

tÔpou (0, p). OrÐzw wc pl rwc antisummetrikì tou ωa1···ap to tanustikì pedÐo

ω[a1···ap] pou orÐzetai wc

ω[a1···ap] =
1

l!

∑
π

δπωa1···ap , (2.89)

ìpou h �jroish gÐnetai p�nw se ìlec tic dunatèc metajèshc kai δπ to prìshmo

k�je met�jeshc. Lème ìti o tanust c ωa1···ap eÐnai mÐa p-morf  an eÐnai ènac

pl rwc antisummetrikìc (0, p) tanust c, an dhlad 

ωa1···ap = ω[a1···ap] . (2.90)

To sÔnolo twn pedÐwn p-morf¸n apoteleÐ ènan dianusmatikì q¸ro ton opoÐo

sumbolÐzoume me Λp, kai eÐnai di�stashc dimΛp = n!
p!(n−p) . 'Etsi gia p > n den

up�rqoun mh mhdenikèc p-morfèc en¸ gia p = n èqoume mìno mÐa anex�rthth

sunist¸sa n-morf¸n. EÔkola apodeiknÔetai b�sei thc antisummetrikìthtac

ìti ìlec oi sunalloÐwtec par�gwgoi miac p-morf c sumfwnoÔn metaxÔ touc.

Ton koinì tanust  (0, p + 1) pou prokÔptei ton sumbolÐzoume apl� me dω.

OrÐzoume t¸ra mÐa pr�xh thn opoÐa kaloÔme sfhnoeidèc ginìmeno kai sumbo-

lÐzoume me ∧ h opoÐa eÐnai mia apeikìnish ∧ : Λp × Λq 7→ Λp+q, kai ekfr�zetai

mèsw thc sqèshc:

(ω ∧ µ)a1···apb1···bq =
(p+ q)!

p!q!
ω[a1···apµb1···bq ] (2.91)
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Mia n-morf  loipìn ja mporeÐ p�nta na ekfr�zetai mèsw thc monadik c

sunist¸sac thc sthn n-morf  b�shc e = dx1 ∧ · · · ∧ dxn. An mporeÐ na bre-

jeÐ ε pedÐo n-morf¸n p�nw se olìklhrh thn pollaplìthta M tètoio ¸ste h

sun�rthsh pou antiproswpeÔei th monadik  tou sunist¸sa na mh mhdenÐzetai

poujen� sthn M , tìte lème ìti h pollaplìthta eÐnai prosanatolÐsimh. 'E-

na tètoio pedÐo kaleÐtai stoiqeÐo ìgkou. 'Estw anoiktì qwrÐo U ⊂ M pou

kalÔptetai apì to sÔsthma suntetagmènwn ψ. An ε = fdx1 ∧ · · · ∧ dxn to

pedÐo b�sh tou opoÐou gÐnetai o prosanatolismìc, tìte autìc qarakthrÐzetai

jetikìc an f > 0 pantoÔ kai arnhtikìc an f < 0.

Ja orÐsoume t¸ra thn olokl rwsh enìc pedÐou n-morfhc α p�nw se mia

prosanatolÐsimh pollaplìthta. Gia jetik� prosanatolismèno sÔsthma sun-

tetagmènwn orÐzoume to olokl rwma miac n-morf c p�nw sto qwrÐo U mèsw

tou antÐstoiqou sun jouc oloklhr¸matoc ston Rn:∫
U

α =

∫
ψ[U ]

α(x1, . . . , xn)dx1 ∧ · · · ∧ dxn (2.92)

To gnwstì je¸rhma Stokes metafr�zetai se ìrouc diaforik c gewmetrÐac

wc ex c:

Je¸rhma 2.4.1. 'EstwM mia n-di�stath sumpag c prosanatolismènh pol-

laplìthta me sÔnoro kai èstw α mia (n− 1)-morf  C1 p�nw sthn M. Tìte∫
int(N)

dα =

∫
Ṅ

α (2.93)

Tèloc, an h pollaplìthtaM eÐnai efodiasmènh me mia metrik , gab, up�rqei

mia fusik  epilog  gia èna sugkekrimèno �kanonikopoihmèno� stoiqeÐo ìgkou

gia to opoÐo telik� ja isqÔei f =
√
|g|   alli¸c:

ε =
√
|g|dx1 ∧ · · · ∧ dxn (2.94)
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Kef�laio 3

DiatÔpwsh probl matoc

arqik¸n tim¸n

Par� tic exairetik� epituqeÐc problèyeic kai ta anap�nteqa apotelèsmat� thc,

up�rqei mia seir� apì apait seic pou ja prèpei na ikanopoi sei h GJS, ¸ste

na mporeÐ na jewrijeÐ wc mia fusik� bi¸simh kai apodekt  jewrÐa. Mia basik 

proôpìjesh eÐnai aut  thc kal� topojethmènhc jewrÐac. Sthn klasik  mhqa-

nik , all� kai se jewrÐec pedÐou, ìpwc aut  tou hlektromagnhtismoÔ, ìpou

epikratoÔn kat' antistoiqÐa oi nìmoi tou NeÔtwna kai oi exis¸seic Maxwell

, sunant�me kai èqoume th dunatìthta na epilÔsoume mia plhj¸ra fusik¸n

problhm�twn, sun jwc ekpefrasmèna Ôpo th morf  problhm�twn arqik¸n ti-

m¸n. 'Etsi, kat� th melèth thc sumperifor�c enìc sust matoc, epib�lloume

mia seir� apì arqikèc sunj kec (p.q. jèsh-orm , H/M pedÐo) kai sth sunè-

qeia af noume to sÔsthma na exeliqjeÐ eleÔjera k�tw apì thn epÐdrash twn

antÐstoiqwn nìmwn. Se mia kal� topojethmènh jewrÐa, eÐnai aparaÐthto h exè-

lixh twn metablht¸n tou sust matoc na kajorÐzetai pl rwc apì tic arqikèc

sunj kec tou ek�stote probl matoc.

En¸ ìmwc stic parap�nw jewrÐec mporoÔme na èqoume se ikanopoihtikì

bajmì èlegqo p�nw stic arqikèc timèc twn exetazìmenwn megej¸n, dustuq¸c

k�ti tètoio de sumbaÐnei sthn perÐptwsh thc barÔthtac. 'Etsi lìgw thc idiìth-

tac twn barutik¸n fainomènwn na emfanÐzontai se meg�lec klÐmakec, antime-
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twpÐzetai meg�lh duskolÐa sto na katastr¸sei kaneÐc èna peÐrama barutik c

fÔshc k�tw apì elegqìmenec sunj kec ergasthrÐou, proc epal jeush   a-

pìrriyh thc GJS. To mìnadikì prosferìmeno ergast rio (toul�qiston me th

shmerin  teqnologÐa) eÐnai h Ðdia h fÔsh ìpou melet¸ntai kosmologik� fai-

nìmena. Jewrhtik� ìmwc mil¸ntac, h GJS ìpwc k�je �llh fusik  jewrÐa

ja prèpei na epitrèpei ton prosdiorismì fusik� apodekt¸n arqik¸n tim¸n. H

exèlixh tou sust matoc ja kajorÐzetai profan¸c apì tic exis¸seic Einstein

se k�poia kat�llhlh morf  touc. Sthn 1h enìthta ja diatup¸soume tic exi-

s¸seic autèc kai sth sunèqeia ja prospaj soume na tic fèroume se tètoia

morf  ¸ste na mporeÐ na oristeÐ ènac kal� orismènoc formalismìc arqik¸n

tim¸n gia th jewrÐa.

H ènnoia tou kal� topojethmènou probl matoc arqik¸n tim¸n diatup¸jh-

ke apì ton Hardamard kai periel�mbane ta ex c krit ria :

(i) to prìblhma èqei lÔsh (Ôparxh),

(ii) h lÔsh eÐnai monadik  (monadikìthta),

(iii) h lÔsh exart�tai kat� suneq  trìpo apì ta bohjhtik� dedomèna tou pro-

bl matoc (kal  sumperifor� twn lÔsewn).

O orismìc autìc ja prèpei en mèrei na tropopoihjeÐ,   m�llon na enisqu-

jeÐ, ¸ste na prosarmosteÐ stic eidikèc apait seic miac k�pwc 'diaforetik c '

jewrÐac, ìpwc eÐnai h GJS. Oi idiaiterìthtec thc GJS prokÔptoun apì to

gegonìc ìti h prosqetikistik  antÐlhyh tou EukleÐdiou q¸rou kai tou qrìnou

egkataleÐpetai kai dÐnei th jèsh thc se mia eniaÐa dom , to qwrìqrono, mèsa

ston opoÐo oi pragmatikèc troqièc twn swm�twn anaparÐstantai me qronoei-

deÐc kampÔlec. Efìson anazhtoÔme mia jewrÐa pou na mac dÐnei th �qronik �

exèlixh tou sust matoc, h parap�nw periplok  de ja mporoÔse na meÐnei a-

parat rhth. GnwrÐzoume apì tic idiìthtec enìc q¸rou me Minkowski metrik 

(EJS) ìti kanèna swmatÐdio (  pedÐo), kai epomènwc kammÐa plhroforÐa, de

mporeÐ na taxidèyei se mia qwroeid  troqi�. 'Etsi, an M o qwrìqronoc, tì-

te opoiesd pote allagèc stic arqikèc sunj kec se mia perioq  S ⊂ M thc

arqik c epif�neiac de ja prèpei na ephre�zoun th lÔsh se perioqèc èxw apì
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to aitiakì mèllon thc S (to opoÐo ja sumbolÐzetai me J+(S)). An k�ti tè-

toio den Ðsque tìte ja mporoÔsame na metadìsoume plhroforÐa me taqÔthtec

megalÔterec aut c tou fwtìc.

Gia na mporèsoume na d¸soume mia piì austhr  majhmatik  diatÔpwsh twn

parap�nw, ja melet soume pr¸ta k�poia basik� qarakthristik� kai idiìthtec

thc aitiak c dom c tou qwrìqronou, kai me th bo jeia miac seir�c jewrh-

m�twn ja orÐsoume telik� mia kat�llhlh epif�neia (epif�neiaCauchy ) p�nw

sthn opoÐa ja èqoume th dunatìthta na orÐsoume tic arqikèc mac timèc. Sth

sunèqeia ja prèpei na xekajarÐsoume poièc ja eÐnai oi dunamikèc metablhtèc

mac kai poi� eÐnai h kat�llhlh morf  twn exis¸sewn Einstein . Prèpei ed¸

na tonisteÐ ìti h diatÔpwsh probl matoc arqik¸n tim¸n sth GJS eÐnai prw-

tÐsthc shmasÐac kat� th prosp�jeia eÔreshc miac Qamiltonian c prosèggishc

thc jewrÐac, miac kai xekajarÐzei autì pou antilambanìmaste kai klasik� wc

qronik  exèlixh tou sust matoc (to opoÐo sth sugkekrimènh perÐptwsh eÐnai

o Ðdioc o qwrìqronoc).

3.1 H exis¸seic thc GJS

Ac akolouj soume to sullogismì tou Einstein pou proteÐnei ìti h barÔth-

ta eÐnai mia èkfansh thc kampulwmènhc gewmetrÐac tou qwrìqronou, h opoÐa

prokaleÐtai apì thn katanom  Ôlhc kai enèrgeiac sto sÔmpan. An eÐnai ìntwc

ètsi ja prèpei mia tètoia jewrÐa gia th barÔthta na mac dÐnei tic exis¸seic

¸ste na mporoÔme na upologÐsoume posotik� tic epipt¸seic pou èqei sth ge-

wmetrÐa miac perioq c qwrìqronou gÔrw apì èna gegonìc h Ôparxh Ôlhc sto

gegonìc autì. H perigraf  ja gÐnei se sunalloÐwth morf  kai ja mac d¸sei

tic legìmenec exis¸seic Einstein .

Oi exis¸seic autèc susqetÐzoun me aplì trìpo tic sunist¸sec tou ta-

nust  Einstein, enìc kajar� gewmetrikoÔ megèjouc, oi opoÐec mporoÔn na

ekfrastoÔn apokleistik� mèsw twn sunistws¸n thc metrik c kai twn para-

g¸gwn thc, me tic sunist¸sec tou tanust  Ôlhc, o opoÐoc perièqei ìlec tic

aparaÐthtec plhroforÐec gia thn katanom  Ôlhc kai enèrgeiac se k�je shmeÐo
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tou qwrìqronou. 'Opwc akrib¸c kai ston hlektromagnhtismì katal goume

se deuterob�jmiec merikèc diaforikèc exis¸seic gia tic sunist¸sec tou H/M

pedÐou Aµ, ètsi kai sth Genik  JewrÐa thc Sqetikìthtac ja katal xoume se

èna sÔnolo deuterob�jmiwn merik¸n diaforik¸n exis¸sewn gia tic sunist¸sec

tou tanust  thc metrik c, gµν . H analutik  èkfrash ìmwc twn diaforik¸n

exis¸sewn gia th barÔthta ja eÐnai arket� polÔplokh kai kurÐwc mh grammi-

k , gegonìc pou kajist� thn epÐlush twn exis¸sewn Einstein mia exairetik�

dÔskolh upìjesh.

3.1.1 O Tanust c thc 'Ulhc Tab

'Opwc sth Neut¸neia barÔthta phg  tou barutikoÔ pedÐou eÐnai h m�za kai

ston hlektromagnhtismì phgèc twn pedÐwn eÐnai to fortÐo kai ta fortismè-

na reÔmata, ètsi kai sth GJS kaloÔmaste na orÐsoume èna mègejoc pou ja

èqei to rìlo thc phg c thc kampÔlwshc tou qwrìqronou. Mia pr¸th upì-

noia èrqetai apì thn klasik  Neut¸neia barÔthta, h opoÐa mac protrèpei na

qrhsimopoi soume th m�za, wc phg  thc jewrÐac. Apì th skopi� thc EJS

pio swstì ja  tan na jewr soume thn puknìthta Ôlhs-enèrgeiac,   alli¸c

th m�za hremÐac. 'Omwc h kamÐa apì tic parap�nw posìthtec de mporeÐ na gÐ-

nei apodekt  wc upoy fia phg  giatÐ parathrhtèc se diaforetik� sust mata

anafor�c ja metroÔn diaforetikèc timèc gia thn phg .

H zhtoÔmenh phg  ja eÐnai telik� èna tanustikì mègejoc pou sthn EJS

onom�zoume tanust  enèrgeiac-orm c   pio apl� tanust  thc Ôlhc kai sumbo-

lÐzoume me Tab. Pio sugkekrimèna h sunist¸sa Tµν dÐnei th ro  thc m-orm c

dia miac epif�neiac stajeroÔ xν . Th ro  dia epif�neiac stajeroÔ qrìnou x0

mporoÔme na ermhneÔsoume wc puknìthta tou megèjouc. 'Otan anaferìmaste

fusik� se orm  ennooÔme th sqetikistik  tetraorm , thc opoÐac oi sunist¸sec

se tuqaÐo sÔsthma suntetagmènwn mac dÐnoun thn puknìthta kai thn orm  thc

Ôlhs-enèrgeiac sto sÔsthma autì. O Tab eÐnai ènac summetrikìc tanust c kai

epÐshc diathreÐtai, ikanopoieÐ dhlad 

∇aTab = 0 (3.1)
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k�ti pou eÐnai �mesh sunèpeia thc diat rhshc m�zac kai orm c

Gia par�deigma h tim  thc par�stashc Tabvavb se k�poio shmeÐo ja mac

d¸sei thn puknìthta m�zas-enèrgeiac pou metr�ei ènac parathrht c tou o-

poÐou h kosmik  gramm  èqei tetrataqÔthta va. AntÐstoiqa h Tabvaxb , ìpou

xa k�jeto sto va di�nusma, mac dÐnei thn puknìthta orm c kat� th x qwrik 

dieÔjunsh, en¸ h Tabxayb th ro  thc x orm c kat� thn y dieÔjunsh, sthn ou-

sÐa dhlad  thn t�sh σxy. Giautì kai o tanust c Ôlhc suqn� anafèretai kai

wc tanust c t�shs-enèrgeias-orm c. Pèra apì tic sunist¸sec se diaforetik�

sust mata anafor�c, o tanust c thc Ôlhc, ìpwc k�je tanust c, wc gewmetri-

kì antikeÐmeno eÐnai anex�rthtoc epilog c sust matoc suntetagmènwn. 'Etsi

èqoume apokt sei mia sqetikistik� analloÐwth phg  pou antiproswpeÔei thn

katanom  thc Ôlhc enèrgeiac kai orm c se k�je shmeÐo tou q¸rou.

O tanust c Ôlhc paÐrnei sugkekrimènh morf  gia di�forec qarakthristikèc

peript¸seic katanom c Ôlhc. Sthn perÐptwsh gia par�deigma tou idanikoÔ

reustoÔ puknìthtac ρ kai pÐeshc P , o tanust c Ôlhc paÐrnh th morf :

T Fab = ρvavb + P (gab + vavb) (3.2)

en¸ to pedÐo Klein-Gordon , ìpwc ja doÔme kai argìtera, perigr�fetai apì

ton tanust  Ôlhc:

TKGab = ∇aφ∇bφ−
1

2
gab(∇cφ∇cφ+m2φ2) (3.3)

3.1.2 O exÐswsh Einstein

AfoÔ twra �dialèxame� poi� ja eÐnai h phg  mac, thn krat�me gia lÐgo sthn

�krh kai y�qnoume na broÔme to kat�llhlo gewmetrikì mègejoc pou qarakth-

rÐzei thn epÐdrash thc Ôlhc sth qwroqronik  gewmetrÐa. 'Eqoume ex' arq c thn

upìnoia ìti h Ôparxh kai kÐnhsh Ôlhc prokaleÐ sth gewmetrÐa tou qwrìqronou

mia �apìklish apì thn epipedìthta� giautì kai anazht�me ènan tanust  susqe-

tismèno me thn kampulìthta. ParathroÔme ìti ènac tanust c pou èqei arket�

koin� qarakthristik� me ton tanust  thc Ôlhc eÐnai o tanust c Einstein , Gab.

To gegonìc ìti o Gab eÐnai o monadikìc gewmetrikìc tanust c tÔpou (0,2) pou
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apoteleÐtai apokleistik� apì th metrik  kai tic parag¸gouc thc kai ikanopoieÐ

thn exÐswsh diat rhshc, de mac af nei �llo yuqologikì perij¸rio apì to na

prospaj soume na ton exis¸soume kat� k�poion trìpo me ton Tab.

H anaz thsh thc exÐswshc pou ja perigr�fei thn allhlepÐdrash metaxÔ

thc gewmetrÐac tou qwrìqronou kai thc katanom c thc Ôlhc mèsa se autìn

oloklhr¸netai me ènan polÔ aplì trìpo, topojet¸ntac thn �Ôlh� Tab sto èna

mèloc thc exÐswshc kai th �gewmetrÐa� Gab sto �llo.

Gab = 8πTab (3.4)

Ja epistrèyoume sthn exÐswsh aut  gia na thc d¸soume ènan kal� orismè-

no formalismì arqik¸n tim¸n, afoÔ pr¸ta doÔme p¸c èna prìblhma arqik¸n

tim¸n se mia dunamik  jewrÐa gia ton qwrìqrono mporeÐ na diatupwjeÐ kai upì

poièc proôpojèseic.

3.2 Aitiak  Dom 

Se k�je gegonìc (qwroqronikì shmeÐo) p ∈M , antistoiqeÐ ènac k¸noc fwtìc,

o opoÐoc oriojeteÐ tic perioqèc pou ephre�zoun kai ephre�zontai apì to gego-

nìc. Se antÐjesh me thn tetrimmènh perÐptwsh thc EJS, ìpou o q¸roc eÐnai

Minkowski , sth genik  perÐptwsh mporoÔme mìno na apofanjoÔme ìti topik�

kai mìno h perioq  gÔrw apì to p �moi�zei� me Minkowski . 'Etsi orÐzoume ton

k¸no fwtìc enìc gegonìtoc topik�, wc ton k¸no fwtìc pou pern�ei apì thn

arq  axìnwn tou efaptìmenou sto p q¸rou, Vp. Ja prèpei t¸ra na orÐsoume

to èna misì tou k¸nou wc mèllon kai to �llo misì wc pareljìn, k�nontac,

ìso eÐnai topologik� efiktì, mia 1-1 antistoiqÐa metaxÔ twn perioq¸n tou Vp

kai shmeÐwn thc M gÔrw apì to p . Shmei¸noume ed¸ ìti h apeikìnish tou

k¸nou fwtìc sthn M , ta shmeÐa dhlad  pou antistoiqoÔn se fwtoeid  dianÔ-

smata tou Vp, mporei na gÐnei mèsw twn fwtoeid¸n gewdaisiak¸n kampÔlwn.

H duskolÐa sth GJS eÐnai ìti de mporoÔme kan na jewroÔme ek tw prwtèrwn

dedomèno ìti o qwrìqronoc eÐnai qronik� prosanatolÐsimoc, ìti dhlad  eÐnai

dunatìn na k�noume mia suneq  taxinìmish twn gegonìtwn tou se mellontik�
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kai pareljontik�, sugkrinìmena p�nta me dojèn gegonìc p. EÐnai k�ti pou

exart�tai kajar� apì thn topologÐa tou. To eswterikì tou �mellontikoÔ�

mèrouc tou k¸nou fwtìc onom�zetai �qronologikì mèllon� tou p, en¸ mazÐ me

ta gegonìta pou brÐskontai p�nw sto mèroc autì tou k¸nou apoteloÔn to

�aitiakì mèllon� tou p. 'Etsi èna qronoeidèc   fwtoeidèc di�nusma pou deÐqnei

proc to mellontikì misì tou k¸nou ja kaleÐtai mellontik� kateujunìmeno.

'Estw t¸ra (M, gab) qronik� prosanatolÐsimoc qwrìqronoc. Mia diafo-

rÐsimh kampÔlh λ(t) lème ìti eÐnai mellontik� kateujunìmenh qronoeid c ( 

aitiak ) kampÔlh, an ∀p ∈ λ to efaptìmeno di�nusma ta eÐnai mellontik�

kateujunìmeno qronoeidèc (  kai fwtoeidèc) di�nusma. AntÐstoiqoi orismoÐ

dÐnontai kai gia tic pareljontik� kateujunìmenec kampÔlec.

To qronologikì mèllon tou p ∈ M , sumbolÐzetai me I+(p), kai orÐzetai

wc to sÔnolo twn gegonìtwn q pou mporoÔn na sundejoÔn me to p mèsw

mellontik� kateujunìmenwn qronoeid¸n kampÔlwn (∃ tètoia λ(t) me λ(0) = p

kai λ(1) = q). To I+(p) eÐnai p�nta èna anoiqtì uposÔnolo thc M .

Genikèuontac ton orismì gia èna sÔnolo gegonìtwn S ⊂M :

I+(S) =
⋃
p∈S

I+(p) (3.5)

To I+(S) , wc ènwsh anoikt¸n sunìlwn eÐnai epÐshc p�nta anoiktì sÔnolo.

IsqÔei epÐshc I+[I+(S)] = I+(S) kai I+(S) = I+(S), ìpou S h kleistìthta

tou S.

To aitiakì mèllon tou p ∈M , orÐzetai antÐstoiqa gia sÔndesh shmeÐwn me

aitiakèc kampÔlec kai sumbolÐzetai me J+(p) kai J+(S). Tèloc akrib¸c an�lo-

goi �pareljontikoÐ� orismoÐ dÐnontai gia ta qronologik� kai aitiak� pareljìnta

I−(p) , I−(S) , J−(p) kai J−(S).

Me autìn ton trìpo, mèsw twn orism¸n gia tic qronoeideÐc kai aitiakèc

kampÔlec mporoÔme na metafèroume tic idiìthtec apì ta apeirost� efaptìme-

na dianÔsmata (local ) se kampÔlec peperasmènou m kouc p�nw sthn polla-

plìthta (global ), ¸ste na gÐnei dunat  h aitiak  sÔgkrish dÔo gegonìtwn

p, q.
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EÔkola mporeÐ na apodeiqjeÐ ìti

∀S ∈M : I+(S) = J+(S) kai I+(S) = int[J+(S)]

epomènwc İ+(S) = J̇+(S) ta sÔnor� touc dhlad  eÐnai Ðsa kai m�lista dh-

miourgoÔntai apì fwtoeideÐc gewdaisiakèc kampÔlec

MetaxÔ twn uposunìlwn S ∈ M idiaÐtero endiafèron gia th diatÔpwsh

arqik¸n sunjhk¸n parousi�zoun ta �qrona sÔnola (achronal sets) . 'Ena

uposÔnolo S ⊂M kaleÐtai �qrono sÔnolo an I+(S)
⋂
S = ∅. Se èna �qrono

sÔnolo dhlad  den up�rqei zeÔgoc shmeÐwn (gegonìtwn) p, q ∈ S ta opoÐa na

eÐnai aitiak� sundedemèna.

Je¸rhma 3.2.1. 'Estw qronik� prosanatolÐsimoc qwrìqronoc (M, gab), kai

èstw S ⊂ M . Tìte to sÔnoro ˙I+(S) eÐnai mia �qronh trisdi�stath embapti-

smènh C0-upopollaplìthta thc M .

Apìdeixh. 'Estw q ∈ İ+(S). An p ∈ İ+(q), tìte q ∈ İ−(p) kai afoÔ to

I−(p) eÐnai anoiktì, ∃ anoikt  perioq  tou q : O ⊂ I−(p). Efìson to q an kei

sto sÔnoro tou I+(S) èqoume O
⋂
I+(S) 6= ∅ kai �ra p ∈ I+[O ∩ I+(S)] ⊂

I+(S) ⇒ I+(q) ⊂ I+(S). OmoÐwc paÐrnoume ìti I−(q) ⊂ M − I+(S). An to

İ+(S) den  tan �qrono, tìte ja up rqan shmeÐa q, r ∈ İ+(S) tètoia ¸ste to

r na an kei sto qronologikì mèllon tou q kai �ra r ∈ I+(S) k�ti pou eÐnai

�topo kaj¸c to I+(S) eÐnai anoiktì sÔnolo, epomènwc İ+(S) ∩ I+(S) = ∅.
'Ara to İ+(S) eÐnai èna �qrono sÔnolo. Proqwr�me prosarmìzontac sto sh-

meÐo q kanonikì sÔsthma suntetagmènwn (x0, x1, x2, x3). JewroÔme mia arket�

mikr  perioq  tou q ¸ste to di�nusma (∂/∂x0)a na eÐnai pantoÔ qronoeidèc kai

k�je oloklhrwtik  tou kampÔlh mpaÐnei sto qronologikì mèllon kai parel-

jìn tou q �ra tèmnei se k�poio shmeÐo to İ+(S). Kai afoÔ to İ+(S) eÐnai

�qrono to shmeÐo tom c eÐnai monadikì. Epomènwc sthn perioq  aut  up�rqei

mia 1-1 antistoÐqhsh twn shmeÐwn tou İ+(S) me tic treic upìloipec suntetag-

mènec (x1, x2, x3) pou kajorÐzoun k�je kampÔlh oloklhrwtik  tou (∂/∂x0)a,

gegonìc pou qarakthrÐzei to sÔnolo İ+(S) wc mia �qronh trisdi�stath upo-

pollaplìthta thc M . MporeÐ epÐshc na apodeiqjeÐ ìti eÐnai C0 embaptismènh
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upopollaplìthta qrhsimopoi¸ntac ta parap�nw gia k�je shmeÐo q ∈ İ+(S)

se sunduasmì me thn topologÐa pou ep�getai se aut .

EpÐshc shmantikìc gia ta jewr mata aitiak c dom c eÐnai o diaqwrismìc

twn aitiak¸n kampÔlwn (sun jwc mellontik� kateujunìmenwn) se ektatèc

kai mh ektatèc. Mia mellontik� kateujunìmenh aitiak  kampÔlh λ(t) kaleÐtai

mh mellontik� ektat  an den èqei mellontikì tèloc, an dhlad  : ∃ p ∈ M :

∀O anoikt  perioq  tou p, ∃ t0 tètoio ¸ste λ(t) ∈ O, ∀t ≤ t0.

'Ena polÔ isqurì l mma sqetik� me ta parap�nw eÐnai to akìloujo.

L mma 3.2.1. 'Estw λ mh pareljontik� ektat  aitiak  kampÔlh pou pern�

apì to gegonìc p. Tìte apì k�je q ∈ I+(p) pern�ei mÐa mh pareljontik�

ektat  qronoeid c kampÔlh γ tètoia ¸ste γ ∈ I+(λ).

3.2.1 Kleistèc aitiakèc kampÔlec - Krit ria aitiì-

thtac

Wc sunèpeia thc fusik c ermhneÐac thc aitiak c dom c tou qwrìqronou, a-

nagkazìmaste na epib�lloume axiwmatik� k�poiec proôpojèseic ¸ste h dom 

aut  na eÐnai sunep c wc proc th genik  idèa ìti pareljìn kai mèllon eÐnai

austhr� diatetagmènec perioqèc, ìti dhlad  to mèllon k�poiou gegonìtoc de

mporeÐ tautìqrona na apoteleÐ kai pareljìn tou, ¸ste na to ephre�sei. H

apìrriyh peript¸sewn stic opoÐec parabi�zetai h parap�nw arq  apaiteÐ th

diatÔpwsh kritirÐwn pou apofaÐnontai gia thn kal  aitiak  sumperifor� enìc

qwrìqronou.

Piì sugkekrimèna to pr¸to basikì krit rio eÐnai h mh Ôparxh kleist¸n

aitiak¸n kampÔlwn. EÐnai eunìhto pwc an tètoiec kampÔlec up rqan se èna

qwrìqrono tìte akolouj¸ntac to mellontikì k¸no fwtìc (  alli¸c mia mel-

lontik� kateujunìmenh aitiak  kampÔlh) ja katal game qronik� �pÐsw� apì

to arqikì gegonìc, dhlad  k�je shmeÐo aitiak� sundedemèno me to gegonìc

brÐsketai tautìqrona kai stic 2 perioqèc J+(p) kai J−(p). EÔkola antilam-

b�netai kaneÐc ìti efìson to mèllon kai to pareljìn opoioud pote shmeÐou
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q ∈ J+(p) eÐnai epÐshc mèllon kai pareljìn tou p, telik� to aitiakì mèl-

lon kai pareljìn tou p epekteÐnetai se olìklhro to qwrìqrono M , dhlad 

∀p ∈ M ja èqoume J+(p) = J−(p) = M , k�ti pou de ja mporoÔse na eÐ-

nai fusik� apodektì an sumfwnoÔme oti zoÔme se ènan kìsmo qwrÐc qronik�

par�doxa, ston opoÐo mporeÐ na up�rxei eleÔjerh boÔlhsh.

H teleutaÐa proôpìjesh qrÐzei filosofik c an�lushc kai xefeÔgei apì

touc skopoÔc thc enìthtac aut c.An k�poioc fusikìc arkeÐtai me th jewrhti-

k  kai mìno sunèpeia enìc qwrìqronou wc proc tic exis¸seic pou dièpoun ta

fusik� pedÐa p�nw se autìn, tìte mporeÐ na deqjeÐ thn Ôparxh qwrìqronwn

me kleistèc aitiakèc kampÔlec, dhmiourg¸ntac ènan kìsmo ìpou ìla ta fusi-

k� pedÐa � kai epomènwc ta p�nta � eÐnai prokajorismènec akribeÐc lÔseic,

qwrÐc kanèna perij¸rio eleÔjerhc boÔlhshc. Ston qwrÐc endeqìmena kìsmo

autìn epÐshc prokajorismèna eÐnai, mèsw twn exis¸sewn pou kuriarqoÔn a-

pìluta, kai oi skèyeic, ta peir�mata (kai apotelèsmata) pou ja ektelèsei o

Ðdioc fusikìc prospaj¸ntac na ton ermhneÔsei, k�ti pou autìmata akur¸nei

thn Ðdia tou thn proswpikìthta kai krÐsh. Kai h suz thsh stamat�ei ekeÐ.

Qwrìqronoi pou makroskopik� emfanÐzoun tètoiec anepijÔmhtec idiìthtec

eÐnai sqetik� eÔkolo na dhmiourghjoÔn jewrhtik� kurÐwc mèsw topologik¸n

mejìdwn, ìpwc p.q. �tulÐgontac se èna kÔlindro� S1 × R3 to qwrìqrono

Minkowski mèsw thc topologik c taÔtishc dÔo uperepipèdwn t = t0, t = t1

¸ste to dianusmatikì pedÐo ( ∂
∂t

)a na genn�ei kleistèc kampÔlec (kÔklouc).

Ektìc ìmwc twn topologik¸n teqnhm�twn, mporoÔme na skeftoÔme qwrìqro-

nouc me metrik  tètoia ¸ste h epagìmenh kampulìthta na eÐnai se jèsh na

�strÐyei� touc k¸nouc fwtìc arket� ¸ste na xanadoÔn touc eautoÔc touc.

Met� apì lÐgh parap�nw skèyh sqetik� me to p¸c prèpei na eÐnai ènac

qwrìqronoc ¸ste na èqei ikanopoihtik� kal  aitiak  sumperifor�, katalabaÐ-

nei kaneÐc ìti prèpei na epib�llei èna austhrìtero krit rio apì autì thc mh

Ôparxhc kleist¸n aitiak¸n kampul¸n. O lìgoc eÐnai ìti mporoÔn na up�rxoun

peript¸seic pou en¸ tètoiec kampÔlec den up�rqoun, mia mikr  diatarraq  thc

metrik c gab mporeÐ na prokalèsei th dhmiourgÐa touc. Kai efìson potè de

mporoÔme na mil�me me apìluth akrÐbeia gia tic timèc twn fusik¸n megej¸n
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qreiazìmaste ènan arket� stajerì wc proc thn aitiìthta qwrìqrono.

Telik� y�qnontac èna arket� ikanopoihtikì krit rio katal goume na orÐ-

soume thn ènnoia thc stajer c aitiìthtac pou ekfr�zetai wc ex c.

'Estw ta qronoeidèc di�nusma sto p ∈M . OrÐzoume mia nèa metrik  sto p

kai sumbolÐzoume g̃ab :

g̃ab = gab − tatb , (3.6)

ìpou gab h metrik  thc M sto p. H g̃ab èqei epÐshc Ðqnoc Lorentz sto p,

en¸ o k¸noc fwtìc thc eÐnai austhr� megalÔteroc (piì anoiqtìc) apì au-

tìn thc gab, ta qronoeid  dianÔsmata dhlad  thc gab apoteloÔn uposÔnolo

aut¸n thc nèac g̃ab. An loipìn o qwrìqronoc (M, gab) eÐqe oriak� kal  sum-

perifor� tìte gia k�je qronoeidèc di�nusma ta h �mblunsh tou k¸nou fwtìc

(osod pote mikr ) ja odhgoÔse sth dhmiourgÐa kleist¸n aitiak¸n kampÔlwn.

'Etsi orÐzoume ènan qwrìqrono (M, gab) ¸c stajer� aitiakì an up�rqei su-

neqèc qronoeidèc dianusmatikì pedÐo ta tètoio ¸ste o qwrìqronoc (M, g̃ab)

na mhn perièqei kleistèc qronoeidèc kampÔlec. To akìloujo je¸rhma eÐnai

exairetik� shmantikì giatÐ deÐqnei thn isodunamÐa metaxÔ tou stajer� aitiakoÔ

qwrìqronou kai thc Ôparxhc mÐac qronik c sun�rthshc p�nw se

ìlon ton qwrìqrono.

Je¸rhma 3.2.2. 'Enac qwrìqronoc (M, gab) eÐnai stajer� aitiakìc an kai

mìno an ∃f ∈ C1 p�nw sthn M tètoia ¸ste to ∇af na eÐnai èna pareljontik�

kateujunìmeno dianusmatikì pedÐo.

Apìdeixh (gia to �an�). 'Estw ìti up�rqei to ∇af kai eÐnai pareljontik� ka-

teujunìmeno qronoeidèc dianusmatikì pedÐo. Tìte kat� m koc k�je mellonti-

k� kateujunìmenhc qronoeidoÔc kampÔlhc pou genn�tai apì to efaptìmeno dia-

nusmatikì pedÐo va ja eÐnai : gabva∇bf > 0 kai epomènwc va∇af = v(f) > 0.

Autì shmaÐnei ìti h f eÐnai austhr� aÔxousa kat� m koc k�je mellontik� ka-

teujunìmenhc qronoeidoÔc kampÔlhc, k�ti pou dikaiologeÐ kai ton tÐtlo thc

pagkìsmiac qronik c sun�rthshc. An up rqe kleist  qronoeid c kampÔlh

λ(t), tìte

∃t1, t2 ∈ R : λ(t1) = λ(t2) ⇒ f(λ(t1)) = f(λ(t2)) me t1 < t2, �topo.
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Mènei na doÔme an ikanopoieÐtai h stajerìthta gia th diatarragmènh metrik .

OrÐzw ta = ∇af kai th nèa metrik  g̃ab ìpwc orÐsthke sthn exÐswsh 3.6

antikajist¸ntac to ta pou br kame ed¸. H antÐstrofh metrik  g̃ab ja eÐnai:

g̃ab = gab +
tatb

1− tctc
(3.7)

kai ètsi paÐrnoume,

g̃ab∇af∇bf = tata +
(tata)

2

(1− tctc)
=

tata
1− tctc

< 0 . (3.8)

Epomènwc to di�nusma g̃ab∇bf eÐnai qronoeidèc kai sto qwrìqrono (M, g̃ab),

sunep¸c sto qwrìqrono autìn den up�rqoun kleistèc aitiakèc kampÔlec. 'Ara

o qwrìqronoc (M, gab) ja eÐnai stajer� aitiakìc.

H sunèqeia thc apìdeixhc gia to to �mìno an� eÐnai arket� pio ekten c kai

o anagn¸sthc kaleÐtai na anatrèxei sto biblÐo twn Hawking-Ellis (The large

scale structure of space-time 1973)

3.2.2 PedÐa ex�rthshc kai Epif�neiec Cauchy

AfoÔ orÐsame to mèllon kai pareljìn enìc sunìlou gegonìtwn S, ja k�noume

akìmh èna b ma proqwrìntac proc th diatÔpwsh tou probl matoc arqik¸n

tim¸n. Ja melet soume ta sÔnola gegonìtwn pou kajorÐzontai apìluta apì

to ti sumbaÐnei (h m�llon èqei sumbeÐ) sto S.

Orismìc 3.2.1. 'Estw S ⊂ M èna kleistì, �qrono sÔnolo. OrÐzoume wc

mellontikì pedÐo ex�rthshc tou S, kai sumbolÐzoume me D+(S) to

sÔnolo

D+(S) =

{
p ∈M

∣∣∣∣∣ k�je mh pareljontik� ektat  aitiak  kampÔlh

pou pern� apì to p tèmnei thn S

}
AntÐstoiqa orÐzetai to pareljontikì pedÐo ex�rthshc D−(S) antikajist¸ntac

th lèxh �pareljontik�� me th lèxh �mellontik��. Tèloc orÐzoume wc olikì

pedÐo ex�rthshc tou S to sÔnolo

D(S) = D+(S) ∪D−(S)
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Prìtash 3.2.1. H kleistìthta tou pedÐou ex�rthshc D(S) èqei thn ex c

idiìthta : p ∈ D+(S) an kai mìno an k�je mh epekt�simh qronoeid c kampÔlh

pou pern�ei apì to p tèmnei to S

Me touc orismoÔc autoÔc katafèrnoume na kataskeu�soume ta kat�llhla

gia k�je prìblhma sÔnola p�nw sta opoÐa ja orÐsoume tic arqikèc timèc twn

diafìrwn megej¸n. Oi parap�nw orismoÐ mac lène ìti h gn¸sh twn arqik¸n

tim¸n twn fusik¸n megej¸n p�nw sto sÔnolo S arkeÐ gia na upologÐsoume,

mèsw twn exis¸sewn, tic timèc twn fusik¸n megej¸n se ìloklhro to D(S).

Ta sÔnola S me ta opoÐa ja asqolhjoÔme eÐnai sun jwc kleist�, �qrona kai

qwrÐc �krec. 'Akrh tou S ⊂M onom�zoume to sÔnolo twn shmeÐwn p ∈ S twn

opoÐwn k�je anoikt  perioq  O perièqei shmeÐa q ∈ I+(p), r ∈ I−(p) kai mia

qronoeid  kampÔlh λ pou ta en¸nei kai den tèmnei thn S.

An bèbaia jel soume na melet soume thn exèlixh olìklhrou tou sust -

matoc (qwrìqronou) ja prèpei h epif�neia p�nw sthn opoÐa eÐnai gnwstèc oi

arqikèc timèc na èqei wc pedÐo ex�rthshc olìklhrh thn M . 'Etsi :

Orismìc 3.2.2. kaloÔme epif�neia Cauchy k�je kleistì �qrono sÔnolo

Σ gia to opoÐo isqÔei D(Σ) = M .

Wc sunèpeia tou parap�nw orismoÔ oi epif�neiec Cauchy den èqoun �krec.

K�je qwrìqronoc (M, gab) pou perièqei mia epif�neia Cauchy kaleÐtai olik�

uperbolikìc. Apì ton orismì 3.2.2, kai mèsw thc 3.2.1 epÐshc sunep�getai

�mesa ìti an Σ mia epif�neia Cauchy tìte k�je mh epekt�simh aitiak  kampÔlh

tèmnei th Σ. Autì sumbaÐnei giatÐ sthn prokeimènh perÐptwsh h kleistìthta

eÐnai D(Σ) = M .

'Estw t¸ra S kleistì �qrono sÔnolo.

Orismìc 3.2.3. OrÐzoume wc mellontikì orÐzonta Cauchy thc S kai sum-

bolÐzoume me H+(S), to sÔnolo

H+(S) = D+(S)− I−[D+(S)]

kai efìson

I−[H+(S)] ⊂ I−[D+(S)] (3.9)
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= I−[D+(S)] (3.10)

= M −H+(S) (3.11)

to sÔnolo H+(S) eÐnai �qrono. AntÐstoiqa orÐzoume kai ton pareljontikì

orÐzonta Cauchy b�zontac �-� ìpou up�rqei �+� kai antÐstrofa. Telik�

Orismìc 3.2.4. orÐzoume ton (olikì) orÐzonta Cauchy enìc kleistoÔ �qronou

sunìlou S wc

H(S) = H+(S) ∪H−(S)

ApodeiknÔetai telik� ìti

H(S) = Ḋ(S). (3.12)

H Ôparxh (mh kenoÔ) orÐzonta Cauchy enìc kleistoÔ �qronou sunìlou S

deÐqnei thn adunamÐa tou sunìlou autoÔ na qarakthristeÐ wc epif�neia Cauchy

, kaj¸c an M sunektikìc qwrìqronoc, mia epif�neia Σ ja eÐnai Cauchy gia

ton (M, gab) an kai mìno an den èqei orÐzonta Cauchy (H(S) = ∅).

Apìdeixh. An Ḋ(S) = ∅ , tìte ja èqome D(Σ) = int[D(Σ)] = D(Σ) , �ra

to D(Σ) eÐnai tautìqrona kleistì kai anoiktì. Kai efìson eÐnai mh kenì (wc

upersÔnolo thc Σ) sunep�getai ìti D(S) = M . AntÐstrofa, an h Σ eÐnai

Cauchy , ex' orismoÔ èqoume D(S) = M kai profan¸c isqÔei Ṁ = ∅.

H uperbolikìthta tou qwrìqronou mac dÐnei qr sima sumper�smata gia thn

aitiak  tou dom , epeid  h Ôparxh miac epif�neiac Cauchy Σ apokleÐei thn Ô-

parxh kleist¸n aitiak¸n kampÔlwn sto qwrìqrono autìn : an up rqe kleist 

aitiak  kampÔlh tìte aut  sÐgoura ja ètemne th Σ (ìpwc ìlec oi mh epekt�-

simec aitiakèc kampÔlec) kai to gegonìc autì ja parabÐaze thn aqronikìthta

thc Σ. Autì eÐnai èna pr¸to asjenèc sumpèrasma en¸ amèswc met� akoloujeÐ

qwrÐc apìdeixh to telikì isqurìtato je¸rhma pou sundèei tic idiìthtec thc

olik c uperbolikìthtac kai thc stajer c aitiìthtac.

Je¸rhma 3.2.3. 'Estw (M, gab) olik� uperbolikìc qwrìqronoc. Tìte o

(M, gab) eÐnai kai stajer� aitiakìc. EpÐshc mporeÐ na epilegeÐ pagkìsmia qro-

nik  sun�rthsh t , tètoia ¸ste k�je epif�neia stajeroÔ t na eÐnai mia epif�neia
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Cauchy . Epomènwc o M mporeÐ na diastrwmatwjeÐ apì mia monoparametrik 

oikogèneia epifanei¸n Cauchy kai na apokt sei thn topologÐa R×Σ, ìpou Σ

opoiad pote apì autèc.

3.3 Formalismìc Arqik¸n Tim¸n

3.3.1 Probl mata arqik¸n tim¸n sthn klasik  mh-

qanik 

H suntag  gia thn kataskeu  kai epÐlush enìc probl matoc arqik¸n tim¸n

sthn klasik  mhqanik  eÐnai mia arket� apl  diadikasÐa. Ta p�nta xekinoÔn

apì th grammik  b'-t�xhc sun jh diaforik  exÐswsh pou prokÔptei apì to 2o

nìmo tou NeÔtwna,   pio analutik� apì tic treic sunist¸sec thc, mÐa gia k�je

qwrik  suntetagmènh, en¸ h diafìrish gÐnetai wc proc to qrìno t. Genik� se

probl mata klasik c mhqanik c katal goume se èna sÔsthma n anex�rthtwn

exis¸sewn, ìpou n oi bajmoÐ eleujerÐac tou sust matoc, oi opoÐoi ekfr�zontai

sun jwc mèsw twn genikeumènwn suntetagmènwn qi, i = 1, . . . , n. Oi exis¸seic

èqoun th morf :
d2qi
dt2

= Fi(qj;
dqj
dt

i, j = 1, ..., n (3.13)

Apì gnwst� jewr mata thc jewrÐac diaforik¸n exis¸sewn sumperaÐnoume ìti

up�rqei monadik  lÔsh gia k�je sÔnolo arqik¸n tim¸n pou mporeÐ na dojeÐ

sto sÔsthma autì. 'Eqontac dhlad  tic arqikèc timèc gia tic metablhtèc qi kai

touc rujmoÔc metabol c touc dqj
/
dt mporoÔme na broÔme monadik  lÔsh gia thn

exèlixh qi(t). H suneq c ex�rthsh twn lÔsewn apì tic arqikèc sunj kec eÐnai

epÐshc k�ti pou isqÔei gia to parap�nw prìblhma. 'Etsi mporoÔme na poÔme ìti

ta probl mata mh sqetikistik c klasik c mhqanik c eÐnai kal� topojethmèna.

Mèsw tou epìmenou jewr matoc (pou ja diatupwjeÐ ed¸ qwrÐc apìdeixh) h

idiìthta tou kal� topojethmènou probl matoc arqik¸n tim¸n epekteÐnetai se

mia meg�lh gk�ma merik¸n diaforik¸n exis¸sewn. Me ton trìpo autì èqou-

me p�ei apì touc diakritoÔc bajmoÔc eleujerÐac qi kai tic exis¸seic kÐnhshc
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swmatidÐwn, sth suneq  perÐptwsh φ(t, xi) pou dÐnei èna bajmì eleujerÐac se

k�je shmeÐo tou q¸rou kai tic antÐstoiqec exis¸seic pedÐou.

Je¸rhma 3.3.1 (Cauchy-Kowalewski ). 'Estw sÔsthma suntetagmènwn

t, x1, . . . , xm+1 tou Rm . JewroÔme sÔsthma diaforik¸n exis¸sewn gia n

�gnwstec sunart seic φ1, . . . , φn sto Rm me th morf  :

∂2φi
∂t2

= Fi(t, x
a;φj;

∂φj
∂t

;
∂φj
∂xα

;
∂2φj
∂t∂xα

;
∂2φj

∂xα∂xβ
) , (3.14)

ìpou k�je Fi eÐnai mÐa analutik  sun�rthsh twn metablht¸n thc.

'Estw fi(xα) kai gi(xα) analutikèc sunart seic. Tìte up�rqei anoikt  perioq 

O thc uperepif�neiac t = t0 , tètoia ¸ste mèsa sto O na up�rqei monadik 

analutik  lÔsh twn exis¸sewn thc ∂2φi
∂t2

, ¸ste

φi(t0, x
α) = fi(x

α) kai
∂φi
∂t

(t0, x
α) = gi(x

α)

To je¸rhma autì genikeÔetai se sÔsthma merik¸n diaforik¸n exis¸sewn

opoiasd pote t�xhc, all� to dikì mac endiafèron esti�zetai kurÐwc se deute-

rob�jmiec diaforikèc exis¸seic, kaj¸c tètoiec ja sunant soume.

3.3.2 Prìblhma arqik¸n tim¸n sthn EJS

To je¸rhma Cauchy-Kowalewski thc mh sqetikistik c mhqanik c den arkeÐ

gia thn epexergasÐa problhm�twn sta plaÐsia thc Eidik c JewrÐac thc Sqeti-

kìthtac, kaj¸c ta tanustik� pedÐa kai oi exis¸seic touc zoun p�nw se q¸ro

Minkowski kai ìqi ston Rn. H klasik  an�lush de mporeÐ na antimetwpÐ-

sei to gegonìc ìti ta pedÐa ofeÐloun na metadÐdontai aitiak�, kai autì giatÐ

sthn perÐptwsh analutik¸n arqik¸n sunart sewn, mia allag  sta dedomèna

opoioud pote mikr c anoikt c perioq c enìc shmeÐou p thc arqik c epif�neiac

Σ0 ja all�xei akari�ia tic arqikèc sunj kec se olìklhrh thn epif�neia (e-

fìson ta arqik� dedomèna mporoÔn na analujoÔn kat� Taylor gÔrw apì to

shmeÐo p). 'Etsi h aitiak  met�dosh twn pedÐwn mac odhgeÐ sthn anaz thsh

epèktashc tou jewr matoc Cauchy-Kowalewski se èna an�logo pou na qeirÐ-

zetai mh analutikèc arqikèc timèc.
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Jèloume na epekteÐnoume th jewrÐa gia Ôparxh, monadikìthta kai eust�jeia

twn lÔsewn se mh analutikèc peript¸seic dedomènwn. Ja proqwr soume sthn

apìdeixh gia èna qarakthristikì prìblhma se q¸ro Minkowski , autì tou

pedÐou Klein-Gordon , k�ti to opoÐo de mporeÐ na apodeiqjeÐ me th qr sh tou

prohgoÔmenou jewr matoc.

Kat' arq�c ja prèpei na kataskeu�soume to qwrÐo p�nw sto opoÐo dia-

tup¸noume to prìblhma. 'Eqontac th dunatìthta orismoÔ miac pagkìsmiac

qronik c sun�rthshc t, kaj¸c èqoume k�nei thn paradoq  ìti o qwrìqronoc

eÐnai topik� uperbolikìc, mporoÔme na orÐsoume thn uperepif�neia Σ0 ¸c to

epÐpedo t = t0 kai genik� na qwrÐsoume to qwrìqrono se qwroeideÐc fètec

Cauchy Σt.

'Estw loipìn oi uperepif�neiec Σ0 : t = t0 kai Σ1 : t = t1 > t0. JewroÔme

mia kleist  mp�la S0 ⊂ Σ0 apì shmeÐa pou brÐskontai ex' olokl rou p�nw sth

Σ0, dhlad  mia qwrik  mp�la �tautìqronwn gegonìtwn�. OrÐzoume epÐshc to

K wc to sÔnolo twn gegonìtwn K = D+(S0) ∩ J−(Σ1) , dhlad  thn perioq 

ex�rthshc apì thn S0 mèqri ekeÐ pou tèmnei th Σ1. Thn tom  aut  thc perioq c

ex�rthshc me th Σ1 ja onom�soume S1, dhlad  S1 = D+(S0) ∩ Σ1. Tèloc,

onom�zoume S2 to �fwtoeidès� komm�ti tou sunìrou ∂K , dhlad  to pl�gio

perÐblhma tou qwrÐou.

EÐnai profanèc ìti to sÔnolo S0 ja apotelèsei to qwrÐo p�nw sto opoÐo ja

epib�loume tic arqikèc sunj kec tou pedÐou kai ja prospaj soume na broÔme

lÔsh gia tic exis¸seic se olìklhro to K. Oi timèc tou pedÐou sto K ja prèpei

na kajorÐzontai ex' olokl rou apì tic arqikèc sunj kec kai h lÔsh na eÐnai

monadik .

H sun�rthsh φ tou pedÐou Klein-Gordon me m�za ikanopoieÐ thn exÐswsh :

∂a∂
aφ−m2φ = 0 (3.15)

,ìpou h anabÐbash kai katabÐbash deikt¸n gÐnetai me th metrik  Minkowski

, gab = ηab kai ta sÔmbola Christoffel mhdenÐzontai. 'Opwc ja doÔme sth

Lagkranzian  diatÔpwsh o tanust c enèrgeias-orm c Tab gia to pedÐo autì

èqei th morf  :

Tab = ∂aφ∂bφ−
1

2
ηab(∂cφ∂

cφ+m2φ2) (3.16)
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, kai diathreÐtai, dhlad 

∂aTab = 0. (3.17)

To dianusmatikì pedÐo ξa = (∂/∂t)a to opoÐo ja eÐnai k�jeto sth Σ0

(k�ti to opoÐo den isqÔei aparaÐthta an o qwrìqronoc eÐnai kampulwmènoc),

ja ikanopoieÐ:

∂a(Tabξ
b) = Tab∂

(aξb) = 0 (3.18)

giatÐ to ξa genn� tic isometrÐec qronik c metatìpishc �ra eÐnai èna pedÐo Killing

kai o tanust c Ôlhc eÐnai summetrikìc. Genik� se opoiod pote qwrìqrono ta

pedÐa Killing ja ikanopoioÔn thn parap�nw sqèsh, ìpou h merik  par�gwgoc

ja antikatastajeÐ apì th sunalloÐwth ∇a.

Fèrnoume t¸ra thn exÐswsh 3.18 se oloklhrwtik  morf  me qwrÐo olokl -

rwshc to K. To je¸rhma Stokes metatrèpei to olokl rwma se epifaneiakì

p�nw sth ∂K thn opoÐa sp�me sta 3 mèrh. To k�jeto di�nusma stic S0, S1

eÐnai to ±ξa en¸ to k�jeto sthn S2 onom�zoume la kai ja eÐnai fwtoeidèc

mellontik� kateujunìmeno.∫
K

∂(Tabξ
b) = −

∫
S0

Tabξ
aξb +

∫
S1

Tabξ
aξb +

∫
S2

Tabl
aξb = 0 . (3.19)

Apì thn èkfrash tou tanust  Ôlhc mporoÔme na epalhjeÔsoume ìti gia k�je

mellontik� kateujunìmeno qronoeidèc   fwtoeidèc di�nusma, ed¸ to ξa h su-

stol  tou me ton Tab dÐnei ìti to −ηacTabξb = −T cbξb eÐnai epÐshc mellontik�
kateujunìmeno qronoeidèc. 'Ara Tablaξb ≥ 0 kai ètsi paÐrnoume thn anisìthta:∫

S1

Tabξ
aξb ≤

∫
S0

Tabξ
aξb ⇒ (3.20)

∫
S1

[(
∂φ

∂t

)2

+ |~∇φ|2 +m2φ2

]
≤
∫
S0

[(
∂φ

∂t

)2

+ |~∇φ|2 +m2φ2

]
(3.21)

Monadikìthta

MporeÐ na apodeiqjeÐ t¸ra ìti gia dedomènec arqikèc timèc twn (φ, φ̇) sto

S0 up�rqei to polÔ mia lÔsh sto D+(S0). 'Estw φ1, φ2 dÔo lÔseic C2 thc

exÐswshc K −G me tic Ðdiec leÐec arqikèc timèc. Tìte h diafor� ψ = φ2 − φ1
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ja eÐnai epÐshc mia C2 lÔsh thc K − G me mhdenikèc arqikèc timèc. 'Ara gia

thn ψ to olokl rwma p�nw sth S0 mhdenÐzetai, gegonìc pou sunep�getai ìti

ja eÐnai ψ = 0 kai sthn S1, �ra ψ = 0 pantoÔ sto D+(S0). OmoÐwc ψ = 0 kai

sto D−(S0). 'Ara φ1 = φ2 pantoÔ kai h monadikìthta apedeÐqjh.

Suneq c ex�rthsh apì A.S.

DiaforÐzontac thn K−G wc proc xµ paÐrnoume thn Ðdia exÐswsh gia tic para-

g¸gouc thc φ kai ètsi oi ∂φ
∂xµ

epÐshc ikanopoioÔn thnK−G. 'Etsi katal goume
se mia antÐstoiqh anisìthta gia tetragwnik� oloklhr¸mata twn ∂µφ, ta opoÐa

fr�zontai pantoÔ apì aut� sthn S0. MporoÔme epÐshc na ekfr�soume mèsw

thc 3.15 k�je ìro p�nw sthn S0 pou perièqei p�nw apì mÐa qronik  parag¸-

gish, mèsw twn arqik¸n φ, ∂φ/∂t kai twn qwrik¸n parag¸gwn touc sthn S0.

Prokeimènou na èqoume èna eÐdoc �apìstashc � p�nw ston apeirodi�stato q¸-

ro ìlwn twn dunat¸n arqik¸n tim¸n tou pedÐou φ p�nw sthn S0, pou ja mac

lèei pìso �kont�� eÐnai oi diaforetikèc diamorf¸seic tou pedÐou metaxÔ touc,

eis�goume mia topologÐa p�nw sto q¸ro autìn, orÐzontac tic nìrmec Sobolev

|| · ||S,k kai ||| · |||S,k wc:

||φ||2S1,k
=

∫
S1

[
|φ|2 + · · ·+

∑
i

|∂kiφ|2
]
, ∂ki : merik  k-t�xhc (3.22)

|||φ|||2S0,k
=

∫
S1

[
|φ|2 + · · ·+

∑
i

|Dkiφ|2
]
, Dki : qwrik  merik  k-t�xhc

(3.23)

'Etsi h parap�nw mèjodoc ja mac d¸sei anisìthtec sth morf :

||φ||S1,k ≤ C1,k|||φ|||S0,k + C2,k|||∂φ/∂t|||2S0,k−1 . (3.24)

Oloklhr¸noume me
∫ tm
t0
dt1 , ìpou tm = max t : D+(S0) ∩ Σt 6= ∅ , h qronik 

stigm  pou �kleÐnei� o to qwrÐo D+(S0).

||φ||D+(S0),k ≤ C ′1,k|||φ|||S0,k + C ′2,k|||∂φ/∂t|||2S0,k−1 (3.25)

Apì gnwstì je¸rhma up�rqei stajer� C ¸ste h φ se ìlo to D+(S0) na

fr�zetai apì th Sobolev nìrma thc sto S0 :

maxx∈D+(S0)|φ| ≤ C||φ||D+(S0),k , k > n/2 (3.26)
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'Etsi gia th lÔsh φ kai tic parag¸gouc thc opoiasd pote t�xhc, h tim  touc

se ìlo to pedÐo ex�rthshc fr�zetai apì tic arqikèc sunj kec k�ti pou exa-

sfalÐzei thn omal  suneq  ex�rthsh twn lÔsewn apì tic arqikèc sunj kec.

Ta parap�nw sunoyÐzontai sthn:

maxx∈D+(S0)|∂mφ| ≤ C ′′1,m|||φ|||S0,3+m + C ′′2 |||∂φ/∂t|||2S0,2+m . (3.27)

H apeikìnish dhlad  apì tic arqikèc sunj kec stic lÔseic eÐnai isqur� frag-

mènh, �ra kai suneq c.

'Uparxh

Mèsw thc suneqoÔc ex�rthshc apì tic A.S. mporeÐ na apodeiqjeÐ kai h Ôparxh

lÔshc gia aujaÐreth epilog  arqik¸n tim¸n (φ, ∂φ/∂t) sthn S0. Autì gÐnetai

an jewr soume mia akoloujÐa arqik¸n tim¸n {(φmi , ∂φmi /∂t)} pou sugklÐnei o-
moiìmorfa stic arqikèc sunj kec (φ, ∂φ/∂t) se ìlh thn S0, en¸ kai oi qwrikèc

par�gwgoi epÐshc sugklÐnoun omoiìmorfa (qwrÐc aparaÐthta to ìrio sÔgkli-

shc na eÐnai analutik  sun�rthsh). Apì to je¸rhma Cauchy-Kowalevski sum-

peraÐnoume ìti up�rqei lÔsh φmi gia k�je sÔnolo arqik¸n tim¸n (φmi , ∂φ
m
i /∂t)

kai h anisìthta 3.27 sunep�getai ìti h akoloujÐa twn lÔsewn aut¸n, {φmi }
epÐshc ja sugklÐnei omoiìmorfa se mia sun�rthsh φm se ìlo to D(S0), to Ðdio

kai oi m pr¸tec par�gwgoÐ thc. MporoÔme na epalhjeÔsoume ìti h oriak 

aut  sun�rthsh ja ikanopoieÐ thn exÐswsh pedÐou K-G .

GenÐkeush

Ta apotelèsmata perÐ Ôparxhc, monadikìthtac kai eust�jeiac mporoÔn na e-

pektajoÔn se mia genikìterh kl�sh susthm�twn exis¸sewn p�nw se mia pol-

laplìthta M pou èqoun th morf :

gab∇a∇bφi +
∑
j

(Aij)
a∇aφj +

∑
j

Bijφj + Ci = 0 (3.28)

kai qarakthrÐzontai wc grammik� diag¸nia deuterob�jmia uperbolik� sust ma-

ta. To antÐstoiqo je¸rhma exasfalÐzei Ôparxh, monadikìthta kai eust�jeia,
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kaj¸c kai thn aitiak  ex�rthsh twn lÔsewn sto D(S) apokleistik� apì to

uposÔnolo S thc arqik c epif�neiac Cauchy kai perigr�fetai analutik� sto

biblÐo twn Hawking - Ellis . Dustuq¸c ìmwc sth GJS antimetwpÐzoume mh

grammikèc exis¸seic opìte qreiazìmaste mia peretaÐrw genÐkeush twn parap�-

nw apotelesm�twn.

LÐgec mìno peript¸seic mh grammik¸n susthm�twn eidik c morf c ègine

dunatì na melethjoÔn mèqri s mera. Sugkekrimèna ja mac apasqol sei èna

hmigrammikì upersÔnolo twn exis¸sewn pou eÐdame prohgoumènwc. 'Ena sÔ-

sthma n deuterob�jmiwn merik¸n diaforik¸n exis¸sewn me n �gnwstec sunar-

t seic φ1 . . . φn p�nw se mia pollaplìthta M, kaleÐtai hmigrammikì, diag¸nio,

deuterob�jmio uperbolikì sÔsthma an mporeÐ na grafteÐ sth morf :

gab(x;φj;∇cφj)∇a∇bφi = Fi(x;φj;∇cφj) , (3.29)

ìpou gab kai Fi eÐnai leÐec wc proc ta orÐsmat� touc. Oi epijumhtèc idiìthtec

gia ta sust mata aut� sunoyÐzontai sto akìloujo je¸rhma pou parajètoume

ed¸ qwrÐc apìdeixh:

Je¸rhma 3.3.2. 'Estw (φ0)1, . . . , (φ0)n opoiad pote lÔsh tou hmigrammikoÔ

uperbolikoÔ sust matoc 3.29 p�nw se mia pollaplìthta M kai èstw (g0)ab =

gab(x; (φ0)j;∇c(φ0)j). 'Estw (M, (g0)ab) olik� uperbolikìc qwrìqronoc,  

apl� mia olik� uperbolik  perioq  tou, kai èstw Σ mia leÐa qwroeid c epif�neia

Cauchy autoÔ. Tìte to prìblhma arqik¸n tim¸n gia to sÔsthma 3.29 eÐnai

kal� topojethmèno p�nw sth Σ me thn ex c ènnoia: Gia arqikèc timèc p�nw

sth Σ epark¸c kont� stic arqikèc timèc thc lÔshc (φ0)1, . . . , (φ0)n, up�rqei

mia anoikt  perioq  O thc Σ tètoia ¸ste to sÔsthma èqei lÔsh, φ1, . . . , φn

sthn O kai o (O, gab(x;φj;∇cφj)) eÐnai olik� uperbolikìc. H lÔsh aut  eÐnai

monadik  sthn O kai metadÐdetai aitiak� sto qwrìqrono me thn ènnoia ìti an oi

arqikèc timèc gia φ′1, . . . , φ
′
n sumfwnoÔn me autèc thc lÔshc φ1, . . . , φn se èna

uposÔnolo S ⊆ Σ, tìte oi dÔo lÔseic eÐnai Ðsec se olìklhro to O ∩D+(S).

Tèloc, oi lÔseic exart¸ntai kata suneq  trìpo apì tic arqikèc timèc me ton

trìpo pou perigr�fh parap�nw sthn perÐptwsh tou pedÐou Klein-Gordon .
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3.3.3 Prìblhma arqik¸n tim¸n sth GJS

H kentrik  exÐswsh thc Genik c jewrÐac thc Sqetikìthtac, eÐnai h exÐswsh

Einstein

Gab = 8πTab (3.30)

h opoÐa kajorÐzei pl rwc thn exèlixh tou qwrìqronou kaj¸c to tanustikì

pedÐo Tab perièqei thn plhroforÐa sqetik� me thn katanom  Ôlhs-enèrgeiac

sto qwrìqrono, en¸ o tanust c Einstein Gab kajorÐzei th gewmetrÐa tou

qwrìqronou kai thn exèlix  thc wc tanust c apoteloÔmenoc apokleistik�

apì th metrik  kai parag¸gouc thc. H analutik  èkfrash dÐnetai apì tic

exis¸seic 2.80 , 2.74 ,2.43 kai 2.83. Jèloume na deÐxoume ìti h jewrÐa aut 

mporeÐ na apokt sei èna kal� topojethmèno prìblhma arqik¸n tim¸n, giautì

ja prospaj soue na fèroume th mh grammik  exÐswsh 3.30 sth morf  3.29.

'Etsi perimènoume mèsw thc kataskeu c enìc probl matoc arqik¸n tim¸n

na p�roume mia fìrmoula pou gia dedomèna ta pedÐa pou suneisfèroun ston

tanust  Ôlhs-enèrgeiac p�nw se mia epif�neia �uchy kai gia dedomènh thn ar-

qik  (3)-gewmetrÐa thc (metrik ) kaj¸c kai touc rujmoÔc metabol c thc p�nw

sthn epif�neia aut , na mac dÐnei thn exèlixh ìlwn twn parap�nw megej¸n

mazi. EÐnai loipìn sa na èqoume sto dexÐ mèloc thc 3.30 thn �phg � thc 4-

di�stathc gewmetrÐac en¸ sto aristerì ton �apodèkth� twn allag¸n se aut .

All� mil¸ntac gia th gewmetrÐa tou Ðdiou qwrìqronou p�nw ston opoÐo zoun

ìla ta tanustik� pedÐa, ja  tan afelèc an k�poioc antimet¸pize thn phg  kai

ton apodèkth wc dÔo xeqwristèc ènnoiec.

'Estw (M, gab) kajolik� uperbolikìc qwrìqronoc. 'Opwc eÐdame apì to

je¸rhma 3.2.3 up�rqei pagkìsmia qronik  sun�rthsh f ¸ste ∀t ∈ R h upere-

pif�neia Σt = x ∈M : f(x) = t na eÐnai epif�neia Cauchy . 'Ara o qwrìqro-

noc (M, gab) mporeÐ na anadiplwjeÐ se monoparametrik  oikogèneia epifanei¸n

Cauchy : M → R× Σ.
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Epagìmenh metrik  hab

'Estw na to orjokanonikì dianusmatikì pedÐo sthn oikogèneia epifanei¸n Σt.

Me th bo jeia tou k�jetou dianÔsmatoc h metrik  gab orÐzei autìmata mia

epagìmenh qwrik  metrik  hab p�nw se k�je trisdi�stath Σt mèsw tc sqèshc:

hab = gab + nanb (3.31)

EÐnai eÔkolo na deÐ kaneÐc pwc h metrik  aut  eÐnai kataskeuasmènh akrib¸c

san ton periorismì thc qwroqronik c metrik c p�nw sto dianusmatikì q¸ro

thc upopollaplìthtac Σt. Kat' arq�c h dr�sh thc metrik c hab gia di�nusma

k�jeto sthn epif�neia aut , par�llhlo dhlad  proc to na kai qwrÐc sunist¸sa

p�nw sthn epif�neia, dÐnei apotèlesma mhdèn.

habn
a = gabn

a + nanbn
a = nb + (−1)nb = 0 , (3.32)

kaj¸c nana = −1 wc qronoeidèc monadiaÐo di�nusma. EpÐshc h dr�sh thc

hab p�nw se di�nusma va tou efaptìmenou q¸rou thc Σt ja d¸sei to Ðdio

apotèlesma me th dr�sh thc gab afoÔ ja eÐnai nava = 0 kai �ra habv
a =

gabv
a. Me �lla lìgia, ìpwc akrib¸c h qwroqronik  metrik  gab mac dÐnei th

gewmetrÐa tou 4-di�statou qwrìqronou, ètsi kai h qwrik  metrik  hab ja mac

dÐnei thn (3)-gewmetrÐa thc k�je qwrik c uperepif�neiac Cauchy Σ kai an

to k�noume autì gia k�je mèloc thc oikogèneiac Σt ja katal xoume se mia

èkfrash hab(t), ∀t ∈ R.
Dedomènhc thc epilog c thc qronik c sun�rthshc t, èstw ta to dianusma-

tikì pedÐo pou ikanopoieÐ thn ta∇at = 1. AnalÔontac to ta se sunist¸sec

par�llhlec kai k�jetec stic uperepif�neiec Σt paÐrnoume ta dianÔsmata Nna

kai Na. KaloÔme to di�nusma Na, di�nusma olÐsjhshc kai th sun�rthsh N

sun�rthsh metatìpishc (shift vector & lapse function ). OrÐzontai wc:

N = −tana = (na∇at)
−1 (3.33)

Na = habt
b (3.34)

ètsi ¸ste,

ta = Nna +Na . (3.35)
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Me ton trìpo autì mporoÔme na doÔme th dunamik  tou qwrìqronou mèsw

thc �qronik c � exèlixhc thc dunamik c qwrik c metrik c hab, kat� m koc miac

qronik c paramètrou t. Epomènwc perimènoume oi zhtoÔmenec arqikèc sunj -

kec na eÐnai mia Riemannian metrik  hab p�nw se mia arqik  epif�neia Cauchy

Σ0 kai h qronik  thc par�gwgoc.

Exwgen c Kampulìthta thc Σ

'Estw qwrik  uperepif�neia Σ kai ξa to monadiaÐo dianusmatikì pedÐo efaptì-

meno sthn oikogèneia twn qronoeid¸n gewdaisiak¸n pou eÐnai k�jetec sthn Σ

se k�je shmeÐo thc. 'Eqoume orÐsei thn exwgen  kampulìthta Kab wc:

Kab = ∇aξb . (3.36)

To Kab eÐnai summetrikìc kai kajar� qwrikìc tanust c, dhlad  Kab = Kba

kai Kabξ
a = ξa∇aξb = 0 = Kabξ

b. MporeÐ na ekfrasteÐ loipìn wc:

Kab = ∇(aξb) =
1

2
£ξgab (3.37)

kai lìgw thc 3.31,

Kab =
1

2
£ξ(hab − ξaξb) =

1

2
£ξhab . (3.38)

Ex�llou, efìson to na eÐnai epÐshc to qronoeidèc pedÐo p�nta k�jeto se k�-

je Σ, h parag¸gish tou pedÐou autoÔ p�nw sthn epif�neia Σ ja prèpei na

sumfwneÐ me aut  tou ξa, dhlad ,

Kab = ∇(aξb) = ha
c∇cξb = ha

c∇cnb =
1

2
£nhab , (3.39)

k�ti pou genikeÔei thn ènnoia thc exwgenoÔc kampulìthtac gia qwroqronikèc

fètec anex�rthta apì to an eÐnai orjog¸niec se gewdaisiakèc. Qrhsimopoi¸n-

tac thn exÐswsh 3.35 mporoÔme na doÔme p¸c analÔetai se parag¸gish Lie wc

proc to qrìno kai wc proc to di�nusma olÐsjhshc:

£nhab =
1

N
(£thab −£Nhab) (3.40)

72



'Etsi blèpoume ìti h ènnoia thc exwgenoÔc kampulìthtac miac qwroeidoÔc upe-

repif�neiac Σ embaptismènhc sto qwrìqrono (M, gab) eÐnai sten� sundedemènh

me th qronik  par�gwgo thc epagìmenhc trisdi�stathc metrik c hab sthn u-

perepif�neia aut .

Ta parap�nw mac protrèpoun na jewr soume ìti oi arqikèc sunj kec thc

genik c sqetikìthtac mporoÔn na ekfrastoÔn apì thn tri�da (Σ, hab, Kab),

me Σ trisdi�stath pollaplìthta, hab mia Riemannian metrik  thc kai Kab

summetrikì tanustikì pedÐo p�nw sth Σ.

SunalloÐwth Par�gwgoc Da

Jèloume t¸ra na p�roume tic eswterikèc gewmetrikèc idiìthtec thc upopo-

laplìthtac Σ ìpwc autèc klhronomoÔntai apì thn 4-di�stath gewmetrÐa tou

qwrìqronou mèsa ston opoÐo brÐsketai embaptismènh. 'Estw tuqaÐo qwroqro-

nikì di�nusma va sto p ∈ Σ. AnalÔoume stic sunist¸sec:

va = v⊥n
a + va‖ . (3.41)

Ja eÐnai va‖na = 0 kai an v⊥ = 0 tìte to va keÐtai sth uperepif�neia Σ sto p.

Autì sunep�getai ìti

va = va‖ = habv
b (3.42)

kai genikeÔontac gia tanust  tÔpou (k, l) h sunj kh ja eÐnai

T a1···ak
b1···bl = ha1

c1 · · ·hak ckhb1d1 · · ·hbld1T c1···ckd1···dl (3.43)

ìpou to dexÐ mèloc mporeÐ na jewrhjeÐ kai wc h probol  tou tanust  p�-

nw sth Σ kaj¸c h sustol  me opoiod pote di�nusma k�jeto se aut  dÐnei

mhdèn. H metrik  hab epomènwc gÐnetai telest c probol c ston efaptìmeno

dianusmatikì q¸ro thc Σ.

Gia na p�roume mia sunalloÐwth parag¸gish pou na paramènei p�nw sth

Σ, droÔme me ton telest  hdc∇c ¸ste na mhn èqoume parag¸gish kat� dieÔ-

junsh ektìc thc epif�neiac. Ed¸ o ∇a eÐnai o susqetismènoc me th metrik 

gab. Wstìso ènac tuqaÐoc tanust c T den paramènei anagkastik� ston efa-

ptìmeno q¸ro thc Σ met� thn parag¸gish hdc∇cT . MporoÔme ìmwc, gia na
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eÐmaste sunepeÐc na prob�loume ton teliì tanust  p�nw sth Σ me th bo -

jeia thc metrik c hab, ¸ste na orÐsoume kai ton telikì telest  sunalloÐwthc

parag¸gishc �ep�nw� sth Σ wc:

DcT
a1···ak

b1···bl = ha1
f1 · · ·hakfkhb1d1 · · ·hbld1hce∇eT

f1···fk
d1···dl (3.44)

Epomènwc èqontac to diaforikì telest  ∇a susqetismèno me th qwroqro-

nik  metrik  gab, mporoÔme na dhmiourg soume thn epagìmenh sunalloÐwth

par�gwgo Da, susqetismènh me thn epagìmenh �qwrik � metrik  hab sthn upe-

repif�neia. Apì ton orismì, oi idiìthtec pou ikanopoieÐ h ∇a wc sunalloÐwth

par�gwgoc metafèrontai sth Da. EpÐshc epalhjeÔetai ìti

Dahbc = 0 (3.45)

antikajist¸ntac apl� tic Da kai hbc me touc orismoÔ touc 3.44 kai 3.31, kai

qrhsimopoi¸ntac ìti ∇agbc = 0 kai habnb = 0.

Kampulìthta (3)R

GnwrÐzontac t¸ra th sunalloÐwth par�gwgo thc Σ eÐmaste se jèsh na u-

pologÐsoume ton tanust  Riemann (3)R pou mac dÐnei thn kampulìthta thc

trisdi�stathc fètac Σ. Apì ton orismì tou tanust  Riemann , exÐswsh 2.65,

jewr¸ntac tuqaÐo pedÐo 1-morf¸n ωa orÐzw:

(3)Rabc
dωd = DaDbωc −DbDaωc . (3.46)

'Omwc,

DaDbωc = Da(hc
ehb

d∇dωe)

= hb
ghc

kha
f∇f (hk

ehg
d∇dωe)

= hb
ghc

kha
fhk

ehg
d∇f∇dωe

+hb
ghc

kha
fhg

d(∇fhk
e)(∇dωe) + hb

ghc
kha

fhk
e(∇fhg

d)(∇dωe) .
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'Omwc epeid :

ha
bhc

d∇bhd
e = ha

bhc
d∇b(gd

e + ndn
e)

= ha
b(hc

d∇bnd)n
e + ha

bhc
dnd∇b(g

fenf )

= hc
d(ha

b∇bnd)n
e + hc

d(ha
b∇bnf )ndg

fe

= hc
dKadn

e + hc
dKafndg

fe = Kacn
e

h sqèsh gÐnetai:

DaDbωc = ha
fhb

dhc
e∇f∇dωe + hb

dKacn
e∇dωe + hc

eKabn
d∇dωe . (3.47)

PaÐrnontac t¸ra to antisummetrikì tou, (D[aDb]ωc) èqoume,

· Kab = Kba (feÔgei o teleutaÐoc ìroc) (3.48)

· hb
dne∇dωe = hb

d[∇d(n
eωe)− ωe∇dn

e] = −Kb
eωe (3.49)

'Etsi telik�:

(3)Rabc
d = ha

fhb
ghc

khj
dRfgk

j −KacKb
d +KbcKa

d (3.50)

MporoÔme epÐshc na deÐxoume ìti:

DaK
a
b −DbK = Rcdn

dhcb (3.51)

Xekin�me analÔontac to DaK
a
b qrhsimopoi¸ntac tic sqèseic 3.44, 3.39.

DaK
a
b = hacDaKcb = hacDahc

d∇dnb

= hachc
dDa∇dnb = hadha

chd
ehb

f∇c∇enf

= hcehc
d∇c∇enf

kai suneqÐzoume me to DbK:

DbK = Dbh
acKac = hacDbha

d∇dnc

= hcdDb∇dnc = hcdhb
ahd

ehc
f∇a∇enf

= hefhb
a∇a∇enf
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AfairoÔme kai paÐrnoume:

DaK
a
b −DbK = hcdhb

a∇d∇cna − hcdhba∇a∇cnd

= hcdhb
a(∇d∇cna −∇a∇cnd)

= hcdhb
a[Rdca

ene +Rcad
ene −∇c(∇dna +∇and)]− hcdhbaRadcen

e

= hb
aRaen

e

Oi 2 parap�nw exis¸seic eÐnai gnwstèc kai wc sqèseic Gauss-Codazzi.

Oi exis¸seic thc GJS

Met� apì autoÔc touc qr simouc upologismoÔc ja epistrèyoume stic exis¸-

seic Einstein kai ja epiqeir soume na tic fèroume sth morf  3.29. Gr�fontac

analutik� tic exis¸seic twn sunistws¸n tou tanust  Einstein gia to kenì

Gµν = 0 ja p�roume 42 = 16 deuterob�jmiec diaforikèc exis¸seic gia tic su-

nist¸sec thc metrik c gµν apì tic opoÐec ìmwc, lìgw thc summetrÐacGab = Gba

mìno 10 eÐnai anex�rthtec. MporoÔme p�nta, toul�qiston topik� na epilèxou-

me èna sÔsthma suntetagmènwn me th qronik  suntetagmènh t prosarmosmènh

¸ste h uperepif�neia t = 0 na eÐnai h arqik  epif�neia Cauchy , Σ. Sthn

trisdi�stath epif�neia aut  ja d¸soume arqikèc timèc gia ta pedÐa (hab, Kab)

oi opoÐec perimènoume na �qtÐsoun� ènan kajolik� uperbolikì qwrìqrono.

Pr¸ta ekfr�zoume tic sunist¸sec tou tanust  Ricci sunart sei thc me-

trik c mèsw twn exis¸sewn 2.83 kai 2.43:

Rµν =
∑
ρ

Rµρν
ρ = ∂ρΓ

ρ
µν − ∂µΓρρν +

∑
λ

(ΓλµνΓ
ρ
λρ − ΓλρνΓ

ρ
λµ) (3.52)

h opoia met� apì pr�xeic èrqetai sthn telik  morf ,

Rµν = −1

2

∑
α,β

gαβ
[
−2∂β∂(νgµ)α + ∂α∂βgµν + ∂µ∂νgαβ

]
+ Fµν(g, ∂g) (3.53)

ìpou faÐnontai kajar� mìno oi ìroi me parag¸gouc b' t�xhc kaj¸c mac en-

diafèrei mìno o hmigrammikìc qarakt rac twn exis¸sewn. To bajmwtì Ricci
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prokÔptei amèswc me sustol ,

R = −1

2

∑
µ,ν

gµν
∑
α,β

gαβ
[
−2∂β∂(νgµ)α + ∂α∂βgµν + ∂µ∂νgαβ

]
+ F (g, ∂g)

(3.54)

Epomènwc ja p�roume telik� tic 10 sunist¸sec tou tanust  Einstein :

Gµν = Rµν −
1

2
gµνR

= −1

2

∑
α,β

gαβ
[
−2∂β∂(νgµ)α + ∂α∂βgµν + ∂µ∂νgαβ

]
+

1

2
gµν

∑
α,β,ρ,σ

gαβgρσ [−∂β∂σgρα + ∂α∂βgρσ + ∂ρ∂σgαβ] + F ′µν(g, ∂g)

ìpou qrhsimopoi same ìti h �jroish sta {αβρσ} dÐnei to
∑

α,β,ρ,σ ∂ρ∂σgαβ =

sumα,β,ρ,σ∂α∂βgρσ.

EÐnai t¸ra emfanèc ìti oi merikèc diaforikèc twn sunistws¸n exis¸sewn

Einstein eÐnai p�nta hmigrammikoÔ tÔpou wc proc tic deÔterec parag¸gouc

thc metrik c. Mènei ìmwc na doÔme an ìntwc ìloi oi deuterob�jmioi ìroi

eÐnai grammik� anex�rthtoi kai den apaleÐfontai gia k�poiec sunist¸sec, ¸ste

na poÔme me sigouri� ìti mporoÔme na fèroume tic exis¸seic thc jewrÐac sth

morf  3.29. K�ti tètoio ìmwc de sumbaÐnei gia tic 4 sunist¸sec pou paÐrnoume

kat� th dieÔjunsh tou na, tou k�jetou sthn arqik  epif�neia Σ:

∑
ν

Gµνn
ν = 0 (3.55)

MporoÔme na epalhjeÔsoume ìti oi parap�nw exis¸seis-sunist¸sec den pe-

rièqoun kajìlou deuterob�jmiec qronikèc parag¸gouc. 'Etsi oi 4 apì tic 10

exis¸seic exart¸ntai mìno apì tic arqikèc sunj kec, sunep¸c ja apoteloÔn

sundèsmouc tou sust matoc, touc opoÐouc oi arqikèc sunj kec ofeÐloun na

ikanopoioÔn. AnalÔontac thn 3.55 sthn k�jeth kai efaptìmenh sthn Σ suni-

st¸sa ìpwc eÐdame prohgoumènwc paÐrnoume:

Gacn
c = hbaGbcn

c +Gbcn
bncna (3.56)
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apì ìpou prokÔptoun dÔo exis¸seic sundèsmwn, mÐa bajmwt  gia thn k�jeth

sunist¸sa kai mÐa dianusmatik  gia thn efaptìmenh. 'Etsi,

0 = hbaGbcn
c = hbaRbcn

c − 1

2
hbagbcn

cR

= hbaRbcn
c − 1

2
hbanbR = hbaRbcn

c

= DbK
b
a −DaK

b
b

ìpou qrhsimopoi jhke sto tèloc h 2h sqèsh Gauss-Codazzi kai

0 = Gabn
anb = Rabn

anb +
1

2
R =

1

2
Racbdh

abhcd , (3.57)

afoÔ ja eÐnai

Racbdh
abhcd = Racbd(g

ab + nanb)(gcd + ncnd)

= Rcd((g
cd + ncnd)) +Rabn

anb +Racbdn
anbncnd

= R + 2Rabn
anb .

Qrhsimopoi¸ntac t¸ra thn 1h sqèsh Gauss-Codazzi paÐrnoume telik�

0 = [(3)Racbd +KabKcd −KcbKad]h
abhcd = (3)R +K2 −KabKab (3.58)

'Ara èqoume telik� touc sundèsmouc twn arqik¸n tim¸n (initial value con-

straints ) thc jewrÐac na eÐnai oi:

DbK
b
a −DaK

b
b = 0 (3.59)

(3)R +K2 −KabKab = 0 (3.60)

To sÔsthma twn exis¸sewn Einstein eÐnai loipìn èna upoprodiorismèno

sÔsthma diaforik¸n exis¸sewn me 10 �gnwstec sunist¸sec thc metrik c kai

6 mìlic anex�rthtec exis¸seic. H aprosdioristÐa aut  proèrqetai ìmwc kat�

fusikì trìpo apì thn analloi¸thta tou fusikoÔ kìsmou k�tw apì diaforo-

morfismoÔc tou qwrìqronou, φ : (M, gab)→ (M,φ∗gab), metasqhmatismoÐ pou

ìpwc eÐdame kajorÐzoun thn eleujerÐa bajmÐdac thc jewrÐac. Efìson h bajmÐ-

da aut  apoteleÐtai apì èna aujaÐreto dianusmatikì pedÐo, dhlad  4 aujaÐretec
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sunart seic p�nw sthnM , sumperaÐnoume ìti telik� èqoume ton swstì arijmì

ousiastik¸n exis¸sewn gia th GJS. EÐnai to antÐstoiqo apotèlesma me autì

thc eleujerÐac bajmÐdac tou hlektromagnhtismoÔ, ìpou h eleujerÐa aut  an�-

getai se mia aujaÐreth sun�rthsh dunamikoÔ, χ ¸ste A′a = Aa−∇aχ na eÐnai

metasqhmatismìc bajmÐdac. Sthn perÐptwsh tou hlektromagnhtismoÔ eÐqame

ton sÔndesmo ~∇ · ~E = 0.

Q�rh sthn analloi¸thta twn exis¸sewn k�tw apì diaforetik� sust ma-

ta suntetagmènwn, èqoume th dunatìthta na k�noume epilog  bajmÐdac, ìpwc

k�name kai sthn perÐptwsh tou hlektromagnhtismoÔ, ¸ste na epilèxoume to

sÔsthma anafor�c pou mac sumfèrei. Sthn prokeimènh perÐptwsh h epilog 

eÐnai èna sÔsthma armonik¸n suntetagmènwn (Choquet-Bruhat (1962) ) oi o-

poÐec orÐzontai ¸ste na ikanopoioÔn: �xµ = ∇a∇ax
µ = 0. UpologÐsoume

ìti:

�xµ = ∇ag
ab∂bx

µ = · · · =
∑
a

[∂αg
αµ +

1

2
gαµ

∑
ρσ

gρσ∂αgρσ] = 0 (3.61)

Kai k�tw apì autèc tic suntetagmènec oi exis¸seic Einstein gia to kenì èr-

qontai sth morf 

−1

2

∑
α,β

gαβ∂α∂βgµν + F̂ (g, ∂g) = 0 (3.62)

H parap�nw sqèsh onom�zetai aplopoihmènh exÐswsh Einstein kai eÐnai èna

diag¸nio hmigrammikì deuterob�jmio uperbolikì sÔsthma merik¸n diaforik¸n

exis¸sewn, thc morf c 3.29. Efarmìzontac telik� to je¸rhma 3.3.2, èqoume

apokt sei ènan kal� orismèno formalismì arqik¸n tim¸n gia th Genik  JewrÐa

thc Sqetikìthtac.
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Kef�laio 4

Lagkranzianìc kai

Qamiltonianìc formalismìc

thc GJS

4.1 Lagkranzianìc formalismìc tanusti-

k¸n pedÐwn

H sun jhc prosèggish k�je klasik c jewrÐac pedÐou mac upagoreÔei na a-

nazht soume mia Lagkranzian , kai sth sunèqeia Qamiltonian  diatÔpwsh gia

th Genik  JewrÐa thc Sqetikìthtac. 'Enac tètoioc formalismìc ja mac d¸sei

ìqi mìno kalÔterh epopteÐa p�nw sth dunamik  thc jewrÐac kai th dunatìth-

ta epÐlushc problhm�twn arqik¸n tim¸n, all� Ðswc kai ènan drìmo proc th

diatÔpwsh miac kbantik c jewrÐac gia th barÔthta. H ousÐa thc GJS brÐ-

sketai sth dunamik  thc gewmetrÐac tou qwrìqronou pou sunoyÐzetai sthn

exÐswsh Einstein , Gab = 8πTab. Ja deÐxoume sto kef�laio autì p¸c h para-

p�nw exÐswsh mporeÐ na anaparaqjeÐ mèsw miac apl c gewmetrikoÔ qarakt ra

Lagkranzian c puknìthtac.

Proqwrìntac sth Qamiltonian  diatÔpwsh, ja prospaj soume na entopÐ-

soume touc dunamikoÔc bajmoÔc eleujerÐac pou kajorÐzoun th gewmetrÐa tou
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qwrìqronou, ¸ste na eÐmaste se jèsh, mèsw twn exis¸sewn Hamilton , na

problèyoume th qronik  exèlixh thc gewmetrÐac enìc probl matoc arqik¸n ti-

m¸n. H klasik  ènnoia thc Qamiltonian c enìc sust matoc eÐnai epÐshc sten�

sundedemènh me thn olik  enèrgeia tou sust matoc, gegonìc pou mac protrè-

pei na apodìsoume ènan nèo orismì gia thn enèrgeia tou barutikoÔ pedÐou,  

,piì swst�, thc gewmetrÐac tou qwrìqronou.

Tèloc, to megalÔtero Ðswc endiafèron parousi�zei h èreuna pou gÐnetai ta

teleutaÐa qrìnia gia th sÔnjesh miac kbantik c jewrÐac barÔthtac, kai fusi-

k� ìlec oi suntagèc gia thn kb�ntwsh klasik¸n pedÐwn pernoÔn eÐte apì to

Lagkranzianì eÐte apì to Qamiltonianì formalismì. Piì sugkekrimèna h mè-

jodoc kanonik c kb�ntwshc (canonical quantization) apaiteÐ mia Qamiltonian 

diatÔpwsh gia th met�bash apì to fasikì q¸ro se ènan q¸ro Hilbert , en¸ h

mèjodoc Feynmann me ta troqiak� oloklhr¸mata (path integral formulation)

qrhsimopoieÐ th Lagkranzian  prosèggish.

4.1.1 Dr�sh

'Estw ψa1...ak
b1...bl

to proc exètash tanustikì pedÐo p�nw sthn 4-di�stath polla-

plìthta M . To sunolikì autì pedÐo ja sumbolÐzoume gia eukolÐa sto ex c

me ψ krÔbontac touc oÔtwc h �llwc �gnwstouc akìmh deÐktec. 'Estw t¸ra S

èna sunarthsiakì tou ψ, mÐa apeikìnish dhlad  S[ψ] pou mac p�ei apì to q¸ro

ìlwn twn dunat¸n diamorf¸sewn tou ψ p�nw sthn M , stouc pragmatikoÔc

arijmoÔc R. Ja epiqeir soume ètsi na orÐsoume èna mègejoc antÐstoiqo thc

klasik c dr�shc, ¸ste telik� na katal xoume se mÐa Lagkranzian  puknìthta

gia th jewrÐa mac.

Se antÐjesh ìmwc me thn klasik  dr�sh, h opoÐa orÐzetai p�nw sthn tro-

qi� twn swmatidÐwn, ed¸ h dr�sh orÐzetai gia olìklhro to tanustikì pedÐo.

Sthn klasik  perÐptwsh gia na qrhsimopoi soume thn arq  el�qisthc dr�shc

kratoÔsame ta dÔo akraÐa shmeÐa thc troqi�c stajer� kai brÐskame thn troqi�

aut  pou ikanopoieÐ thn arq , orÐzont�c thn telik� wc thn klasik  troqi�

tou swmatidÐou. H troqi� aut  prèpei na ikanopoieÐ tic exis¸seic kÐnhshc ¸-

ste na xèroume pwc èqoume orÐsei thn kat�llhlh dr�sh gia th jewrÐa mac.
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T¸ra miac kai de douleÔoume p�nw se troqièc swmatidÐwn all� se diamorf¸-

seic tanustikoÔ pedÐou p�nw ston 4-di�stato qwrìqrono, ja esti�soume se

mÐa sumpag  perioq  U thc M ìpou ja jewr soume monoparametrikèc oiko-

gèneiec ψλtou tanustikoÔ pedÐou, diathr¸ntac Ðdiec tic timèc ìlwn twn mel¸n

p�nw sto sÔnoro U̇ . Gia th diamìrfwsh tou pedÐou ìpou h dr�sh emfanÐzei

akrìtato jèloume na ikanopoioÔntai oi exis¸seic pedÐou thc jewrÐac mac. Me

ton trìpo autìn susqetÐzoume to k�je pedÐo me mia kat�llhlh dr�sh kai kat'

epèktash mia kat�llhlh Lagkranzian  puknìthta.

'Estw ψλ leÐa monoparametrik  oikogèneia diamorfìsewn tou tanustikoÔ

pedÐou ψ, me �arq � to ψ0 k�je mèloc thc opoÐac ikanopoieÐ sugkekrimènec

sunoriakèc sunj kec. SumbolÐzoume me δψ thn posìthta

δψ =
dψλ
dλ

∣∣∣∣
λ=0

. (4.1)

JewroÔme ìti up�rqei gia k�je tètoia oikogèneia to dS[ψλ]
dλ

∣∣∣
λ=0

kai profan¸c

eÐnai pragmatikìc arijmìc.

OrÐzoume th sunarthsiak  par�gwgo thc S wc to tanustikì pedÐo χ pou

ikanopoieÐ th sqèsh ∫
M

χδψ =
dS

dλ

∣∣∣∣
λ=0

(4.2)

kai sumbolÐzoume χ = δS
δψ

∣∣∣
ψ0

. Sto parap�nw olokl rwma uponoeÐtai olo-

kl rwsh me to stoiqeÐo ìgkou ε = ε[a1...an] orismèno p�nw sthn M (blèpe

n-morfèc). Efìson to olokl rwma dÐnei ènan pragmatikì arijmì, h χ ofeÐ-

lei na eÐnai èna tanustikì pedÐo duðkì tou ψ kai ston pollaplasiasmì autìn

ennoeÐtai sustol  ìlwn twn deikt¸n tou χ me touc antÐstoiqouc tou δψ.

4.1.2 Lagkranzian  Puknìthta

O Lagkranzianìc formalismìc k�je jewrÐac èqei th b�sh tou sthn arq  thc

el�qisthc dr�shc �   piì genik� thc akrìtathc dr�shc. 'Estw ìti to pedÐo

ψ ikanopoieÐ k�poia pediak  exÐswsh, ìpwc ex. Maxwell gia to H/M pedÐo,

ex. Klein-Gordon gia ta omìnuma pedÐa kok. Jèloume h dr�sh na parousi�zei
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akrìtato gia th diamìrfwsh tou pedÐou pou ikanopoieÐ tic exis¸seic,   alli¸c

h sunarthsiak  par�gwgoc thc S na mhdenÐzetai. An mporoÔme na ekfr�soume

th dr�sh aut  sth morf 

S[ψ] =

∫
M

L [ψ] , (4.3)

me L topik  sun�rthsh thc ψ kai peperasmènou pl jouc parag¸gwn thc

L |x = L (ψ(x),∇ψ(x), . . . ,∇kψ(x)) , (4.4)

ètsi ¸ste h
δS

δψ

∣∣∣∣
ψ

= 0 (4.5)

na isodunameÐ me tic pediakèc exis¸seic, tìte èqoume brei th dr�sh tou pe-

dÐou S kai th Lagkranzian  Puknìthta L . Ja èqoume epitÔqei dhlad  mia

Lagkranzian  diatÔpwsh,   Lagkranzianì formalismì thc jewrÐac mac.

H/M pedÐa se q¸ro Minkowski

Ja doÔme t¸ra ìti o Lagkranzianìc formalismìc tou hlektromagnhtikoÔ pe-

dÐou pou upakoÔei stic exis¸seic Maxwell sto kenì prokÔptei apo mia arket�

apl  tanustik  sqèsh, apì thn opoÐa orÐzetai h Lagkranzian  puknìthta tou

H/M pedÐou.

LEM = −1

4
F abFab = −∂[aAb]∂

[aAb] (4.6)

Ja deÐxoume ìti h Lagkranzian  aut  mèsw thc arq c el�qisthc dr�shc ja

mac d¸sei tic exis¸seic tou H/M pedÐou sto kenì. Ed¸ oi deÐktec anebaÐnoun

kai katebaÐnoun mèsw thc Minkowski metrik c ηab afoÔ upojètoume epÐpedh

gewmetrÐa. Sunep¸c h sunalloÐwth par�gwgoc eÐnai apl� h ∂a kai h metrik 

eÐnai stajer  pantoÔ. H dunamik  metablht  mac eÐnai to tetradi�nusma Aa

tou H/M pedÐou. H dr�sh loipìn ja eÐnai

SEM [Aa] =

∫
Ω

LEM [Aa] = −
∫

Ω

∂[aAb]∂
[aAb] (4.7)

Gia na broÔme th sunarthsiak  par�gwgo thc dr�shc wc proc to pedÐo Aa,

jewroÔme monoparametrik  oikogèneia pedÐwn λAa sto sumpagèc uposÔnolo S
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krat¸ntac tic timèc sto sÔnoro ∂S koinèc gia k�je Aa(λ) kai upologÐzoume

δSEM =
dSEM
dλ

∣∣∣∣
λ=0

= −
∫

Ω

d

dλ

[
∂[aAb](λ)∂[aAb](λ)

]
λ=0

= −
∫

Ω

[
∂[a

d

dλ
Ab]

]
λ=0

(∂[aA
b]
0 ) + (∂[aAb])

[
∂[a d

dλ
Ab]
]
λ=0

= −
∫

Ω

∂[aδAb] ∂
[aA

b]
0 + ∂[aA

0
b] ∂

[aδAb] = −
∫

Ω

2 ∂[aδAb] ∂
[aA

b]
0

ìpou δAb = dAb
dλ

∣∣
λ=0

, A0
b = Ab(0) , en¸ qrhsimopoi same ìti ∂aηbc = 0, kai

epomènwc

∂[aA
0
b] ∂[aδAb] = ∂[aA

0
b]

d

dλ
(∂[aAb])

∣∣∣∣
λ=0

= ∂[aA
0
b]

d

dλ
(η[a|c|∂cη

b]dAd)

∣∣∣∣
λ=0

= ∂[aA
0
b]η

c[aηb]d∂c(δAd) =
1

4
∂c(δAd)(η

caηbd − ηcbηad)(∂aA0
b − ∂bA0

a)

=
1

4
∂c(δAd)(∂

cAd0 − ∂dAc0 − ∂dAc0 + ∂cAd0) = ∂c(δAd)∂
[cAd]

�ra telik� metonom�zontac touc deÐktec

∂[aA
0
b]∂

[aδAb] = ∂[aδAb]∂
[aAb] (4.8)

'Etsi

δSEM = −1

2

∫
Ω

[∂a(δAb)− ∂b(δAa)](∂aAb0 − ∂bAa0)

= −
∫

Ω

(∂aAb0∂aδAb − ∂bAa0∂aδAb)

= −2

∫
Ω

∂[aA
b]
0 ∂aδAb

= −2∂a[∂
[aA

b]
0 δAb]∂S +

∫
Ω

2(∂a∂
[aA

b]
0 )δAb

=

∫
Ω

2(∂a∂
[aA

b]
0 )δAb

apotèlesma to opoÐo mac upodeiknÔei th sunarthsiak  par�gwgo thc SEM

χEM = χbEM = 2∂a∂
[aAb] = ∂a∂

aAb − ∂a∂bAa =
δSKG
δAb

(4.9)
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h opoÐa lìgw thc 4.5 ja mac d¸sei akrib¸c tic exis¸seic Maxwell se tanustik 

morf 

∂a∂
aAb − ∂a∂bAa = 0   ∂aF

ab = 0 (4.10)

Sthn parap�nw kat� par�gontec olokl rwsh qrhsimopoi jhke to gegonìc

ìti se olìklhro to sÔnoro ∂S h pediak  metatìpish mhdenÐzetai.

PedÐo Klein-Gordon

H Lagkranzian  puknìthta tou pedÐou Klein-Gordon me m�za mporeÐ na oristeÐ

wc

LKG = −1

2
(∂aφ∂

aφ+m2φ2). (4.11)

Pr�gmati mporoÔme na deÐxoume ìti h dr�sh pou prokÔptei emfanÐzei akrìtato

ìtan to bajmwtì φ ikanopoieÐ thn exÐswsh Klein-Gordon .

SKG[φ] =

∫
Ω

LKG[φ] (4.12)

'Estw φλ monoparametrik  oikogèneia diamorf¸sewn tou pedÐou φ.

dS[ψλ]

dλ

∣∣∣∣
λ=0

= − 1

2

d

dλ

∫
Ω

[
∂aφλ∂

aφλ +m2φ2
λ

]∣∣∣∣
λ=0

(4.13)

Jètontac δφ = dφλ
dλ

∣∣
λ=0

dS[ψλ]

dλ

∣∣∣∣
λ=0

= −1

2

∫
Ω

[∂aδφ∂
aφ0 + ∂aφ0∂

a(δφ) + 2m2φ0(δφ)]

=

∫
Ω

[∂aδφ∂
aφ0 +m2φ0(δφ)]

= − [∂a(∂aφ0 δφ)]∂Ω +

∫
Ω

[∂a∂
aφ0 δφ−m2φ0(δφ)]

=

∫
Ω

[∂a∂
aφ0 −m2φ0]δφ

ìpou o sunoriakìc ìroc mhdenÐzetai gia touc Ðdiouc lìgouc me prin. Epomènwc

h sunarthsiak  par�gwgoc thc dr�shc ¸c proc to pedÐo φ ja eÐnai h

δSKG
δφ

= χKG = ∂a∂
aφ−m2φ (4.14)
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Kai telik� h arq  pou jèlei th dr�sh na parousi�zei akrìtato gia th lÔsh

tou pedÐou dÐnei thn epijumht  exÐswsh Klein-Gordon ,

δSKG
δφ

∣∣∣∣
φ0

= 0 ⇔ ∂a∂
aφ0 −m2φ0 = 0 (4.15)

Sta parap�nw qrhsimopoioÔme xan� to gegonìc ìti h metrik  sto Minkowski

q¸ro eÐnai p�nta, gab = ηab ètsi ¸ste ∂aηab = 0 kai d
dλ

(
ηab
)

= 0. Ta parap�nw

de ja eÐnai tetrimmèna sthn perÐptwsh thc GJS kat� thn opoÐa h metrik  de

mènei amet�blhth k�tw apì th metabol  tou pedÐou me to λ.

4.2 Lagkranzianìc formalismìc sth GJS

Se antÐjesh me tic prohgoÔmenec peript¸seic, ìpou o qwrìqronoc den parou-

si�zei kampulìthta (EJS), h Lagkranzian  diatÔpwsh thc Genik c JewrÐac

thc Sqetikìthtac emfanÐzei eggeneÐc duskolÐec lìgw thc fÔshc thc jewrÐac.

Ta basik� sustatik� thc GJS eÐnai to gegonìc ìti h dunamik  metablht  thc

jewrÐac eÐnai to Ðdio to tanustikì pedÐo thc metrik c gab, kai h apaÐthsh pwc

h arq  el�qisthc dr�shc prèpei na mac d¸sei thn exÐswsh Einstein .

To pr¸to praktikì empìdio pou sunant� kaneÐc ìtan xekin� thn anaz thsh

miac Lagkranzian c gia th GJS eÐnai ìti to stoiqeÐo ìgkou, me b�sh to opoÐo

oloklhr¸noume gia na p�roume th dr�sh tou pedÐou, den eÐnai plèon gnwstì,

all� oÔte stajerì se olìklhrh th qwroqronik  pollaplìthta. SÔmfwna me

ìsa analÔjhkan sto kef�laio thc diaforik c gewmetrÐac, to stoiqeÐo ìgkou

mporeÐ na ekfrasteÐ wc sfhnoeidèc ginìmeno tess�rwn 1-morf¸n (suntetagmè-

nwn), ¸ste na eÐnai mia pl rwc antisummetrik  4-morf , me 1 bajmì eleujerÐac,

o opoÐoc upologÐsthke wc to
√
−g

ε =
√
|g|dx1 ∧ . . . ∧ dx4 (4.16)

'Opou g = det(gµν). Metab�lletai loipìn ìqi mìno qwrik� all� kai dunamik�

me th metabol  thc metrik c. 'Etsi ja anagkastoÔme na qrhsimopoi soume

tanustik� megèjh me enswmatwmènh th sun�rthsh pou kajorÐzei thn klÐmaka
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stoiqeÐou ìgkou (
√
−g), tic legìmenec Tanustikèc Puknìthtec, kai na doulè-

youme me èna aujaÐreta orismèno apì em�c e to opoÐo epilègoume tautìqrona

me to sÔsthma suntetagmènwn tou parathrht . An dhlad  T tanust c orÐ-

zoume thn antÐstoiqh tanustik  puknìthta T wc :

Ta1...ak
b1...bl =

√
|g|Ta1...ak

b1...bl (4.17)

Mia akìmh idiaiterìthta emfanÐzetai ìtan prospajoÔme na upologÐsoume th

sunarthsiak  par�gwgo thc dr�shc. Oi deÐktec anebaÐnoun kai katebaÐnoun

me thn Ðdia metrik  gab en¸ gia na p�roume thn exÐswsh Einstein prèpei ta

sustatik� thc Lagkranzian c na ekfr�zontai mìno mèsw tou metrikoÔ tanust 

(kai twn parag¸gwn tou).

Ja deÐxoume ìti h Lagkranzian  pou mac dÐnei thn exÐswsh Einstein gia to

kenì (Gab = 0), den eÐnai �llh apì to piì aplì bajmwtì mègejoc pou mporeÐ

na kataskeuasteÐ apì th metrik  kai tic a' kai b' t�xhc parag¸gouc thc, to

bajmwtì Ricci . H antÐstoiqh dr�sh (dr�sh Hilbert ) èqei thn aploÔsterh

morf  pou ja mporoÔse na elpÐzei kaneÐc, gegonìc pou enisqÔei thn pÐsth sth

Genik  JewrÐa thc Sqetikìthtac kaj¸c plèon deÐqnei na ikanopoieÐ ìqi mìno

episthmonik� all� kai aisjhtik� krit ria.

4.2.1 Elafr¸c diataragmènh metrik  - Logismìc

metabol¸n

'Estw gnwst  metrik  0gab (p.q. ηab) kai èstw mia nèa metrik  pou gnwrÐzoume

ìti diafèrei asjen¸c apì th 0gab, me thn ènnoia ìti

gab = 0gab + γab (4.18)

ìpou oi sunist¸sec tou γab eÐnai sugkritik� polÔ mikrèc. H je¸rhsh au-

t  melet�tai genik� gia dÔo lìgouc. O pr¸toc èqei na k�nei me mia taktik 

pou akoloujeÐtai kat� kìron sth Fusik , ìtan xefeÔgei kaneÐc apì ta upe-

raplousteumèna montèla me uyhlì bajmì summetrÐac. Ta montèla aut�, ì-

pwc gia par�deigma to kosmologikì montèlo Robertson-Walker   to montèlo

Schwarzschild gia sfairikoÔc astèrec, mporeÐ men na eÐnai elkustik� san mia
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pr¸th kal  prosèggish enìc fusikoÔ probl matoc kai na epidèqontai analu-

tik c lÔshc, all� profan¸c de sunant¸ntai sth fÔsh akrib¸c. Gia to lìgo

autìn deqìmaste mikrèc apoklÐseic apì to aplousteumèno summetrikì prìblh-

ma, ìpwc p.q. mikrèc anomoiogèneiec sthn katanom  thc Ôlhc, ¸ste na melet -

soume th sumperifor� tou sust matìc mac pèra apì to idanik� diamorfwmèno

jewrhtikì montèlo k�ti pou Ðswc odhg sei se anamenìmena apotelèsmata  

akìma sthn apìrriyh tou montèlou wc m  eustajèc.

O deÔteroc lìgoc, ston opoÐo kai esti�zoume kai to endiafèron ed¸, eÐnai h

melèth thc metabol c twn diafìrwn megej¸n pou exart¸ntai apì th metrik  ì-

tan h teleutaÐa ufÐstatai apeirostèc metabolèc. EÐdame ìti k�ti tètoio eÐnai a-

paraÐthto gia to Lagkranzianì, kai sunep¸c kai Qamiltonianì formalismì thc

GJS. Xekin�me loipìn jewrìntac antÐ miac tuqaÐac diataragmènhc metrik c,

mia leÐa monoparametrik  oikogènia metrik¸n gab(λ) me arq  th 0gab = gab(0) h

opoÐa eÐnai akrib c lÔsh thc exÐswshc Einstein kai sumbolÐzoume th metabol 

thc me γ = dg(λ)
dλ

∣∣∣
λ=0

= δg . Gia eukolÐa stic pollèc pr�xeic ja sumbolÐzoume

ed¸ tic metabolèc δgab me γab tanust c pou ìpwc kai h metrik  ofeÐlei na eÐnai

epÐshc summetrikìc. AxÐzei na shmeiwjeÐ ìti se pr¸th prosèggish mporoÔme

na agno soume tetragwnikoÔc wc proc γab ìrouc gia polÔ mikrèc diataraqèc

thc metrik c (ìpwc ja k�noume sto logismì metabol¸n pou akoloujeÐ).

GnwrÐzoume ìti o tanust c Riemann ekfr�zetai ¸c sun�rthsh thc metrik c

kai twn parag¸gwn thc, epomènwc k�je mèloc thc oikogèneiac metrik¸n ja

dÐnei kai diaforetikì pedÐo kampulìthtac, dhlad  R = R(g(λ)) = R(λ). Gia

na broÔme thn akrib  ex�rthsh apì thn par�metro λ prosdiorÐzoume pr¸ta th

sunalloÐwth par�gwgo kai katìpin qrhsimopoioÔme ton orismì tou tanust 

Riemann , ex.2.65.

GnwrÐzoume ìti ∀λ∃ λ∇a : λ∇agab(λ) = 0 kai antistoiqÐzoume sthn akrib 

lÔsh 0gab thn 0∇a. H diafor� thc teleutaÐac me mÐa tuqaÐa gia λ 6= 0 faÐnetai

mèsw tou tanustikoÔ pedÐou Cc
ab :

λ∇aωb = 0∇aωb − Cc
abωc (4.19)
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UpologÐzoume ta Cc
ab sunart sei tou λ apì th sqèsh 2.42

Cc
ab =

1

2
gcd(λ){0∇agbd(λ) + 0∇bgad(λ)− 0∇dgab(λ)} (4.20)

ìpou p�nta qrhsimopoioÔme wc pragmatik  metrik  th diataragmènh, kai me

aut n aneb�zoume kai kateb�zoume deÐktec. Gia to rujmì metabol c tou pedÐou

Cc
ab wc proc th diataraq  λ èqoume

Ċc
ab =

dCc
ab(λ)

dλ

∣∣∣∣
λ=0

=
1

2
0gcd{0∇a

0gbd + 0∇aγbd + 0∇b
0gad

+ 0∇bγad − 0∇d
0gab − 0∇dγab}

alla efìson 0∇d
0gab = 0 oi treic ìroi feÔgoun kai mènei

Ċc
ab =

1

2
0gcd{0∇aγbd + 0∇bγad − 0∇dγab} (4.21)

Mèsw tou tanustikoÔ pedÐou Cc
ab upologÐzoume epÐshc ton tanust  Riemann

λ∇a
λ∇bωc = λ∇a(

0∇bωc − Cd
bcωd)

= 0∇a(
0∇bωc − Cd

bcωd)− Ce
ab(

0∇eωc − Cd
ecωd)

− Ce
ac(

0∇bωe − Cd
beωd)

ìpou qrhsimopoi jhke h sqèsh 2.26. 'Etsi

λRabc
dωd = 2λ∇[a

λ∇b]ωc = 20∇[a
0∇b]ωc − 0∇a(C

d
bcωd) + 0∇b(C

d
acωd)

− 2Cd
[ab](

0∇eωc − Cd
ecωd)− Ce

ac∇bωe

+ Ce
bc∇aωe + Ce

acC
d
beωd − Ce

bcC
d
aeωd

kai qrhsimopoi¸ntac th summetrÐa Cc
ab = Cc

ba kai ìti 20∇[a
0∇b]ωc = 0Rabc

dωd

kai
0∇a(C

d
bcωd) = Cd

bc
0∇aωd + (0∇aC

d
bc)ωd

me mia allag  stouc bwboÔc deÐktec katal goume sthn

λRabc
dωd = 0Rabc

dωd − 2(0∇[aC
d
b]c)ωd + 2Ce

c[aC
d
b]eωd

= [0Rabc
d − 20∇[aC

d
b]c + 2Ce

c[aC
d
b]e]ωd

90



'Ara telik�
λRabc

d = 0Rabc
d − 2(0∇[aC

d
b]c) + 2Ce

c[aC
d
b]e (4.22)

Apì ed¸ kai pèra mporoÔme na upologÐsoume eÔkola opoiod pote gewme-

trikì mègejoc mac endiafèrei, ìpwc gia par�deigma ton tanust  Ricci :

λRac = λRabc
b = 0Rac − 20∇[aC

b
b]c + 2Ce

c[aC
b
b]e (4.23)

kai to rujmì metabol c tou Ṙab :

Ṙac =
d

dλ
Rab

∣∣∣∣
λ=0

= 0− 20∇[aĊ
b
b]c + 2 [Ċe

c[aC
b
b]e + 2Ce

c[aĊ
b
b]e]
∣∣∣
λ=0

.

All� efìson ex' orismoÔ oi sunist¸sec tou Cc
ab(λ) mhdenÐzetai gia λ = 0,

mìno o grammikìc wc proc C ìroc epibi¸nei en¸ oi dÔo teleutaÐoi feÔgoun.

'Ara telik�

Ṙab = −2 0∇[aĊ
c
c]b (4.24)

4.2.2 Dr�sh Hilbert - Lagkranzian  pedÐou Ein-

stein sto kenì

'Opwc eÐpame prohgoumènwc, h dunamik  metablht  twn exis¸sewn Einstein

eÐnai sthn ousÐa to tanustikì pedÐo thc metrik c gab, mèsw thc opoÐac prèpei

na mporoÔn na ekfrastoÔn ìla ta gewmetrik� megèjh thc jewrÐac, sÔmfwna

me thn arq  thc genik c sunalloiìthtac. Gia lìgouc eukolÐac jewroÔme wc

metablht  thn �p�nw� metrik  gab gia thn opoÐa kai kataskeu�zw th monopa-

rametrik  oikogèneia pedÐwn, opìte to diaforikì thc orÐzetai wc

δgab =
dgab

dλ

∣∣∣∣
λ=0

(4.25)

kai mporeÐ eÔkola na sundejeÐ me to γab = dgab
dλ

∣∣
λ=0

pou qrhsimopoi same sthn

prohgoÔmenh enìthta, mèsw thc tautìthtac gacgcb = δab pou isqÔei pantoÔ.

'Etsi

d(gacg
cd)

dλ
= 0 ⇒ dgac

dλ
gcd = −gacδgcd ⇒ δgab = −gacgbdδgcd
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Y�qnoume loipìn na broÔme kat' arq�c gia tic exis¸seic Einstein sto kenì thn

kat�llhlh dr�sh (kai sunep¸c thn kat�llhlh Lagkranzian  puknìthta). Sto

kenì o tanust c t�sewn-enèrgeiac mhdenÐzetai (Tab = 0)kai h exÐswsh paÐrnei

thn apl  morf 

Gab ≡ Rab +
1

2
gabR = 0. (4.26)

To 1915 d¸jhke apì ton Hilbert o trìpoc anaparagwg c thc parap�nw �gew-

metrodunamik c � exÐswshc apì thn aploÔsterh arq  el�qisthc dr�shc pou ja

mporoÔse na fantasteÐ kaneÐc. H Lagkranzian  puknìthta epishmaÐnetai kai

wc gewmetrik  Lagkranzian  (Lgeom) kajìlou tuqaÐa, afoÔ den perilamb�nei

th dr�sh k�poiou pedÐou pou ofeÐletai sthn Ôparxh Ôlhc.

Lgeom =
1

16π
R kai epomènwc Lgeom =

1

16π

√
−gR (4.27)

H antÐstoiqh dr�sh pou prokÔptei onom�zetai drash Hilbert kai oloklhr¸nei

apl� th Lagkranzian  me to stajerì stoiqeÐo ìgkou e (= dx4)

S[gab] =

∫
Ω

Lgeome =

∫
Ω

1

16π

√
−gRdx4 . (4.28)

O par�gontac kanonikopoÐhshc (1/16π) de ja mac apasqol sei proc to pa-

rìn, apl¸c paratÐjetai gia lìgouc plhrìthtac. Gia thn akrÐbeia mporeÐ na

paralhfjeÐ pl rwc ìtan melet�me mìno tic exis¸seic kenoÔ. O orismìc thc

sunarthsiak c parag¸gou, ed¸ wc proc gab dÐnei∫
Ω

q δgab =
dS

dλ
=

∫
Ω

χabδg
ab =

∫
Ω

χ(ab)δg
ab (4.29)

ìpou h teleutaÐa isìthta prokÔptei apì to gegonìc ìti h metrik  eÐnai pantoÔ

kai p�nta summetrik  wc proc touc deÐktec thc. Autì shmaÐnei autìmata mia a-

prosdioristÐa thc sunarthsiak c parag¸gou χab wc proc thn prosj kh tuqaÐ-

ou antisummetrikoÔ tanust . 'Eqontac na dialèxoume apì mia apeirÐa tètoiwn

tanust¸n, sumfwnoÔme na dialèxoume to χab tètoio ¸ste na eÐnai summetrikì

exaleÐfontac thn aprosdioristÐa aut . 'Etsi èqoume χab = χ(ab) kai χ[ab] = 0

Autì pou mènei na k�noume sthn ousÐa eÐnai na ekfr�soume thn posìthta

δLgeom me tètoion trìpo ¸ste na bgeÐ èxw èna olikì diaforikì δgab kai ja
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èqoume breÐ autìmata to χ.

δS =

∫
Ω

δLgeomdx
4 (4.30)

δLgeom =
d

dλ
(
√
−g gabRab)

∣∣∣∣
λ=0

= Rδ(
√
−g) +

√
−gRabδg

ab +
√
−ggab(δRab)

(4.31)

Apì ed¸ kai pèra ja qrhsimopoi soume ta apotelèsmata thc prohgoÔmenhc

enìthtac gia na katal xoume sthn epijumht  morf .

Xekin�me me thn posìthta metabol c tou g = det(gµν), thc orÐzousac

dhlad  tou pÐnaka sunistws¸n thc metrik c. 'Eqoume :

δ
√
−g = δ

√
|det(gµν)| =

1

2
√
|g|
δ|g| (4.32)

Gia tuqaÐo pÐnaka me stoiqeÐa pou exart¸ntai apì mia par�metro λ (monopa-

rametrik  oikogèneia pin�kwn M(λ) ) isqÔei ìti

1

det[M(λ)]

d

dλ
det[M(λ)] =

dln(det[M(λ)])

dλ
= Tr

{
M−1(λ)

dM(λ)

dλ

}
⇒

δ[det(M)] = det[M ]Tr{M−1(δM)}

δg = g Tr{gµλδgλν}

To Ðqnoc tou parap�nw (1
1) tanust  brÐsketai profan¸c sustèllontac touc

dÔo deÐktec, ¸ste na ajroÐsoume gia ta diag¸nia stoiqeÐa. EÐnai dhlad 

Tr{gacδgcb} = gabδg
ab kai telik�

δ
√
−g = −1

2

√
−ggabδgab (4.33)

Gia na upologÐsoume ton deÔtero ìro thc exÐswshc 4.31 qrhsimopoioÔme

ta apotelèsmata thc prohgoÔmenhc enìthtac sthn opoÐa br kame to δRab na

paÐrnei th morf 

δRab = −2 0∇[aĊ
c
c]b

= −2

[
1

2
0gcd{0∇0

[a∇c]γbd +0 ∇0
[a∇|b|γc]d −0 ∇0

[a∇|d|γc]b}
]

= −0gcd0∇a
0∇bγcd − 0gcd0∇c

0∇dγab + 2 0gcd0∇0
c∇(bγa)d
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Ed¸ mporoÔme na paraleÐyoume ta mhdenik� sto sumbolismì efìson ja dou-

leÔoume plèon mìno me thn arqik  metrik  kai thn antÐstoiqh sunalloÐwth

par�gwgo, en¸ ja all�xoume to sumbolismì apì γab se δgab gia na gÐnei pio

profanèc to apotèlesma. Pollaplasi�zontac kai ta duo mèlh me gab paÐrnou-

me,

gabδRab = −1

2
gab gcd∇a∇bδgcd −

1

2
gab gcd∇c∇dδgab + gab gcd∇c∇(bδga)d

= −gcd∇a∇aδgcd + gab∇c∇(bδga)c

= ∇a
[
−gcd∇aδgcd

]
+∇a∇bδgab ,

  alli¸c,

gabδRab = ∇ava (4.34)

ìpou èqoume antikatast sei

va = ∇bδgab − gcd∇aδgcd (4.35)

kai epÐshc di¸xame ton antimetajèth twn deikt¸n afoÔ gÐnetai sustol  me to

summetrikì tanust  gab.

'Etsi telik� blèpoume ìti h metabol  thc Lagkranzian c (ex. 4.31) mèsw

twn 4.33 kai 4.34 gÐnetai:

δLG =
√
−g [∇ava + (Rab −

1

2
Rgab)δg

ab] (4.36)

kai h metabol  thc dr�shc SG gÐnetai

dSG
dλ

=

∫
Ω

dLG

dλ
e =

∫
Ω

∇ava ε+

∫
Ω

(Rab −
1

2
Rgab)δg

ab ε (4.37)

Ed¸ faÐnetai kajar� ìti o pr¸toc ìroc ja mac d¸sei èna sunoriakì olo-

kl rwma, afoÔ efarmìsoume to je¸rhma Stokes gia to pedÐo ∇av
a, ¸ste na

gÐnei ∫
Ω

∇avaε =

∫
∂Ω

van
a (3)ε (4.38)

Me na to orjokanonikì sto sÔnoro dianusmatikì pedÐo, kai (3)e na sumbolÐzei

to stoiqeÐo ìgkou pou ep�getai sth 3-di�stath uperepif�neia (upopollaplì-

thta) ∂Ω apì to e mèsw thc (3)eabc = edabc n
d . Mènei t¸ra na apodeÐxoume
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ìti o sunoriakìc autìc ìroc mhdenÐzetai upì sugkekrimènec proôpojèseic,  

mporeÐ na mhdenisteÐ autìmata me ènan epanaprosdiorismì thc dr�shc SG.

SunoriakoÐ ìroi

Upojètoume ìti to dianusmatikì pedÐo va eÐnai mh mhdenik c nìrmac (mh fw-

toeidèc) kai èqoume

van
a = nagbc[∇cδgab −∇aδgbc] (4.39)

kai periorÐzontac to metrikì tanust  p�nw sthn uperepif�neia ∂Ω, ìpwc k�-

name sthn 3.3.3, mèsw thc epagìmenhc metrik c hab = gab + nanb :

van
a = nahbc[∇cδgab −∇aδgbc]. (4.40)

Efìson p�nw sto sÔnoro èqoume sumfwn sei na krat�me tic sunj kec gia tic

dunatèc metrikèc gab, ìti dhlad  δgab|∂Ω = 0 , èpetai ìti hbc∇cδgab
∣∣
∂Ω

= 0 ,

kaj¸c h posìthta aut  �metafèrei� th δgab p�nw sthn epif�neia ∂Ω.

⇒ van
a = −nahbc∇aδgbc (4.41)

'Eqoume deÐ ìti h exwgen c kampulìthta ekfr�zetai mèsw thc sqèshc K =

Ka
a = hab , en¸ h metabol  thc p�nw sto sÔnoro eÐnai

δK =
dK

dλ

∣∣∣∣
λ=0

= hab δ(∇an
b) (4.42)

Lamb�nontac upìyh ìti to dianusmatikì pedÐo na eÐnai èna kajorismèno kai

amet�blhto gewmetrikì mègejoc (kajorÐzei to sÔnoro thc oloklhrwtèac pe-

rioq c) èqoume

δ(∇an
b) =

d(∇an
b)

dλ

∣∣∣∣
λ=0

= lim
λ→0

λ∇an
b − 0∇an

b

λ
= lim

λ→0

λCb
acn

c

λ

=
dCb

ac

dλ

∣∣∣∣
λ=0

nc = (δCb
ac)n

c

'Etsi telik� mèsw thc ex.4.21

δK =
1

2
nchabg

bd[∇aδgcd +∇cδgad −∇dδgac]
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=
1

2
nc[had∇aδgcd + had∇cδgad − had∇dδgac]

=
1

2
nchad∇cδgad = −1

2
nava

'Ara

nava = −2 δK (4.43)

Kai h ex. 4.37 gÐnetai

δSG =

∫
∂Ω

van
a +

∫
Ω

(Rab −
1

2
Rgab)δg

ab = −2

∫
∂Ω

δK +

∫
Ω

Gabδg
ab (4.44)

H teleutaÐa exÐswsh mac deÐqnei ìti oi sunoriakoÐ ìroi den exafanÐzontai en

gènei, para mìno sthn eidik  perÐptwsh kat� thn opoÐa krat�me stajer , ektìc

apì th metrik  gab (  hab) p�nw sto sÔnoro, kai thn exwgen  kampulìthta K,

h opoÐa apoteleÐ èna mègejoc pou �metr�ei� to rujmì metabol c thc metrik c

proc th dieÔjunsh k�jeth sthn epif�neia tou sunìrou (bl. enìthta 3.3.3).

Sthn ousÐa, stic metabolèc pou paÐrnoume gia to pedÐo thc metrik c, prèpei

na epib�loume thn epiplèon sunj kh ìti oi pr¸tec par�gwgoi thc metrik c

paramènoun epÐshc stajerèc.

Wstìso o prìsjetoc sunoriakìc ìroc pou emfanÐsthke mporeÐ na exa-

leifjeÐ me ènan aplì epanaprosdiorismì thc gewmetrik c dr�shc SG. 'Etsi

jètoume ek nèou :

S ′G = SG + 2

∫
∂Ω

K , (4.45)

kai t¸ra h sunj kh akrìtathc dr�shc gia th nèa S ′G ja apaleÐyei ton anepi-

jÔmhto ìro dÐnontac thn exÐswsh Einstein sto kenì

δS ′G = 2

∫
∂Ω

δK − 2

∫
∂Ω

δK +

∫
Ω

Gabδg
ab =

∫
Ω

Gabδg
ab , (4.46)

dhlad 

χab =
δS ′G
δgab

= Gab = Rab + gab
1

2
R (4.47)

kai epomènwc
δS ′G
δgab

= 0 ⇐⇒ Gab = 0. (4.48)
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4.2.3 Dr�sh gia thn exÐswsh Einstein sthn Ôlh

EÐdame loipìn p¸c h exÐswsh Einstein gia to kenì aporrèei apì mia polÔ apl 

Lagkranzian  puknìthta. EÐdame epÐshc tic antÐstoiqec Lagkranzianèc gia th

di�dosh twn pedÐwn pou upakoÔoun stic exis¸seic Klein-Gordon kai Maxwell

ston epÐpedo qwrìqrono Minkowski . H parap�nw ìmwc prosp�jeia de ja eÐqe

kanèna idiaÐtero nìhma an apl¸c èdine aut� ta eidik� apotelèsmata xeqwrist�.

To mustikì thc epituqÐac miac Lagkranzian c   Qamiltonian c diatÔpwshc,

kai tou logismoÔ twn metabol¸n, eÐnai h eukolÐa kai aplìthta me thn opoÐa

mporeÐ na sundu�sei kaneÐc suneisforèc apì ta di�fora, arqik� asÔzeukta,

ulik� pedÐa.

Oi exis¸seic Einstein sthn Ôlh, se perioq  dhlad  tou qwrìqronou ìpou

Tab 6= 0, upì thn Ôparxh k�poiou ulikoÔ pedÐou, prokÔptoun mèsw tou Lag-

kranzianoÔ formalismoÔ me ènan polÔ aplì trìpo, kataskeu�zontac mia su-

nolik  Lagkranzian  puknìthta me suneisforèc apì ìla ta up�rqonta pedÐa.

H Lagkranzian  aut  eÐnai apl¸c to �jroisma twn xeqwrist¸n Lagkranzia-

n¸n, oi opoÐec bèbaia ofeÐloun na eÐnai ekpefrasmènec se sunalloÐwth morf ,

prokeimènou na èqoun isqÔ ston kampulwmèno qwrìqrono. 'Opwc ja doÔme

sth sunèqeia oi nèec exis¸seic gia to mh kenì qwrìqrono upologÐzontai kat�

ta parap�nw, ìtan apait soume h sunolik  dr�sh na emfanÐzei akrìtato kat�

th metabol  thc ¸c proc to k�je pedÐo.

Pr¸ta ìmwc ja prèpei na broÔme thn èkfrash twn gnwst¸n Lagkran-

zian¸n puknot twn ston kampulwmèno qwrìqrono. Autì gÐnetai eÔkola ge-

nikeÔontac tic exis¸seic kat� th gnwst  fìrmoula sÔmfwna me thn opoÐa

antikajistoÔme th metrik  Minkowski ìpou qrei�zetai me mia aujaÐreth metri-

k , ηab → gab , kaj¸c kai tic merikèc parag¸gouc me sunalloÐwtec, ∂a → ∇a.

Tèloc gia th met�bash se qwrìqrono me tuqaÐa metrik , prèpei na epish-

manjeÐ to gegonìc ìti, efìson èqoume na k�noume me tanustikèc puknìthtec,

emfanÐzetai epiplèon o par�gontac
√
−g , kaj¸c sthn perÐptwsh Minkowski

metrik c to stoiqeÐo ìgkou  tan tetrimmèno kai stajerì pantoÔ kai p�nta, kai

sunep¸c o antÐstoiqoc par�gontac èdine p�nta mon�da.

Lamb�nontac ìla ta parap�nw upìyh mporoÔme gia par�deigma na kata-

97



skeu�soume tic Lagkranzianèc puknìthtec gia to pedÐo K-G kai to H/M pedÐo

apì tic antÐstoiqec pou br kame ston epÐpedo qwrìqrono. H exÐswsh 4.6 gia

ta hlektromagnhtik� pedÐa loipìn ja gÐnei

LEM = −1

4

√
−ggacgbdFabFcd = −

√
−ggacgbd∇[aAb]∇[cAd]. (4.49)

OmoÐwc h exÐswsh 4.11 gia ta pedÐa Klein-Gordon

LKG = −1

2

√
−g(gab∇aφ∇bφ+m2φ2) (4.50)

kai oi dr�seic touc SEM , SKG ja d¸soun antÐstoiqa tic exis¸seic Maxwell kai

Klein-Gordon se kampulwmèno qwrìqrono. GenikeÔontac an èqoume èna ulikì

pedÐo M kataskeu�zoume th nèa Lagkranzian  LM kai mèsw thc dr�shc SM

katal goume stic exis¸seic tou pedÐou se kampulwmèno qwrìqrono.

H olik  Lagkranzian  pou ja mac d¸sei tic exis¸seic Einstein parousÐa

Ôlhc (coupled Einstein-matter field equations ) kataskeu�zetai prosjètontac

th gewmetrik  Lagkranzian  kai th Lagkranzian  tou ulikoÔ pedÐou, parousÐa

enìc kat�llhlou stajeroÔ suntelest  αM ,

L = LG + αMLM . (4.51)

H euelixÐa pou parousi�zei o formalismìc autìc ègkeitai sto gegonìc ìti

h k�je metabol  dra anex�rthta sthn k�je Lagkranzian  kai sugkekrimèna

mia metabol  δψ sto ulikì pedÐo ja af sei th gewmetrik  Lagkranzian  LG

analloÐwth (kaj¸c den exart�tai ekpefrasmèna apì to pedÐo autì), kai ja

ep�gei mia antÐstoiqh metabol  sthn ulik  Lagkranzian  LM . Me lÐga lìgia

ekmetalleuìmaste to gegonìc ìti sthn exÐswsh Einstein èqoume kat� mia èn-

noia diaqwrismènh thn �phg � (Ôlh) sto dexÐ mèloc kai ton �dèkth� (gewmetrÐa

- kampulìthta) sto aristerì.

'Etsi gia mia monoparametrik  oikogèneia diamorf¸sewn tou pedÐou ψλ h

sunarthsiak  par�gwgoc thc olik c dr�shc

S[ψ] =

∫
Ω

(LG[ψ] + αMLM [ψ]) = SG + SM (4.52)
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ja upologÐzetai Ðdia me aut  tou ulikoÔ pedÐou

δS = δSM =

∫
Ω

δLM =

∫
Ω

χ[δψ] =⇒

=⇒ δS

δψ
= χ =

δSM
δψ

, (4.53)

gegonìc pou shmaÐnei ìti emf�nish akrìtatou thc dr�shc wc proc to pedÐo ψ

isodunameÐ me to na ikanopoieÐ h ψ tic pediakèc thc exis¸seic.

IdiaÐtero endiafèron de, parousi�zei h efarmog  tou logismoÔ metabol¸n

gia to tanustikì pedÐo thc metrik c, kaj¸c kai o upologismìc thc antÐstoiqhc

sunarthsiak c parag¸gou thc dr�shc wc proc autì. Xekin�me jewr¸ntac th

monoparametrik  oikogèneia pedÐwn gab ìpwc prin, opìte kai prokÔptoun oi

ex c metabolèc :

δLG =
dLG

dλ

∣∣∣∣
λ=0

= Gabδg
ab , (4.54)

gia th gewmetrik  kai

δLM =
dLM

dλ

∣∣∣∣
λ=0

=
√
−g δSM

δgab
δgab (4.55)

gia thn ulik  Lagkranzian . BrÐskoume th metabol  thc olik c dr�shc

δS[gab] =

∫
Ω

[δLG + αMδLM ] =

∫
Ω

[Gab + αM
√
−g δSM

δgab
]δgab , (4.56)

kai th sunarthsiak  thc par�gwgo

χab = Gab + αM
√
−g δSM

δgab
=

δS

δgab
(4.57)

kai blèpoume ìti telik� h arq  akrìtathc dr�shc dÐnei :

δS

δgab
= 0 ⇐⇒ Gab = Rab +

1

2
gabR = −αM

√
−g δSM

δgab
. (4.58)

EÔkola blèpoume plèon pwc an orÐsoume ton tanust  t�shs-enèrgeiac tou

ulikoÔ pedÐou (matter field stress-energy tensor ) Tab wc

Tab = −αM
8π

1√
−g

δS

δgab
(4.59)

èqoume amèswc anapar�gei thn exÐswsh Einstein 3.30.

Gab = 8πT ab
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Idiìthtec tou tanust  Tab

Me mia pr¸th mati� h antistoÐqhsh thc sunarthsiak c parag¸gou thc dr�shc

tou ulikoÔ pedÐou wc proc th metrik  me ton tanust  enèrgeias-orm c tou

pedÐou de moi�zei arket� peistik . Ja faneÐ ìmwc sth sunèqeia ìti o orismìc

autìc sunep�getai gia ton Tabìlec tic idiìthtec pou ja mporoÔse kaneÐc na

zht sei. Xekin¸ntac apì to gegonìc ìti h dr�sh SM eÐnai bajmwtì mègejoc,

amèswc apodeiknÔetai h summetrÐa Tab = Tba, ¸c sunèpeia thc summetrikìthtac

thc metrik c gab kai twn metabol¸n thc.

H genik  sunalloi¸thta sthn perÐptwsh thc dr�shc kai twn metabol¸n

thc mac lèei sthn ousÐa ìti h bajmwt  posìthta δSM prèpei na paramènei a-

nalloÐwth k�tw apì diaforomorfismoÔc (diffeomorphism invariance ). 'Opwc

èqoume pei, diaforomorfismìc eÐnai mia C∞ apeikìnish φ : M → M , h opoÐ-

a eÐnai èna proc èna kai epÐ, kai h antÐstrof  thc eÐnai epÐshc C∞, mproÔme

dhlad  na to fantastoÔme sa mia omal  paramìrfwsh thc pollaplìthtac M

ston eautì thc. K�je monoparametrik  oikogèneia diaforomorfism¸n (antÐ-

stoiqh apeikìnish all� t¸ra apì R×M → M ètsi ¸ste ∀ t ∈ R, h k�je φt

na eÐnai diaforomorfismìc) mporeÐ na susqetisteÐ me èna dianusmatikì pedÐo

v. Antistrìfwc mporoÔme na poÔme ìti èna aujaÐreto dianusmatikì pedÐo va

genn�, mèsw thc oikogèneiac efaptìmenwn se autì kampÔlwn, mia oikogèneia

diaforomorfism¸n p�nw sthn M ,   kalÔtera, to Ðdio to efaptìmeno di�nusma

se èna shmeÐo p apoteleÐ ton apeirostì genn tora pou �trab�ei� kat� Lie ta

pedÐa kat� m koc twn kampÔlwn aut¸n.

SummetrÐa k�poiou (tanustikoÔ) megèjouc T k�tw apì diaforomorfismì

shmaÐnei analloi¸thta tou megèjouc autoÔ k�tw apì th dr�sh thc φ∗ (bl.

enìthta 2.2.3). Autì ekfr�zetai mèsw thc sqèshc φ∗T = T   alli¸c £vT =

0. An autì isqÔei pantoÔ kai gia k�je t ∈ R, tìte kai mìnon tìte o φt eÐnai

metasqhmatismìc summetrÐac gia ton T. 'Etsi summetrÐa thc ulik c dr�shc

k�tw apì diaforomorfismoÔc shmaÐnei, gia thn oikogèneia φt pou genn�tai apì

èna dianusmatikì pedÐo ξa, ìti SM [gab, ψ] = SM [φ∗tg
ab, φ∗tψ] ,   diaforetik�

dSM
dt

= 0 . 'Eqoume deÐ kat� th melèth thc parag¸gishc Lie ìti h metabol 
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thc metrik c se aut  thn perÐptwsh mac dÐnei

δgab =
dgab

dt

∣∣∣∣
t=0

= £ξg
ab = 2∇(aξb) = ∇aξb +∇bξa (4.60)

pou sthn pragmatikìthta eÐnai kai h eleujerÐa bajmÐdac tou pedÐou thc metri-

k c. 'Eqoume loipìn gia th sunolik  metabol  thc dr�shc :

dSM
dt

=

∫
Ω

δSM
δgab

δgab +

∫
Ω

δSM
δψ

δψ = 0 (4.61)

kai an h ψ ikanopoieÐ thn exÐswsh tou ulikoÔ pedÐou opìte kai δSM
δψ

= 0 gia

thn pragmatik  diamìrfwsh thc ψ , tìte feÔgei o deÔteroc ìroc kai, mèsw

thc ex. 4.59, mènei telik� ∫
Ω

√
−gTab∇(aξb)e = 0 (4.62)

kai lìgw thc summetrikìthtac tou Tab gÐnetai∫
Ω

Tab∇aξbε = 0 ⇒∫
Ω

∇a(Tabξ
b)ε−

∫
Ω

(∇aTab)ξ
bε = 0 ⇒∫

∂Ω

Tabξ
bna (3)ε−

∫
Ω

(∇aTab)ξ
bε = 0 ⇒∫

Ω

(∇aTab)ξ
bε = 0 .1

Efìson h parap�nw exÐswsh isqÔei gia aujaÐreto di�nusma ξa, sunep�getai

pwc tautotik�

∇aTab = 0 , (4.63)

k�ti pou prosdÐdei ston tanust  enèrgeias-orm c thn epijumht  idiìthta thc

diat rhshc. To apotèlesma autì enisqÔei thn upoyÐa ìti o orismìc pou dia-

tup¸jhke prohgoumènwc eÐnai sumbatìc me thn klasik  ènnoia tou tanust 

enèrgeiac orm c gia to ulikì pedÐo ψ.

An m�lista sth jèsh thc ulik c dr�shc b�loume thn SG, h idiìthta aut 

metafèretai ston tanust  Einstein Gab kai mac dÐnei thn tautìthta Bianchi

2.79 . H diat rhsh tou tanust  Einstein dhlad , sth Lagkranzian  diatÔ-

pwsh, eÐnai �meso apotèlesma thc summetrÐac thc gewmetrik c dr�shc k�tw

apì diaforomorfismoÔc. Arket� komyì.
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4.3 Qamiltonianìc Formalismìc thc GJS

4.3.1 Eisagwgik�

H suntag  gia th met�bash apì mia Lagkranzian  diatÔpwsh sthn antÐstoi-

qh Qamiltonian , eÐnai sqetik� apl  upìjesh kai kajierwmènh diadikasÐa. H

ousÐa brÐsketai sthn epanadiatÔpwsh thc jewrÐac se metasqhmatismènec kata

Legendre genikeumènec suntetagmènec. O metasqhmatismìc Legendre orÐzetai

wc ex c : OrÐzoume wc metasqhmatismì Legendre miac sun�rthshc f(x) mia

nèa sun�rthsh miac nèac metablht c f ∗(p) mèsw thc sqèshc

f ∗(p) = maxx(px− f(x)). (4.64)

EÐnai profanèc ìti gia na ikanopoieÐtai to akrìtato wc proc x prèpei h par�-

gwgoc thc posìthtac sthn parènjesh na dÐnei mhdèn, dhlad  h nèa metablht 

ja eÐnai h p = df
dx
, kai eÐnai autì pou onom�zoume genikeumènh orm .

Sthn klasik  mhqanik , brÐskoume pr¸ta th Lagkranzian  enìc sust -

matoc wc sun�rthsh twn genikeumènwn suntetagmènwn kai twn pr¸twn para-

g¸gwn touc, L = L(qi, q̇i) (kai Ðswc tou qrìnou t). Sth sunèqeia mèsw tou

parap�nw metasqhmatismoÔ gia tic q̇i dhmiourgoÔme tic genikeumènec ormèc

pi =
∂L

∂q̇i
(4.65)

kai kataskeu�zoume th nèa sun�rthsh twn (qi, pi) , thn opoÐa onom�zoume

Qamiltonian  tou sust matoc kai sumbolÐzoume me H :

H(qi, pi) =
∑
i

piqi − L(qi, q̇i) (4.66)

O Qamiltonianìc formalismìc sthn klasik  mhqanik , all�zontac tic dunami-

kèc metablhtèc apì q̇i se pi, metatrèpei tic diaforikèc exis¸seic 2ou bajmoÔ

tou LagkranzianoÔ probl matoc sto n-di�stato q¸ro se diaforikèc exis¸seic

1ou bajmoÔ se 2n-di�stato fasikì q¸ro oi opoÐec eÐnai arket� eukolìterec

proc epÐlush. MporeÐ epÐshc na apodeiqjeÐ h antistoiqÐa thc Qamiltonian c

H me thn olik  enèrgeia tou sust matoc (T + V sthn klasik  perÐptwsh).
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PhgaÐnontac apì to diakritì sto suneqèc (dhlad  apì tic diakritèc me-

tablhtèc qi(t) → q(x, t)), me qarakthristikì par�deigma autì thc suneqoÔc

qord c, kai me antÐstoiqa b mata, epekteÐnoume to formalismì stic jewrÐec

pedÐou, ìpou t¸ra ta dunamik� megèjh eÐnai pedÐa (ψ) pou ekteÐnontai se olì-

klhro to q¸ro. Meta to metasqhmatismì Legendre oi dunamikèc metablhtèc

ja eÐnai to pedÐo ψ kai h antÐstoiqh suzhg c orm  tou, π = ∂L
∂ψ̇

. Ed¸ krat�me

to sumbolismì q̇ upono¸ntac parag¸gish wc proc th qronik  suntetagmènh t

(pio swst� ja sumbolÐzame me £tq). O q¸roc ìlwn twn dunat¸n metabol¸n

δψ tou pedÐou ψ eÐnai ènac apeirodi�statoc sunarthsiakìc q¸roc kai o q¸roc

diamìrfwshc twn suzug¸n orm¸n eÐnai o duikìc tou. H Qamiltonian  eÐnai

plèon to olokl rwma miac Qamiltonian c puknìthtac H se ìlo to q¸ro, thn

opoÐa orÐzoume antÐstoiqa wc

H (ψ, π) = πψ̇ −L , (4.67)

ìpou ennoeÐtai ìti h posìthta ψ̇ eÐnai ekpefrasmènh se lumènh morf , wc

sun�rthsh ψ̇(ψ, π). Xeqn¸ntac gia lÐgo ton trìpo me ton opoÐo fti�xame

tic suzugeÐc ormèc twn pedÐwn, ac tic metaqeiristoÔme wc èna nèo pedÐo pou

an kei sto duikì q¸ro tou ψ, all� eÐnai anex�rthto apì autì, kai ac doÔme ti

sunep�getai h apaÐthsh h dr�sh na emfanÐzei akrìtato.

H sunj kh akrìtathc dr�shc metafr�zetai gia th Qamiltonian  me parì-

moio trìpo. MetasqhmatÐzontac apì th Lagkranzian  sth Qamiltonian  dia-

tÔpwsh aplopoioÔme arket� th morf  twn exis¸sewn kai tic fèrnoume se mia

arket� pio epilÔsimh morf . 'Estw L Lagkranzian  enìc pedÐou ψ to opoÐo

ikanopoieÐ tic antÐstoiqec pediakèc exis¸seic pou prokÔptoun apì thn arq 

akrìtathc dr�shc. Ja deÐxoume parak�tw ìti oi isodÔnamec exis¸seic pou

prokÔptoun apì thn arq  akrìtathc dr�shc thc Lagkranzian c diatÔpwshc

ja eÐnai t¸ra oi exis¸seic Hamilton:

ψ̇ ≡ £tψ =
δH

δπ
(4.68)

kai

π̇ ≡ £tπ = −δH
δψ

. (4.69)
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ìpou h teleÐa sumbolÐzei parag¸gish kat� Lie p�nw sthn kateÔjunsh kat�

thn opoÐa èqoume orÐsei to qrìno na �rèei�. Ac doÔme ti sunep�getai h exÐswsh

4.5
δS

δψ

∣∣∣∣
ψ

= 0 (4.70)

gia tuqaÐo pedÐo ψ thn tim  tou opoÐou ja orÐsoume wc th metablht  q tou

sust matoc.

OrÐzoume èna nèo olokl rwma antÐstoiqo thc dr�shc gia th Qamiltonian 

puknìthta:

J =

∫ t2

t1

Hdt =

∫
Ω

H (4.71)

mìno pou t¸ra èqoume th dunatìthta na diakrÐnoume metaxÔ qwrikoÔ kai qro-

nikoÔ mèrouc thc olokl rwshc. 'Etsi loipìn mporoÔme na gr�youme :

J =

∫ t2

t1

dt

∫
Σt

H =

∫ t2

t1

dt

∫
Σt

(πq̇ −L ) =

∫ t2

t1

dt

∫
Σt

πq̇ − S (4.72)

Ac jewr soume xan� monoparametrik  oikogèneia diamorf¸sewn tou pedÐou ψ

me to opoÐo sthn perÐptwsh aut  èqoume tautÐsei th metablht  q, ètsi ¸ste

δψ = 0 sta �kra t1, t2.

δJ =
dJ

dλ

∣∣∣∣
λ=0

=

∫ t2

t1

dt

∫
Σt

H (π, q), (4.73)

me δH =
δH

δq
δq +

δH

δπ
δπ (4.74)

'Etsi èqoume se sunduasmì me thn 4.72:

δJ =

∫ t2

t1

dt

∫
Σt

[
δH

δq
δq +

δH

δπ
δπ

]
=

∫ t2

t1

dt

∫
Σt

δ(πq̇) − δS ⇒∫
Ω

[
δH

δq
δq +

δH

δπ
δπ

]
=

∫
Ω

(q̇ δπ + π δq̇)− δS.

Ed¸ qrhsimopoi same to gegonìc ìti oi sunoriakoÐ ìroi pou perièqoun thn

posìthta q mhdenÐzontai:∫ t2

t1

π δq̇ =

∫ t2

t1

π ˙(δq) = (π δq)|t2t1 −
∫ t2

t1

π̇ δq = −
∫ t2

t1

π̇ δq . (4.75)
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kai �ra ja eÐnai

δS =

∫
Ω

[
δH

δq
δq +

δH

δπ
δπ − q̇ δπ + π̇ δq

]
=

∫
Ω

[
(
δH

δq
+ π̇) δq + (

δH

δπ
− q̇) δπ

]
An t¸ra epib�loume, sÔmfwna me ta parap�nw na eÐnai δS

δψ
= 0 , tìte oi

isodÔnamec exis¸seic prokÔptoun gia ψ → q kai ψ → π antÐstoiqa ìti eÐnai:

χq =
δS

δq
= 0 ⇒ (

δH

δq
+ π̇) = 0 ⇒

π̇ = −δH
δq

(4.76)

kai

χπ =
δS

δπ
= 0 ⇒ (

δH

δpi
− q̇) = 0 ⇒

δH

δπ
= q̇ . (4.77)

'Etsi blèpoume ìti h Qamiltonian  ìpwc orÐsthke apì thn exÐswsh 4.67 eÐnai

mia Qamiltonian  tou sust matoc me tic epijumhtèc idiìthtec (gia tic exis¸seic

pedÐou) afoÔ h akrìtath dr�sh katal gei stic dÔo exis¸seic Hamilton .

AparaÐthth proôpìjesh gia th met�bash se mia Qamiltonian  diatÔpwsh

thc GJS, ìpwc kai se k�je �llh perÐptwsh, eÐnai o diaqwrismìc metaxÔ q¸rou

kai qrìnou. QwrÐc thn Ôparxh kateÔjunshc kat� thn opoÐa o qrìnoc rèei de

ja mporoÔsame na mil soume gia qronik  exèlixh tou sust matoc

Sthn EJS h epilog  miac qronik c sun�rthshc eÐnai k�ti to tetrimmèno,

kaj¸c eÐnai dunat  h epilog  enìc pagkìsmiou adraneiakoÔ sust matoc anafo-

r�c kai oi uperepif�neiec stajeroÔ qrìnou Σt eÐnai epÐpedec qwroeideÐc fètec.

Sth genik  ìmwc perÐptwsh ìpou o qwrìqronoc eÐnai kampulwmènoc, mporoÔ-

me na epilèxoume mia tètoia pagkìsmia qronik  sun�rthsh t kai to antÐstoiqo

qronikì dianusmatikì pedÐo ta mìno sthn perÐptwsh kajolik� uperbolikoÔ qw-

rìqronou, opìte kai h k�je uperepif�neia Σt ja eÐnai mia epif�neia Cauchy kai

mporeÐ na tautisteÐ, mèsw twn oloklhrwtik¸n tou ta kampÔlwn, me thn �arqik �

Σ0.
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Sth GJS loipìn autì pou jèloume na k�noume eÐnai, xekin¸ntac apì mia

arqik  trisdi�stath uperepif�neia Cauchy Σ0 kai èqontac wc dedomèna thn

gewmetrÐa kai th diamìrfwsh twn ulik¸n pedÐwn p�nw se aut , na mporèsoume

na problèyoume thn exèlixh ìlwn aut¸n twn megej¸n se mia tuqaÐa qwrik 

�fèta� Σt .

4.4 Qamiltonian  tou H/M pedÐou

Ja kataskeu�soume th Qamiltonian  diatÔpwsh thc jewrÐac tou Hlektroma-

gnhtismoÔ ston epÐpedo q¸ro Minkowski. H kataskeu  thc H/M Qamiltonia-

n c den eÐnai mia tetrimmènh diadikasÐa kaj¸c ìpwc ja doÔme den eÐnai eÔkolo

na xeqwrÐsei kaneÐc tic pragmatikèc dunamikèc metablhtèc tou pedÐou kai gia

to lìgo autì prokÔptoun sÔndesmoi. Xekin�me apì th gnwst  Lagkranzian 

puknìthta pou br kame sthn exÐswsh 4.6.

ProspajoÔme kat' arq�c na ekfr�soume thn Hlektromagnhtik  Lagkran-

zian  me ìrouc dianusmatikoÔ logismoÔ. To tetradi�nusma tou pedÐou Aa

analÔetai se Aa = (A0, ~A), ìpou V = −A0 = −Aana to hlektrikì dunamikì

kai ~A =(3) Aa = ha
bAb se kat�llhla prosarmosmènh b�sh. 'Etsi h exÐswsh

4.6 gÐnetai

LEM = −∂aAb∂[aAb] = −∂aAb(∂
aAb − ∂bAa)

2

= −1

2

[
~̇A

2

− ~̇A · ~∇A0 + ~∇A0 · ~∇A0 − ~∇A0 · ~̇A− (~∇× ~A)(~∇× ~A)

]
Gia na faneÐ h ex�rthsh apì tic qronikèc kai qwrikèc sunist¸sec tou

H/M pedÐou xeqwrist�, diaqwrÐsame to Aa sth qronik  sunist¸sa A0 kai to

qwrikì trisdi�stato di�nusma ~A = Ai , i = 1, 2, 3 . Analìgwc sp�me th ∂a

se ∂0 kai ~∇, en¸ me b�sh th metrik  Minkowski pou èqoume dialèxei eÔkola

upologÐzontai oi sunist¸sec twn 1-morf¸n apì tic antÐstoiqec dianusmatikèc

kai ìla ta megèjh mporoÔn na metafrastoÔn dianusmatik�. 'Etsi ja p�roume

gia par�deigma: A0 = −A0 = −V , Ai = Ai = ~A , i = 1, 2, 3. EpÐshc

∂0 = −∂0 = − ˙( ) kai ∂i = ∂i = ~∇ .
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Gr�yame pr¸ta touc ìrouc me a = 0 , b = 1, 2, 3 , met� a = 1, 2, 3 , b = 0 kai

tèloc gia a, b = {1, 2, 3} (apì touc opoÐouc prokÔptei to exwterikì ginìmeno).

Lìgw antisummetrikìthtac den up�rqoun ìroi me a = b. UpenjumÐzoume ed¸

ìti gia ton teleut�io ìro eÐnai (~∇ × ~A) = ~B , autì pou kaloÔme dhlad 

magnhtikì pedÐo. Telik�

LEM =
1

2
( ~̇A+ ~∇V )( ~̇A+ ~∇V )− 1

2
(~∇× ~A)(~∇× ~A) (4.78)

Ja jewr soume se aut  thn èkfrash thc Lagkranzian c wc metablhtèc

tou H/M pedÐou to dianusmatikì dunamikì ~A kai to dunamikì V . Ja broÔme

t¸ra th suzug  orm  tou pedÐou wc proc to ~A, thn opoÐa ja sumbolÐsoume

me ~π, kai thn antÐstoiqh wc proc to V pou ja sumbolÐsoume me πV . 'Eqontac

 dh brei thn èkfrash LEM = LEM( ~A, V, ~̇A, V̇ , . . .) , exÐswsh 4.78 mporoÔme

na upologÐsoume thn ~π.

~π =
∂LEM

∂ ~̇A
=

1

2
2( ~̇A+ ~∇ · V ) = ( ~̇A+ ~∇ · V ) = − ~E (4.79)

Proqwr¸ntac sthn eÔresh tou

πV =
∂LEM

∂V̇
(4.80)

parathroÔme pwc lìgw thc antisummetrikìthtac tou tanust  tou H/M pedÐou

Fab de mporoÔn na emfanistoÔn qronikèc par�gwgoi thc qronik c sunist¸sac

A0, epomènwc
∂LEM

∂V̇
= 0   πV = 0 (4.81)

ek tautìthtac. 'Etsi sth Qamiltonian  diatÔpwsh to dunamikì V eÐnai mia mh

dunamik  metablht  tou sust matoc, pou sÔmfwna me thn klasik  dunamik 

proèrqetai apì th gnwst  eleujerÐa bajmÐdac thc LEM wc proc to Hlektro-

magnhtikì pedÐo Aa. To gegonìc autì de mac epitrèpei na proqwr soume sth

diatÔpwsh thc Qamiltonian c ìpwc eÐdame sthn prohgoÔmenh par�grafo mè-

sw thc qr shc tou q̇. Gia thn �rsh thc aprosdioristÐac aut c mporoÔme na

agno soume th suneisfor� thc posìthtac V kai na tautÐsoume th dunamik 

metablht  q me to di�nusma ~A.
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Sunep¸c h suzug c orm  tou pedÐou ja eÐnai apl¸c h ~π pou upologÐsame

kai t¸ra mporoÔme na broÔme thn èkfrash thc Qamiltonian c sÔmfwna me

ton parap�nw orismì. H HEM =
∫

Σt
HEM pou ja prokÔyei ja eÐnai èna

sunarthsiakì twn ~π kai ~A, en¸ to V ja eÐnai sthn ousÐa ènac pollaplasiast c

Lagrange .

HEM(~π, ~A) = ~π · ~̇A−LEM = ~π · (~π − ~∇V )−LEM

= ~π · ~π − ~π · ~∇V − 1

2
~π · ~π +

1

2
(~∇× ~A)(~∇× ~A)

=
1

2
~π · ~π +

1

2
~B · ~B − ~∇(~π V ) + V · (~∇ · ~π)

En¸ o proteleutaÐoc ìroc ja fÔgei sthn olokl rwsh thc Qamiltonian c pu-

knìthtac af nontac ènan sunoriakì ìro pou ja mhdenisteÐ ìtan ekteÐnoume

ta ìria sto �peiro (ìpwc akrib¸c k�noume ston klasikì hlektromagnhtismì

kaj¸c ed¸ èqoume ~π = − ~E ).

H epiplèon plhroforÐa sqetik� me tic metabolèc wc proc V sunoyÐzetai

sthn exÐswsh-sÔndesmo

δHEM

δV
= 0 , h opoÐa dÐnei (4.82)

~∇ · ~π = 0⇒ ~∇ · ~E = 0 (4.83)

kai mazÐ me tic exis¸seic Hamilton

~̇A =
δHEM

δ~π
(4.84)

~̇π = −δHEM

δ ~A
(4.85)

sumplhr¸nei tic exis¸seic Maxwell . Gia na to doÔme autì xekin�me me thn 1h

exÐswsh Hamilton :

~̇A =
δHEM

δ~π
, meHEM =

∫
Σt

1

2
~π · ~π − ~π · ~∇V +

1

2
~B · ~B . (4.86)
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JewroÔme loipìn leÐa monoparametrik  oikogèneia diamorf¸sewn tou pedÐ-

ou twn suzug¸n orm¸n, ~πλ, krat¸ntac ta upìloipa megèjh stajer�. 'Etsi

èqoume:

δHEM =
dHEM

dλ

∣∣∣∣
λ=0

=

∫
Σt

d

dλ

[
1

2
~π · ~π +

1

2
~B · ~B − ~π · ~∇V

]∣∣∣∣
λ=0

=

∫
Σt

[
~π
d~π

dλ
+ ~B

d~B

dλ
− ~∇V · d~π

dλ
− ~π · d

~∇V
dλ

]
λ=0

.

O 2oc kai 4oc ìroc feÔgoun efìson oi metabolèc gÐnontai mìno gia to π kai

telik� prokÔptei:

δHEM =

∫
Σt

(~π − ~∇V ) δ~π ⇒ δHEM

δ~π
= ~π − ~∇V (4.87)

'Ara telik� prokÔptei

~̇A =
δHEM

δ~π
= − ~E − ~∇V . (4.88)

Ja upologÐsoume t¸ra thn èkfrash gia th 2h exÐswsh Hamilton

~̇π = −δHEM

δ ~A
. (4.89)

Ac jewr soume monoparametrik  oikogèneia diamorfwsewn tou Hlektroma-

gnhtikoÔ pedÐou, ~Aλ. Ja èqoume tìte:

δHEM =
dHEM

dλ

∣∣∣∣
λ=0

=

∫
Σt

1

2

d

dλ

[
(~∇× ~A)(~∇× ~A)

]
=

∫
Σt

(~∇× ~A)
d

dλ
(~∇× ~A)

=

∫
Σt

(~∇× ~A) · (~∇× ~δA)

kai apì gnwstèc tautìthtec tou dianusmatikoÔ logismoÔ, qrhsimopoi¸ntac

epÐshc kat� par�gontec olokl rwsh katal goume sth:

δHEM =

∫
Σt

~∇× (~∇× ~A) · δ ~A , (4.90)

apì ìpou fusik� prokÔptei ìti
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δHEM

δ ~A
= ~∇× (~∇× ~A) (4.91)

Epomènwc h 2h exiswsh Hamilton gÐnetai:

~̇π = − ~̇E = −δHEM

δ ~A
= −~∇× (~∇× ~A)⇒

~̇E = ~∇× (~∇× ~A) (4.92)

H parap�nw �apìrriyh� tou V wc dunamik  metablht  kai h kat� sunè-

peia epibol  tou sundèsmou ~∇ · ~E = 0 wc epiplèon proôpìjesh pou prèpei

na ikanopoieÐtai apì to H/M pedÐo pèran twn dunamik¸n exis¸sewn pedÐou,

mac deÐqnei ìti den èqoume akìmh xeqwrÐsei pl rwc touc kajaroÔc bajmoÔc

eleujerÐac tou sust matoc. Lème ìti prìkeitai gia ènan Qamiltonianì forma-

lismì me sundèsmouc (constrained Hamiltonian formulation ) kai tètoioc ja

prokÔyei epÐshc kat� melèth twn pediak¸n exis¸sewn Einstein sth Qamilto-

nian  diatÔpwsh thc Genik c JewrÐac thc Sqetikìthtac. Tètoiou eÐdouc mh

dunamikèc metablhtèc kai oi antÐstoiqoi sÔndesmoi (parìmoioi me ton 4.82) ja

emfanÐzontai se k�je jewrÐa me eleujerÐa bajmÐdac.

4.5 Qamiltonianìc formalismìc tou pedÐ-

ou K-G

H perÐptwsh enìc Klein-Gordon pedÐou se q¸ro Minkowski eÐnai exairetik�

pio apl  se sqèsh me to H/M pedÐo, ìqi mìno epeid  èqoume na k�noume me

bajmwtì kai ìqi dianusmatikì mègejoc, all� kai lìgw thc xek�jarhc morf c

twn exis¸sewn kai twn dunamik¸n metablht¸n, φ, φ̇. Ed¸ den emfanÐzetai

antÐstoiqh aprosdioristÐa tou pedÐou, ìpwc sunèbh ston hlektromagnhtismì,

opìte kai de ja up�rxoun sÔndesmoi sth Qamiltonian  diatÔpwsh. 'Etsi ja

èqoume:

LKG = −1

2
(∂aφ∂

aφ+m2φ2) , (4.93)
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  alli¸c dianusmatik�,

LKG =
1

2
[φ̇2 − ~∇φ · ~∇φ−m2φ2] (4.94)

Apì th Lagkranzian  puknìthta brÐskoume th suzug  orm  π tou pedÐou K-

G kai sth sunèqeia orÐzoume th Qamiltonian  puknìthta K-G kat� ta gnwst�.

π =
∂LKG

∂φ̇
= φ̇ (4.95)

HKG = πφ̇−LKG = π2 − 1

2
π2 +

1

2
~∇φ · ~∇φ+

1

2
m2φ2 (4.96)

H olik  Qamiltonian  pou ekfr�zei thn olik  enèrgeia tou pedÐou K-G se

ìlh thn èktash thc qwrik c fètac Σt ja eÐnai Ðsh me HKG =
∫

Σt
HKG kai oi

isodÔnamec proc tic exis¸seic pedÐou ja eÐnai oi:

φ̇ =
δHKG

δπ
(4.97)

π̇ = −δHKG

δφ
. (4.98)

H 1h exÐswsh dÐnei profan¸c φ̇ = π dhlad  tÐpota kainoÔrio, en¸ h 2h

ja mac d¸sei sthn ousÐa thn exÐswsh K-G . JewroÔe metabolèc wc proc th

metablht  φ kai paÐrnoume:

δHKG =
1

2

∫
Σt

d

dλ
(π2 + ~∇φ · ~∇φ+m2φ2)

=
1

2

∫
Σt

(−2~∇φ · ~∇δφ+ 2m2φδφ)

=

∫
Σt

m2φδφ −
∫
∂Σt

(~∇φ δφ) +

∫
Σt

(~∇ · ~∇φ) δφ⇒

δHKG =

∫
Σt

[
~∇ · ~∇φ+m2φ

]
δφ⇒

δHKG

δφ
= ~∇ · ~∇φ+m2φ (4.99)
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Telik� h exÐswsh Hamilton mac dÐnei:

−δHKG

δφ
= π̇ ⇒ −φ̈+ ~∇ · ~∇φ−m2φ = 0 (4.100)

  alli¸c

∂a∂
aφ−m2φ = 0. (4.101)

4.6 Qamiltonian  diatÔpwsh exis¸sewn Ein-

stein

ProqwroÔme sthn anaz thsh miac Qamiltonian c diatÔpwshc gia th Genik 

JewrÐa thc Sqetikìthtac kai tic exis¸seic Einstein . Ed¸ èqoume tanustikèc

exis¸seic me to tanustikì pedÐo gab thc metrik c na paÐzei to rìlo thc dunami-

k c metablht c q. Sthn arq  k�je prosp�jeiac met�bashc apì th Lagkran-

zian  sth Qamiltonian  diatÔpwsh, autì pou k�noume eÐnai na xeqwrÐzoume mia

�kateÔjunsh ro c tou qrìnou�, èna qronoeidèc dhlad  dianusmatikì pedÐo sthn

M to opoÐo genn�tai apì mia pagkìsmia qronik  sun�rthsh t ikanopoi¸ntac th

sqèsh ta∇at = 1. 'Ena tètoio dianusmatikì pedÐo up�rqei p�nta ìpwc eÐdame

sto je¸rhma 3.2.3 ìtan o qwrìqronoc eÐnai kajolik� uperbolikìc.

Efìson ìmwc ed¸ h dunamik  metablht  wc proc thn opoÐa prèpei telik� na

epilÔsoume tic exis¸seic eÐnai h Ðdia h metrik  b�sei thc opoÐac dialègoume kai

analÔoume sthn uperepif�neia Σt to qronikì dianusmatikì pedÐo, faÐnetai pwc

kaloÔmaste ek twn prwtèrwn na qrhsimopoi soume k�ti pou akìma de gnwrÐ-

zoume. K�ti tètoio ìmwc de mac empodÐzei na proqwr soume to sullogismì mac

upojètontac ìti èqoume sta qèria mac ènan kajolik� uperbolikì qwrìqrono

(M, gab) me mia sugkekrimènh metrik  h opoÐa paÐrnei sugkekrimènec timèc p�nw

se mÐa epif�neia Cauchy Σ0 kai h opoÐa analÔei to qronikì di�nusma ta se k�-

jeth kai efaptìmenh se aut  sunist¸sa. Ek tou apotelèsmatoc ja krÐnoume

telik� ta sumper�smata pou ja prokÔyoun gia th dunamik  thc metrik c gab

apì th Qamiltonian  diatÔpwsh twn exis¸sewn.
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Xekin�me loipìn me thn pagkìsmia qronik  sun�rthsh t kai mia epif�neia

Cauchy Σ0 stajeroÔ qrìnou t = t0, sthn opoÐa to orjomonadiaÐo dianusmatikì

pedÐo onom�zoume na. AnalÔontac to di�nusma ta se k�je shmeÐo thc Σt se

k�jeto kai efaptìmeno se aut , orÐzoume, ìpwc kai stic exis¸seic 3.33,3.34

th sun�rthsh N (lapse function), pou dÐnei to mètro thc k�jethc sunist¸sac

kai sunep¸c tou sqetikoÔ rujmoÔ tou idiìqronou, kai to di�nusma olÐsjhshc

(shift vector) Na, to opoÐo �deÐqnei� p¸c �olisjaÐnei� mia epif�neia stajeroÔ t

se sqèsh me thn amèswc prohgoÔmen  thc:

N = −gabtanb = (na∇at)
−1 , (4.102)

Na = habt
b , (4.103)

ìpou, ìpwc kai sthn enìthta 3.3.3, hab = gab+nanb eÐnai h epagìmenh metrik 

p�nw sthn trisdi�stath uperepif�neia Σ0. BoleÔei genik� na jewr soume antÐ

thc metrik c gab, th qwrik  metrik  hab mazÐ me th sun�rthsh N kai to duikì

tou dianÔsmatoc olÐsjhshc Na wc tic metablhtèc tou pedÐou mac, ìpou fusik�

Na = habN
b. 'Etsi gÐnetai pio emfan c o diaqwrismìc pou apaiteÐtai apì to

Qamiltonianì formalismì metaxÔ qwrik c kai qronik c exèlixhc twn pedÐwn.

Prèpei ìmwc pr¸ta na metafr�soume ìla ìsa èqoume pei gia th Lagkran-

zian  diatÔpwsh se ìrouc pou perièqoun tic nèec mac metablhtèc. Jèlou-

me dhlad  arqik� na ekfr�soume th Lagkranzian  kai dr�sh Hilbert, dhla-

d  to bajmwtì Ricci, R kaj¸c kai to stoiqeÐo ìgkou mèsw twn posot twn

hab, Na, N . Proc to parìn ja protim soume na asqolhjoÔme me thn apl 

dr�sh Hilbert par� me thn tropopoihmènh thc ex.4.45 agno¸ntac dhlad  th

suneisfor� epifaneiak¸n ìrwn.

LG = R
√
−g

Katarq�c, sÔmfwna me ton orismì thc qwrik c trisdi�stathc metrik c

hab, eÐnai safèc ìti h gn¸sh twn hab, Na kai N isodunameÐ me th gn¸sh thc

qwroqronik c metrik c gab. Autì faÐnetai kajar� an analÔsoume to ta stic

sunist¸sec kai antikatast soume to na sthn ex.3.31 :

ta = Na +Nna ⇒ na =
1

N
(ta −Na). (4.104)
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Apì thn 3.31 èqoume:

gab = hab − nanb = hab −N−2(ta −Na)(tb −N b). (4.105)

Xekin�me loipìn me metablhtèc pedÐou tic hab, Na, N . Ja doÔme ìmwc sth

sunèqeia pwc oi Na kai N de ja mporèsoun na qarakthristoÔn wc dunamikèc

metablhtèc (se antistoiqÐa me to V tou HlektromagnhtismoÔ), kaj¸c oi qro-

nikèc touc par�gwgoi den emfanÐzontai sthn èkfrash thc Qamiltonian c. 'Etsi

oi suzugeÐc ormèc wc proc ta megèjh aut� ja prokÔptoun ek tautìthtoc mhdèn,

kai antÐ gia dunamikèc exis¸seic ja p�roume antÐstoiqa dÔo QamiltonianoÔc

sundèsmouc.

H kampulìthta R mporeÐ na upologisteÐ mèsw tou orismoÔ tou tanust 

Einstein kai twn apotelesm�twn pou br kame sto prohgoÔmeno kef�laio:

Gab = Rab + gab
1

2
R⇒ −gabnanbR = R = 2(Gabn

anb −Rabn
anb), (4.106)

efìson to na eÐnai orjomonadiaÐo sth Σt kai qronoeidèc. O pr¸toc ìroc

sÔmfwna me thn exÐswsh 3.60 mporeÐ na grafteÐ wc:

Gabn
anb =

1

2

[
(3)R−KabK

ab +K2
]
, (4.107)

ìpou ed¸ emfanÐzontai ìroi pou perièqoun thn exwgen  kampulìthta thc upe-

repif�neiac Σt, Kab, en¸K = Ka
a. 'Eqoume dei pwc o tanust cKab sqetÐzetai

�mesa me thn ènnoia miac qronik c parag¸gou thc trisdi�stathc metrik c hab

kai ja faneÐ sth sunèqeia p¸c ja prokÔyei h ex�rthsh thc Qamiltonian c apì

thn ˙hab.

O deÔteroc ìroc thc 4.106 mporeÐ na analujeÐ peretaÐrw me th bo jeia tou

tanust  Riemann kai tou orismoÔ 2.65:

Rabn
anb = Racb

cnanb = −na(∇a∇c −∇c∇a)n
c

= −∇a(n
a∇cn

c) + (∇an
a)(∇cn

c) +∇c(n
a∇an

c) + (∇cn
a)(∇an

c),

ìpou arqik� k�name qr sh thc exÐswshc 2.67. SuneqÐzontac na agnooÔme

touc sunoriakoÔc ìrouc ja pet�xoume ton 1o kai 3o ìro wc olikèc apoklÐseic

dianusmatik¸n pedÐwn.

114



Apì ton orismì thc exwgenoÔc kampulìthtac, exÐswsh 3.36 blèpoume ìti

∇an
a = hab∇an

b = habKab = Ka
a = K

⇒ (∇an
a)(∇cn

c) = K2.

EpÐshc èqoume

(∇cn
a)(∇an

c) = hab∇cnbhab∇bnc

= KcaK
ac = KacK

ac (4.108)

'Ara telik�,

Rabn
anb = K2 −KacK

ac + [∇a(. . .)] (4.109)

'Opwc eÐdame o tanust cKab mporeÐ na ermhneujeÐ kai wc rujmìc metabol c

thc hab kat� thn kateÔjunsh tou k�jetou proc thn epif�neia Σt dianÔsmatoc

na. Apì ton kanìna parag¸gishc kat� Lie ex.2.60 brÐskoume thn analutik 

èkfrash.

Kab =
1

2
£nhab =

1

2
[nc∇chab + hac∇bn

c + hcb∇an
c] (4.110)

Apì th sqèsh 4.104 èqoume ìti N£n = (£t −£N).

Kab =
1

2N
[Nnc∇chab + hac∇b(Nn

c) + hcb∇a(Nn
c)]

=
1

2N
[tc∇chab + hac∇b(t

c) + hcb∇a(t
c)

−N c∇chab − hac∇b(N
c)− hcb∇a(N

c)]

=
1

2N
[£thab −£Nhab].

Alla efìson o tanust c Kab eÐnai ex' olokl rou periorismènoc �p�nw� sthn

uperepif�neia Σt, me thn ènnoia ìti Kabn
a = Kabn

b = 0, to Ðdio ja isqÔei kai

gia to dexÐ mèloc kai ja eÐnai Kab = ha
chb

dKcd. Autì bèbaia de shmaÐnei ìti

k�je ìroc xeqwrist� mèsa sthn agkÔlh ja èqei thn Ðdia idiìthta, all� mìno

o sunduasmìc twn dÔo. 'Etsi:

Kab =
1

2N
ha

chb
d[£thcd −£Nhcd]

=
1

2N
[ha

chb
d£thcd − hachbd£Nhcd]
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=
1

2N
[ ˙hab −DaNb −DbNa] , (4.111)

afoÔ èqoume deÐxei ìti £vgab = ∇avb + ∇bva, kai o 2oc ìroc eÐnai h probo-

l  thc par�stashc aut c sÔmfwna me ton orismì thc qwrik c sunalloÐwthc

parag¸gou. UpologÐzoume t¸ra ta KabK
ab, K2.

KabK
ab = hachbdKabKcd

=
hachbd

4N2
[ḣab − 2D(aNb)][ḣcd − 2D(cNd)]

K2 = (habKab)
2 =

1

4N2
(habḣab − 2DbNb)

2 (4.112)

'Oso gia to stoiqeÐo ìgkou
√
−geabcd eÔkola ekfr�zetai mèsw thc tris-

di�stathc metrik c. YpologÐzoume tic sunist¸sec thc metrik c sto sÔsthma

(ta, (xµ)a) kai qrhsimopoi¸ntac tic exis¸seic [3-metrikh] kai [analush-t] èqou-

me:

gabt
atb = g00 = NaNa −N2 (4.113)

gabt
a(xµ)b = Nhabn

a(xµ)b + habN
a(xµ)b + nanbt

a(xµ)b = Nµ(4.114)

gab(xµ)a(xν)
b = hµν (4.115)

kai upologÐzetai ìti h orÐzousa ja eÐnai:

det(gµν) = −N2det(hµν)⇒
√
−g = N

√
h (4.116)

�ra telik� to 4-di�stato stoiqeÐo ìgkou ja eÐnai to ε = N
√
hdt∧dx1∧dx2∧

dx3. 'Eqoume epÐshc (3)ε =
√
h(3)eabc, kaj¸c h (3)-gewmetrÐa thc Σt kajorÐzetai

apì th metrik  hab kai autì ja qrhsimopoieÐtai gia thn olokl rwsh p�nw sth

qwrik  epif�neia.

'Etsi telik� èqoume th gewmetrik  Lagkranzian  metafrasmènh se ìrouc

hab, N
a, N kai Da na paÐrnei thn analutikìterh morf :

LG = N
√
h((3)R +KacK

ac −K2) = (4.117)

√
hN

{
(3)R +

1

4N2
hachbd[ ˙hab − 2D(aNb)][ ˙hcd − 2D(cNd)]−

1

4N2
[hab ˙hab − habD(aNb)]

2

}
(4.118)
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Ed¸ blèpoume ìti pr�gmati sth Lagkranzian  mac puknìthta den emfanÐzontai

qronikèc par�gwgoi wc proc tic metablhtèc N,Na gegonìc pou sth sunèqeia

ja mac d¸sei dÔo antÐstoiqouc sundèsmouc antÐ gia dunamikèc exis¸seic twn

metablht¸n aut¸n.

O ìroc tou (3)R den perièqei kajìlou th metablht  ˙hab, afoÔ periorÐzetai

mìno se qwrikèc parag¸gouc p�nw sthn epif�neia Σt kai mporoÔme eÔkola na

broÔme th gewmetrodunamik  orm , pou eÐnai to suzhgèc pedÐo thc gewmetrik c

metablht c hab.

πab =
∂LG

∂ ˙hab
=
N
√
h

4N2
[2hachbd( ˙hcd− 2D(cNd))− hab(hcdḣcd− 2h[cd]D(cNd))]⇒

πab =
√
h[Kab −Khab] (4.119)

To epìmeno b ma eÐnai o prosdiorismìc thc gewmetrik c Qamiltonian c

puknìthtac HG apì th ex.4.67 .

HG = πab ˙hab −LG = [2KabN + 2D(aNb)] · πab −
√
hN [(3)R +KabK

ab −K2]

(4.120)

H summetrÐa πab = πba prokÔptei apì tic antÐstoiqec twn sustatik¸n tou hab

kai Kab. 'Etsi o 2oc ìroc gÐnetai:

2πabD(aNb) = 2πabDaNb (4.121)

Jèloume t¸ra na ekfr�soume ìlouc touc upìloipouc ìrouc (sugkekrimèna

ta Kab, K) sunart sei twn πab, hab kai N . Apì thn ex.4.119 lÔnoume wc proc

Kab kai gr�foume thn Ðdia exÐswsh gia to Kab. Apì th sustol  brÐskoume to

K: K = Ka
a = habK

ab. 'Eqoume loipìn:

πab =
√
h(Kab −Khab)⇒ Kab = h−1/2πab +Khab (4.122)

omoÐwc

Kab = h−1/2πab +Khab (4.123)

kai

K = Ka
a = habh

−1/2πab + habh
abK ⇒ K = −h

−1/2π

2
(4.124)
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giatÐ habhab = haa = Tr[h] = gaan
ana = 3 , �ra,

2KabNπ
ab = 2Nh−1/2πabπ

ab − 2Nh−1/2

2
πhabπ

ab

= 2Nh−1/2πabπ
ab −Nh−1/2π2

kai
√
hN(KabK

ab) =
√
hN(h−1πabπ

ab − h−1

2
πabh

abπ − h−1

2
habπ

abπ +
h−1

4
habh

abπ2)

= Nh−1/2(πabπ
ab − π2 +

3π2

4
)

= Nh−1/2(πabπ
ab − π2

4
) ,

√
hNK2 =

√
hN

h−1

4
π2 = h−1/2N

π2

4
(4.125)

'Ara telik�

HG = −
√
hN (3)R + 2πabDaNb +Nh−1/2[2πabπ

ab − π2 − πabπab +
π2

4
+
π2

4
](4.126)

= −
√
hN (3)R + 2πabDaNb +Nh−1/2[πabπ

ab − π2

2
] . (4.127)

Gia na apofÔgoume parag¸gouc wc proc Nb sto 2o ìro ja k�noume kat�

par�gontec olokl rwsh kai h Qamiltonian  èrqetai sthn telik  morf :

HG = −
√
hN (3)R+Nh−1/2[πabπ

ab−π
2

2
]+
√
h[2Da(h

−1/2πabNb)−2NbDa(h
−1/2πab) .

(4.128)

O 3oc ìroc eÐnai olik  apìklish tou πabNb kai kat� thn olokl rwsh p�nw

sth Σt ja fÔgei wc sunoriakìc ìroc. O ìroc pou perièqei thn trisdi�stath

kampulìthta (3)R exart�tai apokleistik� apì th metrik  thc epif�neiac, hab

kai tic parag¸gouc p�nw sthn epif�neia aut  (Da), ìpwc akrib¸c exart�tai

o 4-D Ricci tanust c apì th gab. 'Etsi den perimènoume na emfanÐzei metabol 

me thn efarmog  metabol¸n sto pedÐo thc suzugoÔc orm c πab.

O 1oc Qamiltonianìc sÔndesmoc dÐnetai apì th metabol  thc HG wc proc

to N : δHG

δN
= 0 , kai efìson h ex�rthsh eÐnai grammik  eÔkola paÐrnoume

δHG

δN
= −
√
h (3)R + h−1/2[πabπ

ab − π2

2
] = 0 (4.129)
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O 2oc sÔndesmoc ja eÐnai mia dianusmatik  exÐswsh pou proèrqetai apì th

metabol  thc HG wc proc to di�nusma Na:

δHG

δNa

= 0⇒ h−1/2Dbπ
ab = 0 . (4.130)

'Etsi loipìn ìlec oi dunatèc arqikèc sunj kec pou jèloume na epib�loume sthn

epif�neia Σ0 gia ta pedÐa twn metablht¸n hab, πab ja prèpei na ikanopoioÔn

touc dÔo parap�nw sundèsmouc. EÐnai to an�logo twn exis¸sewn 3.59 kai

3.60 gia th Qamiltonian  diatÔpwsh.

AfoÔ t¸ra lÔsame wc proc tic metabolèc twn mh dunamik¸n metablht¸n

kai bg�lame touc QamiltonianoÔc sundèsmouc gia th gewmetrÐa thc k�je e-

pif�neiac Σ, ja oloklhr¸soume th Qamiltonian  diatÔpwsh, brÐskontac tic

dunamikèc exis¸seic Q�milton 4.76 kai 4.77.

H exÐswsh 4.77 ja mac d¸sei:

˙hab =
δHG

δπab
. (4.131)

BrÐskoume wc sun jwc ìti gia monoparametrik  oikogèneia metabol¸n tou πab

ja èqoume tic antÐstoiqec metabolèc: δπab = dπab

dλ

∣∣∣
λ=0

δ(πabπ
ab) =

d(hachbdπcdπab)

dλ

∣∣∣∣
λ=0

= 2πab δπ
ab , (4.132)

δ(π2) = 2π
d(habπ

ab)

dλ
= 2πhab δπ

ab . (4.133)

Kai ètsi, qrhsimopoi¸ntac thn ex.4.126 wc pio eÔqrhsth wc proc to πab:

δHG =

∫
Σt

[
Nh−1/2 d(πabπ

ab − π2

2
)

dλ

∣∣∣∣∣
λ=0

+ 2DaNb
dπab

dλ

∣∣∣∣
λ=0

]

=

∫
Σt

[
Nh−1/2(2πab δπ

ab − 1

2
2πhab δπ

ab) + 2DaNb δπ
ab

]
=

∫
Σt

[
2Nh−1/2(πab −

1

2
πhab) + 2D(aNb)

]
δπab

Ed¸ èqountac upìyh ìti h πab eÐnai summetrik , antikatast same DaNb =

D(aNb), giatÐ ìpwc èqoume pei dialègoume p�nta th mình dunat  summetrik 
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sunartisiak  par�gwgo χab = δHG
δπab

h opoÐa ja k�nei sustol  se ìlouc touc

deÐktec me èna summetrikì pedÐo. Aut  ja eÐnai Ðsh me:

δHG

δπab
= 2Nh−1/2(πab −

1

2
πhab) + 2D(aNb) (4.134)

Epomènwc h 1h exÐswsh Q�milton ja d¸sei:

˙hab = 2Nh−1/2(πab −
1

2
πhab) + 2D(aNb) (4.135)

Ja suneqÐsoume me th metabol  dou pedÐou hab pou ja d¸sei me th seir�

tou:

δhab =
dhab
dλ

∣∣∣∣
λ=0

(4.136)

δh = h δ(hab)h
ab (4.137)

δh−1/2 = −h
−3/2

2
δh = −1

2
h−1/2hab δhab (4.138)

δh1/2 =
1

2
h1/2hab δhab . (4.139)

Gia ton 1o ìro thc Qamiltonian c puknìthtac, qrhsimopoi¸ntac ta parap�nw

ja p�roume th metabol :

δ(
√
h (3)R) = δ(

√
hhab

(3)Rab) = δ(
√
h) (3)R+

√
hδ(hab)

(3)Rab+
√
hhab δ

(
(3)Rab

)
=

[
1

2

√
hhab (3)R +

√
h (3)Rab

]
δhab +

√
hhab δ

(
(3)Rab

)
. (4.140)

Prèpei t¸ra na analÔsoume th metabol  tou tanust  Ricci ¸ste na ka-

tal xoume se mia èkfrash sunart sei tou δhab. GnwrÐzoume apì thn ex.4.34

ìti

hab δ(3)Rab = Dava , ìpou va = Db δhab − hcdDa δhcd .

'Omwc eÐnai:

δ
(
hab

(3)Rab
)

= δ
(
hab(3)Rab

)
⇒

habδ
(3)Rab = δ

(
hab(3)Rab

)
− (3)Rab δhab

= (3)Rcdhachbd δh
ab + hab δ(3)Rab − (3)Rab δhab

= −(3)Rcdδhcd − (3)Rab δhab + hab δ(3)Rab ,
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ìpou sthn teleutaÐa isìthta qrhsimopoi jhke h gnwst  sqèsh δhab = −hachbdδhab.
Me mia apl  metonomasÐa twn bwb¸n deikt¸n ja p�roume:

δ
(
hab

(3)Rab
)

= −2(3)Rab δhab + hab δ(3)Rab (4.141)

Sunep¸c o 1oc ìroc thc Qamiltonian c 4.128 ja gÐnei:

δ(N
√
h(3)R) = N

√
h

[
1

2
hab(3)R− (3)Rab

]
δhab +N

√
hhab δ(3)Rab , (4.142)

kai suneqÐzoume me ton teleutaÐo ìro pou ìpwc eÐpame gÐnetai:

√
hNhab δ(3)Rab =

√
hNDa

[
Db δhab − hcdDa δhcd

]
. (4.143)

Ja analÔsoume diadoqik� kat� par�gontec ¸ste sth sunèqeia na agno sou-

me tic olikèc apoklÐseic pou ja d¸soun en tèlei epifaniakoÔc ìrouc me thn

olokl rwsh thc puknìthtac p�nw sth Σt. 'Etsi ja èqoume:

NDaDbδhab = Da
[
N Dbδhab

]
−DbδhabD

aN

= −Db [(DaN) δhab] +DbDaN · δhab
= DbDaN · δhab

kai

NDa
[
hcdDaδhcd

]
= hcdNDaDaδhcd

= hcdDa [NDaδhcd]− hcd(DN)(Daδhcd)

= −hcdDa [δhcdD
aN ] + hcdDaD

aN · δhcd
= hcdDaD

aN · δhcd

SunoyÐzontac mporoÔme na gr�youme ton teleut�io ìro thc 4.126:

√
hNhab δ(3)Rab =

[
DbDaN + habDcD

cN
]
· δhab (4.144)

kai telik� ton 1o ìro thc Qamiltonian c:

δ(N
√
h(3)R) =

[
N
√
h

(
1

2
hab(3)R− (3)Rab

)
+
√
hDbDaN +

√
hhabDcD

cN

]
·δhab

(4.145)
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Sth sunèqeia ja èqoume gia ton 2o ìro thc ex.4.128 :

δ
(
Nh−1/2 πcdπcd

)
= N πcdπcd δ(h

−1/2) +Nh−1/2 δ(πcdπcd)

= −1

2
Nh−1/2 habπcdπcd δhab +Nh−1/2 δ(hachbdπ

cdπab) .

Ed¸ h metabol  tou teleutaÐou ìrou ja mac d¸sei

δ(hachbdπ
cdπab) = πcdπab δ(hachbd)

= πcdπabhbd δhac + πcdπabhac δhbd

= πcdπad δhac + πabπa
d δhbd

=
(
πacπbc + πacπc

b
)
δhab ,

�ra,

δ(πcdπcd) = 2πacπc
b δhab (4.146)

kai

δ
(
Nh−1/2 πcdπcd

)
=

[
−1

2
Nh−1/2 habπcdπcd + 2Nh−1/2πacπc

b

]
δhab . (4.147)

EpÐshc ja èqoume:

δ(π2) = 2ππab δhab ,

opìte,

δ

(
1

2
Nh−1/2π2

)
=

[
−1

4
Nh−1/2habπ2 +Nh−1/2ππab

]
δhab

Tèloc proqwr�me ston 3o ìro thc ex.4.128 o opoÐoc ja d¸sei:

δ(πabDaNb) = πcaDcN
b (4.148)

'Ara oloklhr¸nontac thn exÐswsh 4.128 kai antikajist¸ntac tic metabolèc

4.145 , 4.148 , 4.148 paÐrnoume:

δHG =

∫
Σt

[−N
√
h

(
1

2
hab(3)R− (3)Rab

)
−
√
hDbDaN

+
√
hhabDcD

cN +
1

4
Nh−1/2habπ2 −Nh−1/2ππab

−1

2
Nh−1/2 habπcdπcd + 2Nh−1/2πacπc

b − 2πc(aDcN
b)] δhab ,
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sunep¸c h sunarthsiak  par�gwgoc thc Qamiltonian c wc proc th metrik 

hab ja mac d¸sei th 2h exÐswsh Q�milton 4.76 pou gÐnetai:

π̇ab = −δHG

δhab
= N
√
h

(
1

2
hab(3)R− (3)Rab

)
+
√
hDbDaN

−
√
hhabDcD

cN − 1

4
Nh−1/2habπ2 +Nh−1/2ππab

+
1

2
Nh−1/2 habπcdπcd − 2Nh−1/2πacπc

b − 2πc(aDcN
b)

SunoyÐzontac, oi exis¸seic pou dièpoun th dunamik  thc qwroqronik c

gewmetrÐac sth GJS se Qamiltonian  morf  apoteloÔntai apì touc dÔo sun-

dèsmouc:

−(3)R + h−1[πabπ
ab − π2

2
] = 0 (4.149)

Db(h
−1/2πab) = 0 (4.150)

kai tic dÔo dunamikèc exis¸seic thc metablht c hab kai thc suzugoÔc thc

orm c πab,

˙hab = 2Nh−1/2(πab −
1

2
πhab) + 2D(aNb) , (4.151)

π̇ab = −δHG

δhab
= N
√
h

(
1

2
hab(3)R− (3)Rab

)
+
√
hDbDaN

−
√
hhabDcD

cN − 1

4
Nh−1/2habπ2 +Nh−1/2ππab

+
1

2
Nh−1/2 habπcdπcd − 2Nh−1/2πacπc

b − 2πc(aDcN
b)

EÐpame prohgoumènwc ìti oi QamiltonianoÐ sÔndesmoi proèrqontai apì an-

tÐstoiqec eleujerÐec bajmÐdac thc jewrÐac. Ston Hlektromagnhtismì, h eleu-

jerÐa aut  ofeÐletai sthn aprosdioristÐa tou H/M dunamikoÔ. Sth Genik 

Sqetikìthta oi sÔndesmoi proèrqontai apì tic �exis¸seic kÐnhshc � twn mh du-

namik¸n metablht¸n N,Na. H antÐstoiqec eleujerÐec ed¸ entopÐzontai sthn

parametropoÐhsh thc qronik c sun�rthshc kai sthn epilog  sust matoc sun-

tetagmènwn p�nw se k�je qwrik  fèta Σt. Oi basikèc arqèc thc GJS mac
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epib�lloun mia analloiìthta twn tanustik¸n exis¸sewn k�tw apì tètoiouc

metasqhmatismoÔc (diffeomorphism invariance ) . Me to na �roume thn a-

prosdioristÐa aut  jewr¸ntac kl�seic isodunamÐac twn dunat¸n metrik¸n h̃ab,

ìpou ìla ta stoiqeÐa thc kl�shc perigr�foun ton Ðdio qwrìqrono, enswma-

t¸noume sthn ousÐa ton 2o sÔndesmo. 'Eqoume dei ìti h eleujerÐa bajmÐdac

thc metabol c thc metrik c ekfr�zetai apì èna aujaÐreto dianusmatikì pedÐ-

o va, ¸ste dÔo metrikèc, stoiqeÐa thc Ðdiac kl�shc na dÐnoun metabolèc pou

diafèroun kat� δhab = δh′ab + D(avb). 'Etsi an jewr soume ton q¸ro twn

kl�sewn aut¸n, gnwstì kai wc uperq¸ro (superspace ), wc to q¸ro dunat¸n

diamorf¸sewn thc metrik c, tìte gia na eÐnai sumbatìc o orismìc tou pedÐou

suzugoÔc orm c, prèpei h teleutaÐa na ikanopoieÐ:∫
πab δh′ab =

∫
πab δhab ⇒ (4.152)∫

πab(δhab +D(avb)) =

∫
πab δhab (4.153)

¸ste na dÐnei to Ðdio bajmwtì gia ìla ta stoiqeÐa k�je kl�shc isodunamÐac.

H teleutaÐa sqèsh isqÔei gia tuqaÐo dianusmatikì pedÐo, epomènwc qrhsimo-

poi¸ntac th summetrÐa tou πab∫
vbDaπ

ab = 0⇒ Da(h
−1/2πab) = 0 (4.154)

blèpoume dhlad  ìti o sÔndesmoc ikanopoieÐtai autìmata.

To Ðdio dustuq¸c de sumbaÐnei me ton 1o sÔndesmo, ex. 4.129, o opoÐoc den

aÐretai toso apl�. H morf  tou sundèsmou autoÔ apotèlese meg�lo empì-

dio kat� thn prosp�jeia dhmiourgÐac miac kbantik c jewrÐac gia th barÔthta.

Parìla aut� meg�lh prìodoc shmei¸jhke tic teleutaÐec mìlic dekaetÐec met�

kurÐwc th met�bash se suntetagmènec Ashtekar . Mèsw twn nèwn aut¸n mi-

gadik¸n suntetagmènwn oi sÔndesmoi thc GJS xanagr�fontai se poluonumik 

morf , gegonìc pou anoÐgei to drìmo gia thn kanonik  kb�ntwsh thc jewrÐac.

Mia kbantik  jewrÐa gia th barÔthta ja d¸sei ermhneÐec alla kai problè-

yeic p�nw se kaÐria erwt mata pou èqei jèsei h sÔgqronh fusik . H anaz thsh

miac enopoihmènhc jewrÐac gia thc jemeli¸deic allhlepidr�seic, h gewmetrÐ-

a tou qwrìqronou sthn klÐmaka Planck   se polÔ isqur� barutik� pedÐa, h

124



entropÐa kai h aktinobolÐa miac maÔrhc trÔpac, h qwroqronik  anwmalÐa thc

meg�lhc èkrhxhc kai h dom  kai proèleush tou sÔmpantoc genikìtera eÐnai ta

pio shmantik� apì aut�. Dustuq¸c ìmwc den anamènetai sto kontinì toul�-

qiston mèllon h anjr¸pinh teqnologÐa na na èqei th dunatìthta peiramatik c

epal jeushc   apìrriyhc miac upoy fiac nèac jewrÐac gia th barÔthta.
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