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ΕΛΛΗΝΙΚΟ ΑΝΟΙΚΤΟ ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ 
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ΕΝ∆ΕΙΚΤΙΚΕΣ ΛΥΣΕΙΣ 5
ης 
ΕΡΓΑΣΙΑΣ                   

Προθεσµία παράδοσης 5/5/09 

Άσκηση 1 

Στην συχνότητα /f c λ=  είναι /e V hf hcφ λ φ= − = −  . 

Όταν /( )f c λ λ= + ∆  , ήταν 0 /( ) /hc hcλ λ φ λ φ λ= + ∆ − ⇒ = −∆  

Άρα 

1

e V
hc

φ

φ λ

=
−

∆

 

Όταν /( )f c λ λ= −∆ , ήταν '

2 1
2

hc hc
e V

hc hc

φ
φ φ

λ λ λ
φ λφ

= − = − =
−∆ − ∆ −

∆

. 

Η συχνότητα κατωφλίου 0

c
f

h

φ
λ λ

= =
+ ∆

 

Η µέση κινητική ενέργεια εξόδου των φωτοηλεκτρονίων στο µικρότερο µήκος 

κύµατος λ – ∆λ ήταν 
21 2 '

'
2

e V
m e V

m
υ υ= ⇒ =  

Αντικαθιστούµε τις τιµές. Είναι hc=1240 eV nm  

Άρα λ=589 nm, V=0.306 V,  0f = 4.35 10
14
 Hz, V'= 0.737 V, υ=509 km/s. 

 

Άσκηση 2  

Α) Στη συνάρτηση 
( ){ }3 3( , ) 8 1

h f kT

Pu f T hf c eπ
  = −  , για µικρές συχνότητες το 

εκθετικό 1xe x= + , άρα η ( ){ }3 3 2 3( , ) 8 8Pu f T hf c h f kT f c kTπ π= = . 

Για µεγάλες συχνότητες, το εκθετικό 1 1x x xe e e⇒ − =≫ , άρα η 

( ){ } ( ) /3 3 3 3 3( , ) 8 8
h f kT h f kT B f T

Pu f T hf c e hf c e Af eπ π
− −

= = = , όπου 

38 /A h cπ= ,  /B h k=  

Β) Αν οι τιµές των Α,Β είναι γνωστές πειραµατικώς, τότε 3 /8h Ac π=  και 
3/ /(8 )k h B Ac Bπ= = . 

Αντιστρόφως, µε δεδοµένα τα h, k, 
3 -34 8 3 58 4 38 / 8 3.1416 6.626 10 Js/(3 10 m/s) 6.2 10 Js /mA h cπ −= = × × × × = ×

-34 -23 -11/ 6.626 10 Js/(1.38 10 J/K)=4.8 10 sKB h k= = × × ×  

Γ) Αν η κλασσική θεώρηση των Rayleigh – Jeans εξακολουθούσε να ισχύει και για 

f → ∞  (αντί της συναρτήσεως του Wien), τότε η πυκνότητα ενέργειας µέσα στην 

κοιλότητα 2 3( , ) 8 /RJu f T f kT cπ= → ∞ , όπερ αδύνατον. (Πράγµατι, αντιθέτως, 



2 

στην φύση ( , ) ( , ) 0P W
f f

u f T u f T
→∞ →∞
≈ → ).  Άρα η (εύλογη) κλασσική θεώρηση οδηγεί 

σε λογικό άτοπον που βεβαίως ούτε επαληθεύεται πειραµατικώς.  

∆) Η ένταση που βγαίνει από την οπή παρατηρήσεως της κοιλότητoς είναι 

( )31
4 2

0 0

2
( ) ( ) ( , ) 1

4

h f kT

P

c h
I T cu T u f T df df f e

c

π
∞ ∞

  = = = − ∫ ∫  

Θέτω 

3
3 3, , ,

hf kT kT kT
x f x f x df dx
kT h h h

 = = = =  
, οπότε 

( )

4 3 4 4
4 4

2 2 4

0

2 2
( )

1 15x

h kT x dx h k
I T T T

c h e c h

π π π
σ

∞ = = =   −∫ , όπου 

( )55 4 -23 4
8 2 4

3 2 -34 3 8 2

2 2 3.1416 (1.38 10  J/K)
5.67 10 /m /

15 15 (6.626 10  J s) (3 10 m/s)

k
W K

h c

π
σ

−× ×
= = = ×

× × ×
 

η σταθερά Stefan-Boltzmann. 

 

 

Άσκηση 3 

Σύµφωνα µε τη σχέση (2.34) του βιβλίου των Alonso και Finn η κινητική ενέργεια 

του ηλεκτρονίου δίνεται από 

 ( )2 c c
K E mc h f f h

λ λ
 ′= − = − = − ′ 

 (1) 

όπου 

 ( )1 cos
e

h

m c
λ λ θ′ − = −  (2) 

Από τις (1) και (2) συµπεραίνουµε ότι η κινητική ενέργεια γίνεται µέγιστη για 

ελάχιστο f ′ δηλαδή µέγιστο λ′ το οποίο µε τη σειρά του συνεπάγεται cos 1θ = −  για 

θ π= . Τότε η (2) δίνει 

 
2

2 C

e

h

m c
λ λ λ λ′ = + = +  

και αντικαθιστώντας στην (1) 

 
( )

22 21 1
0

2

C C
C

C C

ch
K ch ch

K

λ λ
λ λλ

λ λ λ λ λ λ
 

= − = ⇒ + − = + + 
 (3) 

Αντικαθιστώντας τα δεδοµένα του προβλήµατος βρίσουµε 
o

122.426 10 0.02426AC

e

h
m

m c
λ −= = × =  και 

2o
22 22

1.003 10 m 0.01003ACch

K

λ −= × =  

και επιλύοντας την (3) παίρνουµε  

 
o

0.0888Aλ =  

και την αρνητική ρίζα 
o

0.113Aλ = −  η οποία προφανώς απορρίπτεται. Το µήκος 

κύµατος αυτό 0.01nmλ ≈ βρίσκεται στο κάτω όριο του µήκους κύµατος  των 

ακτίνων Χ. 

 

 

 

 

 



3 

Άσκηση 4  

H συχνότητα περιστροφής του φωτονίου δίνεται από 

  

 
2 4

4 4 3 3

2 2 4

2 2 2 2 2
2

n n n

n n n

n m r n mk e

nr r r n
m
m k e

υ υω
ν

π π π π ππ
= = = = = =

ℏ ℏ

ℏ ℏ
 

όπου χρησιµοποιήσαµε τις σχέσεις (3.24) και (3.28) του βιβλίου των Serway, Moses 

και Moyer.  

Η συχνότητα του εκπεµπόµενου φωτονίου δίνεται από 

 
( ) ( )2 22 2

1 1 2 1

1 1

c n
f cR cR

nn n nλ

  −
= = − = 

− −  
 

Η οποία για 1n≫ δίνει 

 
( )

2 2 4

2 3 2 2 3 3 32

2 1 2 2

2 / 21

n k e mk e
f cR cR

n h mke n nn n
ν

π
−

= = = = =
− ℏ ℏ

 

 

Άσκηση 5  

Α)Εφόσον η πιθανότητα διέλευσης είναι πολύ µικρότερη της µονάδας, µπορούµε να 

χρησιµοποιήσουµε την προσέγγιση που περιγράφεται από την εξίσωση 6.9 του 

βιβλίου. Έχουµε: 
2

2 /

2

4
( )

1 ( )

Lk
T E e

k

δδ
δ

− 
=  + 

,        (1) 

όπου 

2

2

2mE
k =

ℏ
,          (2) 

και 

2( )
E

k
U E

δ =
−

.         (3) 

Από την (3) έχουµε 

2 5.5
( ) 1.222 1.106

10.0 5.5

eV
k k

eV eV
δ δ= = ⇒ =

−
     (4) 

Από την (2) έχουµε: 

( )

31 19
2 10 1

22
34

2 2 9.11 10 5.5 1.602 10
1.2 10

1.055 10

mE
k k m

− −
−

−

⋅ × ⋅ ⋅ ×
= = ⇒ = ×

×ℏ
 

Αντικαθιστούµε στην (4) την τιµή του k: 

11

10

1.106
9.22 10

1.2 10
mδ −= = ×

×
. 

Αντικαθιστούµε τις τιµές του δ και του k στην εξίσωση (1) και έχουµε: 
2 2

2 / 3 10

2 2

4 1 4 1.106 1
3.96 10 3.82 10

1 ( ) ( ) 1 (1.106) 0.001

L k
e L m

k T E

δ δ
δ

−   ⋅
= = = × ⇒ = ×   + +   

 

Β)Για πρωτόνιο, υπολογίζουµε το k από την (2) και το δ από την (4): 

( )

27 19
2 11 1

2
34

2 1.673 10 5.5 1.602 10
5.15 10

1.055 10
k k m

− −
−

−

⋅ × ⋅ ⋅ ×
= ⇒ = ×

×
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12

11 1

1.106
2.15 10

5.15 10
m

m
δ −

−= = ×
×

, 

και αντικαθιστώντας στην (1) έχουµε: 
2

2 / 154

2

4
( ) 1.87 10

1 ( )

Lk
T E e

k

δδ
δ

− − 
= = × + 

, 

η οποία πιθανότητα είναι πρακτικά µηδενική. 

 

Άσκηση 6 

Α)∆ίνεται ότι  λύση στην περιοχή 0a x− < <  είναι της µορφής  

 1( )x Cx Dψ = +  

Έστω 2 ( )xψ  η κυµατοσυνάρτηση στην περιοχή 0 x a< < + . Στην ίδια περιοχή  η 

εξίσωση του Scroedinger παίρνει τη µορφή 

 
22

202
0 2 2 2 2 22 2

2( )
( ) 0 ( ) ( ) ( ) ( )

2

mVd x
V x x x x q x

m dx

ψ
ψ ψ ψ ψ ψ′′ ′′− − = ⇒ = − ⇒ = −

ℏ

ℏ
 

όπου 0

2

2mV
q =

ℏ
. Η γενική λύση είναι 

 2 ( ) sin( ) cos( )x F q x G q xψ = +  

Στις περιοχές x a> +  και x a< −  πρέπει να έχουµε 0ψ = λόγω απειρισµού του 

δυναµικού. Η συνέχεια της κυµατοσυνάρτησης στα σηµεία x a= −  και x a= +  

απαιτεί 

 
1 1

2

( ) 0 ( ) ( ) (1)

( ) sin( ) cos( ) 0 tan( ) (2)

a aC D D aC x C x a

a F q a G q a G F qa

ψ ψ

ψ

− = − + = ⇒ = ⇒ = +

+ = + = ⇒ = −
 

Ενώ η συνέχεια της κυµατοσυνάρτησης και της παραγώγου στο 0x = απαιτεί 

 
1 2

1 2

(0) (0) (3)

(0) (0) (4)

C a G

C q F

ψ ψ

ψ ψ

= ⇒ =

′ ′= ⇒ =
 

Από τις (3),(4) βρίσκουµε , /G C a F C q= =  και εποµένως η κυµατοσυνάρτηση 

γράφεται ως 

 
( ) ( )

0 ,

( ) , 0

( ) 1
cos sin , 0

0 ,

x a

C x a a x

x
C a qx qx x a

q

x a

ψ

< −
 + − < <

=  
+ < < + 

 
 > +

 

Όπου η σταθερά C µπορεί να προσδιοριστεί από την κανονικοποίηση. 

Β) Από τις (2) και (3), (4) έχουµε 

 tan( ) tan( ) tan( )
C

G F qa C a qa qa qa
q

= − ⇒ = − ⇒ = −  

Χρησιµοποιώντας τη λύσεις της εξίσωσης tan x x= − από το τυπολόγιο βρίσκουµε ότι 

αυτή έχει λύσεις για συγκεκριµένες τιµές του q a µε ελάχιστη τιµή 

 
2

20
02 2

2
2.03 2.03 2.03 2.08J=13.0eV

2

mV
qa a V

ma
= ⇒ = ⇒ = =

ℏ

ℏ
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Άσκηση 7  

Α) Η κλασικά επιτρεπτή περιοχή της θέσης x  προσδιορίζεται από τη διατήρηση της 

ενέργειας 

 2 2 2 21 1

2 2
m m x Eω υ ω+ =  

που οδηγεί σε 
2 2

2 2E E
x

m mω ω
− ≤ ≤  όπου η ισότητα αντιστοιχεί σε 0υ = . 

Στη θεµελιώδη κατάσταση έχουµε 
1

2
E ω= ℏ  και εποµένως x

m mω ω
− ≤ ≤
ℏ ℏ

 

Η κυµατοσυνάρτηση του σωµατιδίου στη βασική κατάσταση είναι η 
2

1/ 4

2( )
m

xm
x e

ωω
ψ

π

− =  
 

ℏ

ℏ
. Η πιθανότητα να ευρεθεί το σωµατίδιο εκτός της περιοχής 

αυτή δίνεται από 

 

2

2 2

/ /

2 /

/ /

1 1

1 0

1 ( ) 1

1 1
1 1 2 15.7%

m m

m x

c

m m

z z

m
P dx x dx e

dz e dz e

ω ω
ω

ω ω

ω
ψ

π

π π

+ +
−

− −

+ +
− −

−

= − = − =

= − = − ≈

∫ ∫

∫ ∫

ℏ ℏ

ℏ

ℏ ℏ
ℏ

 

όπου χρησιµοποιήσαµε αλλαγή µεταβλητής 
m

z x
ω

=
ℏ

 και το ολοκλήρωµα της 

υπόδειξης. 

Β) Η αβεβαιότητα στη µέτρηση της θέσης δίνεται από  

 
22x x x∆ = −  

όπου  

 

2

2

2 /

0

3
22 2 2 /

0

0

1

2 2

m x

m x

m
x dxx dxxe

m m
x dxx dxx e

m m

ω

ω

ω
ψ

π

ω ω
ψ π

π π ω ω

+∞ +∞
−

−∞ −∞

+∞ +∞
−

−∞ −∞

= = =

 = = = = 
 

∫ ∫

∫ ∫

ℏ

ℏ

ℏ

ℏ ℏ

ℏ ℏ

 

 

Εποµένως  

 
22 2

2
x x x x

mω
∆ = − = =

ℏ
 

Γ) Η µέση τιµή της δυναµικής ενέργειας δίνεται από 

 ( )22 2 2 21 1 1 1

2 2 2 2 4
V m x m x m

m
ω ω ω ω

ω
= = ∆ = =

ℏ
ℏ  

∆) Έχουµε 

 
1 1 1 1

2 2 4 4
T V E T V Tω ω ω ω+ = ⇒ + = ⇒ = − =ℏ ℏ ℏ ℏ  
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Άσκηση 8  

Α)Χρησιµοποιώντας την τριγωνοµετρική ταυτότητα  

 ( ) ( )cos cos 2sin sinA B A B A B− − + =  

η κυµατοσυνάρτηση γράφεται 

 
2

( , ) cos (2 ) cos (2 ) 2 sin sin
x y

x y C x y x y C
L L L L

π π π π
ψ

        = − − + =                
 

Από την κανονικοποίηση θα έχουµε 

 

2 2 2 2

0 0 0 0

2

0 0

2 2 2

0 0

2
1 4 sin sin

4 2
1 cos 1 cos

4 2 1
sin sin 1

4 2

L L L L

L L

L L

x x
dx dy C dx dy

L L

x x
C dx dy

L L

L x L x
C x y C L C

L L L

π π
ψ

π π

π π
π π

   = ⇒ =   
   

      = − − =      
      

   = − − = = ⇒ =      

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫  

 

Β) Σύµφωνα µε τη συζήτηση στη σελ 227 του βιβλίου των Serway-Moses-Moyer η 

ενέργεια δίνεται από 

 

( )

2 22 2 2 2

2 2

2 2 2 2
2 2

2 2

1 1 2

2 2

5
2 1

2 2

E
m x y m L L

mL mL

ψ ψ π π
ψ

ψ ψ

π π

  ∂ ∂    = − + = +     ∂ ∂        

= + =

ℏ ℏ

ℏ ℏ

 

Από το παραπάνω αποτέλεσµα αλλά και  τη µορφή της κυµατοσυνάρτησης 

2 2
sin sin

x y

L L L

π π
ψ    =    

   
 διαπιστώνουµε ότι αυτή αντιστοιχεί στο ενεργειακό 

επίπεδο µε κβαντικούς αριθµούς 2, 1x yn n= = και άρα είναι διπλά εκφυλισµένη. 

  

 

Άσκηση 9 

Α) Η ενέργεια υδρογονοειδούς ατόµου είναι  
2 2 2

2 2

0

( 13.6eV) , 1,2,3,...
2

n

ke Z Z
E n

a n n

 
= − = − = 

 
 

Για το λίθιο έχουµε Ζ =3, οπότε βρίσκουµε 
13.6

3 3
13.6

n
−

= =
−

. Εποµένως ο βαθµός 

εκφυλισµού αυτής της ενεργειακής στάθµης είναι 2 9n = . 

Το µέτρο της τροχιακής στροφορµής είναι 
16( 1) ( 1) 6.582 10 eV sL −= + = + ⋅ × ⋅ℓ ℓ ℏ ℓ ℓ  

από την οποία βρίσκουµε 2
2

6 0
3

=
+ − = ⇒ 

= −

ℓ
ℓ ℓ

ℓ
, και επειδή η αρνητική λύση 

απορρίπτεται, έχουµε τελικά 2=ℓ . Ο κβαντικός αριθµός m
ℓ
 µπορεί να πάρει τις 

τιµές 2, 1,0,1,2m = − −
ℓ

 και εφόσον από τα δεδοµένα της άσκησης δεν προσδιορίζεται, 

η γενική µορφή της κυµατοσυνάρτησης του ιόντος είναι: 
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{ }

32 2

2 1 0 1 2

32 2 2 1 2 0 2 1 2 2 2

( , , ) ( ) ( , )

( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

m

m

m

r R r c Y

R r c Y c Y c Y c Y c Y

ϑ ϕ ϑ ϕ

ϑ ϕ ϑ ϕ ϑ ϕ ϑ ϕ ϑ ϕ− −
− −

Ψ = =

= + + + +

∑ ℓ

ℓ

ℓ  

όπου mc ℓ

σταθερές µε 
2 2 2 2 2

2 1 0 1 2 1c c c c c− −+ + + + =  (συνθήκη κανονικοποίησης). 

Β) Η κβαντική ακτίνα της κατάστασης n  του µοντέλου Bohr είναι (σχέση 3.35) 

2 20 0
0( ) (3 ) 3

3
n

a a
r n a

Z
= = =  

µε 10

0 0.529 10 ma −= × . Η ζητούµενη πιθανότητα να βρεθεί το ηλεκτρόνιο κάπου 

µέσα σε σφαίρα ακτίνας 03a  είναι 
0

0

3 2
2 2

3

0 0 0

( , , ) sin

a

a

r

P r r dr d d

π π

ϑ ϕ

ϑ ϕ ϑ ϑ ϕ
= = =

= Ψ ⋅ ⋅ ⋅ =∫ ∫ ∫  

0 0

0

2
3/ 2 23 3

2 /32 2

32

0 00 0

2 2
( )

3 27 5

a a

Zr a

r r

Z Zr
R r r dr e r dr

a a

−

= =

   
=       

∫ ∫ , η οποία θέτοντας Ζ=3 

γίνεται 
0

0

0

33
2 /6

3 7 2

0 0

1 2

3 5

a

r a

a

r

P r e dr
a

−

=

=
⋅ ∫ . Θέτονας 0 02 / / 2x r a r a x= ⇒ = , έχουµε 

( )
0

673
6

6 6 5 4 3 20
3 7 2 7 4 2 0

0 0

1 2 1
6 30 120 360 720 720

3 5 2 2 3 5

x x

a

a
P x e dx x x x x x x e

a

− −−
= = + + + + + +

⋅ ⋅ ⋅∫
και τελικά

03 0.394 39.4%aP = =  

 

 

 

Άσκηση 10 

A) Για να γραφεί η κυµατοσυνάρτηση πρέπει να βρεθούν οι κβαντικοί αριθµοί n, l 

και ml της κατάστασης. Η ενέργεια υδρογονοειδούς ατόµου είναι  
2 2 2

2 2

0

( 13.6eV) , 1,2,3,...
2

n

ke Z Z
E n

a n n

 
= − = − = 

 
 

Για το ήλιο έχουµε Ζ =2, οπότε βρίσκουµε 
13.6

2 3
6.04

n
−

= =
−

. 

Εφόσον n = 3, οι δυνατές τιµές του l  είναι l = 0, 1, 2. 

Για l = 0 το µέτρο της στροφορµής είναι 0, ενώ για l = 1 οι δυνατοί προσανατολισµοί 

της στροφορµής ως προς τον άξονα z είναι θ = 0
ο
, 90

ο
, 180

ο
. Άρα η µόνη λύση που 

είναι συµβατή µε τη γωνία 35.25° είναι η l = 2. Επίσης, από τη σχέση (7.15) έχουµε  
( 1) cos 2(2 1) cos35.25 2lm l l θ= + = + =�  

Άρα 3, 2, 2ln m= = =ℓ  και η κυµατοσυνάρτηση γράφεται 
3/ 2 2

2

322 2

0 0 0

2 2 2 2 2
( , , ) exp ( , )

3 327 5

r r
r Y

a a a
θ φ θ φ

     
Ψ = −     

     
, 

όπου 2 2 2

2

1 15
( , ) sin

4 2

iY e φθ φ θ
π

= ⋅  η σφαιρική αρµονική 2, 2lm= =ℓ . 

Β) Σε αυτή την κατάσταση η µέση απόσταση r του ηλεκτρονίου από τον πυρήνα είναι 



8 

23 4
222 2 2 3

32 2
0 0

0 0 00 0

2 2 2 2 4
( , ) sin exp

3 327 5

r r
r r R r dr Y d d r dr

a a a

π π
θ φ θ θ φ

∞ ∞       
= ⋅ = −      

      
∫ ∫ ∫ ∫

 
23 4

10
3 7

9 7

0 0 0 0 00 0

2 4 2 2 4 2 4
exp exp

3 3 3 5 327 5

r r r
r r dr r dr

a a a a a

∞ ∞        
= − = −                 

∫ ∫  

Εισάγοντας 
0

4

3

r
z

a
= παίρνουµε 

 
8 810

70
0 0 0 09 7 16 6 6

0 0

32 1 5040 21
e 7! 5.25

3 5 2 2 15 2 15 4

za
r z dz a a a a

a

∞
−= = × = = =∫  

Η ακτίνα που προβλέπει το µοντέλο του Bohr για 3n = είναι σύµφωνα µε την σχέση 

3.35 του βιβλίου των Serway, Moses και Moyer 2

3 03 / 2r a=  οπότε ο λόγος είναι  

 
3

21/ 4 7
1.17

9 / 2 6

r

r
= = =  

Γ) Γ) Η µέση τιµή της δυναµικής ενέργειας του ιόντος είναι 
23 4

22 2 2

32

0 0 00 0

6 610 10 2
2 5 2 0

9 7 9 7 60
0 0 0 0

1 2 2 2 2 4
exp

3 327 5

32 1 4 2 1 2
exp 5!

5 3 3 5 3 4 9

8
13.6 eV 12.1eV

9

r r
U kZe R r dr kZe dr r

r a a a

ar kZe
kZe dr r kZe

a a a a

∞ ∞

∞

      
= − = − − =             

 
= − − = − = − = × × 

= − = −

∫ ∫

∫  

 

 

 

 

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ 

 

1)  

α) Η κυµατοσυνάρτηση είναι Ψ(x) = Ce−x 1− e−x( ) για x > 0  και η πιθανότητα να 
βρουµε το σωµάτιο στην περιοχή (x,dx)  είναι P(x)dx = C2e−2x 1− e−x( )2dx .  Ισχύει 

P(x)dx =1
0

∞

∫  

Εύκολα βρισκουµε από τον υπολογισµό του ολοκληρώµατος C = 12  και άρα 

P(x) =12e−2x 1− e−x( )2 . 
(β) Η πιό πιθανή τιµή της συνάρτησης P(x)  βρίσκεται από την λύση της εξίσωσης  
dP(x)

dx
= 0,  η οποία έχει λύση xm = ln2 ≅ 0.6931 µε αντίστοιχη πιθανότητα 

P(xm ) ≅ 0.0625 .   Τα σηµεία  (xm ,0)  και (xm ,P(xm ))  δηλώνονται µε αστερίσκο στο 
σχήµα στο οποίο παρουσιάζεται η µορφή της πιθανότητας P(x).   

(γ) Η µέση τιµή της θέσης του ηλεκτρονίου βρίσκεται από 

< x >= xP(x)dx
0

∞

∫ =
13

12
≅1.0833 
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Η τιµή αυτή συµπίπτει µε την διακεκοµένη γραµµή στο σχήµα που  είναι παράλληλη 

στον άξονα y.    

 

Παρατηρούµε ότι οι ποσότητες xm  και < x > δεν συµπίπτουν.  Αυτό είναι σύνηθες σε 
µή συµµετρικές κατανοµές πιθανότητας.  Στην κβαντοµηχανική, σε µέτρηση της 

θέσης του σωµατίου θα παρατηρήσουµε την αναµενόµενη τιµή του  x, δηλ. tο < x >. 
 

 
 

 

 

2)  

Εάν τα ηλεκτρόνια κινούνται στη διεύθυνση x  η ορµή τους xp  είναι πλήρως 

καθορισµένη ( 0xp∆ = ), ενώ η αβεβαιότητα της ορµής τους κατά τη διεύθυνση y  

µετά τη διέλευσή τους από τη σχισµή δίνεται από την αρχή της αβεβαιότητας 

y yy p p
y

∆ ∆ ≥ ⇒ ∆ ≥
∆
ℏ

ℏ . 

Σαν µια τυπική γωνία περίθλασης µπορούµε να πάρουµε τον λόγω της κατακόρυφης 

ορµής προς την αρχική οριζόντια,
1 1

2

y

x x

p

p y p y

λ
ϑ

π

∆
≅ ≅ ≅

∆ ∆
ℏ

, όπου λ  το µήκος 

κύµατος De Broglie των ηλεκτρονίων. Για ηλεκτρόνια ενέργειας 10eVE = έχουµε 

2x

h h

p mE
λ = =  και θεωρώντας ότι / 2y α∆ ≅  βρίσκουµε τελικά 

34
5

6 31 19

2 2 1.054 10
rad 2.5 10 rad

5 102 2 9.11 10 10 1.6 10mE
ϑ

α

−
−

− − −

×
≅ = = ×

× × × × × ×

ℏ
. 

 

 

3)  

Αν V=0 για 0<x<L και V=∞ εκτός του κουτιού, τότε η διαφορική εξίσωση 

Schrödinger µε Ε=0 γίνεται '' 0ψ =  και πράγµατι έχει λύση την ax bψ = + . 

Αλλά επειδή η ψ πρέπει στα άκρα, λόγω συνεχείας, να µηδενίζεται, άρα a=b=0, 

οπότε ψ=0 παντού. Όµως, αυτή δεν µπορεί να περιγράφει πυκνότητα πιθανότητος 

ευρέσεως υλικού σωµατίου, διότι αυτό κάπου θα βρίσκεται µέσα στο κουτί, και θα 

πρέπει 
0

1
L

dxψ =∫ , όπερ άτοπον.  
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Σηµ. Το 0E →  και όταν το L →∞ .  Τότε µπορεί να περιγράφει σωµάτιο, διότι η 

αποδεκτή λύση ( )sin / 0
L

A x L axπ →∞→ +  (µε /a A x Lπ= ). 

 

4) 
Στον µικρόκοσµο δεν υπάρχουν ακίνητα σωµάτια λόγω της αρχής απροσδιοριστίας 

του Heisenberg σύµφωνα µε την οποία ένα ακίνητο σωµάτιο έχει µηδενική 

απροσδιοριστία στην ορµή και άρα άπειρη απροσδιοριστία στην ορµή και συνεπώς 

θα είναι πλήρως απεντοπισµένο.  Ένα σωµάτιο που βρίσκεται σε στάσιµη κατάσταση 

είναι υποχρεωµένο να βρίσκεται σε µιά πεπερασµένη περιοχή του χώρου και συνεπώς 

έχει απροσδιοριστία στην ορµή του.   Οταν το κινούµενο σωµάτιο βρισκεται σε 

στάσιµη κατάσταση η τιµή της ενέργειάς του είναι συγκεκριµένη και παραµένει 

σταθερή σαν συνάρτηση του χρόνου. Πειράµατα σε σωµάτια που βρίσκονται στην 

ίδια στάσιµη κατάσταση δίνουν σαν αποτέλεσµα πάντα την ίδια τιµή ενέργειας. 

Επίσης η πυκνότητα πιθανότητας (
2

( )xψ ) είναι ανεξάρτητη του χρόνου είναι δηλαδή 

στάσιµη. 

 

5)  
Τα σωµάτια α στην περίπτωση όπου έχουµε υδρογόνο θα σκεδάζονται από τους 

πυρήνες υδρογόνου, δηλαδή τα πρωτόνια. Από το παράδειγµα 3.4 του βιβλίου έχουµε 

ότι όταν ένα σωµάτιο α προσπίπτει κεντρικά πάνω σε αρχικά ακίνητο πρωτόνιο µε 

ταχύτητα au , µετά την ελαστική κρούση η ταχύτητα του σωµατίου α θα γίνει 

a p

a a

a p

m m
u u

m m

−
′ =

+
 . Οπότε, εφόσον η µάζα του σωµατίου α είναι µεγαλύτερη από την 

µάζα του πρωτονίου δεν θα παρατηρήσουµε σκέδαση σε µεγάλες γωνίες 

(οπισθοσκέδαση).  

 


