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Θέµα 1 
 
Α) Μικρός κοίλος κύλινδρος ακτίνας r=h/5 και µάζας m αφήνεται να κυλήσει χωρίς να ολισθαίνει κατά 
µήκος κεκλιµένου επιπέδου από ύψος h, όπως στο σχήµα, και στη συνέχεια εισέρχεται σε τεταρτοκύκλιο 
ακτίνας R=h/3. Στο σηµείο ∆ εγκαταλείπει το τεταρτοκύκλιο και ανυψώνεται µέχρι το σηµείο Ε όπως 
δείχνει το σχήµα. Να υπολογιστούν α) η ταχύτητα του κυλίνδρου όταν βρίσκεται στο άκρο ∆ του 
τεταρτοκυκλίου β) Η δύναµη (προέλευση και µέτρο) που δέχεται ο κύλινδρος όταν βρίσκεται στο άκρο ∆. 
γ) η γωνιακή ταχύτητα κύλισης του κυλίνδρου στο σηµείο ∆ δ) το µέγιστο ύψος hµεγ στο οποίο θα ανέλθει 
το κέντρο µάζας του κυλίνδρου από το οριζόντιο επίπεδο. ε) δικαιολογείστε γιατί hµεγ< h . ∆ίνεται η ροπή 
αδρανείας του κυλίνδρου ως προς τον άξονά του Ι=mr2  και το g. 
70% 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
B) Ένα ψάρι κολυµπάει σε οριζόντιο επίπεδο και αρχικά (για t=0) έχει ταχύτητα ĵî4(o +=υ ) m/s σε ένα 

σηµείο του ωκεανού του οποίου η απόσταση από έναν ορισµένο βράχο είναι  )ĵ4î10(ro −=  m. Αφού 

κολυµπήσει µε σταθερή επιτάχυνση για 20.0 s, η ταχύτητά του γίνεται )ĵ5î20( −=υ m/s. Κατόπιν, για τα 
επόµενα 5 δευτερόλεπτα κινείται χωρίς επιτάχυνση. α) ποιες είναι οι συνιστώσες της επιτάχυνσης κατά τη 
διάρκεια των πρώτων 20 δευτερολέπτων; β) ποια είναι η κατεύθυνση αυτής της επιτάχυνσης σε σχέση µε 
το µοναδιαίο διάνυσµα i γ) πού βρίσκεται το ψάρι στον χρόνο t=25s;   
30% 
 
Λύση 
Α) Αρχή διατήρησης της ενέργειας για τις θέσεις Α και ∆ 
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β) Αν F είναι η δύναµη που δέχεται ο κύλινδρος στο σηµείο ∆, η δύναµη αυτή είναι η κεντροµόλος 
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γ) η γωνιακή ταχύτητα του κυλίνδρου στο ∆ είναι ω∆= υ∆/r και λόγω της (1) ω∆= gh
3
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δ) όταν ο κύλινδρος ξεφύγει από το σηµείο ∆, αρχίζει να ανεβαίνει προ τα πάνω έχοντας σταθερή γωνιακή 
ταχύτητα ω∆ και ταχύτητα υ που συνεχώς µειώνεται. Στο ύψος hµεγ η ταχύτητα υ µηδενίζεται 
Με εφαρµογή της αρχής διατήρησης της ενέργειας για τις θέσεις Α και Ε έχουµε 

mgh= µεγ∆ +ω mghI
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ε) Ο κύλινδρος δεν φτάνει στο ύψος h γιατί ένα µέρος της αρχικής δυναµικής του ενέργειας (U=mgh) 
µετατρέπεται σε περιστροφική ενέργεια του κυλίνδρου. 
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γ) Στο τέλος των 20 δευτερολέπτων το ψάρι βρίσκεται στη θέση 
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και έχει ταχύτητα ˆ ˆ(20 5 ) m/si jυ = −  
Στη συνέχεια κινείται µε σταθερή ταχύτητα εποµένως 
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Θέµα 2 
 
A) Οι µάζες των σωµάτων Α και Β του σχήµατος είναι m1 και m2 αντίστοιχα. Ο συντελεστής τριβής 
ολίσθησης µεταξύ των Α και Β είναι µ ενώ µεταξύ Β και εδάφους δεν υπάρχει τριβή. Αρχικά (για t=0) το 
σώµα  Α έχει οριζόντια ταχύτητα oυ  µε φορά προς τα δεξιά ενώ το 
Β είναι ακίνητο. 
α) Σχεδιάστε τα διαγράµµατα ελεύθερου σώµατος και εξάγετε τις 
εξισώσεις κίνησης των δύο σωµάτων. 
β) βρείτε τις ταχύτητες υ1(t) και υ2(t) των δύο σωµάτων συναρτήσει 
του χρόνου. 
γ) Πότε εξισώνονται οι ταχύτητές τους; (Οι ταχύτητες των δύο σωµάτων  εξισώνονται  πριν προλάβει το 
σώµα Α να πέσει έξω από το Β.) 
∆ίνεται η επιτάχυνση της βαρύτητας g. 
60% 
 
B) Μία σφαίρα µάζας m1=8g προσκρούει µε οριζόντια ταχύτητα υ0 και καρφώνεται σε ένα κύβο µάζας 
m2= 2.5 kg που είναι ακίνητος πάνω σε ένα τραπέζι ύψους 1 m. Ο κύβος µπορεί  να ολισθαίνει πάνω στο 
τραπέζι χωρίς τριβές. Μετά την κρούση ο κύβος πέφτει στο έδαφος 2m µακριά από την άκρη του 
τραπεζιού, όπως φαίνεται στο σχήµα. Υπολογίστε την ταχύτητα υ0 της σφαίρας. ∆ίνεται g=10ms-2. 
40% 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Λύση 
Α) Θεωρώ θετική φορά του άξονα  x  προς τα δεξιά. Σχεδιάζω τα διαγράµµατα απελευθερωµένου  
σώµατος για τα σώµατα Α και Β 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
Στο σώµα Α ασκούνται το βάρος του m1g  , η κάθετη δύναµη N1 από την επαφή του µε το σώµα Β και η 
τριβή T µε φορά προς τα αριστερά.  
Στο σώµα Β ασκούνται: το βάρος του m2g  , η κάθετη αντίδραση N2 από την επαφή του µε το έδαφος , η 
δύναµη επαφής από το σώµα m1 µέτρου Ν1 και η τριβή µέτρου Τ µε φορά προς τα δεξιά.  
 
Εφαρµόζω  τον 2ο νόµο τoυ Νεύτωνα  για την κάθε µάζα 
Κίνηση του σώµατος Α ∑ xF = -Τ= m1 α1   (1)               ∑ yF =N1- m1g =0     (2) 
αλλά Τ= µ N1   άρα  από (1) και (2)   α1=-µg  (3) 
(το αρνητικό πρόσηµο σηµαίνει ότι η επιτάχυνση κατευθύνεται προς τα αριστερά είναι δηλαδή (σταθερή) 
επιβράδυνση) 
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Κίνηση του σώµατος Β ∑ xF = Τ= m2 α2    (4)             ∑ yF = Ν2-Ν1-m2g = 0 

από (4) µε βάση τις  (1) και (3)  προκύπτει α2 = g
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δηλαδή το σώµα Β θα κινηθεί προς τα  δεξιά µε  (σταθερή) επιτάχυνση α2 
 
β) Εξίσωση κίνησης του Α. Από  (3)            υ1(t) = υο - µg t           t≤ τ 

   Εξίσωση κίνησης του Β   Από (5)            υ2(t)= gt
m
m
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1 µ           t≤ τ 

όπου τ η χρονική στιγµή στην οποία θα εξισωθούν οι δύο ταχύτητες. Από εκεί και πέρα δεν υπάρχει 
σχετική κίνηση µεταξύ των δύο σωµάτων οπότε δεν υπάρχει και τριβή και τα σώµατα κινούνται µε 
σταθερή ταχύτητα. 
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Β) Έστω υο είναι η ταχύτητα µε την οποία προσκρούει η σφαίρα στον κύβο και υ η ταχύτητα του 
συσσωµατώµατος σφαίρα-κύβος µετά την πρόσκρουση. Από την αρχή διατήρηση ορµής προκύπτει ότι 

 m1 υο = (m1+m2) υ o
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Στη συνέχεια το συσσωµάτωµα σφαίρα-κύβος εκτελεί βολή από ύψος h=1m µε αρχική ταχύτητα υ στην 
οριζόντια διεύθυνση. Από τις εξισώσεις κίνησης στις δύο διευθύνσεις έχουµε 
x= υt  
y=-(1/2) g t2  απ΄όπου για y=-h=-1m βρίσκουµε τον ολικό χρόνο πτώσης -1=-(1/2) 10 

s45.0s
5
1tt 2 ==⇒ ολολ    (2)  

σ΄αυτό το χρόνο έχει διανύσει οριζόντια απόσταση  xολ=υ tολ=2m οπότε µε αντικατάσταση των (1) και (2)  
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Θέµα 3 
 
Α) Συµπαγής και οµογενής σφαίρα µάζας m=10 kg και ακτίνας R=0.1 m κυλίεται ευθύγραµµα χωρίς 
ολίσθηση ανερχόµενη κατά µήκος κεκλιµένου επιπέδου γωνίας φ µε sinφ=0.56 . Τη χρονική στιγµή t=0 το 
κέντρο µάζας της σφαίρας έχει ταχύτητα µε µέτρο υο= 8 m/s. Να 
υπολογίσετε για τη σφαίρα α) το µέτρο της γωνιακής ταχύτητας 
περιστροφής της τη χρονική στιγµή t=0 β) το µέτρο της 
επιτάχυνσης του κέντρου µάζας της γ) το µέτρο του ρυθµού 
µεταβολής της στροφορµής της σφαίρας ως προς τον άξονα 
περιστροφής της, κατά τη διάρκεια της κίνησής της δ) το µέτρο 
της ταχύτητας του κέντρου µάζας της καθώς ανεβαίνει , τη στιγµή 
που έχει διαγράψει 30/π περιστροφές. ∆ίνονται η ροπή αδρανείας 
της σφαίρας ως προς άξονα που διέρχεται από το κέντρο της Ι=(2/5) m R2 και η επιτάχυνση της βαρύτητας 
g=10m/s2. 70% 
B) Η συνισταµένη των δυνάµεων που ενεργούν σε ένα σώµα είναι µηδέν. Τι κίνηση θα κάνει το σώµα;  
30% 
Λύση  
Α) α) το µέτρο της γωνιακής ταχύτητας είναι υο=ωο R⇒  ωο= 80 rad/s 
      β) για τη µεταφορική κίνηση ισχύει ΣFx= m ακµ⇒Τ-mg sinφ= m ακµ                     (1) 

για την περιστροφική κίνηση  Στ=Ικµαγων⇒ -ΤR= 2mR
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Προσθέτοντας κατά µέλη τις (1) και (2)  προκύπτει  
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 ακµ=- 4 m/s2 

Άρα το µέτρο της επιτάχυνσης είναι 4 m/s2 

γ)  ο ρυθµός µεταβολής της στροφορµής είναι =
dt
dL

Στ=-Τ R 

από τις παραπάνω σχέσεις -Τ=
5
2

 m ακµ= ⇒− 2s/m)4(kg10
5
2

Τ= 16 Ν άρα =
dt
dL

Στ=-Τ R= -1.6 Ν m 

άρα το µέτρο του ρυθµού µεταβολής της στροφορµής είναι 1.6 Ν m 

δ) το µήκος που έχει διατρέξει η σφαίρα σε 30/π περιστροφές είναι s= m6sR230
=⇒π

π
 

η µεταφορική κίνηση του κέντρου µάζας είναι οµαλά επιβραδυνόµενη άρα  

s= υοt+ 2
1

 ακµ t2 s1tt2t86 2 =⇒−=⇒   ή   s3t =  

Το t=1s αντιστοιχεί στην άνοδο της σφαίρας  άρα υκµ=υο+ακµt⇒  υκµ= 8-4.1⇒  υκµ=4 m/s 
(το ερώτηµα λύνεται και µε εφαρµογή της αρχής διατήρησης της ενέργειας 
 
Β) Εφ΄όσον ΣF=0 τότε και α=0. ∆ιακρίνουµε τις εξής περιπτώσεις 
α) αν και Στ=0 , τότε και αγων=0 (συνισταµένη ροπή ως προς οποιοδήποτε σηµείο) 
Άρα  αν υ0=0 και ω0=0 θα ηρεµεί 
        αν  υ0≠ 0 και ω0=0 θα εκτελεί ευθύγραµµη οµαλή κίνηση 
        αν υ0≠ 0 και ω0≠ 0 θα εκτελεί σύνθετη κίνηση δηλαδή  ευθύγραµµη οµαλή ( =υ σταθ) και οµαλή 
                                         περιστροφική (ω=σταθ) 
        αν υ0=0 και ω0≠ 0 θα εκτελεί οµαλή περιστροφική κίνηση 
β) αν Στ≠ 0 , τότε και αγων≠ 0 
άρα  αν υ0=0 θα εκτελεί µόνο περιστροφική κίνηση µε ω≠ σταθ. 
        αν υ0≠ 0 θα εκτελεί σύνθετη κίνηση δηλαδή και µεταφορική µε =υ σταθ και περιστροφική µε 
ω≠ σταθ. 
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Θέµα 4 
 
Α) Ελικόπτερο πετά ευθύγραµµα πάνω από οριζόντιο έδαφος µε σταθερή ταχύτητα 4.9 m/s και σε 
σταθερό ύψος 5.0 m. Σώµα εκτοξεύεται οριζόντια από το ελικόπτερο µε αρχική ταχύτητα 12 m/s σε σχέση 
µε το ελικόπτερο και µε φορά αντίθετη προς την κίνηση του ελικοπτέρου α) Βρείτε την αρχική ταχύτητα 
του σώµατος σε σχέση µε το έδαφος β) ποια είναι η οριζόντια απόσταση µεταξύ σώµατος και ελικοπτέρου, 
τη στιγµή που το σώµα προσκρούει στο έδαφος γ) ποια γωνία σχηµατίζει το διάνυσµα της ταχύτητας του 
σώµατος µε το έδαφος µόλις πριν χτυπήσει σ΄αυτό; ∆ίνεται g=10ms-2. 
50% 
Β) Ένα καρότσι µάζας m κινείται µε σταθερή ταχύτητα υ σε 
οριζόντιο επίπεδο. Το καρότσι µαζεύει βροχή η οποία πέφτει στο 
καρότσι µε ταχύτητα  oυ  που σχηµατίζει γωνία θ µε την 
κατακόρυφο όπως φαίνεται στο σχήµα. Αν αµελήσουµε τις τριβές 
και τις αντιστάσεις, να βρεθεί η γωνία θ ώστε η κίνηση του 
καροτσιού να παραµείνει ισοταχής χωρίς να ασκηθούν εξωτερικές 
δυνάµεις. 
50% 
 
 Λύση 
 
Α) το ελικόπτερο κινείται µε ταχύτητα εδ−ελυ  (ως προς το έδαφος) και η ταχύτητα του σώµατος ως προς 

το ελικόπτερο είναι  είναι ελ−συ  Τότε η  ταχύτητα του σώµατος ως προς το έδαφος είναι  

εδ−ελελ−σεδ−σ υ+υ=υ =-12+4.9= -7.1 m/s  δηλαδή οριζόντια µε αντίθετη από τη φορά κίνησης του 
ελικοπτέρου 
β) ο χρόνος t υπολογίζεται από την ελεύθερη πτώση του αντικειµένου στον άξονα y 

t=
g
h2

=1 s 

σ'αυτό το χρόνο το σώµα έχει κινηθεί στην οριζόντια διεύθυνση κατά d1 = εδ−συ t= 7.1 m ενώ το 

ελικόπτερο έχει κινηθεί  προς την αντίθετη οριζόντια διεύθυνση κατά d2 = εδ−ελυ  t= 4.9 m . Άρα 
συνολικά η οριζόντια απόσταση µεταξύ σώµατος και ελικοπτέρου, τη στιγµή που το σώµα προσκρούει στο 
έδαφος είναι d=d1+d2= 12 m 
γ) η γωνία θ της ταχύτητας µε το έδαφος στο σηµείο πρόσκρουσης θα είναι 

tan θ= ( )

( ) ( )
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−
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= = = 1.4   άρα θ= 54.6ο 

 
Β) Θεωρώ το σύστηµα καρότσι -βροχή. Επειδή δεν ασκούνται εξωτερικές δυνάµεις κατά τη διεύθυνση της 
κίνησης, η ορµή του συστήµατος θα διατηρείται σταθερή. Αν τη χρονική στιγµή t  η µάζα της βροχής που 
έχει πέσει στο καρότσι είναι mβρ η ορµή του συστήµατος στη διεύθυνση της κίνησης θα είναι                     
m υ + mβρ υο sinθ  και µετά από µικρό χρονικό διάστηµα ∆t δηλαδή τη χρονική στιγµή t+∆t, (αφού κινείται 
ισοταχώς το σύστηµα)  θα είναι (m+mβρ) υ  
¨Άρα εξισώνοντας την αρχική ορµή του συστήµατος µε την τελική ορµή βρίσκουµε 

m υ + mβρ υο sinθ=(m+mβρ) υ ⇒mβρ (υο sinθ- υ)=0 ⇒ υο sinθ=υ⇒  sinθ=
oυ
υ
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Θέµα 5 
 
Α) Σε ένα λούνα-παρκ υπάρχει ένας µεγάλος κατακόρυφος κύλινδρος ο οποίος 
περιστρέφεται  αρκετά γρήγορα γύρω από τον άξονά του έτσι ώστε κάθε άτοµο στο 
εσωτερικό του να στηρίζεται χωρίς να γλιστρά στο κυλινδρικό µέρος όταν το 
πάτωµα εξαφανίζεται. Βρείτε την µέγιστη περίοδο περιστροφής ώστε ο άνθρωπος να 
µην πέφτει  προς τα κάτω αν ο συντελεστής στατικής τριβής είναι µs και η ακτίνα 
του κυλίνδρου R . ∆ίνεται η επιτάχυνση της βαρύτητας g. 
60% 
 
B) Ένας κώνος ύψους h και ακτίνας R  περιστρέφεται γύρω από τον 
κατακόρυφο άξονά  του, µε γωνιακή ταχύτητα ωο. Πάνω στην επιφάνειά 
του κώνου υπάρχει ένα αυλάκι όπως φαίνεται στο σχήµα όπου µπορεί να 
τοποθετείται ένα µικρό σώµα µάζας m. Θεωρείστε τη ροπή αδρανείας του 
κώνου ως προς τον άξονα περιστροφής Ιο Ποια είναι η γωνιακή ταχύτητα 
περιστροφής του συστήµατος κώνος-µικρό σώµα, α) όταν το µικρό σώµα 
βρίσκεται στην κορυφή του κώνου και β) όταν το σώµα βρίσκεται στη 
βάση του κώνου; Αγνοείστε τις επιδράσεις της βαρύτητας. 
40% 
 
Λύση 
Α) Για να µην πέφτει ο άνθρωπος θα πρέπει το βάρος του να είναι ίσο µε τη στατική τριβή Τs µεταξύ 
ανθρώπου και του τοιχώµατος του κυλινδρικού µέρους (Τs=Β). Στην οριακή περίπτωση η στατική τριβή θα 
έχει τη µέγιστη τιµή της Τs=µs Ν όπου Ν η δύναµη που ασκεί το τοίχωµα στον άνθρωπο. 
Ο άνθρωπός εκτελεί οµαλή κυκλική κίνηση και το ρόλο της κεντροµόλου δυνάµεως παίζει η δύναµη Ν 

από το τοίχωµα του κυλινδρικό µέρος. Εποµένως  Ν = m 
R

2υ
 όπου m η µάζα του ανθρώπου. 

Χρησιµοποιώντας τις παραπάνω σχέσεις έχουµε 

µsm R

2υ
=mg

s

2 g
R µ

=
υ

⇒ (1) 

αλλά υ=
T
R2π

οπότε η (1) γίνεται 

2

2
2

4 s

s

R
RgT T

R g

π
π µ

µ

 
 
  = ⇒ =  

 
 
B) Στο σύστηµα δεν ασκούνται εξωτερικές δυνάµεις και εποµένως ροπές. Άρα η στροφορµή του 
παραµένει σταθερή. Η αρχική στροφορµή είναι Lαρχ= Io ωο.  Όταν  το µικρό σώµα βρίσκεται στην κορυφή 
τότε  η στροφορµή είναι Lτελ= (Io + m 02 )ωf = Io ωf. ∆ηλαδή η γωνιακή ταχύτητα παραµένει σταθερή.  
Στην περίπτωση που το µικρό σώµα τοποθετείται στη βάση έχουµε Lτελ= (Io + m R2 )ωf. 

Άρα Io ωο= (Io + m R2 )ωf ⇒ωf o2
o

o

mRI
I

ω
+

=  

 
 
 
 
 
 
 
 



  

Θέµα 6 
 
Α) Γύρω από έναν κύλινδρο µάζας M και ακτίνας R είναι τυλιγµένο 
ένα νήµα. Κρατώντας το ελεύθερο άκρο του νήµατος αφήνουµε τον 
κύλινδρο να πέσει. Να υπολογιστούν α) η επιτάχυνση του κέντρου 
µάζας και η γωνιακή επιτάχυνση του κυλίνδρου β) η δύναµη F που 
ασκείται στο νήµα γ) ο ρυθµός µε τα τον οποίο αυξάνει η στροφορµή 
του κυλίνδρου ως προς τον άξονα Ζ0 Ζο΄ δ) η ταχύτητα του κέντρου 
µάζας του κυλίνδρου όταν ο κύλινδρος έχει κατέβει κατά h.  ∆ίνεται  

0 0 21
2

Z ZI MRκυλ
′ =  70% 

 
 
 
Β) Μια οµογενής ράβδος βάρους W και µήκους L έχει τα βάρη W1 και 
W2 σε δύο θέσεις όπως στο σχήµα. Η ράβδος στηρίζεται στα δύο σηµεία 
Ο και P. Για ποια τιµή του x η δύναµη που ασκείται από το στήριγµα 
στη ράβδο στο σηµείο Ο είναι µηδενική;  ∆ίνεται ότι W1=1N, W2=10N, 
W=2N, d=2m, L=10m).     30% 
 
Λύση 
 
Α) Στον κύλινδρο ασκούνται το βάρος του W και η δύναµη Fαπό το νήµα. Ο κύλινδρος εκτελεί και 
µεταφορική κίνηση και περιστροφική. Για τη µεταφορική ισχύει     W-F= M ακµ     (1)  

Για την περιστροφική ισχύει   Στ (C)= Ι αγων
21

2
FR R⇒ = Μ αγων  (2) αλλά αγων= 

R
κµα

   (3) 

Οπότε 
1
2

F = Μ  ακµ   (4) .  

Η σχέση (1) λόγω της (4) δίνει  
3
2

W = Μ  ακµ
3
2

g⇒Μ = Μ  ακµ⇒ ακµ= g
3
2

  (5)  

 Η (3) λόγω της (5) δίνει αγων= R
g

3
2

 

β) η (4) λόγω της (5) δίνει 
3
gF Μ

=  

γ) =
∆
∆

t
L

Στ(C)= FR οπότε λόγω του (β)
3

L gR
t

∆ Μ
=

∆
  

δ) 

2
2 2 2 2

2

2 2 2

1 1 1 1 1
2 2 2 2 2
1 1 3 4
2 4 4 3

M Mgh M MR Mgh
R

M M Mgh M Mgh gh

κµ
κµ κµ

κµ κµ κµ κµ

υ
υ ω υ

υ υ υ υ

+ Ι = ⇔ + = ⇔

+ = ⇔ = ⇔ =

 

 
Β) Επειδή η ράβδος θεωρείται οµογενής η δύναµη του βάρους της  W θα ασκείται στο µέσο της. Στη 
ράβδο ασκούνται , οι δυνάµεις από τα βάρη  W1, W2 µε φορά προς τα κάτω και από τα στηρίγµατα FO ,FP  
µε φορά προς τα πάνω. Επειδή ισορροπεί θα πρέπει ΣF =0 ή W1+ W2+ W= FO +FP= FP                      (1) 
και  Στ =0. Παίρνοντας τις ροπές ως προς το σηµείο Ο προκύπτει  
 

W1 W2 

L/2 
d

x
L 

O
P 



  

-W 2 0
2 2 2P
L L LF d W d x   + + − + + =   

   
 (2).  Αντικαθιστώντας την (1)  προκύπτει  

( )
1 1 1

1 2 2
2 2

( )2 20
2 2 2

L LW d Wd W W d WL L LW W W W d W d x x
W W

 + + + +      − + + + + − + + = ⇒ = =   
   
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