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Θέµα 1 
 
Α)  Ένα ελικόπτερο προσπαθεί να προσγειωθεί σε µία φρεγάτα που κινείται µε 17 m/s προς τον θετικό 
ηµιάξονα y. Την ίδια στιγµή φυσάει άνεµος µε 12 m/s προς τον θετικό ηµιάξονα  x. Αν στο κατάστρωµα 
του πλοίου, το πλήρωµα βλέπει το ελικόπτερο να κατεβαίνει κάθετα µε 5 m/s, ποια είναι η ταχύτητα του 
ελικοπτέρου α) ως προς το νερό και β) ως προς τον αέρα ; 
(50%) 
 
Λύση 
α) ĵ17k̂5////    +−=⇒+= όόό νερελικνερφρεγφρεγελικνερελικ υυυυ  

β) î12ĵ17k̂5(ό/έό/έ/ό/έέ/ό/  -)   +−=υ−υ=υ⇒υ+υ=υ νερραανερελικρααελικνερρααρααελικνερελικ  
 
Β)  Ένα αντικείµενο βάρους W εκτοξεύεται κατακόρυφα προς τα πάνω µε ταχύτητα υο. Αν θεωρήσουµε 
ότι η αντίσταση του αέρα είναι ανάλογη της ταχύτητας και η σταθερά αναλογίας είναι κ, να υπολογίσετε 
σε πόσο χρόνο θα φτάσει στο µέγιστο ύψος. 

(Υπόδειξη: Εάν y
dx
dy

β+α= όπου α, β σταθερές τότε dx
y

dy
=

β+α
) (50%) 

Λύση 
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όπου θεωρήσαµε θετική φορά την κατεύθυνση της επιτάχυνσης της βαρύτητας.  
Εποµένως: 
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Θέµα 2 
Α)  Σώµα µάζας m = 11 kg κινείται πάνω σε οριζόντιο επίπεδο. Τη χρονική στιγµή που το σώµα έχει 
ταχύτητα µέτρου υ1= 10 m/s, κατακόρυφη δύναµη  F  πιέζει το σώµα προς τα κάτω. Το µέτρο της 
F µεταβάλλεται µε το χρόνο σύµφωνα µε τη σχέση F=10 -5t (F σε N, t σε s). Αν ο συντελεστής τριβής 
ολίσθησης µεταξύ σώµατος και επιπέδου είναι  n= 0.2,  να βρείτε την ταχύτητα που θα έχει το σώµα τη 
χρονική στιγµή που µηδενίζεται η δύναµη. ∆ίνεται g=10 m/s2 
(70%)) 
 
Λύση 
 
Η δύναµη F µηδενίζεται τη χρονική στιγµή F=10 -5t=0 ή t=2s. Το µέτρο της δύναµης της τριβής T  δίνεται 
από τη σχέση: 
Τ= n Fκ= n (F+mg) = 0.2 (10-5t+110) = 24 -t 
 



Ίσχύει 
∆t

αρχpτελp
T

∆t

p∆
F

−
=⇒∑ =   αφού η τριβή είναι η µόνη δύναµη που ασκείται στη διεύθυνση 

κίνησης. 
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Όπου έχουµε θεωρήσει θετική κατεύθυνση την φορά της αρχικής ταχύτητας.  

Το ολοκλήρωµα είναι   Ns 46248]4*5.0[48dt)t24(Tdt
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από τη γραφική παράσταση του µέτρου της τριβής µε το χρόνο και είναι ίσο αριθµητικά εµβαδόν  
τραπεζίου  µε πλευρές 24 και 22 και ύψος 2) 
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Β)  Από ύψος Η=2.2 m πάνω από οριζόντιο δάπεδο βάλλεται κατακόρυφα προς τα κάτω µε αρχική 
ταχύτητα υο=10 m/s µεταλλική σφαίρα βάρους Β= 10 N. Αφού προσκρούει στο δάπεδο αναπηδά σε ύψος h 
=1.8 m. Αν η διάρκεια επαφής σφαίρας-δαπέδου είναι   ∆t =0.1 s, να υπολογίσετε τη µέση δύναµη που 
ασκήθηκε από το δάπεδο στη σφαίρα. 
∆ίνεται g=10 m/s2 
( 30%) 
 
Λύση 
Θεωρούµε κατακόρυφο άξονα Οy µε θετική φορά προς τα πάνω. Έστω 1υ  η ταχύτητα µε την οποία 
προσκρούει και 2υ  η ταχύτητα µε την οποία αναπηδά. Οι δυνάµεις που ασκούνται στη σφαίρα είναι το 

βάρος της B  και η µέση δύναµη επαφής F από το δάπεδο. Άρα στη διάρκεια επαφής της δέχεται 

∑F = BF+  ∑ −=⇒ BFF  

Ίσχύει ∑ =
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p∆F  ⇒  –mυ1+F ∆t –B∆t=mυ2 και άρα F=B+ (
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Από τη διατήρηση της ενέργειας ισχύει  
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Από (1) (2) και (3)  προκύπτει ότι  F=B+ (
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B
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Με αριθµητική αντικατάσταση  
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Θέµα 3 
 
Α)  Ένα οµογενές κιβώτιο ύψους h, µήκους l και µάζας m στέκεται πάνω σε ένα βαγόνι µάζας Μ όπως 
δείχνει το σχήµα (η επιτάχυνση της βαρύτητας g έχει διεύθυνση προς τα κάτω). Ένα µικρό φρένο εµποδίζει 



το κιβώτιο να ολισθήσει προς τα πίσω. Ποια είναι  η µεγαλύτερη δύναµη  F την οποία µπορώ να ασκήσω 
οριζόντια όπως δείχνει το σχήµα ώστε το κιβώτιο να µην αρχίσει να ανατρέπεται; 
(70%) 
 
 
 
 
 
 
Λύση 

Λόγω της δύναµης F το βαγόνι και το κιβώτιο επιταχύνονται µε επιτάχυνση a=
Mm

F
+

 

Η ισορροπία του κιβωτίου µπορεί να αναλυθεί ως ένα πρόβληµα στατικής στο σύστηµα που κινείται µαζί 
µε το βαγόνι. Σ΄αυτό το σύστηµα στο κιβώτιο ασκείται η πλασµατική δύναµη –m a  και το βάρος του mg , 
οι οποίες δρουν στο κέντρο µάζας του, όπως στο σχήµα 
 
 
 
 
 
 
 
 
Τη στιγµή που το κιβώτιο πάει να ανατραπεί (χάνει επαφή µε το βαγόνι), τότε ισορροπεί στιγµιαία άρα η 
συνισταµένη των ροπών ως προς το σηµείο του φρένου P είναι µηδέν δηλαδή Σ Pτ =0 οπότε 

h
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B) ∆ύο ακριβώς ίδια αυτοκίνητα Α και Β ξεκινούν από την ηρεµία συγχρόνως και κινούνται στον ίδιο 
επίπεδο δρόµο υπό την επίδραση οριζόντιων δυνάµεων  1F  και 2F αντίστοιχα ώστε F1=F2. Πώς µπορούν 
να συγκριθούν µεταξύ τους η κινητική ενέργεια (Ε) και η ορµή (p) των δύο αυτοκινήτων, ένα λεπτό 
αργότερα εάν mB>mA ; 
(30%) 
Λύση 
Αφού στα αυτοκίνητα δρα η ίδια δύναµη για το ίδιο χρονικό διάστηµα και ξεκινούν από ηρεµία θα 
αποκτήσουν την ίδια ορµή pA= pB ανεξάρτητα από τη διαφορετική τους µάζα.  

 Ισχύει Ε= 
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p 2
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(Ή από mΑ υΑ = mΒ υΒ µε mB>mA προκύπτει ότι το Α µε τη µικρότερη µάζα θα έχει µεγαλύτερη ταχύτητα 
από το Β δηλαδή υΑ > υΒ κι άρα θα διανύσει µεγαλύτερη απόσταση γιατί το διάστηµα είναι ανάλογο της 

επιτάχυνσης ( 2

2
1 atx = ). Η ίδια δύναµη παράγει σ΄αυτό περισσότερο έργο και άρα ΕΑ>ΕΒ) 
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Θέµα 4 
 
Α)  Ένα σώµα µάζας 2 kg αφήνεται από την κορυφή κεκλιµένου επιπέδου κλίσης 30ο. Στα πρώτα 1.5 m 
του επιπέδου (από την κορυφή ) υπάρχει τριβή µε συντελεστή ολίσθησης µ=0.5, ενώ στα επόµενα 1.0 m 
δεν υπάρχει. Στη βάση του επιπέδου υπάρχει ελατήριο σταθεράς 20 Ν/m . α) Ποιο είναι το έργο της τριβής 
κατά την κίνηση του σώµατος  προς τη βάση του επιπέδου β) Με ποια ταχύτητα φτάνει το σώµα στο 
ελατήριο γ) Έστω ότι το σώµα συνεχίζοντας προς τη βάση του επιπέδου πιέζει το ελατήριο κατά x πριν να 
σταµατήσει στιγµιαία (δεν υπάρχει τριβή σ΄αυτήν την περιοχή). Ποιά είναι η απόσταση x ; δ) Αφού το 
ελατήριο ισορροπεί, επανεκτείνεται, εκτοξεύοντας το σώµα στο κεκλιµένο επίπεδο. Τι απόσταση θα 
διανύσει το σώµα στο επίπεδο µέχρι να σταµατήσει; 
(70%) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Λύση 
α) Κατά την κίνησή του από το Α στο Β ισχύει 
WT = T ΑΒ cos 1800 όπου ΑΒ=1.5 m 
T= µ Ν ΑΒ 
αλλά Ν=mg cos θ=  2 kg 10 m/s2 cos(300)=17.3 N 
οπότε Τ=8.66 Ν και άρα WT =-13J 
 
β) Κατά την κίνησή του από το Α στο Γ ισχύει 
WT = ∆Εκιν+∆Εδυν= Εκιν(Γ)- Εκιν(Α)+ Εδυν(Γ)- Εδυν(Α)= (1/2) m υ2-0+0-mg h όπου h= (2.5 
m sin300) 
 άρα  (1/2) m υ2 = WT +mgh=-13J+25J =12J Άρα υ = 12 m/s 
 
γ) Κατά την κίνησή του από το Γ στο ∆ όπου Γ∆=x ισχύει 
W= ∆Εκιν+∆Εδυν+ ∆Εελατ→0= Εκιν(∆)- Εκιν(Γ)+ Εδυν(∆)- Εδυν(Γ)+ Εελατ(∆)- Εελατ(Γ)→  
0=0-(1/2) m υ2 +0- mg xsin300+(1/2) K x2-0→ -12-10x+10x2=0 απ΄όπου 

2 kg 

1.5m 

1.0m 

30° 

k=20N/m 

µκ=0.5 
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Γ 
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−−± xx    ∆εκτή η θετική λύση  x=1.7 m 

 
δ) Όταν το σώµα χάσει επαφή µε το ελατήριο, θα έχει την ίδια κινητική ενέργεια µε αυτή που είχε όταν 
έφτασε σ΄αυτό στο σηµείο Γ δηλαδή από το ερώτηµα (β) Eκιν (Γ)= 12 J  
Κατά την άνοδό του, έστω ότι θα σταµατήσει σε µία απόσταση s από το Γ . Αν s>ΒΓ, τριβή θα υπάρχει 
µόνο στο διάστηµα (s-1.0 m). Θα ισχύει 
W΅Τ = ∆Εκιν+∆Εδυν→  WΤ=  Εκιν(s)- Εκιν(Γ)+ Εδυν(s)- Εδυν(Γ)→   
- Τ(s-1.0 m)= 0- Εκιν(Γ)+mg s sin300-0→ -8.66Ν (s-1.0 m) = -12J+2 kg 10 (m/s2) 0.5s 
→ s =1.12 m πάνω από το Γ 
 
B)  Ένα σωµάτιο αρχικά βρίσκεται στην αρχή και έχει επιτάχυνση  j3a = m/s2 και αρχική ταχύτητα  

î5o =υ  m/s. Βρείτε α) το διάνυσµα θέσης και την ταχύτητα σε οποιονδήποτε χρόνο t  και β) τις 
συντεταγµένες και την ταχύτητα του σωµατίου τη χρονική στιγµή t=2s. 
(30%)) 
Λύση 
υ=[υο, αt,0] = [5, 3t, 0] ή υ=(5 î +3t ĵ )m/s 
r=[ υοt, (1/2)αt2,0]= [5t, (3/2)t2,0] ή r =(5t î +(3/2)t2 ĵ ) m 
για t=2s     r=(10m, 6m) και  υ= (5m/s, 6m/s,0) οπότε  υ= 7.81m/s 
 
Θέµα 5 
 
Α) )  Ένα σωµάτιο µάζας 2 kg κινείται στη µία διάσταση κάτω από την επίδραση µίας  δύναµης που 
περιγράφεται  από το παρακάτω διάγραµµα δυναµικής ενέργειας. 
α) όταν το σωµάτιο βρίσκεται στη θέση x=5m, ποιά είναι η  δύναµη που δρα πάνω του;  
β) όταν το σωµάτιο βρίσκεται στη θέση x=2m, ποιά είναι η επιτάχυνσή του;  
γ) εάν αφήσουµε το σωµάτιο που ηρεµεί στο x=6 m, µε ποιά ταχύτητα θα φτάσει στο x=7.5 m 
δ) εάν το σωµάτιο βάλλεται από την αρχή (x=0) µε αρχική ταχύτητα 5 m/s προς τα δεξιά, µε ποια ταχύτητα 
θα φτάσει στο x=3.25 m; 
(60%) 

   



 
 
 
Λύση 
α) στο x=5m 

 0)(
=−=

dx
xdUFx  

β) στο x=2m 

 NmJ
dx

xdUFx 4/4)(
−=−=−=  

Fx=(2kg) ax
2

x s/m2
kg
N2a −=−=⇒  

γ) Από τη διατήρηση της ενέργειας Ε= (1/2) Μυ2 +U(x)= σταθ. 
Εαρχ= U(6m)=12J 
Eτελ= U(7.5m)+(1/2) (2kg) +−=υτελ J42 +(1/2) (2kg) 2

τελυ  

Από Εαρχ= Eτελ s/m4
s
m16

kg
J16

2

2
2 =υ⇒==υ⇒ τελτελ  

δ) Eαρχ= U(0m)+(1/2) (2kg) +=υαρχ J02 +(1/2) (2kg) 25 (m2/s2)=25J 

Eτελ= U(3.25m)+(1/2) (2kg) +=υτελ J92 +(1/2) (2kg) 2
τελυ   

Από Εαρχ= Eτελ s/m4
s
m16

kg
J16

2

2
2 =υ⇒==υ⇒ τελτελ  

Β) ) 'Ενα σώµα µάζας  εκτοξεύεται από την αρχή του συστήµατος συντεταγµένων µε αρχική ταχύτητα υο 
που σχηµατίζει γωνία θ µε το οριζόντιο επίπεδο. Το σώµα κινείται στο βαρυτικό πεδίο της Γης. Βρείτε τη 
στροφορµή του σώµατος ως προς την αρχή των συντεταγµένων όταν το σώµα βρίσκεται : α) στην αρχή 
των συντεταγµένων β) στο ψηλότερο σηµείο της τροχιάς του και γ) στο σηµείο ακριβώς προτού 
προσκρούσει στο έδαφος δ) ποια ροπή προκαλεί µεταβολές της στροφορµής του; 
(40%) 
 
Λύση  

υ== xrmpxrL = m rυ sinφ 

α) Το διάνυσµα θέσης είναι µηδέν οπότε 0=L  

β) Στο µέγιστο ύψος το διάνυσµα θέσης είναι )
2

2sin2
0,

sincos2
0(

gg
r

θυθθυ
=  

Η ταχύτητα έχει µόνο x συνιστώσα και έχει µέτρο υ=υox=υοcosθ,  

Άρα υxrmL =  = m 
g2

sin 22
o θυ

υοcosθ )k̂(−  = m 
g2

sincos 23
o θθυ

 )k̂(−  

γ) Στο σηµείο πρόσκρουσης το διάνυσµα θέσης είναι )0,(Rr =  όπου R το βεληνεκές. Η ταχύτητα είναι 

yox υ+υ=υ όπου  yυ = υοsinθ )ĵ(− οπότε 

υxrmL = = m R υοsinθ ˆ( )k−  = m 
g

cossin2 2
o θθυ

 υοsinθ  ˆ( )k− = m 
g

sincos2 23
o θθυ ˆ( )k−  

δ) η δύναµη της βαρύτητας δηµιουργεί ροπή στη διεύθυνση -z 
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Θέµα 6  
 
Α) ∆ύο φοιτητές της ΦΥΕ14 συζητούν σχετικά µε την κίνηση συστήµατος δύο µαζών m1, m2 που 
κινούνται µε σταθερές ταχύτητες 1υ  και 2υ  αντίστοιχα. α) ο φοιτητής Α ισχυρίζεται ότι η συνολική ορµή 
του συστήµατος ισούται µε το γινόµενο της συνολικής µάζας επί το διάνυσµα της ταχύτητας του κέντρου 
µάζας. Ο φοιτητής Β ισχυρίζεται ότι ότι η συνολική ορµή του συστήµατος είναι το διανυσµατικό άθροισµα 
των ορµών των δύο µαζών. β) ο φοιτητής Α ισχυρίζεται ότι η συνολική κινητική ενέργεια του συστήµατος 
ισούται µε το ήµισυ του γινοµένου της συνολικής µάζας επί το τετράγωνο του µέτρου της ταχύτητας του 
κέντρου µάζας. Ο φοιτητής Β ισχυρίζεται ότι η συνολική κινητική ενέργεια του συστήµατος ισούται µε το 
άθροισµα της κινητικής ενέργειας των δύο σωµάτων. Επιχειρηµατολογήστε γιατί ο φοιτητής Α ή ο Β ή και 
οι δύο έχουν δίκιο. 
(50%) 
Λύση 

α) φοιτητής Α: ολp = ( m1+m2) κµV  = ( m1+m2) 
21

2211

mm
υmυm

+
+

= 2211 mm υ+υ = 21 pp +  

φοιτητής Β: 21 ppp +=ολ  
 
Άρα και οι δύο έχουν δίκιο ( βλ. βιβλίο Τόµος Β Σελ. 39 σχέση 3.21 και 3.22) 

β) φοιτητής A: Eολ(Α) = )(
2
1

21 mm +  2Vκµ  

φοιτητής Β:     Eολ(Β)= 2
1 2

22
2
11 m

2
1m υ+υ  

Ο φοιτητής Β προφανώς έχει δίκιο. Μένει να εξετάσουµε αν και ο Α έχει δίκιο. 
Οι ταχύτητες ως προς το σύστηµα του κ.µ είναι  κµ+υ′=υ V11    και κµ+υ′=υ V22   
αντικαθιστώντας  στην (2) έχουµε 

Eολ(Β)= 2
1 2

22
2

11 )V(m
2
1)V(m κµκµ +υ′++υ′  = 

)(E2
2υ2m2

12
1υ1m2
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κµV)2υ2m1υ1(m2

κµ)V2m1(m2
12

2υ2m2
12

1υ1m2
1

κµV2υ2m2
κµV2m2

12
2υ2m2

1
κµV1υ1m2

κµV1m2
12

1υ1m2
1

Αολ+′+′=′+′+++′+′

=′++′+′++′
 

(ο τρίτος όρος µηδενίζεται γιατί είναι η ορµή του συστήµατος ως προς το σύστηµα του κέντρου µάζας) 
Άρα ο φοιτητής Α έχει άδικο 
 
Β) Μία µάζα m1= 5 kg αφήνεται από ύψος Η= 5m από το σηµείο Α και συγκρούεται ελαστικά µε ένα 
σώµα m2 = 10 kg που αρχικά είναι ακίνητο στο σηµείο Β. Η κίνηση του στο ΑΒ γίνεται χωρίς τριβές. 
Υπολογίστε α) το µέγιστο ύψος στο οποίο θα φτάσει το σώµα m1 β) σε ποια απόσταση S θα σταµατήσει το 
m2 αν η οριζόντια επιφάνεια έχει συντελεστή τριβής µ=0.2 ; 
(50%) 
 
Λύση 
Το σώµα m1 πέφτει µε ταχύτητα υ1 που υπολογίζεται από 
την αρχή διατήρησης της ενέργειας 
ΕΑ=ΕΒ⇒  m1 g H= (1/2) m1 2

1υ gH21 =υ⇒  
Συγκρούεται ελαστικά µε σώµα m2 µε υ2=0. Άρα µετά την 
κρούση οι ταχύτητές τους θα είναι  



υι (τελ) = 1
21

21

mm
mm

υ
+
−

= 13
1
υ−   µε φορά προς τα αριστερά  και  

 υ2 (τελ) = 1
1 1

1 2

2 2
3

m
m m

υ υ=
+

µε φορά προς τα δεξιά 

α) αν h είναι το µέγιστο ύψος στο οποίο θα φτάσει το σώµα m1, από την αρχή διατήρησης της ενέργειας 

m1 g h= (1/2) m1 2
)(1 τελυ ⇒==

υ
=

τελυ
=⇒

9

H

g18

gH2

g18

2
1

g2

2
)(1

h h = m
9
5  

β) (1/2) m2 2
)(2 τελυ = µ m2 g S

2 2
2( ) 14 8 4

2 18 18 9
gH HS

g g g
τελυ υ
µ µ µ µ

⇒ = = = = = 11.1m 
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