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Θέµα 1 
Α)  

I. Να υπολογιστεί το εξωτερικό γινόµενο v B×  όπου ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ5 8 ,  B=7 3v i j k i j k= − + − + . 

II. Έστω (2, ,1) και (4, 2, 2)a λ β= = − − . Να υπολογιστεί το λ ώστε τα διανύσµατα να είναι 
κάθετα. 

III. Αν  το  διάνυσµα 1 2
ˆˆ ( )  ( )f u j f uα ι= +  έχει σταθερό µέτρο δείξτε ότι τα διανύσµατα 

 και da
du
α

 είναι κάθετα. (50%) 

Β)  Να υπολογιστούν τα ολοκληρώµατα 2 -3xe  x dx∫ ,   
2

ln 2

0

xxe dx∫   (50%) 

 
Λύση 
 
Α) 

I. 

ˆˆ ˆ
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ5 8 1 ( 24 1) (15 7) ( 5 56) 23 8 51

7 1 3

i j k
v B i j k i j k× = − = − + − − + − + = − − +

−
 

II. Πρέπει το εσωτερικό γινόµενο να είναι µηδέν. Εποµένως 
0 (2, ,1) (4, 2, 2) 0 8 2 2 0 3a β λ λ λ⋅ = ⇔ ⋅ − − = ⇔ − − = ⇔ =  

III. Εφόσον το µέτρο του διανύσµατος είναι σταθερό θα είναι σταθερό και το τετράγωνο του µέτρου 
του δηλαδή α α⋅ = σταθερό. Παραγωγίζοντας αυτό το σταθερό αριθµό ως προς u έχουµε: 

( ) 0 0 2 0 0d da da da daa a a a a a
du du du du du

⋅ = ⇔ ⋅ + ⋅ = ⇔ ⋅ = ⇔ ⋅ = . Εποµένως αφού το 

εσωτερικό γινόµενο των διανυσµάτων 
dα και 
du

a  είναι µηδέν προφανώς είναι κάθετα µεταξύ 

τους. 
 

Β) Εφαρµόζω ολοκλήρωση κατά παράγοντες: 

 

2 3 2 3 ' 2 3 3

2 3 3 ' 2 3 3 3

2 3 3 3 ' 3 2
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1 1 1 1 1( ) 2 ( ) ( ) 2 ( ) 2
3 9 3 9 9
1 1 1 1 2 2( ) 2 ( ) 2 ( )
3 9 27 3 3 9

x x x x

x x x x x

x x x x

x e dx x e dx x e x e dx

x e x e dx x e x e e dx

x e x e e dx e x x C

− − − −

− − − − −

− − − −

= − = − − − =

 − − = − − − =  
   − − − − = − + + +      

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫

 

 

2
2

2 xyy

dyxdx2

yx
x e

2
1e

2
1dye

2
1dxxe === ∫∫ =

=

 Εποµένως 
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1)12(
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1e

2
1dxxe

2ln
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xx 22

=−==∫  
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Θέµα 2 
Α) Να µελετηθεί πλήρως η συνάρτηση 3 21( ) ( 6 9 6)

6
f x x x x= − + +   (65%) 

Β) ∆ίνεται η συνάρτηση 
2

2

2
( )  

2
x x

f x
x x
+

=
−

µε x πραγµατικό αριθµό. Να βρεθεί το πεδίο ορισµού και να 

εξεταστεί αν υπάρχει το όριο 
0

lim ( )
x

f x
→

. (35%) 
 
Λύση 
 
Α)  Η συνάρτηση είναι πολυωνυµική βαθµού 3 και έχει πεδίο ορισµού όλο το R. Επίσης είναι συνεχής 
παντού και εποµένως δεν έχει κατακόρυφες ασύµπτωτες. 
Υπολογίζουµε την πρώτη και την δεύτερη παράγωγο. 

2 21 1 1(3 12 9) ( 4 3)      (2 4) 2
6 2 2

y x x x x y x x′ ′′= − + = − + = − = −  

Φτιάχνουµε τον πίνακα προσήµων 
 

x -1 0 1 2 3 4 
y -5/3 1 5/3 4/3 1 5/3 
y΄ + 0 - 0 + 
y΄΄ - 0 + 

Συµπέρασµα Άνοδος, 
κοίλα προς 
τα κάτω 

Άνοδος 
κοίλα προς 
τα κάτω 

Τοπικό 
µέγιστο 

Κάθοδος 
Σηµείο 
Καµπής 

Τοπικό 
ελάχιστο 

Άνοδος, 
κοίλα προς 
τα πάνω 

 
Επειδή η συνάρτηση είναι πολυωνυµική µε βαθµό µεγαλύτερο του 2 δεν έχει πλάγιες ασύµπτωτες. 
Η γραφική παράσταση της συνάρτησης βάση του προηγούµενου πίνακα είναι: 

-2

-1

0

1

2

3

4

5

-2 0 2 4 6

 
 
Β) Το πεδίο ορισµού είναι το R-{-2,0,2} 

∆ιακρίνουµε τις περιπτώσεις : 

I. x>0  Τότε : 
2

20 0 0 0

2 ( 2) ( 2) 2lim ( ) lim lim lim 1
2 ( 2) ( 2) 2x x x x

x x x x xf x
x x x x x+ + + +→ → → →

+ + + +
= = = = = −

− − − −
 

II. x<0  Τότε : 
2

20 0 0 0

2 ( 2) ( 2) 2lim ( ) lim lim lim 1
2 ( 2) ( 2) 2x x x x

x x x x xf x
x x x x x− − − −→ → → →

− − − −
= = = = = −

+ + + +
 

∆ηλαδή 
+ -x 0 x 0

lim ( ) lim ( ) 1f x f x
→ →

= = −  άρα 
x 0
lim ( ) 1f x
→

= −  
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Θέµα 3 

Α) Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα 2

3 5
( 1)( 1)

x dx
x x

+
+ −∫  (50%) 

 
Β) Βρείτε την y΄΄  αν α) x+xy+y=2,  β) x2-y2-x=1  (50%) 
 
Λύση 
 
Α)  Αναλύοντας σε απλά κλάσµατα έχουµε : 

( ) ( ) 2
2 2

2 2

3 5 3 5 1 ( 1)( 1) ( 1)
( 1)( 1) 1 1 1

0 1/ 2
3 5 2 2 3 1/ 2

5 4

x A B C x A x B x x C x
x x x x x

A B A
x Ax Ax A Bx B Cx C C A B

A B C C

+
= + + ⇔ + = − + + − + + ⇔

+ − + − −

+ = =   
   + = − + + − + + ⇔ − = ⇔ = −   
   − + = =   

 

Εποµένως 

( )22

3 5 1 1 1 1 44 ln 1 ln 1
( 1)( 1) 2 1 2 1 2 2 11

x dx dx dxdx x x C
x x x x xx

+
= − + = + − − − +

+ − + − −−∫ ∫ ∫ ∫  

 
Β)  α) Παραγωγίζοντας την έκφραση ως προς x έχουµε  
 

( ) 10 1 0 ( 1) (1 )
1

d x xy y yy xy y x y y y
dx x
+ + +′ ′ ′ ′= ⇔ + + + = ⇔ + = − + ⇔ = −

+
 

Οπότε 
( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
(1 ) (1 ) (1 ) 2(1 )

1 1 1 1 1
y y y y yy

x x x x x

   ′ + + + +′′    = − − = − − − =
   + + + + +   

 

 
b) Παραγωγίζοντας την έκφραση ως προς x έχουµε  
 

2 2( ) 2 10 2 2 1 0 2 2 1
2

d x y x xx yy yy x y
dx y
− − −′ ′ ′= ⇔ − − = ⇔ = − ⇔ =  

 
Οπότε  

( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 22 2 2

3 3 3 3

2 12 1 22 1 22 1 2 2 2
2 2 4 2 4

2 1 2 12 4 4 4 4 1
2 4 4 4 4

xxx yx yy
y y y y y

x xy y x x
y y y y y

−
−′ ′− −′′ = = − = − = 

 

− − − + −
− = − =
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Θέµα 4 
Α) Να υπολογιστεί το εµβαδόν  της γραµµοσκιασµένης περιοχής που περικλείεται από τις καµπύλες 

2 26    2y x x y x x= − = −    (50%) 

 

Β)  ∆ίνεται η συνάρτηση 
1 1( ) x xf x

x
+ − −

= .  Να βρεθεί το πεδίο ορισµού και αν υπάρχει το όριο 

0
lim ( )
x

f x
→

  (50%) 
 
Λύση 
 
Α)  Οι δύο παραβολές τέµνονται στα σηµεία που είναι λύσεις τις εξίσωσης 

2 2 26 2 2 8 0 2 ( 4) 0 0,4x x x x x x x x x− = − ⇔ − = ⇔ − = ⇔ = . 

Το εµβαδόν είναι 
3

64x
3
2x4dx)x2x8(dx)x2x(dx)xx6(

4

0

32
4

0

2
4

0

2
4

0

2 =−=−=−−− ∫∫∫  

Β) Πρέπει 1+x ≥ 0 και 1-x≥ 0  και x ≠ 0.  Εποµένως το πεδίο ορισµού είναι το [-1,0)U(0,1]. 

( )( )
( )

( ) ( )

0 0 0

0 0 0

1 1 1 11 1lim ( ) lim lim
1 1

(1 ) (1 ) 2 2 2lim lim lim 1
21 11 1 1 1

x x x

x x x

x x x xx xf x
x x x x

x x x
x xx x x x x x

→ → →

→ → →

+ − − + + −+ − −
= = =

+ + −

+ − −
= = = =

+ + −+ + − + + −
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