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Θ.Ε.  Εισαγωγή στις Φυσικές Επιστήµες 

Λύσεις Θεµάτων Τελικών Εξετάσεων στις «Εισαγωγικές Έννοιες Μαθηµατικών» 
Αύγουστος 2002 

 
Θέµα 1ον 

∆ίνεται το σύστηµα των εξισώσεων: 

                                                          Rφµε
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α) ∆είξτε ότι το σύστηµα έχει πάντα λύση και βρείτε  τη λύση του. 
β) Εάν {x1 ,y1 } είναι η λύση του συστήµατος, να δείξετε ότι: ( ) 2yx2 11 ≤+≤−  

Λύση 
α) Η ορίζουσα του συστήµατος είναι D=cos2φ + sin2φ = 1≠0. Άρα το σύστηµα έχει πάντα λύση. Η λύση 
του είναι: x1 = Dx/D = cos2φ και y1 = Dy/D = sin2φ. 
 
β) x1 + y1 = cos2φ + sin2φ = cos2φ + cos(π/2 – 2φ) = 2cos(π/4)cos(2φ – π/4) = 2 cos(2φ – π/4) και 
επειδή  θα έχουµε τελικά 1π/4)-cos(2φ1 ≤≤− ( ) 2yx2 11 ≤+≤−  
 
 

Θέµα 2ον 
α) Βρείτε ένα µοναδιαίο διάνυσµα ορθογώνιο στα διανύσµατα kjκαιji

rrrr
++  , όπου τα σύµβολα 

kκαιj,i
rrr

 παριστούν τα µοναδιαία διανύσµατα ενός ορθοκανονικού συστήµατος συντεταγµένων. 
β)  Ένα τρίγωνο έχει κορυφές τα σηµεία (0,0,0), (1,1,1) και (0,-2,3). Να ευρεθεί το εµβαδόν του. 

Λύση 
r

α) Το εξωτερικό γινόµενο των διανυσµάτων kjκαιji
rrr

++ , διαιρεµένο µε το µέτρο του, είναι το 

ζητούµενο διάνυσµα. Έτσι, έχουµε: ( ) ( ) kj-ikjji
rrrrrrr

+=+×+ , µε µέτρο ίσο µε ( ) 3111 222 =+−+ . 

Άρα τελικά, το ζητούµενο διάνυσµα είναι το ( )kj-i31
rrr

+  ή το ( )kj-i31
rrr

+− . 
 
β) Έστω Ο(0,0,0), Α(1,1,1) και Β(0,-2,3) οι κορυφές του τριγώνου. Θα ισχύει: 

( ) ( ) ( ) kjik01j01i01OA
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 και ( ) ( ) ( ) k3j2k03j02i00OB
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Το εµβαδόν του τριγώνου θα είναι ίσο µε: 
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Θέµα 3ον 

α)  ∆ίνεται η συνάρτηση f µε τύπο: Rλµε
1xλx

1xf(x) 2

2

∈
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−
= . Να βρεθούν οι τιµές της 

παραµέτρου λ για τις οποίες το πεδίο ορισµού της f είναι όλο το R. 
β) ∆ικαιολογήσετε τα βήµατα στον παρακάτω υπολογισµό: 
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Λύση 

α) Για να ορίζεται η f σε όλο το R, θα πρέπει x2+λx+1≠0, για κάθε τιµή του x. Για να συµβαίνει αυτό θα 
πρέπει το τριώνυµο να µην έχει ρίζες στο R, δηλαδή η διακρίνουσά του, ∆, να είναι αρνητική. 
Άρα: ∆ < 0 ⇒ λ2 – 4 < 0 ⇒ -2 < λ < 2. 
 
β) 1ο βήµα: Πολλαπλασιασµός της 1ης γραµµής µε – 4 και πρόσθεσή της στην 2η γραµµή. 
    2ο βήµα: Πολλαπλασιασµός της 1ης γραµµής µε – 7 και πρόσθεσή της στην 3η γραµµή. 
    3ο βήµα: Ανάπτυγµα της ορίζουσας τρίτης τάξης ως προς τα στοιχεία της πρώτης στήλης. ∆ηλαδή: 
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    4ο βήµα: Υπολογισµός της ορίζουσας δεύτερης τάξης. ∆ηλαδή: 
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Θέµα 4ον 
α) Να υπολογιστούν τα παρακάτω όρια: 

                         1
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β)  Αν Sn(x)=xn   (π.χ.  S5(x)=x5 )  και nk0 ≤≤   , δείξετε ότι: kn
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γ) Το διάνυσµα θέσης ενός υλικού σηµείου δίνεται συναρτήσει της µεταβλητής t από την διανυσµατική 
συνάρτηση (t)rr . Έστω οι διανυσµατικές συναρτήσεις (t)Fκαι(t)V

rr
 που ορίζονται ως: 
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rrrr
=×⋅ ×

dt
d  

Λύση 
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β) για k=1: 1nn xn
dx
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=  (1). Αυτή η σχέση όµως πρέπει να αποδειχτεί επαγωγικά. Έτσι, έχουµε: 
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Έστω ότι η σχέση (1) ισχύει για k. Θα δείξουµε ότι ισχύει για k+1, δηλαδή: 
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Έχουµε ότι: 
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Άρα η σχέση (1) ισχύει για κάθε k, µε nk0 ≤≤ . 
 
γ)  
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Θέµα 5ον 
Να υπολογισθούν τα ολοκληρώµατα: 

                      α) dx
1x
2x1

0
∫ +

+ ,     β)  ∫
−

2
π

2
π

2cosxdxx ,     γ)  ∫ − 9x
dx
2  

Λύση 
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β) 
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γ) ( )( )∫∫ +−
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− 3x3x
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Εφαρµόζοντας τη µέθοδο της ανάλυσης σε απλά κλάσµατα, έχουµε: 
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Έτσι, το παραπάνω ολοκλήρωµα γίνεται: 
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