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ΦΥΕ 14  ΑΚΑΔ. ΕΤΟΣ 2007-2008 

1Η ΕΡΓΑΣΙΑ 

Ημερομηνία παράδοςησ: 12 Νοεμβρίου 2007 

(Όλεσ οι αςκιςεισ βακμολογοφνται ιςοτίμωσ με 10 μονάδεσ θ κάκε μία) 

Άςκηςη 1  

α) Να υπολογιςκεί θ προβολι του  πάνω ςτο διάνυςμα 

 όταν: 

( . 

β)Να βρεκοφν οι ςυντεταγμζνεσ του διανφςματοσ  

 =  

όταν    

Τα , είναι τα μοναδιαία διανφςματα. 

Λύςη 

α) Ωσ γνωςτόν θ προβολι του  ςτο  είναι:  όπου  το μοναδιαίο διάνυςμα του ε, δθλ. 

. 

 Με βάςθ τα δεδομζνα ζχουμε: 

 

Οπότε  

 
 

Β)  Ζχουμε  

= 



2 
 

 

 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 

 

Οπότε  

 

ι  

Άςκηςη 2  

Αν  Ο, Α, Β, Γ είναι τζςςερα ςθμεία του χώρου, να δειχκεί ότι: 

AB A OB O
  

είναι κάκετο ςτο OA


 

Λύςη  

Αρκεί να δείξουμε ότι:   ( ) 0AB A OB O OA
  

 

Όμωσ 

AB OB OA
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οπότε 

 

 

 

Και τελικά 

 

διότι το διάνυςμα που προκφπτει από το εξωτερικό γινόμενο   είναι κάκετο ςτο 

διάνυςμα , οπότε θ γωνία μεταξφ αυτοφ και του OA


 είναι 90ο  και το εςωτερικό τουσ 

γινόμενο είναι μθδζν (cos90o =0). 

 

Άςκηςη 3 

Α) i) Δείξτε ότι ( )A B A
 

 είναι μθδζν για όλα τα διανφςματα A B
 

. 

ii) Με τι ιςοφται το ( )A B A
 

 αν οι διευκφνςεισ των A B
 

 ςχθματίηουν γωνία κ; 

Β) Δείξτε ότι αν  και ιςχφουν οι ςχζςεισ:  

 

 

τότε   Αν ιςχφει μόνο θ μία από τισ δφο, τότε δεν ιςχφει πάντοτε ότι  

 

Λύςη  
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Α)  

i) Επειδι το εξωτερικό γινόμενο δφο διανυςμάτων είναι κάκετο ςτο κακζνα από αυτά, 

ζπεται ότι το διάνυςμα  ( )C B A
 

 είναι κάκετο ςτο A


. Τότε όμωσ  

cos90 0 ( ) 0oC A CA A B A
   

 

ii) Το ( )C B A
 

 είναι κάκετο ςτο A


 και ζχει μζτρο  ΒΑsinθ. 

Επομζνωσ       2( ) ( sin )sin 90 sinoA B A A BA A B
 

 

Η φορά αυτοφ του διανφςματοσ βρίςκεται με τον κανόνα τθσ δεξιάσ χειρόσ και είναι αυτι 
που δείχνεται ςτο ςχιμα. 

B) Από τθν (1) προκφπτει ότι 

 

Από τθν (2) ζχουμε:   

Συνδυάηοντασ, τισ (3) και (4), αφοφ  και αφοφ ι το θμίτονο ι το ςυνθμίτονο τθσ 

γωνίασ  μπορεί να είναι μθδζν αλλά όχι και τα δφο ταυτοχρόνωσ, προκφπτει ότι: 

 και άρα    

Αν ιςχφει μόνο θ μία από τισ δφο, ζςτω θ (1), τότε από τθν (3) προκφπτει ότι ζχουμε δφο 
επιλογζσ: 

ι   

ι cosκ = 0, δθλαδι 


 κάκετο ςτο ( ) 
 

, οπότε ςτθν περίπτωςθ αυτι, το διάνυςμα  

είναι διάφορο του διανφςματοσ . 

 

Άςκηςη 4 

 Α) Να υπολογιςτοφν οι πίνακεσ Α + 2Β και Α – 3Γ, όταν 

, , , όπου  πραγματικόσ αρικμόσ. 

Β) Να υπολογιςτεί ο πίνακασ Α Β – Γ, όταν: 

, ,  

Λύςη 
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α) Α + 2Β =  

. 

Α – 3Γ =  - 3   

Και 

β)  Α Β – Γ =  

 

 

 

Άςκηςη 5 

Α) Να υπολογιςτοφν οι πίνακεσ Α ΑΤ και Α Α όταν  . 

Β) Να υπολογιςτοφν οι πίνακεσ Α ΑΤ και ΑΤ Α όταν  . 

 

Λύςη 

Α) Εφαρμόηοντασ τον κανόνα πολλαπλαςιαςμοφ των πινάκων, ζχουμε: 

=  και 

. 

Β) Ο ανάςτροφοσ πίνακασ είναι: 

  , οπότε: 
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Άςκηςη 6 

Α) Να υπολογίςετε τισ τιμζσ του k, για τισ οποίεσ μθδενίηεται θ ορίηουςα του πίνακα 

. 

Β) Να υπολογίςετε τισ ορίηουςεσ των ακολοφκων πινάκων 

  

 

Λύςη 

Α)Η ορίηουςα είναι: . Άρα θ ορίηουςα μθδενίηεται 

για k=0 και k=2. 

Β) 

 = 

1  
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=(a-b)(a+b) - a·a = -b2 

 

Άςκηςη 7 

 Α) Να αποδειχκεί ότι το παρακάτω ςφςτθμα ζχει ακριβώσ μια λφςθ και να βρεκεί αυτι. 

3x - y  + 2z = 10 

x + y - 4z = - 10 

2x – 4y + 5z = 24 

Β) Θεωρείςτε τα παρακάτω ςυςτιματα 

α) 

1

4

x y az

x ay z

ax y z b

               β)  

2 2 1

3 3

11

x y z

x ay z

x y az b

 

Για ποιεσ τιμζσ των α,b ζχει το κακζνα ςφςτθμα μια μοναδικι λφςθ; Η μοναδικότθτα τθσ 

λφςθσ εξαρτάται από το b; Γιατί; 

Για ποιεσ τιμζσ των α,b ζχει το κακζνα ςφςτθμα περιςςότερεσ από μια λφςεισ;  

 
Λύςη 
Α) Αν καλζςουμε Α τθν ορίηουςα του πίνακα του ςυςτιματοσ τότε 

Α=

542

411

213

 = 3 
54

41
- (-1)

52

41
+2

42

11
= 

=3 (5-16) + 1 (5+8)+2(-4-2) = - 32 ≠ 0 

Συνεπώσ το ςφςτθμα ζχει μια μόνο λφςθ που τθ βρίςκουμε με τον κανόνα 

Του Cramer. Ζχουμε ότι 

)1(A  = 

5424

4110

2110

= 10
54

41

 

+ 10 
54

21
+24

41

21
= - 32 
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)2(A  = 

5242

4101

2103

=96    )3(A  = 

2442

1011

1013

= -64 

Ζτςι  x= 
A

A )1(

= 1,   y= 
A

A )2(

= -3, z = 
A

A )3(

 = 2 

Δθλαδι, θ μοναδικι λφςθ του ςυςτιματοσ είναι θ  (x,y,z)= (1,-3,2)  € R3  . 

Β) 

α)

2 3

1 1
1 1 1 1

1 1 1 (1) ( 1) (1 ) (1 ) 3 2
1 1 1 1

1 1

a
a a

a a a a a a a a
a a

a

 

3 3 2

2 2

2

3 2 2 2 ( 1) 2( 1) ( 1)( 1) 2( 1)

( 1)[ ( 1) 2] ( 1)( 2) ( 1)( 2 2)

( 1)[( ( 1) 2( 1)] ( 1) ( 2)

a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a

a a a a a a

 

λφςεισ α = 1 και α = -2 

Συνεπώσ υπάρχει μοναδικι λφςθ για α 1 α -2 ανεξαρτιτωσ τθσ τιμισ τθσ ςτακεράσ b. 

Για α=1 το ςφςτθμα γίνεται: 

x y z 1

x y z 4

x y z b

 

οπότε είναι αδφνατο. 

Για α=-2 το ςφςτθμα γίνεται: 

x y 2z 1 x 2 z

x 2y z 4 ή y 1 z

2x y z b 2x y z b

  

οπότε με αντικατάςταςθ ςτθν 3θ  προκφπτει b=-5 

Άρα για τα ηεφγos (α,b) (-2,-5) ζχουμε περιςςότερεσ από μια λφςεισ . 

 



9 
 

β)

2 2

1 2 2
3 1 3 1

1 3 1 (2) 2 ( 33) (2)( 3) 2(11 ) 4 5
11 1 1 11

1 11

a a
a a a a a a

a a
a

 

2 24 5 5 5 ( 5) ( 5) ( 5)( 1)a a a a a a a a a a  

λφςεισ α = 5 και α = -1 και  

Συνεπώσ υπάρχει μοναδικι λφςθ για α 5 α -1 ανεξαρτιτωσ τθσ τιμισ τθσ ςτακεράσ b. 

Για να βροφμε για ποια ηεφγθ α,b ζχει  περιςςότερεσ από μια λφςθ, προχωροφμε ςτθ λφςθ, 

ζτςι: 

1

2

3

2 2 1 E

3 3 E

11  E

x y z

x ay z

ax y az b

 

2 1 21

3 1 31

E E ( 2) 2    E

E E 9 ( 2) 1    E

y a z

y z a b
 Και 

2

31 21

2

E ( 2)E 9 ( 2) ( 2) ( 2) 1 2( 2)

[9 ( 2) ] 2 3

a y z a y a z a b a

y a b a
  

για α = 5   10 3 0 7b b , 

 για α = -1   2( 1) 3 0 5b b ,  

Άρα για τα ηεφγθ (α,b), (5,7) και (-1,-5) ζχουμε περιςςότερεσ από μια λφςεισ. 

Η μοναδικότθτα των λφςεων δεν εξαρτάται από το b αφοφ αυτό δεν υπειςζρχεται ςτθν 

ορίηουςα των αγνώςτων.  

 

Άςκηςη 8  

Α)  Ζςτω θ ςυνάρτθςθ f(x) για τθν οποία ιςχφει: 
f(x) 3e 2f (x) x 1 0  για x  

a) Να δείξετε ότι θ f είναι 1-1 

b) Να βρείτε τθν αντίςτροφθ τθσ f 

Β) 
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a. Να βρεκοφν όλα τα λ και μ για τα οποία θ ςυνάρτθςθ 
1

( )
1

x
f x

x
 

ταυτίηεται με τθν αντίςτροφι τθσ.  
b. Να βρεκεί και το πεδίο οριςμοφ των f  και f-1 για κάκε λ και μ. 

c. Υπάρχουν ςθμεία τομισ των  f   και   f-1 για 0 , 1 ; 

d. Να βρεκεί θ ςχζςθ μεταξφ λ και μ ώςτε οι  f   και   f-1  να ζχουν ζνα και 
μοναδικό ςθμείο τομισ. 

(Υποςθμείωςθ:  Διευκρινίηεται ότι f3(x) = (f(x))3 και όχι f3(x) = f o f o f. ) 
 

Λύςη 

Α) 

α) Η f ζχει πεδίο οριςμοφ αλλά και πεδίο τιμών το . 

Για κάκε x  ζχουμε: 

f(x) 3 f(x) 3e 2f (x) x 1 0 e 2f (x) 1 x  

Ζςτω 1 2x ,x  με 1 2f(x ) f(x )  

Τότε ιςχφουν και οι ςχζςεισ:  1 2f x f xe e  και 3 3
1 2f x f x  

Οπότε: 1 2f(x ) 3 f(x ) 3
1 2 1 2e 2f (x ) 1 e 2f (x ) 1 x x  

Επομζνωσ θ ςυνάρτθςθ f(x) είναι 1-1. 

 

b) Ζςτω 1y f x x f x  

Οπότε θ δοκείςα ιςότθτα γίνεται: 

y y3 1 1 3e 2y f y 1 0 f y e 2y 1  

Συνθκίηεται να χρθςιμοποιοφμε ωσ μεταβλθτι το x επομζνωσ ζχουμε: 

1 x 3f x e 2x 1  

 

Β)  

a.  11 1 1
( ) 1

1

x y x
f x y xy y x x f x

x y x  
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Πεδίο οριςμοφ τθσ f(x) είναι όλα τα x για τα οποία ιςχφει  x  1/μ και τθσ f-1(x) εκείνα για 

τα οποία ιςχφει x  /μ.  

Για να ταυτίηονται οι f(x) και f-1(x), κα πρζπει =1 και x  1/μ.

 

b.  Βάςει των προθγουμζνων κα πρζπει 
1

x  για τθν f  και x  για τθν 1f . 

c. Ζχουμε 21 1
1 0

1

x
x x

x x
 με λφςθ 11 5

( ) ( )
2 2

x f x f x  και 

επομζνωσ υπάρχουν δυο ςθμεία τομισ ΄πάνω ςτθν ευκεία y x .  

d.  Ζχουμε  2 21 1
1 1 1 0

1

x x
x x

x x
 . Για να ζχουμε 

μία λφςθ κα πρζπει για 1 1   θ διακρίνουςα να είναι μθδζν  που οδθγεί ςε 

2
2 2 2 21 4 1 0 1 1 4 0( ) ( ) ( )       δηλαδή 21 4 0( )   

που είναι θ ηθτοφμενθ ςχζςθ. 

Άςκηςη 9 

A) Δίνεται το τριώνυμο 2 2( 1) ( 1) 1x x . Να βρεκοφν οι τιμζσ του λ ώςτε: 

 α) να ζχει 2 αρνθτικζσ ρίηεσ και  

 β) να ζχει 2 αντίςτροφεσ ρίηεσ. 

Β)  
Δίνεται θ ςυνάρτθςθ 2( ) 1f x x x . Να βρεκεί για ποιεσ τιμζσ του λ θ γραφικι τθσ 

παράςταςθ: 
 α) εφάπτεται ςτον άξονα xx΄ 

 β) ζχει άξονα ςυμμετρίασ τον yy΄ και  

 γ) ζχει κορυφι ζνα ςθμείο με τεταγμζνθ 4. 

 

Λύςη 

    Α) Για να είναι θ ζκφραςθ 2 2( 1) ( 1) 1x x τριώνυμο, κα πρζπει 

 λ2 – 1  0 οπότε λ   1       (1) 

Άρα: 

α) Για να ζχει δφο ρίηεσ πρζπει θ διακρίνουςα του τριωνφμου να είναι μεγαλφτερθ θ ίςθ του 

μθδενόσ. Αρα 2 2 2( 1) 4( 1) 0 3 2 5 0 . 
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Για να ιςχφει όμωσ θ προθγοφμενθ ανιςότθτα πρζπει το λ να παίρνει τιμζσ μεταξφ των ριηών λ1 

= -1 και λ2 = 
10

6
 του τριωνφμου  23 2 5 . Άρα 

10
1

6
                            (2) 

Για να είναι αρνθτικζσ πρζπει  το άκροιςμα των ριηών να είναι αρνθτικό αλλά και το γινόμενό 

τουσ να είναι κετικό. 

Επομζνωσ ιςχφει: 

2

1 1
<0 <0 1 <0 1 >1

1 1
.                    (3) 

Αλλά και  

 2

2

1
>0 >0 1 0 1 1

1
ή                                    (4) 

Το διάςτθμα ςτο οποίο ικανοποιοφνται το ςφνολο των ανιςοτιτων  (1) , (2) και (3) και (4) είναι 

10
1<

6
. 

 

β) Για να ζχει δφο αντίςτροφεσ ρίηεσ πρζπει 

2

1 22

1
=1 =1 2 0 2, 2

( 1)
.Επειδι όμωσ πρζπει να ιςχφει και θ 

(2) είναι δεκτι μόνο θ τιμι τθσ λ1. 

 

Β) Όπωσ και ςτο προθγοφμενο ερώτθμα, το τριώνυμο ορίηεται εφ’ όςον λ  0. 

α) Για να εφάπτεται ςτον άξονα xx΄ πρζπει να ζχει διπλι ρίηα. Είναι επομζνωσ Δ=0  

λ2 – 4λ = 0  λ = 0 ι λ = 4. 

Από τισ δφο αυτζσ λφςεισ δεκτι είναι θ λ=4, αφοφ το τριώνυμο ορίηεται εφ’ όςον λ  0. 

β) Για να ζχει άξονα ςυμμετρίασ τον  yy΄ πρζπει 
2 2( ) ( ) 1 1 2 0 0f x f x x x x x x  . 

Αλλά για λ = 0, θ ςυνάρτθςθ εκφυλίηεται αφοφ περιορίηεται ςε μία ςτακερά ( f x 1( ) ) δθλαδι 

είναι ευκεία και ωσ εκ τοφτου ζχει άξονα ςυμμετρίασ τον yy’ (αλλά θ λφςθ είναι εκφυλιςμζνθ).  
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γ) Η κορυφι του τριωνφμου είναι το ςθμείο 

1 1
, , ,

2 2 2 2 2 2

1
, 1 1 4 12.

2 4 2 4 2

f f f

 

Άςκηςη 10 

Α) 

α) Να ευρεκεί το λ ώςτε θ ςυνάρτθςθ f με 2f x ln λx λ 3 x 1  να ζχει πεδίο 

οριςμοφ το . 

β) Εάν 
2fog x x x 12  και g x x 3, να ευρεκεί ο τφποσ τθσ ςυνάρτθςθσ f 

γ) Η ςυνάρτθςθ f είναι 1-1 και θ γραφικι τθσ παράςταςθ διζρχεται από τα ςθμεία Α(3, 2006) 

και Β(4,2007). Να λυκεί θ εξίςωςθ 1 2f 1 f x 12 3  

Β) 

 Δίδεται θ ςυνάρτθςθ 
2

1 2f x x . Δίδεται επίςθσ θ ςυνάρτθςθ 

sing x x με πεδίο οριςμοφ 0,2k  με k  .Να εξετάςετε αν υπάρχει θ 

ςυνάρτθςθ fog και αν ναι, βρείτε το πεδίο οριςμοφ τθσ και τον τφπο τθσ.  Να επαναλάβετε 

για τθν ςφνκετθ ςυνάρτθςθ gof. 

 

Λύση 

Α) 

α) Καταρχιν για Να ορίηεται θ ςυνάρτθςθ 2f x ln λx λ 3 x 1  κα πρζπει να 

ιςχφει: 2λx λ 3 x 1 0  για κάκε x . 

Αυτό είναι αλθκζσ μόνον εάν ιςχφουν:  Δ 0  και λ 0  

Οπότε: 
2 2Δ 0 λ 3 4λ 0 λ 10λ 9 0  

Λφνοντασ τθν ανίςωςθ διαπιςτώνουμε ότι ιςχφει για 1 λ 9 . 

 

β) Ζχουμε: 
2 2 2fog x x x 12 f g x x x 12 f x 3 x x 12  

Θζτουμε x 3 y x y 3  Επομζνωσ: 
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2 2 2f y y 3 y 3 12 y 6y 9 y 3 12 y 7y  

Αλλάηοντασ τθν μεταβλθτι ζχουμε: 2f x x 7x  

 

γ) Η γραφικι παράςταςθ τθσ f διζρχεται από τα ςθμεία Α(3, 2006) και Β(4,2007). Επίςθσ θ 

ςυνάρτθςθ f(x) είναι 1-1. Επομζνωσ ζχουμε: 

1

1

f 3 2006

f 4 2007

f 2006 3

f 2007 4

Άρα  

 

1 2 1 2 1

2 2 2

2 2

f 1 f x 12 3 f 1 f x 12 f 2006

1 f x 12 2006 f x 12 2007 f x 12 f 4

x 12 4 x 16 x 4

 

Β) 

Ζχουμε τθν ςυνάρτθςθ  
2

1 2f x x . Θα βροφμε καταρχιν το πεδίο οριςμοφ τθσ 

ςυνάρτθςθσ αυτισ. Πρζπει: 

2 2 2 1 2 2
1 2 0 2 1

2 2 2
x x x x Επομζνωσ το πεδίο 

οριςμοφ τθσ f(x) είναι το 
2 2

,
2 2

 

Για τθν ςυνάρτθςθ g(x) το πεδίο οριςμοφ τθσ είναι το 0,2k  ενώ το πεδίο τιμών τθσ 

είναι το 1,1  γιατί το sinx παίρνει τιμζσ ανάμεςα ςτο -1 και ςτο 1. 

Παρατθροφμε ότι το πεδίο τιμών τθσ g(x) δεν είναι υποςφνολο του πεδίου οριςμοφ τθσ f(x). 

Επομζνωσ για να υπάρχει θ ςυνάρτθςθ fog πρζπει το πεδίο τιμών τθσ g(x) να είναι το 

2 2
,

2 2
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Τότε ιςχφει : 
2 2

sin ,
2 2 4 4

x x k k  

Αυτό είναι το πεδίο οριςμοφ τθσ ςυνάρτθςθσ fog. 

Επομζνωσ εάν ,
4 4

x k k  τότε υπάρχει θ ςυνάρτθςθ fog με τφπο: 

2
1 2sin cos2fog f g x x x  και πεδίο οριςμοφ τθν ζνωςθ των 

ςυνόλων, k k
4 4

,
 

   για όλουσ τουσ ακεραίουσ αρικμοφσ k. 

Με ανάλογο τρόπο εργαηόμαςτε για τθν ςυνάρτθςθ gof. Προκφπτει: 

2
sin 1 2gof x  με 

2 2
,

2 2
x . 


