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4η Εργασία
(Ηµεροµηνία Παράδοσης:  10-5-2004)

Άσκηση 1  (Μονάδες 10)

Α) Αστροναύτης µάζας 60 Κg βρίσκεται µέσα σε διαστηµόπλοιο που κινείται µε
σταθερή ταχύτητα προς τον Άρη. Σε κάποιο σηµείο του ταξιδιού βρίσκεται
αιωρούµενος στο µέσο του διαστηµόπλοιου µε µηδενική ταχύτητα (ως προς το
διαστηµόπλοιο) και ανήµπορος να πλησιάσει προς τα τοιχώµατα του σκάφους. Έτσι
επινοεί  να ρίξει  προς το πίσω µέρος του διαστηµόπλοιου µολύβι µάζας 0.0055 Κg µε
ταχύτητα 5 m/s (ως προς το διαστηµόπλοιο). Με τι ταχύτητα θα κινηθεί ο
αστροναύτης;  (Μονάδες 5)

Β)

∆ύο παίκτες του χόκεϋ επί πάγου στη προσπάθειά τους να πλησιάσουν προς το
µπαλάκι συγκρούονται µεταξύ τους και κατόπιν κινούνται µαζί. Ο παίκτης της γκρι
οµάδας έχει µάζα 75 Κg και έτρεχε µε ταχύτητα 11 m/s ενώ ο παίκτης της λευκής
οµάδας έχει µάζα 68 Κg και έτρεχε µε ταχύτητα 8.5 m/s, όπως φαίνεται στο σχήµα.
Πόσο γρήγορα και σε ποιά διεύθυνση κινούνται οι παίκτες αµέσως µετά τη
σύγκρουση;  (Μονάδες 5)
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Λύση

Α) Θεωρούµε το σύστηµα αστροναύτης-µολύβι. Επειδή το σύστηµα ταξιδεύει µε
σταθερή ταχύτητα ως προς τα άστρα, η συνολική εξωτερική δύναµη είναι µηδέν.
Μπορούµε λοιπόν να εφαρµόσουµε την αρχή διατήρησης της ορµής στο σύστηµα
αστροναύτης-µολύβι. Θεωρούµε ένα σύστηµα αναφοράς σε ηρεµία ως προς το
διαστηµόπλοιο και επιλέγουµε τον x-άξονα κατά τη διεύθυνση της κίνησης του
µολυβιού. Σύµφωνα µε την αρχή διατήρησης της ορµής:

m v m v m v m vα α µ µ α α µ µ′ ′+ = +

όπου mα , vα  είναι η µάζα και η ταχύτητα του αστροναύτη πριν τη ρίψη του
µολυβιού, mµ , vµ  είναι η µάζα και η ταχύτητα του µολυβιού πριν τη ρίψη του και
vα′ , vµ′  είναι η ταχύτητα του αστροναύτη και του µολυβιού αντίστοιχα, µετά τη ρίψη
του µολυβιού. Όµως
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0 0 m v m vα α µ µ′ ′+ = +

όπου 0v vα µ= = , διότι ο αστροναύτης και το µολύβι ήταν αρχικά σε ηρεµία ως προς
το διαστηµόπλοιο.
Λύνοντας ως προς την ταχύτητα του αστροναύτη µετά τη ρίψη του µολυβιού
βρίσκουµε:

44.58 10  /v m sα
−′ = − ⋅

Εποµένως, η ρίψη του µολυβιού βοηθάει τον αστροναύτη να κινηθεί κατά την
αντίθετη κατεύθυνση και τελικά θα έρθει σε επαφή µε τα τοιχώµατα του σκάφους.

Β)

Λύση
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Οι ορµές των παικτών πριν τη κρούση είναι:

(75 )(11 / )   825 /  P m v Kg m s i Kg m s iγ γ γ= = = ⋅
r r rr

(68 )(8.5 / ) j = 578 /  jP m v Kg m s Kg m sλ λ λ= = ⋅
r rr r

Από το θεώρηµα διατήρησης της ορµής, η τελική ορµή, P′
r

 ισούται µε την αρχική:

(825 578 ) /P P P i j Kg m sγ λ′ = + = + ⋅
r r r r r

Το µέτρο της τελικής ορµής είναι:

2 2 2 2(825 / ) (578 / ) =1007.3 /x yP P P Kg m s Kg m s Kg m s′ ′ ′= + = ⋅ + ⋅ ⋅

Η ταχύτητα του ζευγαριού µετά την κρούση είναι:

7.04 /Pv m s
m mγ λ

′
′ = =

+
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Η διεύθυνση του ζευγαριού µετά την κρούση σχηµατίζει γωνία

arctan y

x

P
P

θ
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=  ′ 
=35 0

µε την αρχική διεύθυνση του παίκτη της γκρι οµάδας.

Άσκηση 2  (Μονάδες 10)

Α) Ένα σώµα µε µάζα m=80 Kg κινείται µε σταθερή ταχύτητα πάνω σε δάπεδο µε
την επίδραση δύναµης F που ενεργεί σχηµατίζοντας γωνία 300, όπως στο σχήµα. Ο
συντελεστής τριβής είναι µ=0.25. Πόσο έργο καταναλώνεται κατά τη µετακίνηση του
σώµατος κατά 20 m ;  ∆ίνεται g=9.8 m/s2

(Μονάδες 5)

Β) Χαλύβδινη σφαίρα µάζας 0.5 Kg στερεώνεται σε ένα νήµα µήκους 70 cm και
αφήνεται ελεύθερη, όταν το νήµα είναι οριζόντιο. Στο κατώτατο σηµείο της τροχιάς
της, η σφαίρα χτυπά ένα χαλύβδινο κύβο µάζας 2.5 Kg ο οποίος αρχικά ηρεµεί πάνω
σε λεία επιφάνεια (βλ. σχήµα). Η κρούση είναι ελαστική. Βρείτε τη ταχύτητα της
σφαίρας  και την ταχύτητα του κύβου, ακριβώς µετά την κρούση. ∆ίδεται g=9.8 m/s2

(Μονάδες 5)

Λύση:

Α) Το σώµα κινείται µε σταθερή ταχύτητα άρα:

 030cos0 0 =−⇒=∑ TFFx   (1)

∑ =−−⇒= 030sin0 0 BFNFy (2)
Επιπλέον ισχύει:

NT µ= (3)

Από τις (1), (2) και (3) έπεται:
mgBF 5.264

30sin30cos30sin30cos 0000 =
−

=
−

=
µ

µ
µ

µ
 N



Το έργο για τη µετακίνηση του σώµατος κατά 20 m είναι:

JsFsFW 1.458130cos 0 =⋅=⋅=
rr

και καταναλώνεται για την υπερνίκηση της τριβής.

Β)  Από τη διατήρηση της ενέργειας βρίσκουµε ότι η ταχύτητα της σφαίρας πριν από
την κρούση είναι:

 ghughmum 2
2
1

11
2
11 =⇒=  (1)

όπου m1 είναι η µάζα της σφαίρας και h το µήκος του νήµατος.
Η ταχύτητα της σφαίρας µετά την κρούση ( '

1u ) και η ταχύτητα του κύβου ( '
2u )

προσδιορίζονται από την αρχή διατήρησης της ορµής και της ενέργειας του
συστήµατος σφαίρα-κύβος :

2 2 2
1 1 1 1 2 2

'
1 1 1 1 2 2

1 1 1
2 2 2

m u m u m u

m u m u m u

′ ′= +

′= +
 (2)

Λύνοντας το πα

Το τελευταίο σύ

Άσκηση 3  (Μο

Οι µάζες των δύ
και αφήνεται ελ
4

ραπάνω σύστηµα βρίσκουµε:

1
21

1'
2

1
21

21'
1

2 u
mm

mu

u
mm
mmu

+
=

+
−

=
 (3)

στηµα µε χρήση της (1) και µε αριθµητική αντικατάσταση δίνει:

s
m

s
m

u

u

2.1
5.2

'
2

'
1
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−=

νάδες 8)

ο σφαιρών του σχήµατος είναι m1 και m2. Η m1 ανυψώνεται κατά d
εύθερη. Αρχικά η µάζα m2 είναι ακίνητη, ενώ η ταχύτητα της m1 όταν
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συγκρούεται µε τη m2 είναι v1. Ζητούνται τα ύψη των δύο σφαιρών ύστερα από την
κρούση, όταν η κρούση είναι α) ελαστική και β) πλαστική.

Λύση

Θεωρούµε σα στάθµη µηδενικής δυναµικής ενέργειας του βαρυτικού πεδίου το
οριζόντιο επίπεδο που διέρχεται από τα κέντρα µάζας των σωµάτων όταν αυτά
βρίσκονται στη θέση ισορροπίας τους. Με αυτές τις προϋποθέσεις, όταν η µάζα m1
συγκρούεται µε τη m2 έχει ταχύτητα v1 που προσδιορίζεται από την αρχή διατήρησης
της µηχανικής ενέργειας.

2
1 1 1 1

1 2
2

m gd m v v gd= ⇒ =

Επειδή πριν και µετά την κεντρική και µετωπική κρούση των σωµάτων οι ταχύτητες
έχουν την οριζόντια διεύθυνση, στην εξίσωση διατήρησης της ορµής µπορούµε αντί
των διανυσµάτων να χρησιµοποιήσουµε τις αλγεβρικές τιµές των ταχυτήτων.

α) Όταν η κρούση είναι ελαστική (βλ. σχήµα) εφαρµόζουµε τις αρχές διατήρησης της
ορµής και κινητικής ενέργειας:

1 1 1 1 2 2m v m u m u= +
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2 2 2
1 1 1 1 2 2

1 1 1
2 2 2

m v m u m u= +

Με επίλυση του συστήµατος των δύο εξισώσεων προκύπτουν οι ταχύτητες µετά την
κρούση:

1 2 1
1

1 2

( )m m vu
m m
−

=
+

           και            1 1
2

1 2

2m vu
m m

=
+

όπου για m1 < m2 η ταχύτητα u1 έχει τη φορά του σχήµατος.
Το ύψος στο οποίο ανέρχονται τα δύο σώµατα υπολογίζεται για το καθένα ξεχωριστά
από την αρχή διατήρησης της ενέργειας. Θα πρέπει δηλαδή όλη η κινητική τους
ενέργεια να µετατραπεί σε δυναµική. Έτσι προκύπτει:

2
2 1

1 1 1 1 1
1
2 2

um gh m u h
g

= ⇒ =               και             
2

2 2
2 2 2 2 2

1
2 2

um gh m u h
g

= ⇒ =

β) Όταν η κρούση είναι πλαστική, τα δύο σώµατα µετά την κρούση ενώνονται και
αποκτούν ταχύτητα, u, που υπολογίζεται από την αρχή διατήρησης της ορµής πριν
και µετά την κρούση. Έτσι προκύπτει:

1 1
1 1 1 2

1 2

( ) m vm v m m u u
m m

= + ⇒ =
+

Σύµφωνα µε τα παραπάνω, οι δύο σφαίρες ανέρχονται σε ύψος 
2

2
uh
g

=

Άσκηση 4  (Μονάδες 10)

Ένας βαρκάρης, µάζας 75 Kg, στέκεται ακίνητος πάνω σε µια βάρκα µάζας 50 Kg (η
οποία αρχικά είναι ακίνητη πάνω στο νερό) και ρίχνει οριζόντια την άγκυρα, µάζας
10 Kg. ∆ίδεται ότι εάν ο βαρκάρης πέταγε οριζόντια την άγκυρα βρισκόµενος στη
στεριά και καταβάλλοντας την ίδια προσπάθεια η ταχύτητα της άγκυρας ως προς τον
βαρκάρη θα ήταν 2 m/s. Να βρεθεί α) η ταχύτητα, ως προς την επιφάνεια του νερού,
µε την οποία θα ανακρουστεί το σύστηµα βάρκα-βαρκάρης και β) η ταχύτητα της
άγκυρας ως προς την επιφάνεια του νερού. Θεωρείστε ότι η αντίσταση του νερού
είναι αµελητέα.

Λύση
α) Θεωρούµε τη βάρκα και τον βαρκάρη σαν ένα σώµα µάζας KgmB 125=
 Έστω BWu  η ταχύτητα της βάρκας και του βαρκάρη ως προς το νερό και AWu  η
ταχύτητα της άγκυρας ως προς το νερό.
Επειδή στο σύστηµα βάρκα-βαρκάρη και άγκυρας δεν ασκούνται εξωτερικές
δυνάµεις η ορµή του συστήµατος διατηρείται. Κατά τη διεύθυνση της κίνησης ισχύει:
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umum

umumumumPP
′+′=+⇒
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00
µεταπριν   (1)

Η ταχύτητα της ά
τον βαρκάρη  ( Au′

BWABAW uuu ′+′=′  

Η σχέση (1) λόγω
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+
−=′⇒

+′=

β) από τη σχέση 

BWABAW uuu ′+′=′

Άσκηση 5 (Μονά

∆ύο σωµατίδια 
1 2 3v i j= +

r rr , 2vr

στιγµή t1. Μία άλ
παρατηρητή που 
ως προς τον ακίν
δεν ασκούνται εξ

Λύση

Τη χρονική στιγµ
7

γκυρας ως προς το νερό ( AWu′ ) ισούται µε τη ταχύτητά της ως προς

B ) συν την ταχύτητα του βαρκάρη ως προς το νερό ( BWu′ ):
(2).

 της (2) γίνεται:

)

s
m

s
m

AB
B

BWAB

KgKg
Kgu

m

uu

148.02
10125

10
−=

+
−=′

⇒′+′

(2) η ταχύτητα της άγκυρας ως προς την επιφάνεια του νερού είναι :

( ) s
m

s
m

s
m 85.1148.02 =−+=

δες 9)

Α, Β έχουν µάζες m1=m, m2=3m (αντίστοιχα) και ταχύτητες
6i= −
r

 (αντίστοιχα) ως προς ακίνητο παρατηρητή, κάποια χρονική
λη χρονική στιγµή t2 η µάζα m1 έχει ταχύτητα 1 6u j′ =

rr  ως προς τον
κινείται µαζί µε το κέντρο µάζας. Ζητείται η ταχύτητα της µάζας m2
ητο παρατηρητή τη χρονική στιγµή t2. Στο σύστηµα των σωµατιδίων
ωτερικές δυνάµεις.

ή t1 η ταχύτητα του κέντρου µάζας είναι:
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1 1 2 2

1 2

(2 3 ) 3 ( 6 ) 4 0.75
3CM

m v m v m i j m iv i j
m m m m
+ + + −

= = = − +
+ +

r r rr r r rr

Επειδή στο σύστηµα δεν ενεργούν εξωτερικές δυνάµεις, η ταχύτητα του κέντρου
µάζας διατηρείται (σταθερή). Έτσι τη χρονική στιγµή t2, η ταχύτητα του κέντρου
µάζας είναι πάλι:

4 0.75CMv i j= − +
r rr                                                                                                        (1)

Αν 1ur , 2ur  οι ταχύτητες των m1, m2 τη χρονική στιγµή t2 ως προς τον ακίνητο
παρατηρητή, τότε είναι:

1 1 2 2 1 2
1 2

1 2

3 4 0.75 0.25 0.75
3CM

m u m u mu muv i j u u
m m m m

+ +
= = ⇒ − + = +

+ +

r r r r r rr r r                              (2)

Όµως τη χρονική στιγµή t2 η ταχύτητα της m1 ως προς ακίνητο παρατηρητή είναι:

1 1 4 0.75 6 4 6.75CMu v u i j j i j′= + = − + + = − +
r r r r rr r r

όπου 1u′r  η ταχύτητα της m1 ως προς τον παρατηρητή του κέντρου µάζας τη χρονική
στιγµή t2. Με αντικατάσταση του 1ur  στη σχέση (2) παίρνουµε:

2 24 0.75 0.25( 4 6.75 ) 0.75 4 1.25i j i j u u i j− + = − + + ⇒ = − −
r r r r r rr r

Άσκηση 6 (Μονάδες 10)

Ένα άδειο όχηµα που αρχικά έχει µάζα 0M  και αρχική ταχύτητα 0u  κινείται
ευθύγραµµα σε οριζόντιο επίπεδο χωρίς τριβή. Τη χρονική στιγµή 0=t αρχίζει να
πέφτει στο όχηµα άµµος µε σταθερό ρυθµό s

Kgλ . Βρείτε τη θέση του οχήµατος σα
συνάρτηση του χρόνου.

Λύση

Έστω ότι κάποια τυχαία χρονική στιγµή η µάζα της άµµου που βρίσκεται στο όχηµα
είναι m . Επειδή στο σύστηµα δεν εφαρµόζονται εξωτερικές δυνάµεις ισχύει:
α΄ τρόπος

( )( ) ( )

0

0 0

0
0

0 0 00

0 0 0

u m

u

d M m u M m dudP u dm
dt dt dt dt

Mdu dm du dm u u
u M m u M m M m

+ ⋅ + ⋅ ⋅
= ⇒ = ⇒ + = ⇒

− = ⇒ − = ⇒ =
+ + +∫ ∫

r r r r

r

r

(1)

β΄τρόπος
Αρχή διατήρησης της ορµής

Μ0 u0 = (Μ0 + m) u⇔  u = 0
0

0 u
mM

M
+



Γνωρίζουµε ότι: 
dt
dxu =  και από τις συνθήκες του προβλήµατος έχουµε:

tm
dt
dm

λλ =⇒=

Άρα η σχέση (1) γράφεται:

( )
0

000

0 0
00

0

0
000

0

0

ln
M

tMuMtx
tM

dtuMdx

tM
dtuMdxu

tM
M

dt
dx

tx ⋅+
⋅=⇒

⋅+
=⇒

⇒
⋅+

=⇒
+

=

∫∫
λ

λλ

λλ

Άσκηση 7 (Μονάδες 13)

Ένας άνθρωπος µάζας m βρίσκεται ακίνητος στο άκρο Α µιας βάρκας που έχει µάζα
Μ. Αρχικά η βάρκα είναι ακίνητη. Ο άνθρωπος µετακινείται στο άλλο άκρο Β του
σκάφους. Ζητείται η µετατόπιση του σκάφους. Η αντίσταση του νερού είναι
αµελητέα. ∆ίνεται το µήκος l  του σκάφους.

Λύση

Στο σύστηµα άνθρωπος-σκάφος δεν ασκούνται εξωτερικές δυνάµεις (η αντίσταση
του νερού θεωρείται αµελητέα ενώ το βάρος και η άνωση έχουν µηδενική
συνισταµένη). Έτσι η ταχύτητα του κέντρου µάζας παραµένει σταθερή και ίση µε
µηδέν. Άρα η θέση του κέντρου µάζας του συστήµατος δεν αλλάζει.

Θεωρούµε αρχή αξόνων ένα σταθερό σηµείο Ο στην προκυµαία. Όταν ο άνθρωπος
βρίσκεται στο άκρο Α της βάρκας, η θέση του κέντρου µάζας του συστήµατος
ανθρώπου-βάρκας( Cx ) είναι:

Mm
MxmxxC +

+
= 21    (1),

όπου 1x  είναι η θέση του ανθρώπου και 2x η θέση του κέντρου µάζας της βάρκας (βλ.
σχήµα 1)
Σχήµα 1
9
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Όταν ο άνθρωπος βρίσκεται στο άκρο Β της βάρκας, η θέση του κέντρου µάζας του
συστήµατος είναι:

Mm
xMxmxx CC +
′+′

==′ 21  (2), όπου 1́x είναι η νέα θέση του ανθρώπου και 2´x η νέα θέση

του κέντρου µάζας της βάρκας (βλ. σχήµα 2)

Ο άνθρωπος διένυσε το µήκος της βάρκας ( ) ( ) ( )BCAClAB ββ +==   (3)

Αλλά ( ) 12 xxAC −=β  (από το σχήµα 1)   (4)
και ( ) 21 xxBC ′−′=β  (από το σχήµα 2)       (5)

Από τις παραπάνω σχέσεις, η σχέση (3)  γράφεται:  2112 xxxxl ′−′+−=  (6)

Η βάρκα µετακινήθηκε κατά 22 xx −′ . Εξισώνοντας τα δεύτερα µέλη των σχέσεων (1)

και (2) προκύπτει ( )11222121 xx
M
mxxxMxmMxmx ′−=−′⇒′+′=+  (7)

Όµως από τη σχέση (6) έχουµε: 1 1 2 2x x x x l′ ′− = − − , οπότε η (7) δίνει:

( )2 2 2 2 2 2
m mx x x x l x x l
M M m

′ ′ ′− = − − ⇒ − = − ⋅
+

Το πρόσηµο (-) σηµαίνει ότι η µετακίνηση της βάρκας έγινε προς τ` αριστερά.

Άσκηση 8  (Μονάδες 12)

A) Ένα σωµατίδιο δέχεται µια διατηρητική δύναµη που συνδέεται µε τη δυναµική
του ενέργεια, η οποία ακολουθεί τη σχέση: 323)( xxxV −=  ( x  σε m).
i) ∆ώστε το διάγραµµα της )(xV .

Σχήµα 2



ii) Προσδιορίστε τη δύναµη που ασκείται πάνω στο σωµατίδιο. Ποιά είναι η φορά της
σε κατάλληλα διαστήµατα της µεταβλητής x  ;
iii) Να βρεθούν οι θέσεις ισορροπίας και το είδος της ισορροπίας σε κάθε θέση.
(Μονάδες 6)

Β) Υλικό σηµείο µάζας m κινείται στον άξονα x   υπό την επίδραση της διατηρητικής

δύναµης: 2)( x
a
kkxxF +−= , όπου k και α είναι θετικές σταθερές.

i) Να βρεθεί η συνάρτηση δυναµικής ενέργειας και να καθοριστούν οι θέσεις
ισορροπίας του υλικού σηµείου.
ii) Αν το υλικό σηµείο ξεκινά από τη θέση ax −=  χωρίς αρχική ταχύτητα, να βρεθεί
η ταχύτητα µε την οποία περνά από τη θέση όπου η δυναµική ενέργεια γίνεται
µέγιστη. (Μονάδες 6)

Λύση:

A)  i) Το διάγραµµα της συνάρτησης δυναµικής ενέργειας δίδεται στο σχήµα:

ii) Η δύναµη που α

 x
dx
dVxF 6)( −=−=

Άρα η δύναµη που 
άξονα x στο διάστ
άλλη τιµή της µετα

iii) Οι πιθανές θέσ

Άρα υπάρχουν δύο
11

σκείται πάνω στο σωµατίδιο δίδεται από τη σχέση:

( )xxxFx ˆ363 22 +−=⇒+
r

ασκείται πάνω στο σωµατίδιο έχει φορά αντίθετη από τη φορά του
ηµα 20 pp x , ενώ έχει τη φορά του άξονα x  για οποιαδήποτε
βλητής x .

εις ισορροπίας είναι εκείνες όπου 036)( 2 =+−=−= xx
dx
dVxF .

 πιθανές θέσεις, για 0=x και για 2=x .



12

Η πρώτη είναι θέση ευσταθούς ισορροπίας ενώ η δεύτερη ασταθούς ισορροπίας.

Πράγµατι: x
dx

Vd 662

2

−=  και για 0=x   02

2

f
dx

Vd άρα η συνάρτηση παρουσιάζει

ελάχιστο, ενώ για 2=x  02

2

p
dx

Vd άρα η συνάρτηση παρουσιάζει µέγιστο.

B)
i) Η δυναµική ενέργεια είναι:

3
2

0 0

2

32
)()()( x

a
kxkxVdxx

a
kkxdxxFxV

x x

−=⇒





 +−−=−= ∫ ∫

Οι θέσεις ισορροπίας αντιστοιχούν στα τοπικά ελάχιστα ή τοπικά µέγιστα της
συνάρτησης της δυναµικής ενέργειας. Άρα:

0100 2 =





 −⇒=−⇒=

a
xkxx

a
kkx

dx
dV

Άρα οι θέσεις ισορροπίας είναι τα σηµεία 0=x και ax = .

ii) Η δυναµική ενέργεια γίνεται µέγιστη στη θέση ax = . Πράγµατι:

x
a
kk

dx
Vd 2
2

2

−= .   Και για ax =  : 02
2

2

pka
a
kk

dx
Vd

−=−=

Η ζητούµενη ταχύτητα υπολογίζεται εφαρµόζοντας την αρχή διατήρησης της
ενέργειας µεταξύ των θέσεων ax −=  και ax = :

m
kauakmu

mua
a
kaka

a
kakaKaVaKaV

3
2

3
2

2
1

2
1

32
0

32
)()()()(

22

23232

=⇒=⇒

⇒+−=++⇒+=−+−

Άσκηση 9  (Μονάδες 8)

∆ύο σώµατα συνδέονται µε ένα ελαφρύ νήµα που περνάει γύρω από µία τροχαλία
χωρίς τριβές, όπως φαίνεται στο σχήµα. Το σώµα µε µάζα m1 κείται πάνω σε τραχιά
επιφάνεια και είναι συνδεδεµένο µε ένα ελατήριο σταθεράς k. Το σύστηµα αφήνεται
ελεύθερο ενώ ήταν ακίνητο και το ελατήριο δεν είχε εκταθεί. Υπολογίστε τον
συντελεστή τριβής ολισθήσεως ανάµεσα στο σώµα m1 και την επιφάνεια, όταν το
σώµα m2 κατεβεί αφού διανύσει απόσταση h προτού σταµατήσει.
∆ίνονται m1=0.5 Kg, m2=0.3 Kg, k=50 N/m, h=5 cm, g=9.8 m/s2



Λύση

Καθώς το σύστηµα
σύστηµα χάνει βαρ
ενέργεια, που αποθ
ενέργειας λόγω της 
γράψουµε το θεώρηµ

nc gW K U= ∆ + ∆ + ∆

όπου ncW  είναι το έρ

 1ncW fh m ghµ= − = −

K∆  είναι η µεταβολ
διότι η αρχική και η 

gU∆  είναι η µεταβο
το σώµα m2, επειδή η

2gU m gh∆ = −          

sU∆  είναι η µεταβο

21
2sU kh∆ =             

Θέτοντας τις (2), (3)

1 2
1
2

m gh m ghµ− = − +

και µε αριθµητική αν
13

 κινείται από το µεγαλύτερο ύψος του m2 στο µικρότερο, το
υτική δυναµική ενέργεια αλλά κερδίζει δυναµική ελαστική
ηκεύεται στο ελατήριο. Υπάρχουν όµως απώλειες µηχανικής
τριβής ανάµεσα στο m1 και την επιφάνεια. Μπορούµε λοιπόν να
α έργου-ενέργειας:

sU                                                                                                 (1)

γο που παράγουν οι µη διατηρητικές δυνάµεις, δηλ. η τριβή:

                                                                                                  (2)

ή της κινητικής ενέργειας του συστήµατος, η οποία είναι µηδέν
τελική ταχύτητα του συστήµατος είναι µηδέν,
λή της βαρυτικής δυναµικής ενέργειας που προέρχεται µόνο από
 κατακόρυφη συνιστώσα του m1 δεν µεταβάλλεται. Eποµένως

                                                                                                     (3)

λή της δυναµικής ενέργειας του ελατηρίου:

                                                                                                     (4)

, (4) στην (1) βρίσκουµε:

2
2

1

1
2

m g kh
kh

m g
µ

−
⇒ =

τικατάσταση βρίσκουµε µ=0.345.
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Άσκηση 10 (Μονάδες 10)

Σώµα µάζας m=1 Kg ισορροπεί πάνω σε τραπέζι όπως φαίνεται στο σχήµα. Ο
συντελεστής τριβής είναι µ=0.2 και οι σταθερές των ελατηρίων k1=40 N/m και k2=10
N/m. Μία οριζόντια δύναµη F

r
 µετατοπίζει ισοταχώς το σώµα κατά x=50 cm από την

αρχική θέση ισορροπίας. α) Υπολογίστε το έργο της δύναµης. β) Αν στη συνέχεια
αφήσουµε ελεύθερο το σώµα, ποια είναι η ταχύτητά του όταν περνά από τη θέση
ισορροπίας όπου τα ελατήρια έχουν το φυσικό τους µήκος; ∆ίδεται g=9.8 m/s2

F 
f 

x 0 

k1 k2 

Λύση

α) Υποθέτουµε ότι η µετατόπιση του σώµατος γίνεται κατά τη φορά που δείχνεται
στο σχήµα. Τότε κατά τη διάρκεια της µετατόπισης, επάνω στο σώµα στη διεύθυνση
της κίνησης ενεργούν η δύναµη F

r
 που το µετατοπίζει, η τριβή f

r
 και οι δύο

ελαστικές δυνάµεις (τάσεις) 1F
r

, 2F
r

 που προέρχονται από την παραµόρφωση των
ελατηρίων. Επειδή η µετατόπιση γίνεται ισοταχώς οι δυνάµεις ισορροπούν,

1 2 0F f F F+ + + =
rr r r

Οι ελαστικές δυνάµεις 1 1F k x= −  και 2 2F k x= −
είναι διατηρητικές δυνάµεις, ενώ η τριβή f N mgµ µ= =  είναι µη διατηρητική.
Από τη σχέση ισορροπίας των δυνάµεων προκύπτει ότι η F

r
 ως αντίθετη του

αθροίσµατος διατηρητικών και µη διατηρητικών δυνάµεων, είναι και αυτή µη
διατηρητική. Από αυτές τις δυνάµεις µόνο η τριβή έχει σταθερή τιµή κατά τη
διάρκεια της µετατόπισης.

 

F 

W 

N 

f 
+ 

x 0 

k1 k2 F1 F2 
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Για στοιχειώδη µετατόπιση dx το έργο όλων των δυνάµεων είναι µηδέν, δηλ. δεν
παρατηρείται µεταβολή της κινητικής ενέργειας του σώµατος. Αυτό συµφωνεί µε την
ισοταχή µετατόπισή του. Λαµβάνοντας υπόψη τη φορά των δυνάµεων ως προς τη
φορά της µετατόπισης (ds=dx), έχουµε για το έργο την ακόλουθη έκφραση:

1 2
0 0 0 0

(0 ) 0
x x x x

W x Fdx fdx F dx F dx→ = − − − =∫ ∫ ∫ ∫

Συνεπώς το έργο της δύναµης F
r

 είναι:

2 2
1 2 1 2

0 0 0 0

1 1
2 2

x x x x

FW Fdx fdx F dx F dx mgx k x k xµ= = + + = + +∫ ∫ ∫ ∫

Το αποτέλεσµα δείχνει ότι το έργο της δύναµης F
r

 δαπανάται για την εξουδετέρωση
της τριβής και για την παραµόρφωση των ελατηρίων, η οποία παραµόρφωση δίνει και
τη δυναµική ενέργεια που έχει το σύστηµα µετά τη µετατόπιση του σώµατος.
Αντικαθιστώντας τα δεδοµένα βρίσκουµε:

7.23 FW J=

β) Όταν στη συνέχεια αφήσουµε ελεύθερο το σύστηµα, το σώµα ξεκινά από την
ηρεµία και κινείται προς την αρχική του θέση. Η δύναµη F

r
 δεν υπάρχει, υπάρχουν

όµως οι ελαστικές δυνάµεις 1F
r

, 2F
r

 και η τριβή f
r

. Η φορά της τριβής f
r

 τώρα έχει
αλλάξει, είναι αντίθετη της προηγούµενης και φυσικά η φορά της είναι αντίθετη της
µετατόπισης (ds=-dx). Οι δυνάµεις 1F

r
, 2F
r

 διατηρούν τη φορά τους, που είναι η φορά
της µετατόπισης, την οποία άλλωστε και προκαλούν. Συνεπώς έχουµε:

0 0 0
2

1 2
1( 0)
2x x x

W x fdx F dx F dx mv→ = + − + − =∫ ∫ ∫

όπου v η ταχύτητα του σώµατος όταν περνά από τη θέση ισορροπίας. Από την
παραπάνω σχέση βρίσκουµε:

2
2 2 2 1 2

1 2
( ) 21 1 1

2 2 2
k k x mgxk x k x mv mgx v

m
µ

µ
+ −

+ = + ⇒ =

Η δυναµική ενέργεια του συστήµατος µετατράπηκε αφ’ ενός σε κινητική ενέργεια
του σώµατος και αφ’ ετέρου δαπανήθηκε για την εξουδετέρωση του έργου της
τριβής.
Με αντικατάσταση των δεδοµένων προκύπτει ότι 3.25 /v m s=
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