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Άσκηση 1 (5 µονάδες): 
 
Να βρεθεί η συνισταµένη των δυνάµεων που ενεργούν πάνω στο σώµα µάζας 2Kg , όπως φαίνεται στο 
σχήµα. Ποιό είναι το µέτρο και η διεύθυνσή της; Ποιο είναι το µέτρο και η διεύθυνση της επιτάχυνσης 
του σώµατος;  
∆ίνονται F1=120N, F2=90N, F3=30N, F4=80N. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Λύση 
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Η συνισταµένη τους
 εποµένως: 
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Άρα η συνιστr
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ουν πάνω στο σώµα είναι: 
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αµένη των δυνάµεων που ενεργούν πάνω στο σώµα είναι: 
 Nyx ˆ55.22ˆ52.122 +

 σχέση προκύπτει ότι το µέτρο της είναι:  
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Το σώµα µάζας 2 Kg επιταχύνεται υπό την επίδραση της δύναµης F, µε επιτάχυνση µέτρου:     
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Άσκηση 2 (7 µονάδες): 
 
Οι  εξισώσεις συντεταγµένων θέσης-χρόνου ενός υλικού σηµείου είναι : 

2tx =  και         (όπου το t µετριέται σε sec) 32 24 −−= tty
Να βρεθεί : 

α) η εξίσωση της τροχιάς (δηλαδή η συντεταγµένη y σαν συνάρτηση της συντεταγµένης x ). 
β) η ταχύτητα και η επιτάχυνσή του την χρονική στιγµή t = 1.5 s.  
Τα x,y µετρούνται σε µέτρα (m) 
 
Λύση: 
 
 α) Aπό τις εξισώσεις συντεταγµένων θέσης-χρόνου του σώµατος  και  , µε 
απαλοιφή του χρόνου t προκύπτει η εξίσωση της τροχιάς : 

2tx = 32 24 −−= tty

 
322 −−= xxy , που είναι παραβολή. 

 
β) Το διάνυσµα θέσης ενός τυχαίου σηµείου της τροχιάς είναι: 
  yttxtr ˆ)32(ˆ 242 −−+=
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Άρα η ταχύτητα και η επιτάχυνσή του είναι: 
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Από τις παραπάνω σχέσεις προκύπτει ότι τη χρονική στιγµή t=1.5 s η ταχύτητά του είναι: 
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και η επιτάχυνσή του είναι: 
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Άσκηση 3 ( 5 µονάδες) 
 
Σε µια παγωµένη λίµνη κάποιος χτυπά ένα  δίσκο  και  του  δίνει  αρχική  ταχύτητα 20 m/s. Βρείτε τον 
συντελεστή ολισθήσεως ανάµεσα στο δίσκο και στον πάγο εάν ξέρετε ότι ο δίσκος ολίσθησε συνολικά 
120 m προτού σταµατήσει. ∆ίδεται g=9.8m/sec2 
 
Λύση: 
 
Οι δυνάµεις που δρουν πάνω στο δίσκο είναι α) το βάρος του Β=mg, β) η κάθετη αντίδραση του πάγου 
(Ν) και γ) η δύναµη της τριβής ( fk ), η οποία προκαλεί µια σταθερή επιβράδυνση πάνω στο δίσκο.  
 Ο δίσκος ισορροπεί κατά την κατακόρυφη διεύθυνση ενώ κινείται επιβραδυνόµενος κατά την 
οριζόντια διεύθυνση. Εφαρµόζοντας το δεύτερο νόµο του Νεύτωνα, οι συνθήκες κίνησής του είναι:  
 

   
 -fk= -mα    (1) 
 
N-mg=0    (2) 
 
Αλλά  fk=µκ Ν  (3) 
 
Από τις σχέσεις (1), (2) και (3) έπεται ότι η 
επιτάχυνση του δίσκου είναι: 
α=µκ g  (4) 
 
 

Θεωρώντας ότι τη χρονική στιγµή t=0 ο δίσκος βρίσκεται στη θέση x0=0 και έχει αρχική ταχύτητα 
u=u0,  η εξίσωση ταχύτητας-χρόνου του δίσκου είναι:  u (5)  και η εξίσωση θέσης-

χρόνου:      
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Απαλείφοντας τον χρόνο από τις εξισώσεις (5) και (6) καταλήγουµε στη σχέση: 
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Θέτοντας στην παραπάνω σχέση u=0 (για την τελική ταχύτητα του δίσκου) και αντικαθιστώντας  την 
επιτάχυνση από τη σχέση (4), προκύπτει ότι ο συντελεστής ολίσθησης είναι : 
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Άσκηση 4 (10 µονάδες): 
 
Πύραυλος  κινείται από την επιφάνεια της Γης  προς τα πάνω µε σταθερή επιτάχυνση, διπλάσια από 
την επιτάχυνση της βαρύτητας, όσο λειτουργεί ο κινητήρας του. Ο χρόνος λειτουργίας του κινητήρα 
είναι 50s. Η αντίσταση του αέρα και η µεταβολή της επιτάχυνσης της βαρύτητας µε το ύψος θεωρείται 
αµελητέα. ∆ίνεται g=10 m/s2   
α) Υπολογίστε το µέγιστο ύψος στο οποίο θα φτάσει ο πύραυλος. 
β) Υπολογίστε το συνολικό χρόνο πτήσης από τη στιγµή της εκτόξευσης µέχρι την επιστροφή του στη 
Γη.  
γ) Σχεδιάστε το διάγραµµα ταχύτητας-χρόνου σ’ όλη τη διάρκεια της πτήσης του πυραύλου. 
δ) Σχεδιάστε το διάγραµµα ύψους–χρόνου, σ’ όλη τη διάρκεια της πτήσης του πυραύλου. 
 
Λύση : 
 



 Η κίνηση του πυραύλου όσο λειτουργεί ο κινητήρας του (δηλαδή για χρόνο t1=50s ) είναι ευθύγραµµη 
οµαλά επιταχυνόµενη, µε επιτάχυνση: a  (1). zg ˆ2=

r

Η ταχύτητά του κάθε χρονική στιγµή      δίνεται από τη σχέση:   u   (2)    και  η θέση 

του από τη σχέση:    (3) 
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Τη χρονική στιγµή t =50s, όταν σταµατά να λειτουργεί ο κινητήρας του πυραύλου, η ταχύτητά του, 
λόγω της (1), είναι:  (4) και η θέση του, λόγω της (3) είναι:  (5)  
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Από τη στιγµή που θα σταµατήσει ο κινητήρας , ο ύραυλος θα συνεχίσει να κινείται προς τα πάνω 
µέχρι να µηδενιστεί η ταχύτητά του µε επιτάχυνση:   (6).  
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Η χρονική στιγµή t2 κατά την οποία µηδενίζεται η ταχύτητά του υπολογίζεται από τη σχέση (7): 
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 Το µέγιστο ύψος στο οποίο θα φτάσει ο πύραυλος (δηλαδή η θέση του τη χρονική στιγµή t2=150s) 
υπολογίζεται από τη σχέση (8):  
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β) Μετά τη χρονική στιγµή t2, όπου ο πύραυλος φτάνει στο µέγιστο ύψος του, η κίνηση του πυραύλου 
είναι ελεύθερη πτώση χωρίς αρχική ταχύτητα. Η επιτάχυνσή του δίνεται από τη σχέση (6). 
 Η εξίσωση ταχύτητας-χρόνου είναι: u  (11)  zttg ˆ)( 2−−=

r

και η εξίσωση θέσης-χρόνου:  

zttggtzzttgzz ˆ])(
2
13[ˆ])(

2
1[ 2

2
2
1

)10(2
22 −−=→−−=

rrr
 (12) 

 
Από την παραπάνω σχέση (12) µπορούµε να υπολογίσουµε τη χρονική στιγµή t=t3  που ο πύραυλος 
φτάνει στη Γη, θέτοντας z=0: 
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Η λύση 113 5.0)63( ttt =−=  δεν  έχει φυσική σηµασία, άρα ο συνολικός χρόνος πτήσης του 
πυραύλου είναι: 
 stt 27245.5)63( 113 ==+=t  
 
γ) Σύµφωνα µε τα προηγούµενα, η ταχύτητα του πυραύλου στα τρία στάδια της κίνησής του δίδεται 
από τις παρακάτω εξισώσεις, οι οποίες παριστάνουν ευθείες µε κλίσεις που αναγράφονται δίπλα τους:   
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Το διάγραµµα ταχύτητας χρόνου παριστάνεται στο σχήµα 1 : 
 



 
 
 

Σχήµα 1: ∆ιάγραµµα ταχύτητας-χρόνου πτήσης του πυραύλου 
 
δ) Σύµφωνα µε τα προηγούµενα , τα διανύσµατα θέσης στις τρεις φάσεις της κίνησης του πυραύλου 
έχουν µέτρα που δίνονται από τις σχέσεις: 
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 Το διάγραµµα ύψους-χρόνου του πυραύλου δίνεται στο σχήµα 2 : 
 

 
Σχήµα 2: ∆ιάγραµµα ύψος-χρόνου του πυραύλου 

 
 
 
 
 



Άσκηση 5 (6 µονάδες): 
 
Σώµα ρίχνεται κατακόρυφα προς τα πάνω µε αρχική ταχύτητα U0=30 m/s2. Ταυτόχρονα ένα δεύτερο 
σώµα αφήνεται από ύψος Hm να πέσει ελεύθερα. Τα δύο σώµατα συναντιούνται όταν το πρώτο απέχει 
από το έδαφος το 1/3 του µέγιστου ύψους στο οποίο µπορεί να ανεβεί. Να βρεθεί το ύψος Hm .  ∆ίνεται 
g=10 m/s2   
 
Λύση: 
Το πρώτο σώµα εκτελεί ευθύγραµµη οµαλά επιταχυνόµενη κίνηση κατά τον άξονα z (βλ. σχήµα 3), µε 
επιτάχυνση αντιπαράλληλη µε τον άξονα z και µέτρο ίσο µε την επιτάχυνση της βαρύτητας: 

 (1) .  zgza ˆˆ −=
 
Η ταχύτητά του κάθε χρονική στιγµή t δίδεται από τη σχέση : 
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και η θέση του από τη σχέση: zgttuz ˆ
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Σχήµα 3.  
 
Το µέγιστο ύψος  στο οποίο θα φτάσει είναι το σηµείο στο οποίο η ταχύτητά του µηδενίζεται, άρα από 
τις σχέσεις (2) και (3) έπεται: 
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Τα δύο σώµατα συναντιούνται τη χρονική στιγµή (t1) όπου το πρώτο σώµα βρίσκεται σε ύψος 
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Από την παραπάνω σχέση βρίσκουµε ότι τα δύο σώµατα συναντιούνται τις χρονικές στιγµές 

 και  t  που αντιστοιχούν στην άνοδο και στην κάθοδο του πρώτου σώµατος. st 55.01 =′ s45.51 =″

Η εξίσωση θέσης-χρόνου του δεύτερου σώµατος είναι: zgtHzH m ˆ
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Τη χρονική στιγµή t1 όπου τα δύο σώµατα συναντιούνται ισχύει:
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Από την παραπάνω σχέση προκύπτει (µε αριθµητική αντικατάσταση) ότι αν τα δύο σώµατα 

συναντιούνται τη χρονική στιγµή (δηλαδή όταν το πρώτο σώµα ανεβαίνει), τότε το 

δεύτερο σώµα έχει αφεθεί από ύψος , ενώ εάν συναντιούνται τη χρονική στιγµή 

, τότε το ύψος από το οποίο έχει αφεθεί το δεύτερο σώµα είναι  
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Άσκηση 6 (5 µονάδες): 
 
Ένα βοµβαρδιστικό αεροπλάνο  ενώ πετάει οριζόντια µε ταχύτητα 275 m/s  ως προς το έδαφος και σε 
ύψος 3000 m πάνω από µία πεδιάδα, ρίχνει µία βόµβα. Αγνοήστε την αντίσταση του αέρα και 
υπολογίστε: Σε ποια οριζόντια απόσταση από το σηµείο από το οποίο αφέθηκε η βόµβα, θα 
προσκρούσει η βόµβα στο έδαφος;  Αν το αεροπλάνο διατηρεί την αρχική του πορεία και ταχύτητα, 
πού θα βρίσκεται κατά τη στιγµή που η βόµβα θα προσκρούσει στο έδαφος; (∆ίδεται: g = 9.81 m/sec2) 
 
Πρώτος τρόπος.  
Η κίνηση της βόµβας µπορεί να αναλυθεί 
σε δύο κινήσεις. Μία κατακόρυφη οµαλά 
επιταχυνόµενη κίνηση µε επιτάχυνση 
g=9.81 m/s2 και µία ευθύγραµµη οµαλή 
κίνηση µε ταχύτητα υ0=275 m/s δηλαδή 
ίση µε την ταχύτητα του αεροπλάνου. 

t = 0 s 
x = 0 m 
y = 0 m y 

x 

Ας υποθέσουµε ότι το αεροπλάνο αφήνει 
την βόµβα τον χρόνο t=0 στην αρχή των 
αξόνων. Ο άξονας x είναι προς τα δεξιά 
όπως φαίνεται στο σχήµα και ο άξονας y 
είναι προς τα πάνω.  
Η θέση της βόµβας κάθε χρονική στιγµή 
δίδεται από τις εξισώσεις:  
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Από την εξίσωση (6.2) βρίσκουµε ότι ο χρόνος που θα απαιτηθεί για να χτυπήσει η βόµβα στο έδαφος 
είναι 
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Σε αυτό τον χρόνο η βόµβα θα έχει διανύσει οριζοντίως  
 

( )( ) msmsx 680173.24275 1 == −  
 
Το αεροπλάνο έχει την ίδια ταχύτητα όπως και η βόµβα στην κατεύθυνση x. Κατά συνέπεια θα 
βρίσκεται 3000 m ακριβώς πάνω από την βόµβα όταν αυτή θα κτυπήσει το έδαφος. 
 
∆εύτερος τρόπος.  
Αν απαλείψουµε τον χρόνο µεταξύ των εξισώσεων (6.1) και (6.2) παίρνουµε την εξίσωση τροχιάς της 
βόµβας. Θα έχουµε  
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Την στιγµή της πρόσκρουσης θα έχουµε y = -3000 m. Άρα το x θα είναι 
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Άσκηση 7 (5 µονάδες) 
 
Μια µικρή πέτρα µάζας m είναι δεµένη µε νήµα µήκους R και περιστρέφεται κυκλικά σε κατακόρυφο 
επίπεδο γύρω από ένα σταθερό σηµείο Ο. Προσδιορίσετε την τάση του νήµατος την στιγµή που το 
µέτρο της ταχύτητας της πέτρας είναι |υ| και το νήµα σχηµατίζει γωνία θ µε την κατακόρυφο. Για ποια 
γωνία η τάση του νήµατος είναι µέγιστη και για ποια είναι ελάχιστη ; 
 



Λύση 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Παρατηρούµε πρώ
διότι λόγω του βάρ
σχήµα παρατηρούµ
στο σηµείο Γ), οι µ
νήµατος. Αναλύου
(=mgsinθ). Εφαρµό
βρίσκουµε: 
 
  Σ
 
  a
 
Η γωνία θ µεταβάλ
Από την σχέση 7.1
τροχιάς είναι µηδέ
µέτρο της ταχύτητ
επιτρόχια επιτάχυν
επιτρόχια επιτάχυν
τροχιάς της πέτρα
τροχιάς της, η πέτ
ταχύτητας αυξάνετ
ταχύτητα) για να γ
συµπέρασµα ότι:  

 
 |υ|κάτω >  |

 
 Εφαρµόζοντας τον
των δυνάµεων στ
επιτάχυνση: 
  Σ
 
  Τ
 
 Για θ = 0, cosθ = 1
 
Τ = m ( g  + υ2

 κάτω 

 
Για θ = 180ο , δηλ
τάση παίρνει την ελ
 
Τ = m ( -g  + υ2

 άνω 
 

τα ότι το µέτρο της ταχύτητας της πέτρας δεν είναι σταθερό αλλά µεταβάλλεται, 
ους της πέτρας υπάρχει εφαπτοµενική συνιστώσα της επιτάχυνσης. Στο παραπάνω 
ε την πέτρα σε τρία σηµεία της κυκλικής της τροχιάς. Σε κάθε σηµείο (όπως π.χ. 
όνες δυνάµεις που δρουν στην πέτρα είναι α) το βάρος της mg,  και β) η τάση Τ του 
µε το βάρος σε µια ακτινική (=mgcosθ) και µια εφαπτοµενική συνιστώσα 
ζοντας τον δεύτερο νόµο του Νεύτωνα στην εφαπτοµενική (ή επιτρόχια) διεύθυνση 

 Ft =  mg sinθ = mat           από όπου προκύπτει: 

 t  = gsinθ     (7.1) 

λεται από θ = 0 (0ο) στο κατώτατο σηµείο της κυκλικής τροχιάς, ως θ = 2π (=360ο). 
 προκύπτει ότι η επιτρόχια επιτάχυνση στο κατώτατο και στο ανώτατο σηµείο της 
ν (sin0ο=sin180ο = 0 ). Ακολουθώντας την κίνηση της πέτρας, όπως στο σχήµα, το 
ας αυξάνεται καθώς η πέτρα πλησιάζει το κατώτερο σηµείο ( |υ|κάτω), γιατί η 
ση έχει την ίδια φορά µε την ταχύτητα, και αφού το περάσει ελαττώνεται καθώς η 
ση ενεργεί αντίθετα προς την κίνηση (επιβράδυνση). Άρα στο κατώτερο σηµείο της 
ς το µέτρο της ταχύτητας έχει µέγιστη τιµή. Φτάνοντας στο ανώτατο σηµείο της 
ρα θα έχει µέτρο ταχύτητας ελάχιστο ( |υ|άνω ) γιατί στην συνέχεια το µέτρο της 
αι (εφ’ όσον, όπως είπαµε, η επιτρόχια επιτάχυνση έχει την ίδια φορά µε την 
ίνει ξανά µέγιστο στο κατώτατο σηµείο της τροχιάς. Έχουµε λοιπόν φτάσει στο 

υ|άνω    και   |υ|κάτω = µέγιστο,     |υ|άνω  = ελάχιστο  (7.2) 

 δεύτερο νόµο του Νεύτωνα στην ακτινική διεύθυνση, έχουµε ότι η συνισταµένη 
ην πέτρα είναι η κεντροµόλος δύναµη στην οποία οφείλεται η κεντροµόλος 

 Fr = T – mgcosθ = mυ2 / R ,    από τη σχέση αυτή προκύπτει: 

 = m ( g cosθ + υ2 / R  )     (7.3) 

 και δεδοµένης της ανισότητας 7.2,  η σχέση 7.3 γίνεται: 

/ R  )        δηλαδή η τάση παίρνει την µέγιστη τιµή στο κατώτατο σηµείο της  
    κυκλικής τροχιάς 

αδή στο ανώτατο σηµείο της κυκλικής τροχιάς, δεδοµένης της ανισότητας 7.2, η 
άχιστη τιµή της, αφού η σχέση  7.3 γίνεται: 

/ R  )         



 
Άσκηση 8 (8 µονάδες): 
 
Σώµα εκτελεί βολή µε αρχική ταχύτητα υ0 υπό γωνία φ ως προς  το οριζόντιο επίπεδο. Υπολογίστε την 
ακτίνα καµπυλότητας της τροχιάς του σώµατος (δηλαδή την απόσταση R από το εκάστοτε κέντρο 
περιστροφής καθώς το σώµα εκτελεί καµπυλόγραµµο κίνηση) σαν συνάρτηση του χρόνου, t, 
αγνοώντας την αντίσταση του αέρα. Υπόδειξη: Η συνιστώσα της βαρύτητας που είναι κάθετη στην 
τροχιά παίζει τον ρόλο της κεντροµόλου δύναµης. 
 
Λύση 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
     
Έστω ότι µια τυχαία χρονική στιγµή t το σώµα βρίσκεται στη θέση Α και έχει ταχύτητα υ, η οποία 
σχηµατίζει γωνία θ µε τον οριζόντιο άξονα. Τον ρόλο της κεντροµόλου επιτάχυνσης (εφ όσον 
εκτελείται καµπυλόγραµµη κίνηση) δεν µπορεί παρά να τον παίζει η συνιστώσα της επιτάχυνσης της 
βαρύτητας που είναι κάθετη στο σηµείο Α της τροχιάς και εποµένως σχηµατίζει γωνία θ µε τον 
κατακόρυφο άξονα (βλέπε σχήµα). Έτσι αν R είναι η ακτίνα καµπυλότητας της τροχιάς: 
 
  g r = υ2/R     (8.1) 
 
Από το σχήµα επίσης βλέπουµε ότι: 
 
  g r = g cosθ 
 
και   cosθ = υ x / υ   
 
άρα  g r = g υ x / υ     (8.2) 
 
Από τις 8.1 και 8.2 έχουµε ότι: 
 
  R = υ3/ g υ x = ( υ x 2 + υ y 2 )3/2 / g υ x  (8.3) 
 
Για την βολή ξέρουµε ότι: υ x = υ 0 cosφ   και    υ y = υ 0 sinφ – g t   οπότε αντικαθιστώντας στην 8.3 
έχουµε: 
 

  
( )

gcosφυ
tggtsinφ2υυ

R
0

3/222
0

2
0 +−

=   (8.4) 

  
 
 
 
 
 
 
 
 



Άσκηση 9 (7 µονάδες): 
 
Τα σώµατα Α και Β συνδέονται µε αβαρές νήµα και 
έχουν µάζες ΜΑ=6 Kg και ΜΒ=3 Kg αντίστοιχα. Στο 
σώµα Α ασκείται δύναµη 50Ν. Τα δύο σώµατα 
κινούνται. Να βρεθεί η τάση στο νήµα.  
α) όταν δεν υπεισέρχεται  τριβή στην κίνηση 
β) όταν υπεισέρχεται τριβή και ο συντελεστής τριβής ολ
επίπεδο είναι µκ = 0.1. ∆ίνεται g =10 m/s2  . 
 
Λύση: 
 
α) Στο σώµα Α δρουν οι ακόλουθες δυνάµεις: α) το βάρο
επιπέδου ΝΑ , γ) η τάση του νήµατος ΤΑ και δ) η δύναµ
δρουν οι δυνάµεις α) το βάρος του WΒ=MΒg , 2) η κάθετ
του νήµατος ΤΒ .  
Λόγω δράσης και αντίδρασης ισχύει: ΤΑ=ΤΒ . 
 
 
 
 
 

Τα δύο σώµα
ενώ κατά το
µε την ίδια ε
 
 
 

Οι συνθήκες κίνησης για το σώµα Α είναι:      
MTF

WN

A

AA

=−
=−

 

Οι συνθήκες κίνησης για το σώµα Β είναι:       
MT
WN

BB

BB

⋅=
−

 
και ισχύει  TA=TB  (3) 
 
Από τις σχέσεις (1), (2) και (3) προκύπτει: 
 

N
MM
MFT

M
M

T
TF

BA

B
A

B

A

A

A 7,16=
+
⋅

=⇒=
−

 

 
β) Στο σώµα Α δρουν οι δυνάµεις α) το βάρος του WA=M
, γ) η τάση του νήµατος ΤΑ,  δ) η δύναµη  F και ε) η δύνα
Β δρουν οι δυνάµεις α) το βάρος του WΒ=MΒg , β) η κάθετ
νήµατος ΤΒ  και δ) η δύναµη τριβής fB. Λόγω δράσης και α

 
 
Τα δύο
άξονα 
επιτάχυ
 
 
 
 
 

 

ίσθησης  των δύο σωµάτων µε το οριζόντιο 

ς του WA=MAg , β) η κάθετη αντίδραση του 
η έλξης F. Αντίστοιχα στο δεύτερο σώµα Β 
η αντίδραση του επιπέδου ΝΒ και 3) η τάση 

τα ισορροπούν κατά τον κατακόρυφο άξονα 
ν οριζόντιο άξονα κινούνται επιταχυνόµενα 
πιτάχυνση, α . 

    (1) 
aA ⋅

0

       (2) 
a
= 0

Ag , β) η κάθετη αντίδραση του επιπέδου ΝΑ 
µη τριβής fA. Αντίστοιχα στο δεύτερο σώµα 
η αντίδραση του επιπέδου ΝΒ  γ) η τάση του 
ντίδρασης ισχύει: ΤΑ=ΤΒ . 

 σώµατα ισορροπούν κατά τον κατακόρυφο 
ενώ κινούνται επιταχυνόµενα, µε την ίδια 
νση, a’ , κατά τον οριζόντιο άξονα. 



Οι συνθήκες κίνησης για το σώµα Α είναι:   (4) 
aMfTF

WN

AAA

AA

′⋅=−−
=− 0

 

Οι συνθήκες κίνησης για το σώµα Β είναι:           (5) 
aMfT

WN

BBB

BB

′⋅=−
=− 0

 

και ισχύει :                             (6) 

BkB

AkA

BA

Nf
Nf

TT

µ
µ

=
=
=

 
Από τις σχέσεις (4), (5) και (6) έπεται: 
 

N
MM
MFT

M
M

gMT
gMTF

M
M
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fTF
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B
A

B

A

BkA

AkA

B

A

BA

AA 7,16=
+
⋅

=⇒=
⋅−
⋅−−

⇒=
−
−−

µ
µ

 

 
 
 
Άσκηση 10 (8 µονάδες): 
                           

5 kg a = 2 m/s2 

A

30° 

Η σφήνα που φαίνεται στο διπλανό σχήµα κινείται 
πάνω σε µία λεία οριζόντια επιφάνεια.. Ένα σώµα 
µάζας 5 kg βρίσκεται πάνω στην σφήνα και είναι 
δεµένο µε ένα αβαρές νήµα στο σηµείο Α. Τριβή 
µεταξύ της σφήνας και του σώµατος δεν υπάρχει. 
Υπολογίστε την τάση του νήµατος και την κάθετη 
δύναµη που ασκεί η σφήνα στο σώµα όταν: 
(α)  η σφήνα κινείται ευθύγραµµα και οµαλά. 
(β)  η σφήνα κινείται µε επιτάχυνση 2 m/s2.  
(∆ίδεται: g = 9.81 m/sec2) 
 
Λύση 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Τ
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ο σώµα µάζας 5 kg ακολουθεί την κίνηση της σφήνας και θα έχει την ίδια επιτάχυνση µε αυτήν. Πάνω 
το σώµα ασκούνται η τάση του νήµατος Τ, το βάρος του Β=mg και η κάθετη δύναµη από την σφήνα 
.  Αναλύουµε τις δυνάµεις που ασκούνται πάνω στο σώµα στις x και y συνιστώσες. Η επιτάχυνση a 
ίναι στην οριζόντια κατεύθυνση, (κατά το σχήµα στην κατεύθυνση x). 

(10.1)                  30sin30cos maNTmaFx =−⇒=∑ oo  

(10.2)                  030cos30sin0 =−+⇒=∑ BNTFy
oo  



Από την εξίσωση (10.2) έχουµε  
 

)3.10(                 
30cos

30sin
o

oTmgN −
=  

 
Αντικαθιστώντας την (10.3) στην εξίσωση (10.1) έχουµε 

 

( ) )4.10(                               30tan155.1

30tan
30cos
30sin30cos
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o
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 −
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Αντικαθιστώντας  στην (10.4) τις τιµές α = 2 m/s2, m = 5 kg, και g = 9.81m/s2 βρίσκουµε 
  

Τ=33.16 Ν και 
 

Τέλος από την (10.3)  
 

Ν=37.44 Ν 
 

Στην περίπτωση που το σύστηµα δεν επιταχύνεται, οι εξισώσεις κίνησης γίνονται 
 

(10.1a)                  030sin30cos0 =−⇒=∑ oo NTFx  

 
(10.1b)                  030cos30sin0 =−+⇒=∑ BNTFy

oo  

 
Λύνοντας το σύστηµα των δύο εξισώσεων ως προς Τ και Ν παίρνουµε  
 

Τ  = 24.51 Ν               και           Ν = 42.49  Ν 
 
 
 
Άσκηση 11 (7 µονάδες): 
                
Από τον Άλιµο και την Βουλιαγµένη (απόσταση L) ξεκινούν ταυτόχρονα δύο ταχύπλοα κινούµενα 
ευθύγραµµα και οµαλά, ένα από τα οποία κινείται µε ταχύτητα υ1 και το άλλο µε ταχύτητα υ2. Η 
ταχύτητα του ενός σχηµατίζει συνεχώς γωνία α µε την ευθεία ΑΒ που συνδέει τα σηµεία εκκίνησης 
ενώ της δεύτερης σχηµατίζει γωνία β. Ποια θα είναι η ελάχιστη απόσταση που θα πλησιάσουν τα 
ταχύπλοα; (υπόδειξη: η άσκηση λύνεται εύκολα θεωρώντας παρατηρητή που βρίσκεται στο ένα από τα 
δύο ταχύπλοα και θεωρεί τον εαυτό του ακίνητο.) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Λ
 

 

ύση 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Οι συνθήκες που 
ακίνητο παρατηρητ
ξεκινά από το σηµε
είναι ακίνητο, ενώ 
 
   υ
 
Από το παραπάνω 
καθέτου, ΑΚ, που
δεύτερο ταχύπλοο 
Εποµένως από το σ
 

Α
  

Επίσης από το σχή
 

 υ
 

υ
 
Από τις  11.3 και 1
 

  
 

ώστε επειδή από τη

 

  A

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

περιγράφονται στην εκφώνηση της άσκησης αυτής αναφέρονται, προφανώς, σε 
ή. Έστω, όµως, σύστηµα Ο το οποίο κινείται µαζί µε το πρώτο ταχύπλοο (αυτό που 
ίο Α και τρέχει µε ταχύτητα υ1). Σ΄ αυτό το σύστηµα αναφοράς το πρώτο ταχύπλοο 
το δεύτερο ταχύπλοο τρέχει µε ταχύτητα: 

  =  - υ1 + υ2     (11.1) 

σχήµα φαίνεται ότι η ελάχιστη απόσταση µεταξύ τους θα είναι ίση µε το µήκος της 
 µπορούµε να φέρουµε στην ευθεία ΒΚ, κατά µήκος της οποίας θα κινηθεί το 
στο σύστηµα Ο. 
χήµα έχουµε (όπου τα υ1 και υ2 είναι τα µέτρα των ανυσµάτων υ1 και υ2): 

Κ = L sinφ     (11.2)   

µα 

 cosφ = υ2 cosβ  + υ1 cosα   (11.3) 

 sinφ = υ2 sinβ – υ1 sinα    (11.4) 

1.4,  απαλείφοντας το υ, προκύπτει: 

 tanφ = (υ2 sinβ – υ1 sinα) / (υ2 cosβ  + υ1 cosα) (11.5) 

ν τριγωνοµετρία:  
φ

φ
φ

2tan1
tan
+

=sin    η 11.2 γίνεται µε την βοήθεια της 11.5: 

[ ]
( )[ ]2

1212

1212

)coscos/()sinsin(1
)coscos/()sinsin(
αυβυαυβυ
αυβυαυβυ

+−+
+−

= LK  



Άσκηση 12 (5 µονάδες) 
 
Ένα αεροπλάνο πετάει προς ανατολάς µε ταχύτητα 400 km/h (σε σχέση µε τον αέρα). Ταυτόχρονα ο 
άνεµος πνέει προς βορρά µε ταχύτητα 75 km/h σε σχέση µε το έδαφος. Βρείτε το µέτρο και την 
κατεύθυνση της ταχύτητας του αεροπλάνου σε σχέση µε το έδαφος. 
 
Λύση 
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 ταχύτητα του αεροπλάνου υαε σε σχέση µε το έδαφος είναι το διανυσµατικό άθροισµα των δύο 
αχυτήτων που ορίζονται στην εκφώνηση. Η ταχύτητα που αναπτύσσει το αεροπλάνο σε σχέση µε τον 
έρα είναι υαα = (400 km/h) i  και η ταχύτητα του αέρα σε σχέση µε το έδαφος είναι υwε = (75 km/h) j. 
τσι βρίσκουµε: 

| υαε | = { (400 km/h)2 + (75 km//h)2}1/2   =  407 km/h 

 γωνία που σχηµατίζει η ταχύτητα υαε µε την ανατολική διεύθυνση είναι: 

tanθ = (75 km/h)/(400 km/h) = 0.1875  ή  θ = 10.9ο  

ποµένως η ταχύτητα του αεροπλάνου σε σχέση µε τη γη είναι 407 km/h και µε κατεύθυνση 10.6ο 
όρεια από την ανατολή. 

σκηση 13 (6 µονάδες) : 

ι µάζες m και M ενώνονται όπως στο σχήµα. Η τροχαλία θεωρείται χωρίς µάζα και χωρίς τριβές. 
οια είναι η µέγιστη προς τα πάνω δύναµη F, που θα πρέπει να εφαρµοσθεί στην τροχαλία χωρίς η 
άζα Μ να ξεκολλήσει από το έδαφος ; Ποια η επιτάχυνση της m ; 

 



 
 
Λύση 

 
 
Πάνω στο πρώτο σώµα µάζας Μ ασκούνται οι εξής δυνάµεις: α) Το βάρος του  W1 =Mg ,  β) η τάση 
του νήµατος Τ1  και γ) η αντίδραση του δαπέδου Ν.   
Πάνω στο δεύτερο σώµα µάζας m  ασκούνται οι δυνάµεις : α) Το βάρος του W2=mg και β) η τάση του 
νήµατος Τ2.  
Λόγω δράσης και αντίδρασης είναι T  (1) TT

rrr
≡= 21

Πάνω στην τροχαλία ασκούνται οι δυνάµεις α) η δύναµη F β) η T   και γ) η T  11 T
rr

=′ 22 T
rr

=′

Είναι :    (2) 1
)1(

2121 200 TFTTFTTF =→=−−⇒=++
rrr

 
Τ  πρώτο σώµα µάζας Μ ισορροπεί  άρα : 

vrrο
)(200 1

)2(
1111 NWFNTWNTW −=→=++−⇒=++  (3) 

 
Η µέγιστη δύναµη εφαρµόζεται πάνω στην τροχαλία όταν Ν=0, δηλαδή όταν το σώµα µάζας Μ 
ισορροπεί χωρίς ταυτόχρονα να αγγίζει το έδαφος. Άρα από τη σχέση (3)  έπεται :   

 gMWF ⋅== 22 1max

 
Το δεύτερο σώµα επιταχύνεται κατά τον κατακόρυφο άξονα, µε επιτάχυνση α,  άρα : 
 

m
gmM

m
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Άσκηση 14 (8 µονάδες): 
 
Στο ακόλουθο σύστηµα µε τροχαλίες, θεωρώντας τα νήµατα αβαρή και µη εκτατά, τις δε τροχαλίες 
αµελητέας µάζας, υπολογίστε την επιτάχυνση της µάζας Μ1 εάν m ≠ 0 και Μ1 = Μ2.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                     
Λύση 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Σχεδιάζουµε τις δυν
am οι επιταχύνσεις τ
 
 M1 g – 2 T
 
 -T2 + M2 g
 
 T1 + mg – T
 
Εφ΄ όσον ισχύει M1
 

 a1  = a = g
 
 
 
 
 
 

 

    
άµεις που ασκούνται στα σώµατα και γράφουµε τις συνθήκες κίνησης (όπου a1, a2, 
ων µαζών Μ1, Μ2, m αντίστοιχα και θετικά x προς τα κάτω) : 

1 = M1 a1 

   = -M2 a2 

2 = m am 

 = M2 = M και από το σχήµα προκύπτει ότι am = -a2 = 2 a1  = 2a έπεται ότι: 

 (2m – M) / (5M +4m) 



Άσκηση 15 (8 µονάδες): 
                           
Μικρό σώµα µάζας m βρίσκεται τοποθετηµένο στο άκρο δοκού µήκους L και µάζας Μ (βλέπε σχήµα). 
Στη δοκό δίνουµε, ακαριαία, αρχική ταχύτητα υ0. Αν ο συντελεστής τριβής µεταξύ σώµατος και δοκού 
είναι µ, ενώ µεταξύ δοκού και οριζοντίου δαπέδου ο συντελεστής τριβής είναι µηδέν, να υπολογίσετε 
πόση πρέπει να είναι η υ0 έτσι ώστε το σώµα m να πέσει από την δοκό. 
 

M 

υ0 

m 

L 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Λύση 
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όγω της δύναµης της τριβής µεταξύ του µικρού σώµατος και της δοκού, όπως φαίνεται στο σχήµα, τ 
 θα επιταχύνεται ενώ το M θα επιβραδύνεται. Αν οι ταχύτητες εξισωθούν πριν το m πέσει, τότε η 
ύναµη τριβής θα εκλείψει και τα δύο σώµατα θα κινούνται µαζί στην συνέχεια. 
ια τα δύο σώµατα ισχύει: 

µmg = T = m am,  δηλαδή   am =µg  (15.1) 

T = - M aM,  δηλαδή  aM = - µgm/M  (15.2) 

ι ταχύτητες των δύο σωµάτων δίδονται από: 

υm = am t      και  υΜ = υ0 + aMt  (15.3) 

ι ταχύτητες αυτές θα εξισωθούν σε χρόνο τ, όπου: 







 +

=

M
m1µg

υ
τ 0    (15.4) 

το χρόνο αυτό τα σώµατα θα έχουν διανύσει διαστήµατα: 

SM = υ0τ + aMτ2/2 

Sm = amτ2/2 

ια να πέσει το m θα πρέπει να ισχύει: SM - Sm  > L 

στε:  m/M)µgL(υ +> 120  
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