
Λύσεις 1ης Εργασίας 

1. Γράψτε και σχεδιάστε ποιοτικά στο ίδιο διάγραµµα καθένα από τα επόµενα 

διανύσµατα στη µορφή jyix
rv

+ :  

(α) Το διάνυσµα που συνδέει την αρχή του συστήµατος συντεταγµένων µε το σηµείο 

Ρ(2,-3). 

(β) Το διάνυσµα που συνδέει τα σηµεία Ρ1(2,3) και Ρ2(4,2) µε πέρας το Ρ2.  

(γ) το µοναδιαίο διάνυσµα στην κατεύθυνση του ji
rr

43 + . 

(δ) το διάνυσµα που έχει µέτρο 6 και κατεύθυνση 600 (εντός του πρώτου 

τεταρτηµορίου στο ορθοκανονικό σύστηµα αξόνων). 

(Μονάδες: 4) 

Λύση 
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2. ∆ίνονται τα διανύσµατα )4,6( −=αr  και )2,2(−=β
r

. Να αναλύσετε το β
r

 σε δύο 

κάθετες συνιστώσες, από τις οποίες η µία να είναι παράλληλη προς το αr . 

(Μονάδες: 6) 

Λύση 

Ας υποθέσουµε ότι prrr
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3. ∆ίνονται τα µη µηδενικά και µη συγγραµµικά διανύσµατα αr  και β
r

. 
(α). Να αποδείξετε ότι για όλους τους πραγµατικούς αριθµούς λ  και µ  ισχύει: 

0)(2 2222 ≥+⋅+ βµβαλµαλ
rrrr . 

       Πότε ισχύει το ""= ; 
(β) Να αποδείξετε ότι ο φορέας του διανύσµατος βαβ

rrrrr |||| au +=  διχοτοµεί τη 

γωνία των διανυσµάτων αr  και β
r

. 

(Μονάδες: 8) 

Λύση 

(α) Η σχέση  0)(2 2222 ≥+⋅+ βµβαλµαλ
rrrr γράφεται ισοδύναµα ως 0)( 2 ≥+ βµαλ

rr ,    
που είναι προφανές ότι ισχύει. 

 Το ""=  ισχύει, αν και µόνο αν 0
rrr

=+ βµαλ  ή, ισοδύναµα, βµαλ
rr

−= . 

 Αν 0≠λ , τότε β
λ
µα
rr −
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rr // , που δεν ισχύει γιατί τα διανύσµατα είναι 

µη συγγραµµικά. 

 Εποµένως 0=λ , οπότε 0
rr

=βµ  και άρα 0=µ . 
Άρα το ""=  ισχύει, αν και µόνο αν 0== µλ . 

(β) Αν ω είναι η γωνία των αr  και β
r

 και το ur  σχηµατίζει µε το αr  γωνία 1φ   
          και µε το β

r
 γωνία 2φ , τότε έχουµε: 
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 Οµοίως έχουµε:            βααβ
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 Από τις (1) και (2) έχουµε 21 συνσυν φφ = , άρα 21 φφ = . 

Λύση 

(α) 
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διαγωνίου είναι 521 2 =+=cr . 

jiabd
rrrrr

2+=−= Άρα το µήκος της 

διαγωνίου είναι 521 2 =+=d
r

 

Εµβαδόν = ba
rr

× = 6  
 

(β) 

( )=×× cba rrr  

( )
321

321321

ccc
bbb
kji

kajaia

rrr

rrr
×++=  

( ) ( ) ( ) ( )[ ]kcbcbjcbcbicbcbkajaia
rrrrrr

122131132332321 −+−+−×++=  

4. (α) Υπολογίστε το µήκος των διαγωνίων και το εµβαδόν του παραλληλογράµµου 

µε πλευρές τα διανύσµατα jka
rrr

−=  και kjib
rrrr

++= . 

    (β) Αν kajaiaa
rrvr

321 ++= , kbjbibb
rrvr

321 ++= και kcjcicc
rrvr

321 ++=  δείξτε ότι  

( ) ( ) ( )cbabcacba rrrrrrrrr
⋅−⋅=×× .  Σχεδιάστε ποιοτικά το διάνυσµα ( )cbad rrrr

××= . 

(Μονάδες: 8) 
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Θέτω  

λ=⋅ )( ca rr  
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όπου λ, µ πραγµατικοί αριθµοί  

 

 

5. ∆ίνονται τα σηµεία P(3,1,-2) και Q(-1,3,4).  

(α) Προσδιορίστε το διάνυσµα ΡQ και υπολογίστε το µέτρο του. 

(β) Αν Ο είναι η αρχή των αξόνων, προσδιορίστε τα µέσα των πλευρών του τριγώνου 

ΟPQ. 

(γ) Προσδιορίστε τα διανύσµατα των διαµέσων του τριγώνου 

(δ) Βρείτε το εµβαδόν του τριγώνου. 

(Μονάδες: 6) 

Λύση 
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Το διάγραµµα έγινε διδιάστατο για 

λόγους απλότητας 

 

6. ∆είξτε κατά πόσο οι παρακάτω σχέσεις είναι αληθείς ή ψευδείς για 2 επι 2 πίνακες.  

(α). 
 

(β). 
 

(γ). 
 

(δ). 
 

(Μονάδες: 7 
Λύση 

a. Αληθές 

 

b. Αληθές 
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c. Ψευδές. Φαίνεται από το παρακάτω αντιπαράδειγµα. 

 

 
 

d. Αληθές 

 

 

 

Αυτοί είναι ίσοι αφού cb = bc. 

 

 

 

 

 



7.   Λύστε το σύστηµα 

  

  

  
µε χρήση  του κανόνα του Cramer. 
(Μονάδες: 6) 

Λύση 

Πρώτα υπολογίζουµε την :  

 
Τώρα αντικαθιστούµε  

 
για την στήλη  1 και υπολογίζουµε  

 
Όµοια,  

 

 

   

 

 

   

-4C3+C2



 
Με αντικατάσταση µπορούµε να κάνουµε επαλήθευση. 
 
8. Βρείτε όλες τις τιµές των a,b,c, για τις οποίες ο  A είναι συµµετρικός: 
 
 

 
(Μονάδες: 6) 

Λύση 
 
Έστω ότι ο A είναι συµµετρικός. Τότε οι ισότητες: 
a12 = a21, 
a13 = a31, 
a23 = a32 δίνουν:  
a -  2b + 2c = 3 
2a + b + c = 0 
a + c = -2 

 
Έτσι το σύνολο των λύσεων είναι: {(11, -9, -13)}. 

 
 
 
 
 
 



9.  Υπολογίστε την ορίζουσα του πίνακα Α, όπου 

 
(Υπόδειξη: ∆οκιµάστε αρχικά έναν πίνακα 3x3 και γενικεύστε την 
διαδικασία) 
(Μονάδες: 8) 

Λύση 
Αρχίζοντας από την τελευταία σειρά αφαιρούµε κάθε σειρά από την επόµενη σειρά: 
 

 
 
Έτσι καταλήγουµε στην ορίζουσα ενός τριγωνικού πίνακα και εποµένως: 
detA = x(x - a1)(x - a2) ... (x - an-1) 
 
 

Λύση 
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Στην (β) αφαιρούµε τα n στοιχεία της διαγωνίου γιατί  

είναι µηδενικά 

10. (α).  Πόσα στοιχεία είναι δυνατον να ορισθούν ανεξάρτητα σε ένα συµµετρικό 

πίνακα τάξης n για τον οποίο ισχύει { }jiij aa = ; 

(β) Πόσα στοιχεία είναι δυνατον να ορισθούν ανεξάρτητα σε ένα αντισυµµετρικό 

πίνακα τάξης n για τον οποίο ισχύει { }jiij aa −= ; 

(Υπόδειξη: Βρείτε το αριθµό των µη τετριµµένων σχέσεων µεταξύ 

των στοιχείων των πινάκων και αφαιρέστε τον απο τον συνολικό 

αριθµό των στοιχείων των πινάκων) 

(Μονάδες: 5) 
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11. (1.) Πιο είναι το πεδίο ορισµού των συναρτήσεων: 

(α) f(x) =  2 3 -2 +xx και  

(β) g(x) =  ln - 1 x  

(2.) ∆ίδεται η συνάρτηση ℜ∈
++

++
= λµε

λ
KK

32
12)(

2

2

xx
xxxf . Να βρεθούν οι τιµές 

του λ για τις οποίες το πεδίο ορισµού της  f  είναι όλο τοℜ . 

(Μονάδες: 6) 
Λύση 

1.)  Α) Η συνάρτηση f ορίζεται όταν και µόνο όταν: 

x2 –3x +2≥ 0 

Το τριώνυµο όµως x2 –3x +2 έχει ρίζες τους αριθµούς 1 και 2. Ετσι η ανίσωση 

 x2 –3x +2≥ 0 αληθεύει όταν και µόνο όταν  

x ≤  1 και x ≥  2 

Εποµένως το πεδίο ορισµού της f είναι το σύνολο Α=(-∞ ,1]∪ [2,+∞ ). 

 

Β) Η συνάρτηση g ορίζεται όταν και µόνο όταν: 

1-lnx ≥ 0   

Είναι όµως 1-lnx ≥ 0  ⇔ lnx ≤ 1 ⇔ lnx ≤ lne  ⇔  0 < x ≤  e. 

Εποµένως το πeδίο ορισµού της f είναι το σύνολο Α=(0,e]. 

 

 

2.) Για να είναι το πεδίο ορισµού της  f  όλο το ℜ  πρέπει: 

0322 ≠++ xx λ . Για να συµβαίνει αυτό πρέπει: ∆ < 0. Οπότε: 

33

31240124 222
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⇒<⇒<⇒<−
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12. Να αποδειχθεί ότι η εξίσωση 053)12( 22 =++−+− µµ xx  έχει δύο άνισες 

ρίζες, για κάθε ℜ∈µ  

(Μονάδες: 8) 
Λύση 

 

Η διακρίνουσα της εξίσωσης είναι: 21416)53(4)12( 222 +−=++−=∆ µµµµ . Η 

διακρίνουσα αυτή είναι ένα τριώνυµο, που ανάλογα µε το πρόσηµό του µπορούµε να 

δώσουµε απάντηση στο πρόβληµα που µας τέθηκε. 

Γι’αυτό βρίσκουµε τη διακρίνουσα του νέου τριωνύµου. 

013282116416' <−=⋅⋅−=∆ . Αυτό σηµαίνει πως το τριώνυµο αυτό είναι οµόσηµο 

µε το συντελεστή του 2µ , δηλαδή µε το 16 που είναι θετικό για κάθε ℜ∈µ . 

Εποµένως η διακρίνουσα ∆  της εξίσωσης είναι θετική για κάθε ℜ∈µ . Οπότε και η 

εξίσωση έχει δύο άνισες ρίζες για κάθε ℜ∈µ . 

 
13. Αν βα 2)2()( 2 +++= axxf  για κάθε ℜ∈x , τότε να προσδιορίσετε τα α,β 

ώστε για κάθε ℜ∈x  να ισχύει 199))(( += xxffο  

(Μονάδες: 8) 

Λύση 

 

Βρίσκουµε πρώτα τη σύνθετη συνάρτηση  
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Εχουµε: 199)( += xxg  και από  την        (1) 

9)2( 22 =+ a                  32 2 ±=+ a    ή ρίζα –3 απορρίπτεται γιατί το 22 a+ είναι 

πάντα θετικό για κάθε τιµή του α. 

 

19)3)(2( 2 =++ aa β          

32 2 =+ a        12 =⇒ a  



 

Για 1=a  έχουµε: 
8

15
4

15219)21(4 =⇒=⇒=+ βββ  

 

Για 1−=a  έχουµε: 
8
23

4
23219)2(4 =⇒=⇒=− βββ  

 

Οπότε οι λύσεις είναι: (1,15/8) και (-1,23/8). 

 

14. ∆ίνεται η συνάρτηση )(xf 1−= x  

(α) Να αποδείξετε ότι η f  είναι1-1 . 

 (β) Να βρείτε την αντίστροφη συνάρτηση 1−f της f . 

(Μονάδες: 6) 

Λύση 

 i) Η συνάρτηση f  έχει πεδίο ορισµού το σύνολο [ )),1 +∞=A (αφού 

)101 ≥⇔≥− xx Για  κάθε Axx ∈21 ,  µε )()( 21 xfxf =  έχουµε: 

11 21 −=− xx  οπότε 2
2

2
1 )1()1( −=− xx . ∆ηλαδή 

 

,11 21 −=− xx  οπότε 21 xx =  

Αρα η f  είναι 1-1 (ένα προς ένα). 

 

ii) Επειδή (από το (i) η f  είναι 1-1, ορίζεται η αντίστροφή της 

→− )(:1 Aff R 

Για να βρούµε το σύνολο ),(Af  θεωρούµε την εξίσωση 

)(xfy =                                                                                                    (1) 

 

και βρίσκουµε εκείνα τα y  για τα οποία  η (1) έχει λύση, ως προς x , στο Α. 

Από την (1) ισοδύναµα έχουµε: 

1−= xy                                                                                                   (2) 

 

Για 0<y  η (2) είναι αδύνατη. 



Για 0≥y  η (2) ισοδύναµα γράφεται: 

2222 11)1( yxxyxy +=⇔−=⇔−=  

οπότε [ )),,11 2 +∞=∈+= Ayx συνεπώς [ )+∞= ,0)(Af . 

Για κάθε 0≥y  υπάρχει εποµένως Ax∈  τέτοιο, ώστε να ισχύει η ισοδυναµία 
21)( yxxfy +=⇔=        (3) 

Επίσης είναι 

)()( 1 yfxxfy =⇔=        (4) 

Από τις σχέσεις (3) και (4) προκύπτει ότι 
21 1)( yyf +=−  

Επειδή όµως συνηθίζουµε να ονοµάζουµε την ανεξάρτητη µεταβλητή της 

συνάρτησης µε το γράµµα x , γράφουµε τον τύπο της 1−f  ως εξής: 

 
21 1)( xxf +=−  µε [ ) )(,0 Afx =+∞∈ . 

Το σύνολο )(Af είναι το πεδίο ορισµού της 1−f , ενώ το σύνολο τιµών της είναι 

το [ )+∞= ,1A . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



15. Αν µια συνάρτηση f µε πεδίο ορισµού το ℜ είναι 1-1, τότε η εξίσωση 

)()( 23 xfxxf −=− : 

 Ι) έχει µοναδική ρίζα τον αριθµό 0. 

 ΙΙ)  είναι αδύνατη στο ℜ . 

 ΙΙΙ) έχει τουλάχιστον δύο ρίζες άνισες στο ℜ . 

Να σηµειώσετε τη σωστή απάντηση και να τη δικαιολογήσετε. 

(Μονάδες: 8) 

Λύση 

Επειδή η συνάρτηση f  είναι 1-1, για κάθε ℜ∈21, xx µε )()( 21 xfxf =  ισχύει 

21 xx = , οπότε η εξίσωση )()( 23 xfxxf −=−  ισοδύναµα  γράφεται: 

 

0)1(0 22323 =+−⇔=+−⇔−=− xxxxxxxxx  δηλαδή: 

 

0=x  ή  012 =+− xx . Η τελευταία όµως εξίσωση είναι αδύνατη στο ℜ  αφού 

03 <−=∆ . 

Άρα  η 0=x  είναι µοναδική ρίζα, οπότε σωστή είναι η απάντηση Α. 

 

 


