
ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Β: ∆ΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ

µ. 1 °ÂÓÈÎ¤˜ ¤ÓÓÔÈÂ˜

Κάθε εξίσωση, η οποία περιλαµβάνει παραγώγους, είναι διαφορική εξίσωση. Έτσι

οι εξισώσεις

(Β.1.1) (Β.1.2)

(Β.1.3) (Β.1.4)

είναι όλες διαφορικές εξισώσεις. Στις εξισώσεις αυτές το x εξαρτάται από µία µόνο

µεταβλητή, την t, γι’ αυτό και καλούνται συνήθεις διαφορικές εξισώσεις. Υπάρχουν

και οι διαφορικές εξισώσεις µε µερικές παραγώγους, στις οποίες το x εξαρτάται από

περισσότερες µεταβλητές. Στο 6ο Κεφάλαιο επιλύουµε µια διαφορική εξίσωση µε

µερικές παραγώγους

Τάξη της διαφορικής εξίσωσης είναι η µέγιστη τάξη της παραγώγου που περιέχει.

Εποµένως οι εξισώσεις (Β.1.1) και (Β.1.2) είναι πρώτης τάξης και οι εξισώσεις

(Β.1.3) και (Β.1.4) είναι δεύτερης τάξης.

Η λύση της διαφορικής εξίσωσης είναι σχέση, η οποία δεν περιέχει παραγώγους. Για

παράδειγµα η λύση της εξίσωσης

(Β.1.5)

είναι

(Β.1.6)

όπως εύκολα επαληθεύεται. Η σταθερά C είναι αυθαίρετη και η (Β.1.6) αποτελεί την

γενική λύση της (Β.1.5). Στη Φυσική µας ενδιαφέρει η µερική λύση της διαφορικής

εξίσωσης, η οποία εξαρτάται από τις αρχικές και τις συνοριακές συνθήκες. Αν π.χ.,

γνωρίζουµε ότι ισχύει για , η (Β.1.6) δίδει οπότε .

Εποµένως η µερική λύση της (Β.1.5), η οποία ικανοποιεί τις συνθήκες που αναφέ-

ραµε είναι

Η ελεύθερη πτώση σώµατος στο κενό είναι διαφορική εξίσωση δεύτερης τάξης. Αν

y είναι η θέση του κινητού ως προς το σηµείο από όπου αφέθηκε ελεύθερο να πέσει,

η διαφορική εξίσωση της κίνησης είναι η
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όπου g είναι η επιτάχυνση της βαρύτητας.

Η γενική λύση της είναι

όπου A και C είναι σταθερές, οι οποίες θα προσδιοριστούν από τις αρχικές συνθή-

κες.

µ. 2 ∂ÍÈÛÒÛÂÈ˜ ÚÒÙË˜ Ù¿ÍË˜. ÃˆÚÈ˙fiÌÂÓÂ˜ ÌÂÙ·‚ÏËÙ¤˜.

Η εξίσωση

είναι εξίσωση πρώτης τάξης. Θεωρούµε ότι η είναι δυνατό να γραφτεί ως

Η διαφορική εξίσωση γράφεται εποµένως:

.

Κάθε µέλος αυτής της εξίσωσης ολοκληρώνεται ως προς τη µεταβλητή από την

οποία εξαρτάται. Η γενική λύση της διαφορικής εξίσωσης είναι

όπου τα ολοκληρώµατα είναι αόριστα και η σταθερά C αυθαίρετη.

Παράδειγµα 1:

Να λυθεί η εξίσωση:

.

Από τη δοθείσα, λαµβάνουµε

xdx tdt= sin

x
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dt
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οπότε µε ολοκλήρωση

.

Τελικά είναι η γενική λύση της εξίσωσης.

Παράδειγµα 2:

Να λυθεί η εξίσωση

Η εξίσωση αυτή περιγράφει τη διάσπαση των πυρήνων ενός ραδιενεργού υλικού. Το

αρνητικό πρόσηµο τίθεται επειδή ο αριθµός των πυρήνων ελαττώνεται λόγω δια-

σπάσεως, οπότε το dN είναι αρνητικό. Ακολουθώντας το παράδειγµα έχουµε

απ’ όπου προκύπτει:

.

Έστω N0 ο αριθµός των πυρήνων του υλικού κατά τη χρονική στιγµή t = 0. Εποµέ-

νως

Η γενική λύση γράφεται συνεπώς:

ή

µ. 3 ∂ÍÈÛÒÛÂÈ˜ ÚÒÙË˜ Ù¿ÍË˜. √ÏÔÎÏËÚˆÙÈÎfi˜ ·Ú¿ÁÔÓÙ·˜.

Έστω η διαφορική εξίσωση

Η εξίσωση αυτή µπορεί να επιλυθεί µε τη µέθοδο των χωριζοµένων µεταβλητών, ως

εξής. Θεωρούµε ότι , οπότε Η διαφορικήs x e
P x dx( ) = Ú ( )

.
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ns x( ) = ¢( )

( )
= ( )�

dy

dx
P x y Q x+ ( ) = ( ).

 N N e t= -
0

λ .
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εξίσωση γράφεται

ή

ή

όπου 

Η τελευταία διαφορική εξίσωση ολοκληρώνεται και έχει γενική λύση

.

Παράδειγµα

Να λυθεί η διαφορική εξίσωση

.

Στην εξίσωση αυτή και . Άρα Η γενική

λύση της διαφορικής εξίσωσης είναι

Τελικά:

οπότε

µ. 4 ¢È·ÊÔÚÈÎ¤˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ ‰Â‡ÙÂÚË˜ Ù¿ÍË˜ ÌÂ ÛÙ·ıÂÚÔ‡˜ Û˘ÓÙÂÏÂ-
ÛÙ¤˜. √ÌÔÁÂÓ‹˜ ÂÍ›ÛˆÛË.

Η διαφορική εξίσωση

(Β.4.1)
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είναι δεύτερης τάξης και οι συντελεστές και είναι συναρτήσεις του x.

Αν το δεξιό µέλος της (Β.4.1) είναι µηδέν, η εξίσωση καλείται οµογενής. Στην παρά-

γραφο αυτή µας ενδιαφέρει η µελέτη της οµογενούς διαφορικής εξίσωσης δεύτερης

τάξης µε σταθερούς συντελεστές. ∆ηλαδή η διαφορική εξίσωση είναι:

(Β.4.2)

όπου και είναι σταθεροί αριθµοί. Έστω πως οι λύσεις της (Β.4.2) είναι οι

και . Εύκολα αποδεικνύεται ότι λύσεις είναι και οι και 

όπου A και B αυθαίρετες  σταθερές. Επίσης λύση είναι και η 

. (Β.4.3)

Κάθε άθροισµα δύο λύσεων, συνιστά και λύση της (Β.4.2). Η γενική λύση της (Β.4.2)

προϋποθέτει την ανεξαρτησία των και . ∆ύο συναρτήσεις και

είναι γραµµικώς ανεξάρτητες σε κάποια περιοχή τιµών της x, αν στην περιο-

χή αυτή η σχέση

συνεπάγεται την .

Ας θεωρήσουµε ότι η (Β.4.2) έχει λύση την , όπου ρ σταθερά. Αντικαθι-

στώντας στην (Β.4.2) προκύπτει:

(Β.4.4)

Η εξίσωση (Β.4.4) λέγεται χαρακτηριστική εξίσωση της (Β.4.2) και έχει ρίζες 

και .

∆ιακρίνουµε τις ακόλουθες περιπτώσεις.

α) Αν , η γενική λύση της (Β.4.2) είναι

β) Αν , η γενική λύση της (Β.4.2) είναι 
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Παράδειγµα 1:

Να λυθεί η διαφορική εξίσωση

.

Η χαρακτηριστική εξίσωση είναι µε ρίζες . Άρα η γενική λύση είναι 

Αλλά Άρα 

µε πραγµατική µορφή. Πράγµατι: Εύκολα µπορεί να επαληθευτεί ότι οι συναρτή-

σεις είναι γραµµικώς ανεξάρτητες λύσεις της δοθείσας

διαφορικής εξίσωσης.

Παράδειγµα 2:

Να λυθεί η διαφορική εξίσωση

Η χαρακτηριστική εξίσωση είναι η και έχει διπλή ρίζα, την . Άρα

η γενική λύση της διαφορικής εξίσωσης είναι η

Παράδειγµα 3:

Να λυθεί η διαφορική εξίσωση

µε αρχικές συνθήκες 

Η χαρακτηριστική εξίσωση είναι η µε ρίζες 

Άρα η γενική λύση της διαφορικής εξίσωσης είναι

 y Ae Bex x= ++( ) -( )1 1ι ι .

 ρ ι.1 2 1, = ± ρ ρ2 2 2 0- + =

t y y= = ¢ =0 0 2: , .

¢¢ - ¢ + =y y y2 2 0.

y A Bx ex= +( )

 ρ= 1ρ ρ2 2 1 0- + =

¢¢ - ¢ + =y y y2 0.

y x x y x x1 2( ) = ( ) =cos , sin 

 y A B x A B x C x C x= +( ) + -( ) = +cos sin cos sinι 1 2

 e x x e x xx xι ιι ι= + = --cos sin , cos sin .

 y Ae Bex x= + -ι ι .

 ρ ι= ± ρ
2 1 0+ =

¢¢ + =y y 0.
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Από τις αρχικές συνθήκες προκύπτει και Συνεπώς

Η γενική λύση είναι

Τελικά: 

µ. 5 ¢È·ÊÔÚÈÎ¤˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ ‰Â‡ÙÂÚË˜ Ù¿ÍË˜ ÌÂ ÛÙ·ıÂÚÔ‡˜ Û˘ÓÙÂÏÂ-
ÛÙ¤˜. ªË ÔÌÔÁÂÓÂ›˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜.

Η διαφορική εξίσωση έχει τη µορφή

(Β.5.1)

Αποδεικνύεται ότι η λύση της (Β.5.1) είναι το άθροισµα δύο λύσεων. Της οµογε-

νούς, την οποία συµβολίζουµε µε , και της µερικής, την οποία συµβολίζουµε µε

. Η λύση της οµογενούς είναι η

Η µορφή της µερικής λύσης εξαρτάται από το δεξιό µέλος της (Β.5.1). Όταν

προσδιορίσουµε τη µορφή της µερικής λύσης, θα την αντικαταστήσουµε στην (Β.5.1)

για να προσδιοριστούν οι σταθερές, που υπάρχουν στη µερική λύση. Η γενική λύση

είναι η

Οι σταθερές A και B προσδιορίζονται από τις αρχικές συνθήκες. Στα εγχειρίδια

Μαθηµατικής Ανάλυσης περιγράφονται µέθοδοι για την ταχεία εύρεση της µερικής

λύσης, όταν η f(x) έχει ειδικές µορφές.

Παράδειγµα 1:

Να λυθεί η διαφορική εξίσωση:

(1)

µε συνθήκες 

Η λύση της εξίσωσης αυτής είναι . Αναζητούµε µερική λύση της µορφήςy y yc= + *

t y y= = ¢ =0 2 4: , .

¢¢ + = -y y e t5

y y yc= + *.

y*

y Ay x By xc = ( ) + ( )1 2 .

y*

yc

 ¢¢ + ¢ + = ( )y y f xα α1 2 .

y e xx= 2 sin .

 y e e e e xx x x x= - -( ) = - ( )-ι ι ιι ι 2 sin .

 
A B= = - =1

ι
ι ι.,  

 A B1 1 2+( ) + -( ) =ι ι .A B+ = 0
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, οπότε

και

Θέτουµε στην (1) όπου y το και έχουµε . Τελι-

κά προκύπτει –2B+2A = 5 και 2B = 0.

Άρα .

Η µερική λύση είναι 

Η οµογενής είναι η µε λύση . Άρα η γενική λύση της

(1) είναι 

Εφαρµόζουµε τις συνθήκες και βρίσκουµε Άρα

η γενική λύση της (1) είναι:

Παράδειγµα 2:

Να λυθεί η διαφορική εξίσωση:

µε συνθήκες 

Η οµογενής έχει χαρακτηριστική εξίσωση την µε διπλή ρίζα την 

Άρα η λύση της οµογενούς είναι:

Στην εύρεση της µερικής λύσης θα µας καθοδηγήσει η µορφή του δεξιού µέλους της

διαφορικής εξίσωσης. Το δεξιό µέλος είναι άθροισµα πολυωνύµου και τριγωνοµε-

τρικής συνάρτησης. Αναζητούµε εποµένως ως µερική λύση την 

y A Bx ec
x= +( ) - .

 ρ= -1. ρ+( ) =1 0
2

x y y= = ¢ = -0 1 1: , . 

¢¢ + ¢ + = + +y y y x x2 2 12 cos

y t t e t= - + + -1
2

13
2

5
2

cos sin .

C D= - =1
2

13
2

, .t y y= = ¢ =0 2 4: ,

y y y C t D t ec
t= + = + +* -cos sin .

5
2

y C t D tc = +cos sin¢¢ + =y y 0

y e t* -= 5
2

.

B A= =0
5
2

,

- + + + +( ) =- -2 5B A Bt A Bt e et ty*

y B A Bt e t¢¢* -= - + +( )2 .

y B A Bt e t¢* -= - -( )

y A Bt e t* -= +( )
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Αντικαθιστούµε το και τις παραγώγους του µε τα ίσα τους στην αρχική διαφο-

ρική εξίσωση οπότε λαµβάνουµε

Άρα 

Η γενική λύση είναι

Σ’ αυτήν αν εφαρµόσουµε τις αρχικές συνθήκες θα προσδιοριστούν οι σταθερές A

και B. Από την συνθήκη βρίσκουµε A = –12. Από την συνθήκη

βρίσκουµε Άρα η γενική λύση είναι 

y x e x x xx= - +Ê
Ë

ˆ
¯ + - + +-12

11
2

2 8 13
1
2

2 sin .

B = - 11
2

.x y= ¢ = -0 1,  

x y= =0 1,  

y A Bx e x x xx= +( ) + - + +- 2 8 13
1
2

2 sin .

 
α β γ δ ε= = - = = =2 8 13 0

1
2

, , , , .    

 

2 4 2 2 1

2 2

2 2α α β α β γ

ε δ

+ + + + + = +
- =
x x x x

x x x

,

cos sin cos .

y*

 

y x x x x

y x x x

y x x

*

¢*

¢¢*

= + + + +

= + - +

= - -

α β γ δ ε

α β δ ε

α δ ε

2

2

2

cos sin

sin cos

cos sin .
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