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Στο κεφάλαιο αυτό θα µελετήσουµε την αρµονική κίνηση ενός σώµατος, η οποία γίνεται

είτε σε ευθεία γραµµή, είτε γύρω από οριζόντιο άξονα, και θα γνωρίσουµε τα µεγέθη που

χαρακτηρίζουν το είδος αυτό της κίνησης.

¶ÚÔÛ‰oÎÒÌÂÓ· ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù·

Μετά τη µελέτη του παρόντος κεφαλαίου θα είµεθα σε θέση:

• Να περιγράψουµε τη γραµµική ταλάντωση και τη στροφική ταλάντωση σώµατος.

• Να ορίσουµε τα µεγέθη τα οποία αφορούν αυτά τα είδη της κίνησης.

ŒÓÓÔÈÂ˜ ÎÏÂÈ‰È¿

• Αρµονική ταλάντωση

• Πλάτος της ταλάντωσης

• Kυκλική συχνότητα

• Φάση της ταλάντωσης

• Φθίνουσα ταλάντωση

• Iδιοσυχνότητα

• Συντονισµός.

EÈÛ·ÁˆÁÈÎ¤˜ ·Ú·ÙËÚ‹ÛÂÈ˜

Ταλάντωση σώµατος είναι η παλινδροµική κίνηση αυτού γύρω από τη θέση της

ευσταθούς ισορροπίας του. Επί πλέον, ταλάντωση λέγεται αρµονική, αν τo αίτιο που

την προκαλεί είναι ανάλογο στο αντίθετο της αποµάκρυνσης του σώµατος από τη

θέση ισορροπίας του. Στο παρόν κεφάλαιο θα µελετήσουµε την αρµονική ταλάντω-

ση σώµατος, το οποίο κινείται σε ευθεία ή αιωρείται περί οριζόντιο άξονα. Για την

κατανόηση της θεωρίας είναι απαραίτητη η γνώση των διαφορικών εξισώσεων. 

10∫ ∂ º ∞ § ∞ π √

201-284  13-05-05 15:16  ™ÂÏ›‰· 229



2 3 0 K E º A § A I O  1 0 :  TA § A N T ø ™ E I ™

Η διάταξη της ύλης έχει ως ακολούθως:

10.1 Απλή αρµονική ταλάντωση

10.2 Ενέργεια του απλού αρµονικού ταλαντωτή

10.3 Απλό εκκρεµές. Γωνιακή ταλάντωση

10.4 Φυσικό εκκρεµές

10.5 Φθίνουσα ταλάντωση

10.6 Εξαναγκασµένη ταλάντωση. Συντονισµός

10.7 Επαναληπτικές ασκήσεις
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Θεωρούµε υλικό σηµείο µάζας m το οποίο κινείται πάνω στον άξονα yy' υπό την επί-

δραση της δυνάµεως 

F = –Dy (10.1.1)

όπου D είναι σταθερά και y είναι η αποµάκρυνση του υλικού σηµείου από τη θέση

y = 0 κατά τη στιγµή t. Η θέση y = 0 ονοµάζεται θέση ισορροπίας του σώµατος,

διότι εκεί F = 0, οπότε το σώµα παραµένει σε αυτήν εφόσον δεν έχει αρχική ταχύ-

τητα. Από τον θεµελιώδη νόµο της Μηχανικής και αν θέσουµε

προκύπτει

(10.1.2)

Αναζητώντας λύση της µορφής y = eρt λαµβάνουµε από την (10.1.2) την αλγεβρική

εξίσωση ρ2 + ω0
2 = 0 από όπου έχουµε ρ = ± iω0. Εποµένως, η λύση της (10.1.2) θα

είναι . Aν περιορι-

στούµε σε πραγµατικά y, η τελευταία εξίσωση γράφεται

(10.1.3)

µε κατάλληλο ορισµό των A και f  από τα c1 και c2. Aυτή είναι η γενική λύση της

(10.1.2).

Από τη (10.1.3) προκύπτει ότι η αποµάκρυνση του υλικού σηµείου από τη θέση ισορ-

ροπίας είναι αρµονική συνάρτηση του χρόνου, γι' αυτό και το είδος αυτό της κινή-

σεως λέγεται αρµονική ταλάντωση. Η ταλάντωση αυτή χαρακτηρίζεται ως ελεύθε-

ρη, διότι εκτελείται απουσία εξωτερικών δυνάµεων. Από την (10.1.3)

επίσης, προκύπτει ότι η µέγιστη αποµάκρυνση ισούται µε ymax = A. Η

µέγιστη αυτή αποµάκρυνση καλείται πλάτος της ταλάντωσης. Η γωνία

ωt + f0 αποτελεί τη φάση της ταλάντωσης, ενώ το µέγεθος f0 συνιστά

την αρχική φάση της κινήσεως, η οποία υπολογίζεται, αν στη γωνία της

(10.1.3) τεθεί t = 0. Ο όρος είναι η κυκλική συχνότητα της

ταλάντωσης και έχει την ακόλουθη φυσική σηµασία. Θεωρούµε κινητό

Μ κινούµενο κατά την ορθή φορά επί κύκλου (Ο, Α) µε σταθερή γωνια-

κή ταχύτητα ω0 (σχ. 10.1). Έστω Μ0 η θέση του κινητού κατά την έναρ-

ξη της κινήσεως (t = 0) και Μ η θέση του κατά τη στιγµή t. Η προβολή

του κινητού Μ στον άξονα yy' είναι το Γ και ισχύει 

  ω D m0 = /

  y A t= +( )sin w f0

  y c e c ei t i t= + -
1 2

0 0w w

  

d y

dt
y

2

2 0
2 0+ =w

  
w0

2 = D

m

  
F m

d y

dt
=

2

2
,
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ή 

Συνεπώς, η κυκλική συχνότητα του κινητού που εκτελεί αρµονική ταλάντωση  είναι

ίση µε τη γωνιακή ταχύτητα ενός βοηθητικού κινητού που γράφει τον κύκλο (O, A).

Παρατηρούµε ότι, όταν το κινητό Μ γράφει τον κύκλο (O, A), η προβολή του στον

άξονα yy' εκτελεί αρµονική ταλάντωση. Περίοδος Τ της ταλάντωσης του κινητού

είναι ο χρόνος εντός του οποίου το κινητό διαγράφει έναν πλήρη κύκλο. Από τις σχέ-

σεις και προκύπτει ότι .

Στο σχήµα φαίνονται η γωνία φ0, η οποία αντι-

στοιχεί στην αρχική φάση της ταλάντωσης και η γωνία ω0t + f0, η οποία αντιστοι-

χεί στην φάση της ταλάντωσης κατά τη στιγµή t. Mε παραγώγιση  της (10.1.3) ως

προς τον χρόνο προκύπτει η ταχύτητα της ταλάντωσης

u = umaxcos(ω0t + f0) (10.1.4)

όπου umax = ω0A είναι η µέγιστη ταχύτητα του σώµατος που εκτελεί αρµονική ταλά-

ντωση.

Σηµείωση. Η σχέση (10.1.2) είναι ικανή και αναγκαία για να εκτελεί ένα υλικό

σηµείο γραµµική αρµονική ταλάντωση.

T
m

D
= 2pT = 2 0p w/w 0 = D m/

y A t= +( )sin .w f0 0 O y OM MOΓ Γ= = ( )sin( )ˆ

Στο κάτω άκρο κατακορύφου ελατηρίου σταθεράς k, του οποίου το άνω άκρο είναι στα-

θερό, εξαρτάται σώµα Σ(m) και ισορροπεί. Μετακινούµε το σώµα κατακορύφως προς

τα κάτω κατά διάστηµα Α και το αφήνουµε ελεύθερο. Να περιγραφεί η κίνησή του.

Λύση

Στη θέση Ο το σώµα ισορροπεί ακίνητο µε το ελατήριο τεντωµένο κατά

y1 (σχ.10.2). Εκεί ισχύει . 

Άρα ή . ∆ηλαδή mg = ky1. Ασκώντας

δύναµη φέρουµε το σώµα κάτω από τη θέση ισορροπίας και ακολούθως

το αφήνουµε ελεύθερο. Σε µία τυχαία θέση Γ(y) όπου y = ΟΓ ισχύει

. Από αυτήν, χρησιµοποι-

ώντας τη συνθήκη ισορροπίας συµπεραίνουµε ότι ma = –ky. Άρα 

το σώµα εκτελεί απλή αρµονική ταλάντωση. Η σταθερά k του ελατηρί-

   
F B F j j j= + fi = - +( )Â Hooke ma mg k y y1

- + =mg kyj j1 0B F+ =Hooke 0

F =Â 0

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ·
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ου αντιστοιχεί στη σταθερά . Εποµένως, k = mω0
2, οπότε η περίοδος της

κίνησης του σώµατος είναι Η εξίσωση της κίνησης του σώµατος

είναι y = A sin(ω0t + f0), και η ταχύτητα u = Aω0 cos(ω0t + f0). Επίσης, οι αρχι-

κές συνθήκες είναι t = 0:y = –A, u = 0. Θέτοντας t = 0 στις προηγούµενες εξισώ-

σεις, βρίσκουµε και 

Άρα ή . H δεκτή λύση είναι η

  
y A ω t

π= +
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

sin .0

3

2 

3

2

p
 
f p

0
2

=

 0 0= cos .f  - =A Asin f0

  
T

π

ω
π

m

k
= =2

2
0

.

  D m= w0
2
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¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ·
10.2

™¯‹Ì· 10.3

Σώµα Σ(m = 1 kg) βρίσκεται στη θέση Ο, µεταξύ των σηµείων Α και Β, πάνω στον

άξονα x και ισορροπεί. Τα σηµεία Α και Β έλκουν το σώµα µε δυνάµεις πoυ έχουν

µέτρο F1 = 5x1, F2 = 20x2, όπου x1 και x2 είναι οι αποστάσεις των Α και Β από το

σώµα Σ. Αν εκτρέψουµε το σώµα κατά x από τη θέση ισορροπίας του, να εξεταστεί,

αν θα κάνει απλή αρµονική ταλάντωση. ∆εν υπάρχουν τριβές (σχ. 10.3).

Λύση

Έστω Ο η θέση ισορροπίας του σώµατος. Στη θέση ισορροπίας ισχύει

, οπότε ή 20x2 = 5x1.

Φέρουµε το σώµα στη θέση P, όπου OP = x, και το αφήνουµε ελεύθε-

ρο. Στη θέση αυτή ισχύει . Αλλά 

και PA = x + x1. Άρα 

οπότε ma = –25x. Εποµένως το σώµα εκτελεί απλή αρµονική ταλάντωση µε σταθε-

ρά ταλάντωσης D = 25 N / m και µε κυκλική συχνότητα ω0 = 5 rad / s. Η εξίσωση

της κίνησης είναι x = A sin(ω0t + f0), ενώ η εξίσωση για την ταχύτητα είναι u =

Aω0cos (ω0t + f0) και οι αρχικές συνθήκες είναι t = 0:x = A, u = 0. Θέτοντας t = 0

στην εξίσωση της κίνησης, βρίσκουµε A = A sin f0, 0 = cos f0. Άρα . Επο-

µένως 

  
x A t

π= +
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

sin .w0
2

 
f p

0
2

=

   
F i i i F i= - - + = - - - fi = -Â Â20 5 20 20 5 5 252 1 2 1( ) ( ) ( )x x x x x x x x x

  PB OB OP x x= - = -2   
F i iÂ = ( ) - ( )20 5PB PA

20 5 0OB AO( ) - ( ) =i i
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10.2 EÓ¤ÚÁÂÈ· ·ÏÔ‡ ·ÚÌÔÓÈÎÔ‡ Ù·Ï·ÓÙˆÙ‹

Όταν σώµα µάζας m εκτελεί απλή αρµονική ταλάντωση, ασκείται σε

αυτό δύναµη επαναφοράς F = –Dx, όπου x είναι η αποµάκρυνση του

σώµατος από τη θέση ισορροπίας του x = 0. Κατά τη µετατόπιση του

σώµατος από την θέση x = x1 ως τη θέση x = x2, η δύναµη F παράγει

έργο

(10.2.1)

Κατά τη µετατόπιση αυτή µεταβάλλεται η ταχύτητα του σώµατος από u1 σε u2 και

ισχύει το γνωστό θεώρηµα έργου–κινητικής ενέργειας

(10.2.2)

Από αυτές τις δύο σχέσεις προκύπτει ότι

(10.2.3)

Ο όρος καλείται δυναµική ενέργεια του απλού αρµονικού ταλαντω-

τή, ενώ ο όρος είναι η κινητική ενέργειά του. Η σχέση (10.2.3) φανε-

ρώνει ότι το άθροισµα της κινητικής και της δυναµικής ενέργειας ενός απλού αρµο-

νικού ταλαντωτή, είναι σταθερό. Το σταθερό αυτό άθροισµα αποτελεί την ενέργεια

του απλού αρµονικού ταλαντωτή. Εύκολα απoδεικνύεται ότι η ενέργεια αυτή ισού-

  

1

2

2mu K=

  

1

2

2Dx U=

  

1

2

1

2

1

2

1

2
1
2

1
2

2
2

2
2Dx mu Dx mu+ = +

  
W mu mu= -1

2

1

2
2
2

1
2

  
W Dxdx Dx Dx

x

x

= - = -Ú
1

2 1

2

1

2
1
2

2
2

Πάνω σε λείο κεκλιµένο επίπεδο, το οποίο σχη-

µατίζει µε τον ορίζοντα γωνία θ = 30°, ισορρο-

πεί ακίνητο σώµα µάζας 2 kg, συνδεδεµένο στο

άκρο ενός ελατηρίου σταθεράς k = 100 N / m.

Το άλλο άκρο του ελατηρίου είναι σταθερό.

∆ίδουµε στο σώµα, στη θέση που ισορροπεί,

αρχική ταχύτητα u0 = 2 m/s, µε διεύθυνση

παράλληλη προς τον άξονα του ελατηρίου. Να εξεταστεί αν το σώµα θα εκτελέσει

απλή αρµονική ταλάντωση και να γραφεί η εξίσωση της κινήσεως.

ÕÛÎËÛË ·˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 10.1

θ

i

u0

E
U

T/2 T

K

t
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ται µε Αν επίσης θέσουµε x = A sin(ω0t + f0) και

u = Aω0 cos(ω0t + f0) βρίσκουµε ότι 

και 

Στο σχήµα 10.5 έχουν σχεδιαστεί τα U και Κ ως συναρτήσεις του t για

f0 = 0. Επίσης, στο σχήµα 10.6 έχουν σχεδιαστεί τα U και K ως συναρ-

τήσεις της αποµάκρυνσης x. 

Παρατήρηση. ∆εν πρέπει να συγχέουµε τη δυναµική ενέργεια U της ταλάντωσης

µε τη δυναµική ενέργεια Uελ ενός παραµορφωµένου ελατηρίου. Υπενθυµίζεται ότι

η δυναµική ενέργεια της ταλάντωσης εξαρτάται από την αποµάκρυνση x του σώµα-

τος από τη θέση ισορροπίας, ενώ η δυναµική ενέργεια παραµορφώσεως ενός ελα-

τηρίου εξαρτάται από την παραµόρφωση του ελατηρίου. Για παράδειγµα, έστω σώµα

εξαρτηµένο από κατακόρυφο ελατήριο σταθεράς k. Το σώµα ισορροπεί ακίνητο και

το ελατήριο είναι τεταµένο κατά x1, άρα έχει δυναµική ενέργεια . Aκο-

λούθως το σώµα τίθεται σε κατακόρυφη ταλάντωση πλάτους Α. Όταν το σώµα βρί-

σκεται στο κατώτατο σηµείο της τροχιάς του, το ελατήριο είναι τεταµένο κατά x1 +

A. Άρα η δυναµική ενέργεια του ελατηρίου στη θέση αυτή είναι 

Η δυναµική ενέργεια της ταλάντωσης είναι όµως 
  
U kA= 1

2

2.

  
U k x Ael = +( )1

2
1

2
.

  
U kxel = 1

2
1
2

  
U Dx E t= = +( )1

2

2 2
0 0sin .w f

  
U Dx E t= = +( )1

2

2 2
0 0sin w f

  
E DA mu= =1

2

1

2

2 2
max.
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Σώµα µάζας m είναι εξαρτηµένο στο ελεύθερο άκρο κατα-

κορύφου ελατηρίου σταθεράς k και εκτελεί απλή αρµονι-

κή ταλάντωση. Χρησιµοποιώντας το θεώρηµα έργου–κινη-

τικής ενέργειας της παρ. (5.6) και γνωρίζοντας ότι οι δυνά-

µεις που δρουν στο σώµα είναι το βάρος του και η δύνα-

µη Hooke, να αποδείξετε τη σχέση (10.2.3) όταν το σώµα

µετακινείται από τη θέση x1 στη θέση x2, όπου x είναι η

αποµάκρυνση του σώµατος από τη θέση ισορροπίας του.

ÕÛÎËÛË ·˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 10.2
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10.3 AÏfi ÂÎÎÚÂÌ¤˜. °ˆÓÈ·Î‹ Ù·Ï¿ÓÙˆÛË

Έστω µη εκτατό νήµα µήκους l µε σταθερό το ένα άκρο του Ο. Στο

άλλο άκρο του προσδένουµε σώµα Σ µικρών διαστάσεων, το οποίο θεω-

ρούµε ως υλικό σηµείο. Το σύστηµα νήµατος – σώµατος αποτελεί το

απλό εκκρεµές. Εκτρέπουµε το σώµα κατά µικρή γωνία f  από τη θέση

ισορροπίας έχοντας το νήµα τεντωµένο και ακολούθως το αφήνουµε

ελεύθερο να αιωρείται χωρίς τριβές σε κατακόρυφο επίπεδο περί ορι-

ζόντιο άξονα, ο οποίος διέρχεται από το άκρο Ο του νήµατος (σχ. 10.7).

Το σώµα κινείται γράφοντας κυκλικό τόξο υπό την επίδραση του

βάρους του Β και της δύναµης Τ του νήµατος. Αν σε µία τυχαία θέση Α

η ακτινική και εγκάρσια συνιστώσα του βάρους είναι αντιστοίχως

και οι εξισώσεις της κινήσεως σε πολικές

συντεταγµένες σύµφωνα µε τη σχέση (2.4.2) είναι

(10.3.1)

(10.3.2)

όπου είναι η γωνιακή ταχύτητα του σφαιριδίου, καθώς κινείται στο κυκλικό

τόξο και η τελεία (.) δηλώνει παράγωγο ως προς τον χρόνο. 

Στο παρόν παράδειγµα r = l = σταθερό, οπότε .Η (10.3.1) παρέ-

χει την κεντροµόλο επιτάχυνση ως συνάρτηση της γωνίας θ. Η (10.3.2) γράφεται 

(10.3.3)
 
˙̇ sinθ θ =+ g

l
0

  

dr

dt

d r

dt
= =

2

2
0

 
ω θ= ˙

  
m

dr

dt
r

dω

dt
B θ2ω +

Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

= - sin

  
m

d r

dt
r T B θ

2

2
-

Ê

ËÁ
ˆ

¯̃
= - +ω2 cos

  B B2 = sin ,q  B B1 = cosq

Σώµα µάζας m είναι στερεωµένο στο ένα άκρο ελατηρίου σταθεράς k, το άλλο

άκρο του οποίου είναι σταθερό. Το σώµα ταλαντώνεται οριζοντίως. Αν κατά τη

διάρκεια της ταλάντωσης συγκρουστεί πλαστικά µε ακίνητο σώµα µάζας m, τι θα

συµβεί στο πλάτος της ταλάντωσης του νέου σώµατος; Θα γίνει µεγαλύτερο ως

προς πριν, θα µειωθεί ή θα µείνει αµετάβλητο;

ÕÛÎËÛË ·˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 10.3

A

θ

θ

O

B1 B

T

B2

f

™¯‹Ì· 10.7
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όπου η γωνιακή επιτάχυνση του σφαιριδίου. Για πολύ µικρές γωνίες ισχύει

. Εποµένως, η (10.3.3) για πολύ µικρές γωνίες θ, γίνεται 

Η διαφορική αυτή εξίσωση είναι η εξίσωση της κίνησης του απλού εκκρεµούς και

έχει λύση την θ = A sin(ω0t + f0). Οι σταθερές Α και f0 εξαρτώνται από τις αρχικές

συνθήκες, ενώ η κυκλική συχνότητα ω0 προκύπτει από την σε αντιστοιχία

µε τη σχέση 

Η περίοδος του απλού εκκρεµούς για µικρές ταλαντώσεις ισούται µε

Είναι δηλαδή ανεξάρτητη από το πλάτος Α της ταλάντωσης

και από τη µάζα m του σώµατος. Το απλό εκκρεµές µπορεί να χρησιµοποιηθεί για

τον πειραµατικό προσδιορισµό της τιµής του g.

  
T

l

g
= =2

2
0

p
w

p .

˙̇ .y y+ =w 0
2 0

w 0
2 = g

l

 
˙̇ .q + =g

l
θ 0lim

sin

θ

θ

θÆ
=

0
1

˙̇q

2 3 71 0 . 3 .  A ¶ § O  E K K P E M E ™ .  ° ø N I A K H  TA § A N T ø ™ H

∆ύο απλά εκκρεµή Α και Β έχουν ίσα µήκη και κοινό σηµείο εξαρτήσεως των νηµά-

των τους. Εκτρέπουµε τα δύο εκκρεµή δεξιά και αριστερά ως προς την κατακόρυ-

φο, το µεν Α κατά 1° το δε B κατά 2°. Ακολούθως, τα αφήνουµε ελεύθερα. Που θα

συγκρουστούν; ∆ίδεται mA > mB.

α) Στη θέση όπου τα νήµατα είναι κατακόρυφα;

β) Αριστερά ως προς την κατακόρυφο;

ÕÛÎËÛË ·˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 10.4

10.4 º˘ÛÈÎfi ÂÎÎÚÂÌ¤˜

Oποιοδήποτε σώµα το οποίο µπορεί να αιωρείται γύρω από οριζόντιο

άξονα, ο οποίος δεν διέρχεται από το κέντρο βάρους του σώµατος, απο-

τελεί φυσικό εκκρεµές. Στη θέση ευσταθούς ισορροπίας, το κέντρο

βάρους G βρίσκεται κατακορύφως κάτω από το σηµείο περιστροφής Ο.

Έστω d η απόσταση GΟ (σχ. 10.8). Εκτρέπουµε το σώµα κατά µικρή

γωνία και ακολούθως το αφήνουµε ελεύθερο. Το σώµα κινείται, διότι το

βάρος του σώµατος έχει ροπή ως προς τον άξονα αιωρήσεως. 

G

B

O+

θ
d

™¯‹Ì· 10.8
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Στην τυχαία γωνιακή θέση θ του σώµατος η ροπή αυτή έχει τιµή τ = –mgd sin

θ. Αλλά όπου Ι η ροπή αδράνειας του σώµατος ως προς τον άξονα

περιστροφής. Άρα 

Αυτή είναι και η εξίσωση της κινήσεως του σώµατος. Για µικρή γωνία θ ισχύει ότι

οπότε έχουµε ή 

δηλαδή το σώµα εκτελεί αρµονική στροφική ταλάντωση. Η λύση αυτής της εξίσω-

σης είναι θ = A sin(ω0t + f0), όπου το πλάτος Α της ταλάντωσης και η αρχική φάση

f0 προσδιορίζονται από τις αρχικές συνθήκες. Επίσης έχουµε , 

οπότε η περίοδος της αιώρησης του φυσικού εκκρεµούς είναι .T
I

mgd
= 2p

  
w0

2 = mgd

I

  

d

dt

mgd

I
θ

2

2

q + = 0
  
I

d

dt
mgdθ

2

2

q + = 0lim
sin

θ

θ

θÆ
=

0
1

  
I

d

dt
mgd θ

2

2

q + =sin 0

  
t q= =Iα I

d

dt

2

2

10.5 ºı›ÓÔ˘Û· Ù·Ï¿ÓÙˆÛË

Aς θεωρήσουµε υλικό σηµείο µε µάζα m, το οποίο βρίσκεται στην άκρη

ελατηρίου, ο άξονας του οποίου βρίσκεται πάνω στον άξονα x. Το άλλο

άκρο του ελατηρίου είναι ακλόνητο. Το σώµα έχει θέση ισορροπίας την

αρχή Ο των αξόνων και µπορεί να κινείται κατά µήκος του άξονα x

χωρίς τριβές µε το δάπεδο στηρίξεως (σχ. 10.9).

Στη θέση Α(x) οι δυνάµεις που δρουν στο σώµα είναι η δύναµη Hooke F = –kxi και

η αντίσταση R από το µέσο εντός του οποίου κινείται το σώµα. Η αντίσταση R δεν

είναι η τριβή µεταξύ σώµατος και δαπέδου. Aσκείται από το µέσο που περιβάλλει

το σώµα. Έστω ότι η αντίσταση είναι ανάλογη προς την ταχύτητα u του σώµατος.

Άρα R = –bu, όπου , οπότε και . H σταθερά b καλείται

συντελεστής απόσβεσης. Η εξίσωση της κίνησης είναι

(10.5.1)

Θέτουµε και , οπότε η (10.5.1) γράφεται g = b

m2
w 0

2 = k

m

m mx kx bx x
b

m
x

k

m
xa F R= + fi = fi + + =˙̇ ˙ ˙̇ ˙- - 0

R i= -bẋ
  
u

r
i i= = =d

dt

dx

dt
ẋ

O R FH A
x

™¯‹Ì· 10.9
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(10.5.2)

Παρατηρούµε ότι για b = 0, αναγόµεθα στην κλασική εξίσωση της αρµονικής ταλά-

ντωσης . Η λύση της (10.5.2) ανάγεται στη λύση της χαρακτηριστικής

εξίσωσης , η οποία έχει ρίζες .

Εποµένως, το είδος της κινήσεως του σώµατος εξαρτάται από το πρό-

σηµο της παράστασης 

α) γ > ω0. Στην περίπτωση αυτή η λύση της (10.5.2) είναι η

, όπου . 

Η κίνηση του σώµατος είναι ισχυρώς φθίνουσα και απεριοδική, διότι

ρ1 < 0 και ρ2 < 0 (σχ. 10.10). 

β) γ = ω0. Η λύση της (10.5.2) είναι η x = e–γt(c1 + c2t). Η κίνηση είναι

πάλι φθίνουσα απεριοδική (σχ. 10.10).

γ) γ < ω0. Στην περίπτωση αυτή η λύση γράφεται

Η κίνηση είναι φθίνουσα αρµονική ταλάντωση µε περίοδο

όπου είναι η κυκλική συχνότητα 

της ταλάντωσης. Το πλάτος c και η αρχική φάση f0 της ταλάντωσης

προσδιορίζονται από τις αρχικές συνθήκες (σχ. 10.11). 

Η ενέργεια που χάνει ο ταλαντωτής µεταξύ των χρονικών στιγµών t1 και

t2 ισούται µε 
  
E bu dt

t

t

= Ú 2

1

2

.

 l w g= -0
2 2

  
T = =2p

l
σταθερή,

  x e c t c t ce tt= +( ) = ( )- -g gl l l ft
2 -1 0sin cos cos .

 r g g w r g g w1
2

0
2

2
2

0
2= - + - = - - -,    x c e c et t= +1 2

r r1 2

  γ
2

0
2- w .

 r g g w1 2
2

0
2

, = - ± -  ρ γρ2
0
22 0+ + =w

˙̇x x+ =w 0
2 0 

˙̇ ˙x x x+ + =2 00
2g w

2 3 91 0 . 5 .  º £ I N O Y ™ A TA § A N T ø ™ H

x

O
t

γ > ω0

γ = ω0

™¯‹Ì· 10.10

x

O
tT 2T

ce–γt
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10.6 EÍ·Ó·ÁÎ·ÛÌ¤ÓË Ù·Ï¿ÓÙˆÛË. ™˘ÓÙÔÓÈÛÌfi˜

Έστω απλός αρµονικός ταλαντωτής, ο οποίος κινείται σύµφωνα µε την εξίσωση 

(10.6.1)
  
m

d x

dt
kx F t

2

2
+ = ( ) 
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δηλαδή, εκτός από τη δύναµη επαναφοράς ασκείται στο σώµα και µία εξωτερική

δύναµη F(t) κατά τη διεύθυνση της κίνησης. Ενδιαφέρον παρουσιάζει η περίπτωση

κατά την οποία F(t) = F0 cos ωt. Η λύση της (10.6.1) είναι η

(10.6.2)

όπου Οι σταθερές D και f0 προσδιορίζονται από τις αρχικές συν-

θήκες της κίνησης. 

Παρατηρούµε ότι, όταν το ω Æ ω0, το δεξιό µέλος της (10.6.2) γίνεται άπειρο. Από

πρακτικής απόψεως αυτό σηµαίνει ότι το πλάτος της ταλάντωσης γίνεται πολύ µεγά-

λο, οπότε η λύση (10.6.2) δεν είναι λύση της (10.6.1). Στην περίπτωση

που η κυκλική συχνότητα του διεγέρτη είναι ίση µε την κυκλική συχνό-

τητα της ελεύθερης ταλάντωσης, η εξίσωση της κίνησης γράφεται 

(10.6.3)

και έχει λύση

(10.6.4)

Από τη (10.6.4) παρατηρούµε ότι το πλάτος της ταλάντωσης αυξάνεται

γραµµικά µε τον χρόνο (σχ. 10.12).

Άλλη ενδιαφέρουσα περίπτωση είναι αυτή της εξαναγκασµένης ταλά-

ντωσης µε απόσβεση. Η διαφορική εξίσωση της κίνησης είναι 

ή 

(10.6.5)

όπου και Αν γ < ω0, η λύση της (10.6.5) είναι 

(10.6.6)

όπου D και f0 σταθερές που εξαρτώνται από τις αρχικές συνθήκες, και

  x A t De tt= -( ) + +( )cos cosw q l fg-
0

ω
k

m0
2 = .g = b

m2

  

d x

dt

dx

dt
x

F

m
t

2

2 0
2 02+ + =g w wcos

  
m

d x

dt
b

dx

dt
kx F t

2

2 0+ + = cosw

  
x

F

m
t t D ω t= + +( )0

0

0 0
2 w

w f sin cos 0

  

d x

dt
x

F

m
t

2

2 0
2 0

0+ =w wcos

  w0 = k m/ .

  

x
F t

m
D t=

-( ) + +( )0

0
2 2

0

cosw
w w

w fcos 0

x

O
t
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(10.6.7)

Είναι φανερό ότι ουσιαστικό ρόλο στη διαµόρφωση του πλάτους παίζει ο πρώτος

προσθετέος του δεξιού µέλους της (10.6.6). Ο άλλος προσθετέος, που λέγεται παρο-

δικός ή µεταβατικός όρος, φθίνει εκθετικά µε τον χρόνο. Το πλάτος Α γίνεται µέγι-

στο όταν 

(10.6.8)

Στην περίπτωση αυτή έχουµε συντονισµό και η συχνότητα ονοµάζεται

συχνότητα συντονισµού. Με αντικατάσταση της (10.6.8) στην (10.6.7) προκύπτει

ότι το µέγιστο πλάτος είναι

Από την έκφραση αυτή του µέγιστου πλάτους φαίνεται ότι το πλάτος

αυξάνεται για µικρές αποσβέσεις. Eπίσης το µέγιστο της καµπύλης A –

ω µετατοπίζεται προς µικρότερες τιµές του ω, όταν το ω αυξάνει. Στην

περίπτωση µεγάλων αποσβέσεων η (10.6.8) γίνεται φανταστική, οπότε

δεν υπάρχει συχνότητα συντονισµού. Τέλος παρατηρούµε ότι, όταν

υπάρχουν αποσβέσεις, το πλάτος δεν απειρίζεται. Τούτο σηµαίνει ότι η

δύναµη εξαναγκασµού δεν µπορεί να αυξήσει απεριορίστως το πλάτος

της µόνιµης ταλάντωσης (σχ. 10.13).

  
A

F

mλmax = 0

2g
.

f
ω

= 2p
 w w g= -0

2 22

  l w g= -0
2 2 .

  

A
F m

θ
γ

=
+ -( )

=
-

0

2 2 2
0
2

2
0
2 2

4

/
,  ,

g w w w

w
w w

 tan
2

2 4 11 0 . 6 .  E • A N A ° K A ™ M E N H  TA § A N T ø ™ H .  ™ Y N T O N I ™ M O ™
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A

O ωω0

b1

b1 < b2 < b3

b2

b3

Oµογενής ράβδος µάζας Μ και µήκους L αιωρείται σε κατακόρυφο επίπεδο γύρω

από άξονα ο οποίος διέρχεται από το ένα άκρο της O1. Αν στο άλλο άκρο της O2

προσαρτήσουµε ένα υλικό σηµείο µάζας Μ, η περίοδος του συστήµατος θα αυξη-

θεί ή θα ελαττωθεί ως προς την περίοδο της ράβδου;

Ο τύπος της περιόδου ενός απλού εκκρεµούς είναι δυνατόν να προκύψει από τον

τύπο της περιόδου του φυσικού εκκρεµούς;

ÕÛÎËÛË ·˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 10.5

ÕÛÎËÛË ·˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 10.6
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10.7 ∂·Ó·ÏËÙÈÎ¤˜ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ 

1. Σωµατίδιο µάζας m κινείται επί του άξονα Ox µε την επίδραση δύναµης επανα-

φοράς F = – kx. Να βρεθεί η εξίσωση της κίνησης του.

2. Σωµατίδιο µάζας m ευρισκόµενο αρχικά σε ισορροπία στο κέντρο O εξαγώνου

ABCDEF, µετατοπίζεται σε γειτονικό σηµείο P. Αν, για κάθε θέση του P, το σωµα-

τίδιο υπόκειται σε δυνάµεις από τις κορυφές του εξαγώνου της µορφής µ PA, µ PB,

µ PC, µ PD, µ PE, µ PF όπου µ > 0, να αποδειχθεί ότι αν αφεθεί ελεύθερο θα εκτε-

λέσει απλή αρµονική ταλάντωση περί το σηµείο O µε περίοδο .

3. Υλικό σηµείο µάζας m εκτελεί ταλάντωση επί του άξονα Ox µε την επίδραση

της δύναµης επαναφοράς F = – kx και της αντίστασης Να προσδιορι-

στεί η εξίσωση της κίνησης για 

(ι) 

(ιι) 

(ιιι) 

4. Σε σωµατίδιο µάζας m, το οποίο εκτελεί ελεύθερες ταλαντώσεις στον άξονα x

µε περίοδο , ασκείται η δύναµη στον άξονα της κίνησης. Αν

για t = 0 το σωµατίδιο ακινητεί σε απόσταση d από το κέντρο της ταλάντωσης, να

βρεθεί η εξίσωση της αποµάκρυνσης του.

5. Υλικό σηµείο µάζας m κινείται επί του άξονα Ox υπό την επενέργεια δύναµης

επαναφοράς F1 = – kx, αντίστασης και δύναµης 

(ι) 

(ιι) 

Να µελετηθεί η κίνηση του.

6. Σωµατίδιο µάζας m κινείται επί του άξονα Ox µε την επίδραση δύναµης επανα-

φοράς F1 = – kx, αντίστασης και δύναµης . Να βρεθεί η τιµή

του p για την οποία (ι) Το πλάτος της µόνιµης κατάστασης γίνεται µέγιστο. (ιι) Το

πλάτος της ταχύτητας της µόνιµης κατάστασης γίνεται µέγιστο.

7. Η διαφορική εξίσωση της κίνησης υλικού σηµείου είναι

. 

Αν για t = 0 είναι x = 0 και να προσδιοριστεί η κίνηση του υλικού σηµείου.ẋ u= 0

mx kx pt b npt˙̇ cos cos+ = +α

  F ptcosR bx= - ˙

  F F pte t= -
0 cos .α

  F F e t= -
0

α

R bx= - ˙

  F ptcos  T = 2π n/

t x x x u= = =0 0 0:  ,  ˙ .

t x x x= = =0 00:  ,  ˙

t x x u= = =0 0 0:  ,  ˙

R bx= - ˙.

  T m= 2 6π µ/
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Λύσεις των επαναληπτικών ασκήσεων

1. 
Η διαφορική εξίσωση της κίνησης είναι η η οποία γράφεται ,

µε 

Η λύση της εξίσωσης αυτής είναι

(1)

Έστω πως κατά τη στιγµή t το κινητό βρίσκεται στη θέση xA και έχει ταχύτητα µε

µέτρο uA. Χωρίς να χάνεται η γενικότητα µπορούµε να θεωρήσουµε ότι η χρονική

στιγµή t αποτελεί την αρχή µέτρησης του χρόνου. Παραγωγίζουµε την (1) και παίρ-

νουµε

(2)

Θέτουµε στις (1) και (2) τις αρχικές συνθήκες

οπότε: 

Εποµένως η (1) γράφεται:

(3)

Στη σχέση αυτή γράφουµε Εποµένως η (3) γίνεται:

και τελικά 

Το πλάτος της ταλάντωσης είναι και το f είναι η αρχική φάση.

2. 

Αρχικά, όταν το σωµατίδιο βρίσκεται στη θέση Ο , ισορροπεί, οπότε ισχύει:

(1)

Όταν το σωµατίδιο βρεθεί στο P, η συνισταµένη δύναµη θα ισούται µε 

   
F OA OB OC OD OE OF0 0 0Â = fi + + + + +( ) =µ

  x x uA A0

2 2 2= +ω ω/

  
x

x u
tA A=

+ ( )
2 2 2ω

ω
ωcos - .f

  
x x t t

x
t x x tA

A
A= +

È

Î
Í

˘

˚
˙ = -( ) fi = + ( )cos

sin

cos
sin

cos
cos tan cos -ω ω ω ω

f
f f

f f f1 2

  

u
xA

Aω
= sin

cos

f
f

x x t
u

tA= +A ω
ω

ωcos sin .

  x A u BA A= =,  .ω  t x x u uA A= = =0: ,  

 ˙ sin cos .x A t B t= - +ω ω ω ω

  x A t B t= +cos sinω ω

ω2 = k m/ .

˙̇x x+ =ω2 0mx kx˙̇ = -

2 4 31 0 . 7 .  E ¶ A N A § H ¶ T I K E ™ A ™ K H ™ E I ™

201-284  13-05-05 15:16  ™ÂÏ›‰· 243



2 4 4 K E º A § A I O  1 0 :  TA § A N T ø ™ E I ™

(2) 

όπου κ.ο.κ. Εποµένως και λόγω της (1) η (2) γρά-

φεται

Αν λοιπόν OP = r τότε PO = –r οπότε: ή . Η τελευταία

γράφεται και είναι η εξίσωση της αρµονικής ταλάντωσης του σωµατι-

δίου γύρω από τη θέση O µε περίοδο , όπου . Άρα

3. 

Η διαφορική εξίσωση της κίνησης είναι η ή 

Θέτουµε , οπότε έχουµε την εξίσωση της κίνησης µε τη µορφή

(1)

Η λύση της (1) είναι η 

(2)

όπου και D και θ σταθερές, η τιµή των οποίων εξαρτάται από τις

αρχικές συνθήκες. Από την (2) έχουµε

(3)

(ι) t = 0: x = 0, u = u0. Οι (2) και (3) δίδουν 

και οπότε: . Άρα: 

(ιι) t = 0: x = x0, u = 0. Οι (2) και (3) δίδουν

οπότε: 

και 
  
D

x= 0 0

1

ω

ω
.

  
tan cos

tan
θ

ω
θ

θ

ω

ω
= =

+
=γ

1
2

1

0

1

1
,  

  x D D D0 10= = - +cos ,  cos sinθ θ ω θγ

  
D

u= 0

1ω
.  θ π= /2  u D D0 1= - +γcos sinθ ω θ  0 = Dcosθ

  ˙ cos sinx D e t D e tt t= - -( ) - -( )- -γ γ γω θ ω ω θ1 1 1

  ω ω1 0
2 2= - γ ,

  x De tt= -( )- γ cos ω θ1

  ̇ ˙ ˙x x x+ + =2 00
2γ ω

 

k

m
=ω0

2

 

b

m
= 2γ

˙̇ ˙ .x
b

m
x

k

m
x+ + = 0mx bx kx˙̇ ˙+ + = 0

 
T

m= 2
6

π
µ

.

ω
µ2 6=

m
T = 2π

ω

 
˙̇r r+ =6

0
µ

m

 m˙̇r r+ =6 0µ
   

F r= -Â 6µ

   
F PO=Â 6µ

  PA PO OA PB PO OB= + = +,  

  
F PA PB PC PD PF PEÂ = + + + + +( )µ
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(ιιι) t = 0: x = x0, u = u0. Οι (2) και (3) δίδουν

οπότε

και 

4. 

Η εξίσωση της ταλάντωσης είναι

(1)

Η λύση της εξίσωσης (1) είναι το άθροισµα της λύσης της οµογενούς 

και της µερικής λύσης. Η οµογενής έχει λύση 

(2) 

και η µερική λύση της (1) είναι η (3)

Άρα: (4)

Από τη µερική λύση έχουµε

Αντικαθιστώντας στην (1) τη µερική λύση και εξισώνοντας τους συντελεστές των

αντίστοιχων τριγωνοµετρικών όρων προκύπτει: και B = 0. Εποµέ-

νως η γενική λύση είναι η 

(5)

Aκολούθως από την (5) αν θέσουµε t = 0, x = d και βρίσκουµε C = d – A και

δ = 0. Άρα η αποµάκρυνση δίδεται από τη σχέση

5.

(ι) Η διαφορική εξίσωση της κίνησης γράφεται και κατόπιν mx bx kx F e t˙̇ ˙+ + = -
0

α

x d nt
F

m n p
pt nt= +

-( ) -( )cos cos cos .
2 2

˙ ,x = 0

 x C nt A pt= +( ) +cos cosδ

A
F

m n p
=

-( )2 2

˙̇ cos sinx Ap pt p B pt.= - -2 2

˙ sin cos .x Ap pt pB pt= - +
  x A pt B pt= +cos sin .

x C nt A pt B pt= +( ) + +cos cos sinδ

  x A pt B pt= +cos sin

  x C nt= +( )cos δ

˙̇x n x+ =2 0

˙̇ cosx n x
F

m
pt+ =2

D
x= 0

cosθ
.tan θ

ω
= +

Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

u

x
0

0 1

1
γ

  x D u D D0 0 1= = - +cos , cos sinθ θ ω θγ
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διαίρεσης µε τη µάζα (1) όπου 

Η µερική λύση της (1) είναι η . Εποµένως αντικαθιστώντας αυτήν στην (1) 

βρίσκουµε Η λύση της οµογενούς είναι

Εποµένως η γενική λύση της (1) είναι η 

(ιι) Η διαφορική εξίσωση της κίνησης είναι (2)

Η µερική λύση της (2) είναι της µορφής Αντικαθι-

στώντας το x µε το ίσο του στην (2) και εξισώνοντας τους αντίστοιχους τριγωνοµε-

τρικούς όρους των δύο µελών της (2) βρίσκουµε τις σταθερές A, B και δ.

Η λύση της οµογενούς είναι .

Η γενική λύση της (2) είναι 

6. 

Η διαφορική εξίσωση της κίνησης είναι . Η εξίσωση αυτή

γράφεται 

(1)

όπου και 

Η λύση της οµογενούς είναι και η µερική

λύση της (1) είναι η όπου (2) και

Εποµένως η γενική λύση της (1) είναι (3) 

και οι σταθερές D και θ προσδιορίζονται από τις αρχικές συνθήκες. Παρατηρούµε

ότι στη γενική λύση ο πρώτος προσθετέος µειώνεται εκθετικώς µε τον χρόνο. Γι’

αυτό ο όρος αυτός λέγεται παροδικός όρος σε αντίθεση µε τον άλλο, ο οποίος λέγε-

  x De t A ptt= -( ) + -( )- γ cos cosω θ δ

  
tan .δ

ω
=

-
2
2 2

γp

p
  

A
F m

p p
=

+ -( )
/

4 2 2 2 2 2
γ ω

 x A pt= -( )cos ,δ

  x De tt= -( )- γ ωcos θ  ̇ ˙ ˙x x x+ + =2 02γ ω

 

k

m
=ω2.

 

b

m
= 2γ

  
˙̇ ˙ cosx x x

F

m
pt+ + =2 2γ ω

mx bx kx F pt˙̇ ˙ cos+ + =

 x De t A pt B pt et t= -( ) + +( )- -? cos cos sin .ω θ α

  x De tt= -( )- γ cosω θ  ̇ ˙ ˙x x x+ + =2 02γ ω

  x A pt B pt e t= +( ) -cos sin .α

  
˙̇ ˙ cosx x x

F

m
pt e t+ + = ◊ -2 2 0γ ω α

  x De t Aet t= -( ) +- -γ cos .ω θ α

  x De tt= -( )- γ cos .ω θ

  ̇ ˙ ˙x x x+ + =2 02γ ω

  

A
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- +( )
0

2 22α α ωγ
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ται µόνιµος. Για να υπολογίσουµε τη µέγιστη τιµή του πλάτους Α, παραγωγίζουµε

την (2) ως προς p και θέτουµε την παράγωγο ίση προς µηδέν µε την προϋπόθεση ότι

η τιµή του p, για την οποία µηδενίζεται η πρώτη παράγωγος, καθιστά τη β¢ παρά-

γωγο του Α ως προς p αρνητική. Τελικά έχουµε

για 

Η ταχύτητα της µόνιµης ταλάντωσης είναι 

οπότε το πλάτος της ταχύτητας είναι u0 = Ap.

Ακολουθώντας την ίδια όπως και προηγουµένως διαδικασία για τον υπολογισµό του

µέγιστου πλάτους ως συνάρτηση του p βρίσκουµε ότι το πλάτος της ταχύτητας γίνε-

ται µέγιστο για p = ω. Η µέγιστη τιµή του πλάτους της ταχύτητας ισούται µε

u0, max = F/b.

7. 

Η διαφορική εξίσωση της κίνησης γράφεται (1)

Η µορφή του δεξιού µέλους συνιστά να αναζητηθεί η µερική λύση

Αντικαθιστώντας στην (1) και εξισώνοντας τους συντελεστές των αντίστοιχων τρι-

γωνοµετρικών αριθµών προκύπτει

Η λύση της οµογενούς είναι 

Εποµένως η γενική λύση της (1) είναι

(2)

Για να προσδιορίσουµε τα A και B χρησιµοποιούµε τις αρχικές συνθήκες 

Παραγωγίζουµε τη (2) ως προς t και προκύπτει

t x x u= = =0 0 0: , ˙ .

 
x A t B t

m p
pt

b

m n p
npt= + +

-( ) +
-( )cos sin cos cos .ω ω

α

ω ω2 2 2 2 2

 x A t B t= +cos sin .ω ω ̇ẋ x+ =ω2 0

 
B B A

m p
A

b

m n p
1 2 1 2 2 2 2 2 2

0= = =
-( ) =

-( ), , .
α

ω ω

x A pt B pt A npt B npt= + + +1 1 2 2cos sin cos sin .

 
˙̇ cos cosx x

m
pt

b

m
npt+ = +ω

α2

 u x Ap pt= = - -( )˙ sin δ

  p = -ω2 22γ .
  
A

F

bmax ,= = -
ω

ω ω
1

1
2 2γ
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(3)

Εφαρµόζουµε τις αρχικές συνθήκες στις (2) και (3) οπότε βρίσκουµε

και 

Τελικά:

 

x
pt

m p

b npt

m n p m p

b

m n p
t

u
t=

-( ) +
-( ) -

-( ) +
-( )

È

Î
Í
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˚
˙
˙
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ω ω
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ω ω
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ω
ω
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2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
0

 
A

m p

b
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-( ) -
-( )

α

ω ω2 2 2 2 2
.

 
B

u= 0

ω

 

˙ sin cos
sin sin

.x A t B t
p pt

m p

bnp npt

m n p
= - + -

-( ) -
-( )ω ω ω ω

α

ω ω2 2 2 2 2

™‡ÓÔ„Ë

• Ένα σώµα εκτελεί αρµονική ταλάντωση σταθερού πλάτους γύρω από µία θέση ισορ-

ροπίας όταν η δύναµη που ασκείται στο σώµα είναι ανάλογη προς το αντίθετο της

αποµάκρυνσης του σώµατος από τη θέση ισορροπίας. Αν υπάρχουν αντιστάσεις, η

ταλάντωση είναι φθίνουσα, περιοδική ή µη, αναλόγως προς την τιµή του συντελεστή

αποσβέσεως. Τέλος, όταν ένα σώµα εκτελεί εξαναγκασµένη ταλάντωση, η συχνότη-

τά του είναι ίση µε την συχνότητα του διεγέρτη και το πλάτος της εξαρτάται από τις

παραµέτρους που υπεισέρχονται στην ταλάντωση.

Bιβλιογραφικός Oδηγός για περαιτέρω µελέτη

(Στοιχεία για τις Eκδόσεις, βλ. Bιβλιογραφία στο τέλος του βιβλίου)

Στο  κεφάλαιο 13 της Φυσικής I του R.A. Serway και της Φυσικής I του H.D. Young

υπάρχουν αρκετά παραδείγµατα και δύο πολύ ενδιαφέροντα δοκίµια που αφορούν τις

ταλαντώσεις.

Αρµονική ταλάντωση. Η παλινδροµική κίνηση ενός σώµατος περί µία θέση ισορρο-

πίας, όπου η αποµάκρυνση του σώµατος από τη θέση αυτή είναι αρµονική

συνάρτηση του χρόνου.

Πλάτος της ταλάντωσης. Η µέγιστη αποµάκρυνση του σώµατος από τη θέση ισορ-

ροπίας.

Ελεύθερη ταλάντωση. Είναι η ταλάντωση ενός σώµατος απουσία εξωτερικών δυνά-

µεων.

Ιδιοσυχνότητα ή φυσική συχνότητα. Είναι η συχνότητα της ελεύθερης ταλάντω-

σης ενός σώµατος.

°ÏˆÛÛ¿ÚÈÔ
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Αµείωτη αρµονική ταλάντωση. Η αρµονική ταλάντωση σταθερού πλάτους.

Φθίνουσα αρµονική ταλάντωση. Η αρµονική ταλάντωση µε πλάτος που µειώνε-

ται εκθετικά µε τον χρόνο.

Εξαναγκασµένη ταλάντωση. Η ταλάντωση υπό την επίδραση εξωτερικού διεγέρ-

τη.

Συντονισµός. Το φαινόµενο κατά το οποίο το σώµα εκτελεί εξαναγκασµένη ταλά-

ντωση µε µέγιστο πλάτος.

Φάση της ταλάντωσης είναι η γωνία ωt + f0 που δείχνει τη γωνιακή θέση του κινητού

στον περιοδικό κύκλο κατά τη στιγµή t.

2 4 9° § ø ™ ™ A P I O

11. Σώµα µάζας m = 1 kg κρέµεται από το άκρο ελατηρίου σταθεράς k = 102 N / m.

Αν για t = 0 το σώµα έχει y = 0.005 m και u = 0.15 m/s, να βρεθεί η εξίσωση y = y(t).

[Απ. y = A sin(ωt + f0), όπου ω = 10 rad/s και tan f0 = 1/3]

12. Σώµα µε µάζα m = 0.5 kg είναι δεµένο στο άκρο οριζοντίου ελατηρίου σταθε-

ράς k = 200 N / m και εκτελεί αρµονική ταλάντωση. Αν για t = 0 το σώµα έχει

x = 0.05 m και u = 3 m/s, να γραφούν οι εξισώσεις x = x(t) και a = a(t) και να

υπολογιστεί η ενέργεια της ταλάντωσης.

[Απ. µε 

ω = 20 rad/s και tan f0 = 1/3, a = –ω2x, E = 2.5 J]

13. Σώµα Σ φέρει στις πλευρές του δύο ελατήρια που έχουν το καθένα µήκος l0 και

σταθερές k και 3k αντιστοίχως. Τα ελατήρια εξαρτώνται από τα σηµεία Α και

Β και το σώµα ισορροπεί. Να βρεθεί η θέση ισορροπίας O του σώµατος και η

παραµόρφωση καθενός ελατηρίου. Αν µετατοπίσουµε το σώµα

κατά µικρή µετατόπιση να αποδειχθεί ότι θα εκτελέσει αρµονική

ταλάντωση και να βρεθεί η περίοδός της. (σχ. 10.14) ∆ίδεται ότι

AB = 3 l0.

[Απ. ΑΟ = ]

14. Σώµα Σ µε µάζα m = 0.5 kg είναι δεµένο στο άκρο ελατηρίου σταθεράς k = 100

N / m, το άλλο άκρο του οποίου είναι ακλόνητο. Το σώµα βρίσκεται πάνω σε

7

4

3

4 4
20 0 0l

l
l

l
l

T
m

kk k,  ,  ,  D D= = =3
4

p

  
A = 1

40
m,

  x A t= +( )sin w f0

AÛÎ‹ÛÂÈ˜

A k 3k B

O

Σ
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οριζόντιο τραπέζι και µεταξύ σώµατος και τραπεζιού υπάρχει τριβή µε συντε-

λεστή µ = 0.1. Αρχικά το ελατήριο έχει το φυσικό του µήκος και το σώµα ηρε-

µεί. Μετακινούµε το σώµα κατά x1 = 10 cm κατά µήκος του άξονα του ελατη-

ρίου και το αφήνουµε ελεύθερο.

α) Τι κίνηση εκτελεί το σώµα; β) Αν ο συντελεστής της στατικής τριβής είναι ίσος

µε τον συντελεστή της τριβής ολίσθησης, πόση συνολικά διαδροµή θα διανύσει το

σώµα ώσπου να σταµατήσει; Τι παρατηρούµε ως προς τον τρόπο µε τον οποίο µει-

ώνεται το πλάτος; 

(Yπόδειξη: Εφαρµόζοντας το θεώρηµα έργου–κινητικής ενέργειας µεταξύ δύο

ακραίων θέσεων βρίσκουµε ότι σε κάθε απλή διαδροµή το πλάτος του σώµατος

ελαττώνεται κατά σταθερή ποσότητα ίση µε ∆x0 = 1 cm. Το σώµα θα µπορούσε να

ισορροπήσει ακίνητο στη θέση x όπου kx = T δηλαδή στη θέση x = 0.5 cm. Επειδή

όµως το πλάτος ελαττώνεται κατά 1 cm σε κάθε απλή διαδροµή, συµπεραίνεται ότι

οι ακραίες αποµακρύνσεις του σώµατος από τη θέση ισορροπίας του είναι διαδο-

χικά 9 cm, 8 cm, …, 1cm. Στη θέση x = 1 cm ισχύει FHooke > T. Tελικά το σώµα θα

ακινητήσει στη θέση x = 0). 

[Απ: α) Mη αρµονική ταλάντωση, β) xoλ = 1m]

15. Yλικό σηµείο µπορεί να κινείται χωρίς τριβή στο εσωτερικό κοίλου ηµισφαι-

ρίου. Η κίνησή του αυτή είναι αρµονική ταλάντωση; Πότε είναι;

[Απ: Η κίνηση είναι αρµονική ταλάντωση, αν έχει µικρό πλάτος και γίνεται σε

κατακόρυφο επίπεδο].

16. Oµογενής ράβδος µήκους l εκτελεί αιώρηση µικρού γωνιακού πλάτους γύρω

από οριζόντιο άξονα ο οποίος περνά από το ένα άκρο της. α) Ποια είναι η περίο-

δος των ταλαντώσεων; β) Σε ποιο σηµείο πρέπει να βρίσκεται ο άξονας της αιώ-

ρησης, ώστε η ράβδος να ισοδυναµεί µε απλό εκκρεµές µήκους l; 

[Απ. α) β) ]

17. Oµογενής δίσκος ακτίνας R µπορεί να αιωρείται γύρω από οριζόντιο άξονα, ο

οποίος απέχει κατά d από το κέντρο του C. Ποια είναι η σχέση µεταξύ της

περιόδου των µικρών ταλαντώσεων του δίσκου και της απόστασης d; Υπάρχει

τιµή του d για την οποία η περίοδος γίνεται ελάχιστη; Το d µπορεί να µετα-

  
d

l
=

±( )3 6

6  
T π

l

g
= 2

2

3
,
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βάλλεται µεταξύ των τιµών .

[Απ. , όπου 

, όπου ]

18. Σε σώµα µε µάζα m = 5 · 10–3 kg, που µπορεί να κινηθεί στον άξονα x, δρουν

δύο δυνάµεις F1 και F2, όπου F1 = –20 · 10–5 xi και F2= –2 · 10–2 ui. Aν το σώµα

ξεκινά χωρίς αρχική ταχύτητα από τη θέση , να περιγραφεί η

κίνησή του.

(Yπόδειξη: Η εξίσωση της κινήσεως είναι 

και της ταχύτητας όπου ρ1, ρ2 είναι οι ρίζες της εξίσωσης

. Οι σταθερές c1 και c2 βρίσκονται, αν τεθεί t = 0, x = 0.2

και u = 0. Εποµένως βρίσκονται από τη λύση των εξισώσεων 0 = c1ρ1 + c2ρ2 και

0.2 = c1 + c2).

[Απ: Το σώµα εκτελεί απεριοδική φθίνουσα κίνηση, διότι ρ1 < 0, ρ2 < 0 (περί-

πτωση (α) της παραγράφου 10.5)].

19. Kατακόρυφο ελατήριο µε σταθερά k έχει το κάτω άκρο του σταθερό και στο άνω

άκρο του φέρει αβαρή δίσκο επί του οποίου υπάρχει σώµα Σ µε µάζα m. Το

σύστηµα εκτελεί κατακόρυφη ταλάντωση πλάτους Α. Ποια είναι η µέγιστη συχνό-

τητα µε την οποία µπορεί το σύστηµα να ταλαντώνεται χωρίς να χάνεται η επαφή

του σώµατος µε τον δίσκο;

[Απ. ]
  
f

π

g

A
= 1

2

 r r2 + + ◊ =-4 4 10 02

  u ρ c e ρ c et t= +1 21 2
1 2r r

  x c e c et t= +1 2
1 2r r

  x = ◊ -20 10 2 m

  d R= / 2  T d gmin = 2 2p /

  
I I md mR mdC= + = +2 2 21

2
,

  
T

I

mgd
= 2p

  0 < £d R
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