
ΑΣΚΗΣΗ 1.   
 
α. Αποδείξτε ότι το τετράγωνο οποιουδήποτε περιττού αριθµού είναι και 

αυτό περιττός αριθµός. 
β. Αποδείξτε ότι 12+22+32+…+n2 = (1/6)n(n+1)(2n+1). 
γ. Αποδείξτε ότι 13+23+33+…+n3 = (1/4)n2(n+1)2. 
 (12 µονάδες) 
 
Λύση 
 
α. Ένας περιττός αριθµός µπορεί να γραφεί ως 2n+1, όπου n 

οποιοσδήποτε ακέραιος αριθµός. Εποµένως, 
 

(2n+1)2 = 4n2+4n+1 = 2(2n2+2n) +1 = 2k+1, όπου k=(2n2+2n). 
 
β. Η εξίσωση ισχύει για n=1, όπως µπορεί να διαπιστωθεί εύκολα: 
 
 12 = (1/6)12(1+1)(2+1) = (1/6)(2)(3)=(6/6)=1 
 
 Θεωρούµε ότι ισχύει για n=k, δηλαδή, 
 
 12+22+32+…+k2 = (1/6)k(k+1)(2k+1)    
  
προσθέτοντας (k+1)2 και στις δύο πλευρές της εξίσωσης έχουµε: 
 
 12+22+32+…+k2+ (k+1)2= (1/6)k(k+1)(2k+1)+ (k+1)2 =  
 
= (k+1)[(1/6)k(2k+1)+(k+1)] = (k+1)[(1/6)(2k2+k)+k+1)] =  
 
= (1/6)(k+1)(2k2+2k+6k+6)= (1/6)(k+1)(2k2+7k+6) = (1/6)(k+1)(k+2)(2k+3) =  
 
=(1/6)n(n+1)(2n+1), αφού n=k+1. 
 
γ. Χρησιµοποιώντας την ίδια τεχνική της του προηγούµενου ερωτήµατος η 

εξίσωση ισχύει για n=1, όπως µπορεί να διαπιστωθεί άµεσα: 
 
 13 = (1/4)12(1+1)2 = (1/4)22=(4/4)=1 
 
Θεωρούµε ότι η εξίσωση ισχύει για n=k, δηλαδή: 
 

13+23+33+…+k3 = (1/4)k2(k+1)2     
 
Προσθέτοντας (k+1)3 και στις δύο πλευρές της εξίσωσης έχουµε: 
 
13+23+33+…+k3+(κ+1)3 = (1/4)k2(k+1)2+(k+1)3 = 13+23+33+…+k3+(κ+1)3  
 
= (k+1)2[(1/4)k2+k+1] = (1/4)(k=1)2(k2+4k+4) =  
 
= (1/4)(k+1)2(k+1+1)2 = (1/4)n2(n+1)2, όπου n=k+1. 
 



ΑΣΚΗΣΗ 2 
 
1α. Αποδείξτε την αντιµεταθετική ιδιότητα της πρόσθεσης διανυσµάτων 

Α+Β=Β+Α 
1β. Αποδείξτε ότι αν a και b είναι µη-συγγραµµικά διανύσµατα τότε xa+yb=0 

συνεπάγεται x=y=0. 
1γ. Προσδιορίστε το διάνυσµα µε αρχή P(x1,y1,z1) και τέλος Q(x2,y2,z2) και 

βρείτε το µέγεθός του.  
 (12 µονάδες) 
 
ΛΥΣΗ 
 
2α. Χρησιµοποιώντας το σχήµα 1 διαπιστώνουµε ότι: 
 

 
 Σχήµα 1 
 

 
OP + PQ = OQ  ή  A + B = C  

 
και  OR + RQ = OQ  ή  B + A = C 
 
εκ των οποίων είναι προφανές ότι A+B = B+A 
 
2β. Ας υποθέσουµε ότι x=0, τότε xa + yb = 0 ⇒ xa = -yb ⇒ a = -(y/x)b, τοπ 

οποίο σηµαίνει ότι a και b είναι παράλληλα (συγγραµµικά), αντίθετα µε 
την αρχική υπόθεση για τα διανύσµατα (µη-συγγραµµικά). Εποµένως  

 
 x = 0 είναι η µόνη λύση, το οποίο συνεπάγεται ότι yb = 0 ⇒ y=0. 
 

Άρα η µόνη λύση είναι x=y=0. 



2γ.  Όπως φαίνεται στο σχήµα 2, 
 

 
Σχήµα 2 
 
 
r1 = x1i + y1j +z1k  

 
 r1 = x2i + y2j +z2k 
 
 r1 + PQ = r2 ⇒  
 

PQ = r2 - r1 = (x2-x1)i + (y2-y1)j + (z2-z1)k  
        
και  
  _____________________ 
|PQ| = √(x2-x1)2 + (y2-y1)2 + (z2-z1)2 

 
   
Άσκηση 3 
 
α.  Αν οι x1 και  x2 είναι ρίζες της εξίσωσης αx2+βx+γ = 0, να αποδείξετε ότι 

x1
3+x2

3 = 3βγ/α2 -(β/α)3 .  Υπενθυµ ί ζουµε  την  γνωστή  ταυτότητα   
x1

3 + x2
3=( x1+ x2)( x1

2-x1x2+x2
2). 

 
β. Χρησιµοποιώντας τα αποτελέσµατα του προηγούµενου ερωτήµατος 

βρείτε την τιµή του λ στην εξίσωση: 
 
 x2-2x+λ=0, έτσι ώστε x1

3+x2
3=2 

 
γ. Προσδιορίστε το λ ώστε η εξίσωση x2+2λx+2λ=0 έχει ρίζα το -1. 
 



Λύση 
 
α. Για τις ρίζες x1

 και x2 ισχύει x1+x2 = -β/α και x1x2 = γ/α (οι τύποι του 
Vieta). Ξεκινώντας από την γνωστή ταυτότητα έχουµε 

x1
3+x2

3 = (x1+x2)(x1
2-x1x2+x2

2) (1) 

είναι επίσης σαφές ότι 

x1
2+x2

2 = (x1+x2)2-2x1x2 (2) 

Συνδυάζοντας την (1) και την (2) έχουµε: 

x1
3+x2

3 = (x1+x2)[(x1+x2)2-2x1x2-x1x2] = (x1+x2)[(x1+x2)2-3x1x2]   (3) 
Αντικαθιστώντας x1+x2=-β/α και x1x2=γ/α στην (3) έχουµε: 

x1
3+ x2

3= -(β/α)[(-β/α)2-3(γ/α)]=  - (β/α)3+3βγ/α2=3βγ/α2-(β/α)3  
 
β. Για να έχει η εξίσωση x2-2x+λ=0 δύο πραγµατικές ρίζες η 

διακρίνουσα ∆≥0 ⇒ 22-4λ≥0 ⇒ λ≤1 
 Χρησιµοποιώντας και πάλι τους τύπους του Vieta έχουµε για τις ρίζες 

της εξίσωσης: 
 x1+x2=2 και x1x2=λ  
Χρησιµοποιώντας τα αποτελέσµατα του προηγούµενου ερωτήµατος έχουµε 
και έχοντας: 

x1
3+ x2

3= (x1+x2)[(x1+x2)2-3x1x2] =2=2(22-3λ)=8 ⇒ 8-6λ=2 ⇒ 
6λ=6 ⇒ λ=1   
Η αρχική εξίσωση γίνεται τότε x2-2x+1=0, x1=1, x2=1 και η εξίσωση 

x1
3+x2

3=2 ισχύει.  
 
γ. Αν το -1 είναι ρίζα της εξίσωσης x2+2λx+λ2=0, τότε 

αντικαθιστώντας x=-1 στην εξίσωση, αυτή θα πρέπει να ισχύει: 
 
 (-1)2+2(-1)λ+2λ=0 ⇒ 1-2λ+λ2=0 ⇒ (λ-1)2=0 ⇒ λ=1 

αντικαθιστώντας λ=1 στην αρχική εξίσωση έχουµε: 
x2+2x+1=0 ⇒ (x+1)2=0 ⇒ x= -1 (διπλή ρίζα). 

 



4. ∆ίνονται τα παρακάτω διανύσµατα 

a = <-6, -3, 2>  

b = <2, 1, -4>  

c = <1, 2, 1> 

Βρείτε τα παρακάτω: 

α. ∆είξτε ότι τα  b και c είναι ορθογώνια µεταξύ τους 

Τα δύο διανύσµατα είναι ορθογώνια µόνο αν b.c = 0 

b.c = (2)(1) + (1)(2) + (-4)(1) = 2 + 2 -4 = 0 

β. a.(b + c) 

b + c = <3, 3, -3> 

a.(b + c) = (-6)(3) + (-3)(3) + (2)(-3) = -18 -9 - 6 = -33 

  

γ. a.(b x c) 

 

<-6, -3, 2> . <9, -6, 3> = (-6)(9) + (-3)(-6) + (2)(3) 

a.(b x c) = -54 + 18 + 6 

a.(b x c) = -30 

δ. a x b 



 

 

ε. την γωνία µεταξύ a και b  

 

 

στ. τα συνηµίτονα κατεύθυνσης του  b (συνηµίτονα γωνιών α, β, γ που 
σχηµατίζει το b µε τους άξονες x, y, z ). 

 

 

ζ. την επιφάνεια του παραλληλογράµµου που ορίζεται από τα  a και b 

Η επιφάνεια του παραλληλογράµµου που ορίζεται από τα  a και b 
ισούται µε   
|a| |b| sin C, όπου C η γωνία µεταξύ a και b. Αυτή όµως είναι και η 
απόλυτη τιµή του εξωτερικού γινοµένου των  a και  b. 

Επιφάνεια = |a x b| = | <10, -20, 0>| από το ερώτηµα δ. 



 

η. Τον όγκο του παραλληλεπιπέδου που ορίζεται από τα  a, b και c 

Ο όγκος είναι η απόλυτη τιµή του τριπλού γινοµένου  

= |a.(b x c)| = |-30|  

=30 κυβικές µονάδες 

θ. Πώς θα συµπεραίνατε ότι τα  a, b και c είναι συνεπίπεδα; 

Αν  a.(b x c) ήταν 0.  

5.   Βρείτε την γωνία µεταξύ της διαγωνίου ενός κύβου και της διεύθυνσης της 
διαγωνίου µιας από τις έδρες του.   

Έστω ότι η κάτω έδρα του κύβου έχει κορυφές 

 A = (0,0,0), B = (1,0,0), C = (1,1,0), D = (0,1,0) 

και η πάνω έδρα  

 E = (0,0,1), F = (1,0,1), G = (1,1,1), H = (0,1,1) 

Τότε η διαγώνιος του κύβου είναι η AG και η διαγώνιος µιάς έδρας είναι η AC. Η 
γωνία µεταξύ τους είναι   

 

cosθ = 
AG ·AC  

 
||AG|| ||AC|| 

= 
〈1,1,1 〉·〈1,1,0 〉  

 
||〈1,1,1 〉|| ||〈1,1,0 〉|| 

= 
2  

 
√3 √2 

= 
√2 

 
√3 

. 

Άρα, θ = cos-1(√2/√3) ≈ 35°.  
 

6. Χρησιµοποιήστε τους πίνακες A, B, C, D για να εκτελέσετε τις πράξεις που δίνονται 
αν αυτές είναι δυνατές.  

 

 
 

a. 4C  
b. AD  
c. DA  
d. BC  
e. 3CB  
f. C (A + B)  



g. AB  
h. BA  
i. CAD  
j. DBC  
k. AD + (CB)T  
l. DC  
m. CD 

 

a. 4C = [ 20  12  24 ]  

b.   
c. DA – Οι διαστάσεις είναι λάθος! (3 επί 1 πολλαπλασιάζεται µε 3 επι  3).  
d. BC - Οι διαστάσεις είναι λάθος!  
e. 3CB = [ 342  213  180 ]  
f. C (A + B) = [ 160  161  136 ]  

g.   

h.    
i. CAD = 980 
j.   DBC - Οι διαστάσεις είναι λάθος!  

k.   

l.   
m. CD = 50 
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