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ΛΥΣΕΙΣ ΤΩΝ ΑΣΚΗΣΕΩΝ ΤΗΣ ΕΡΓΑΣΙΑΣ 5.      2002-2003, ΦΥΕ14 
 
1. Από την ίδια γραµµή αφετηρίας(από το ίδιο ύψος) ενός κεκλιµένου επιπέδου αφήστε να 
κυλήσουν, ταυτόχρονα προς τα κάτω, δύο κυλίνδροι της ιδίας µάζας και των ιδίων 
διαστάσεων. Ο ένας συµπαγής ξύλινος και ο άλλος κοίλος µεταλλικός. 
Ποιός θα φτάσει γρηγορώτερα στην βάση του κεκλιµένου επιπέδου; 
∆ικαιολογείστε την απάντησή σας µε την χρήση µαθηµατικών υπολογισµών. 
                    Μονάδες 5 
Κάνετε στο σπίτι σας αυτό το πείραµα χρησιµοποιώντας δύο ή τρείς συµπαγείς κυλίνδρους 
διαφόρων µεγεθών και µαζών. Τι παρατηρείτε; ∆ικαιολογείται αυτό που παρατηρείτε από τη 
λύση που δώσατε για το πρώτο µέρος της άσκησης;      
          Μονάδες 2 
 
 
1α. Επειδή τα δύο σώµατα κυλίονται χωρίς ολίσθηση: ω=vcm/R 
Άρα για κάθε ένα ισχύει: 
Καρχ + Uαρχ = Kτελ + Uτελ ⇒ 
0 + m. g. h = (1/2). m. vcm

2 + (1/2). (f. m. R2).(vcm/R)2⇒ 
 
όπου: f.m.R2 = I η ροπή αδράνειας του σώµατος 
οπότε:  
m. g. h = [(1/2). m. vcm

2 ].( 1+ f )⇒ 
 
vcm = [(2.g.h)/ ( 1 + f )]1/2 

 

Η ροπή αδρανείας Ι που αντιστοιχεί στον κοινό κύλινδρο είναι πολύ µικρότερη αυτής του 
συµπαγούς, δηλαδή: fκοίλου < fσυµπαγούς 

                       Άρα  vcm(κοίλου) > vcm(συµπαγούς) 
 
1β. Από την σχέση που δίνει την ταχύτητα του κέντρου µάζας που βρίκαµε στο πρώτο µέρος, 
φαίνεται πως αυτή είναι ανεξάρτητη της ακτίνας και της µάζας των κυκίνδρων. Περιµένουµε 
λοιπόν να φθάσουν στη βάση του κεκλιµένου επιπέδου ταυτοχρόνως – αν έχουν αφεθεί από 
την ίδια γραµµή αφετηρίας. 
 
 
 
2. Σε µια σβούρα σαν αυτή του σχήµατος (συµµετρική εκ περιστροφής) υπάρχει η δυνατότητα, 
µε τον κοχλία Κ,  να µεταβάλλει κανείς την θέση του κέντρου βάρους της(Κ.Β.) σε σχέση µε το 
σηµείο στήριξής της(Σ.Σ.). 
 
Στο σχήµα (α) το Κ.Β. βρίσκεται πάνω από το Σ.Σ, ενώ στο σχήµα (β) το Κ.Β. βρίσκεται 
χαµηλώτερα από το Σ.Σ. 
Για τις δύο περιπτώσεις που φαίνονται στο σχήµα: 

1. θεωρείστε δεξιόστροφη περιστροφή και σχεδιάστε το διάνυσµα της γωνιακής 
ταχύτητας ω. 

2. Σχεδιάστε το διάνυσµα της ροπής (τ) του βάρους. 
3. Σχεδιάστε το διάνυσµα της µεταβολής της στροφορµής ∆L. 
4. Σχεδιάστε το διάνυσµα της συνισταµένης (τελικής) στροφορµής L’. 
5. Σχεδιάστε το διάνυσµα Ω της γωνιακής ταχύτητας µετάπτωσης. 

Μονάδες 5 
 
 
Στην περίπτωση του σχήµατος (β), αν διατηρώντας την ίδια την ίδια γωνία φ, και την ίδια  
φορά περιστροφής της σβούρας (ω), µεγαλώνουµε  την απόσταση του Κ.Β. από το σηµείο 
στήριξης, πώς θα επηρεαστεί η Ω; 

 Μονάδες 2 
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Οµοίως στην περίπτωση του σχήµατος (β), αν διατηρώντας την ίδια γωνία φ, και την ίδια 
απόσταση του Κ.Β. από το Σ. Σ.  µεταβάλλουµε την γωνιακή ταχύτητα ω της σβούρας, τι θα 
παρατηρήσουµε; 

 Μονάδες 2 
 

 
                                                                         

I. Για δεξιόστροφη περιστροφή το διάνυσµα ω, φαίνεται στο σχήµα. 
                      

II. Η ροπή τ του βάρους στην περίπτωση (α) είναι  από τον αναγνώστη προς το 
επίπεδο του χαρτιού, ενώ στην περίπτωση (β) είναι από το χαρτί προς τον 
αναγνώστη. 

                        
III. Το διάνυσµα ∆L της µεταβολής της στροφορµής είναι συγγραµµικό της ροπής τ.  
IV. Η συνισταµένη στροφορµή L´ βρίσκεται από την άθροιση  

            
L + ∆L = L´. 

                                               
V. Το προηγούµενο άνυσµα L´ χαρακτηρίζει τη φορά διαγραφής της     

µεταπτωτικής κινήσεως.                             
Έτσι, για τις δύο περιπτώσεις το διάνυσµα Ω σηµειώνεται στο σχήµα. 
 
 
-Στην περίπτωση του σχήµατος (β), αν ο κοχλίας στήριξης Κ πλησιάσει προς το Σ.Σ, 
το κέντρο βάρους του συστήµατος (β) θα βρεθεί πιο µακρυά από το σηµείο στήριξης. 
Η ροπή του βάρους θα είναι τώρα µεγαλύτερη µε αποτέλεσµα (Εξίσωση 4.238 στη 
σελίδα 284 του Β’ τόµου της Κλ. Μηχανικής) η Ω να είναι µεγαλύτερη. 
 



 3 

-Αν, στην περίπτωση (β), όλα µείνουν όπως πριν και αλλάξουµε τη  φορά 
περιστροφής της σβούρας ( δηλ. το ω) τότε θα αλλάξει και η φορά διαγραφής της 
µεταπτωτικής κινήσεως (δηλ. το Ω). 

 
 
3. Να υπολογιστεί η ροπή αδρανείας ενός λεπτού και οµογενούς δίσκου, µάζας m και ακτίνας 
r, ως προς άξονα που συµπίπτει µε µια διάµετρό του. 
          Μονάδες 4 
 

 
dm:το γραµµοσκιασµένο τµήµα του σχήµατος 
 
σ: η επιφανειακή πυκνότητα σ=dm/dS→dm=σ . dS 
 
dS: Το εµβαδόν του γραµµοσκιασµένου τµήµατος  
 
dS=2y.dx=2Rcosφ.dx 
αλλά x=R.sinφ→dx=Rcosφdφ 
οπότε τελικά dS=2R2cos2φdφ 
 
Ι=∫ dm.x2= 
  =∫σ2R2cos2φ(Rsinφ)2dφ=                   (βήµα 1)         Τα ολοκληρώµατα των  
  =2σR4∫cos2φsin2φdφ=                        (βήµα 2)         βηµάτων 1, 2, 3, 4 είναι  
  =2σR4 (1/4)∫sin22φdφ=                      (βήµα 3)         ορισµένα:από –π/2 ως  
  =2σR4 (1/4).(1/2) ∫(1-cos4φ)dφ=……   (βήµα 4)         π/2. 
  =(1/4) .mR2 = Ι// 
 
 
 
3β. Ο δίσκος ∆, που έχει οµοιόµορφη κατανοµή µάζας m, είναι λεπτός,  πακτωµένος σε 
στερεό άξονα ΟΟ’ και περιστρέφεται δεξιόστροφα γύρω από αυτόν. Να σχεδιάσετε τα 
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διανύσµατα της γωνιακής ταχύτητας ω και της στροφορµής L. Nα σχολιάσετε τη σχετική θέση 
των διανυσµάτων αυτών  και να την δικαιολογήσετε. 
[Υπόδειξη: χρειάζετε να αναλύσετε το άνυσµα ω και να λάβετε υπόψη σας την ροπή αδρανείας 
του δίσκου αφ΄ενός µεν ως προς άξονα  κάθετο που περνάει από το κέντρο του, αφ’ ετέρου δε 
ως προς άξονα µία διάµετρό του]. 
 
 
          Μονάδες 6 

 
Αναλύουµε το άνυσµα ω σε δύο συνιστώσες. Μία κάθετη στον δίσκο ω^, και µία παράλληλη 
ω//  σ’ αυτόν. 
Πολλαπλασιάζοντας τις συνιστώσες αυτές επί τις τιµές των ροπών αδρανείας για τους 
αντίστοιχους άξονες, προκύπτουν οι συνιστώσες L^ και L// της στροφορµής L. 
Επειδή δε, η Ι^ είναι µεγαλύτερη (διπλάσια) της Ι// , το άνυσµα L της στροφορµής δεν 
συµπίπτει µε το άνυσµα της γωνιακής ταχύτητας ω.  
 
 
4. Οµογενής κύλινδρος µάζας m και ακτίνας r που περιστρέφεται γύρω από τον γεωµετρικό 
του άξονα µε γωνιακή ταχύτητα ω0 αφήνεται απότοµα σε οριζόντιο δάπεδο χωρίς να 
προωθηθεί και κινείται κατά την οριζόντια διεύθυνση (µόλις ο κύλινδρς έλθει σε επαφή µε το 
δάπεδο, το κέντρο µάζας του Ο έχει µεταφορική ταχύτητα µηδέν). 
Ποια είναι η τελική ταχύτητα που αποκτάει το κέντρο βάρους Ο, αν ο συντελεστής τριβής 
µεταξύ του κυλίνδρου και του δαπέδου είναι n; 
[H ροπή αδρανείας του κυλίνδρου ως προς το Ο είναι [mr2/2]. 
Στο σχήµα φαίνεται τοµή του κυλίνδρου µε το κατακόρυφο επίπεδο]. 
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         Μονάδες 6 
 
ΣF= m.α → T= m.a → n.m.g= m.a → a=n.g     (1) 
 
ΣT= I.a → -Τ.r=I. a → -n.m.g.r=(1/2)m.r2. a → a= -(2n.g)/r  (2) 
(όπου: a η γωνιακή επιτάχυνση και α η επιτάχυνση της µεταφορικής κινήσεως)  
Όταν ο κύλινδρος αρχίζει να κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει: 
 
V=ω.r           (3) 
Αλλά   V=α.t και ω=ω0-a.t 
Αντικαθιστώντας: 
                              (1),(2) 
a.t=[ω0-(2n.g/r)t]r   ⇒   n.g.t=ω0.r – 2n.g.t⇒  
                                    3n.g.t=ω0.r⇒ t=ω0.r/3n.g 
Η τελική ταχύτητα:      V= a.t→ 
                                   V= n.g.(ω0.r/3n.g)→ V=ω0.r/3 
  
 
5. Σώµα περιστρέφεται µε γωνιακή επιτάχυνση που δίνεται από την σχέση: 
α = 4λt – 3µt2 , όπου λ, µ, σταθερές και t ο χρόνος. 
Αν η αρχική γωνιακή ταχύτητα ήταν ω0 , γράψτε τις σχέσεις που δίνουν τη µεταβολή της 
γωνιακής ταχύτητας ω και της γωνίας φ συναρτήσει του χρόνου. 
          Μονάδες 3 
a= 4λt – 3µt2⇒ 
dω/dt= 4λt - 3µt2 
 
ω=∫dωdt=∫(4λt – 3µt2)dt= 
  =∫(4λt)dt - ∫(3µt2)dt= 
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  =[4λ (t2/2)] - [3µ (t3/3)] + c = 
  =2λt2 - µt3 + c 
 
επειδή για t=0 ω=ω0 ,  
 
   ω = ω0 + 2λt2 - µt3 

 

φ = ∫dφ= ∫( ω0 + 2λt2 - µt3)dt 
φ = ω0t + (2λt3/3) - µ (t4/4) + φ0 
 
  
6. Σφαίρα που έχει ακτίνα r και µάζα m, βρίσκεται στη θέση Α και αφήνεται να κυλίσει χωρίς 
ολίσθηση στο εσωτερικό του τοιχώµατος του ηµισφαιρίου που έχει ακτίνα R. Να υπολογιστεί η 
κάθετη συνιστώσα της δύναµης που ασκείται από τη σφαίρα στο τοίχωµα του ηµισφαιρίου  στο 
κατώτατο σηµείο Ρ. 
∆ίνεται η ροπή αδρανείας της σφαίρας ως προς άξονα µια διάµετρό της: Ι = (2/5) m r2. 

 
 
         Μονάδες 6 
mg (R - r) = (1/2)Iω2 + (1/2)mv2⇒ 
mg (R - r) = (1/2)(2/5)mr2.(v2/r2) + (1/2) mv2⇒ 
mg (R - r) = (7/10) mv2         (1) 
 
Στο κατώτατο σηµείο της τροχιάς η συνισταµένη των δυνάµεων, κατά τη διεύθυνση της 
ακτίνας είναι κεντροµόλος:  
                  F – B = (mv2)/(R – r)⇒ 
                                                      (1) 
                  F = mg + (mv2)/(R – r)  ⇒ 
 
                  F = mg + (10/7) mg⇒ 
 
                  F = (17/7) mg 
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7. Το κέντρο σφαίρας που κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει πάνω σε οριζόντιο έδαφος, έχει 
ταχύτητα 5 m/s. Η σφαίρα µε αυτήν τη ταχύτητα αρχίζει να ανεβαίνει πάνω σε κεκλιµένο 
επίπεδο γωνίας κλίσης 300. Να υπολογιστεί σε ποιο ύψος πάνω από το οριζόντιο επίπεδο θα 
φτάσει. Πόσος χρόνος απαιτείται για να επανέλθει στην βάση του κεκλιµένου επιπέδου; 
∆ίνεται η ροπή αδρανείας της σφαίρας ως προς άξονα µια διάµετρό της: [(2/5)mr2]. 
          Μονάδες 6 

 

T 

h 

mg 

300 

 
(1/2) m v2 + (1/2) I ω2 =mgh ή 
(1/2) m v2 + (1/2) (2/5) mR2 (v2/R2) = mgh  ï 
h = 1,75 m 
 
Ο χρόνος καθόδου: tk= (2s/a)1/2 = (2h/a sin30)1/2      (1) 
Όπου s  ηδιαδροµή πάνω στο κεκλιµένο επίπεδο.   
Η επιτάχυνση α της µεταφορικής κινήσεως υπολογίζεται από τη σχέση: 
B sin30 – T = m a         (2) 
Αλλά: T R = (2/5) mR2 a  ï 
         T R = (2/5) mR2 (a/R)  ï   T = (2/5) m a 
Oπότε η (2) δίνει:  
m g sin30 – (2/5) m a = m a ï     a = (5/7) g sin30  ï a = (25/7) m s-2 
H (1) τελικά,  µε αντικατάσταση, δίνει: 
tk= 1,4 sec 
H δύναµη Τ είναι µια στατική δύναµη τριβής. Η ύπαρξή της είναι αναγκαία για να αποφευχθεί 
η ολίσθηση και για να προσδώσει στην σφαίρα γωνιακή επιτάχυνση a. 
 
 
8. ∆ίδεται ράβδος µήκους 2l=10m. Το µισό της τµήµα είναι µεταλλικό και έχει µάζα m’=4kg και 
το άλλο µισό είναι από ξύλο και έχει µάζα m=2kg. Η ράβδος µπορεί να περιστρέφεται γύρω 
από οριζόντιο άξονα που περνάει από το µέσο της (από το σηµείο που ενώνονται τα δύο 
τµήµατά της). Αρχικά η ράβδος συγκρατείται σε οριζόντια θέση και στη συνέχεια αφήνεται 
ελεύθερη να κινηθεί.  Να υπολογίσετε τη ροπή αδρανείας της ράβδου ως προς τον άξονα που 
περνάει από το µέσο της. Να υπολογίσετε τη γωνιακή επιτάχυνση της ράβδου τη στιγµή της 
εκκίνησης και όταν η ράβδος βρίσκεται σε κατακόρυφη θέση. Ποια η γωνιακή ταχύτητα της 
ράβδου όταν είναι σε κατακόρυφη θέση; 
Ποια η ταχύτητα των άκρων της; Ποια η στροφορµή της ράβδου; 
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∆ίνονται: g=10 m/s2, και η ροπή αδρανείας οµογενούς ράβδου ως προς άξονα που περνάει 
από το κέντρο µάζας της και είναι κάθετος στην ράβδο: (1/12)ml2.    
                                              Μονάδες 10  
8a. 
I1 = (1/12) ml2 + m (l/2)2 = (1/12) ml2 + m (l2/22) → 
I1 = (1/3) ml2      
   
I2 =(1/12) 2m l2 + 2m (l/2)2  →  
I2 = (2/3) ml2 
 
I = I1 + I2 = (1/3) ml2 + (2/3) ml2 

 

Άρα: I = ml2 
 
8β. 
Από τον θεµελιώδη νόµο της στροφικής κίνησης ( τη  στιγµή της εκκίνησης ): 
Στ = Ia→ 2mg (l/2) - mg (l/2) = Ia → 
                 mg (l/2) = ml2a→ a = g/2l → 
                 a = 2 rad/s2. 
 
8γ. Τη στιγµή που η ράβδος είναι στην κατακόρυφη, οι διευθύνσεις των δυνάµεων w1 και w2 
διέρχονται από τον άξονα περιστροφής, άρα:          
 
Στ = Ιa  →  0 = Ιa  →  a = 0 
 
Από την αρχή διατήρησης της µηχανικής ενέργειας και θεωρώντας επίπεδο µηδενικής 
δυναµικής ενέργειας αυτό που περνάει από το κέντρο της µάζας του µεταλλικού τµήµατος 
όταν η ράβδος είναι σε κατακόρυφη θέση, έχουµε: 
 
mg (l/2) + 2mg (l/2) = (1/2)Iω2 + mgl→ 
ω = (g/l)1/2 = 21/2 rad/sec. 
 
H γραµµική ταχύτητα των άκρων της: V=ωl→ V = 5×21/2 m/s. 
 
Η στροφορµή της ράβδου: L = Iω = ml2ω = 50×21/2 kg.m2/s. 
    
9. Από τον θεµελιώδη νόµο για την περιστροφική κίνηση φαίνεται πως µια ροπή(τ) είναι 
ανάλογη της γωνιακής επιτάχυνσης(α) που προκαλεί στο σώµα: 
(τ = Ι α), όπου Ι η ροπή αδρανείας του σώµατος. Εντοπίστε την περίπτωση που µια ροπή είναι 
ανάλογη µιας γωνιακής ταχύτητας! 
Κάνετε έλεγχο των µονάδων και στις δύο σχέσεις. 
          Μονάδες 4  
- Η περίπτωση αναφέρεται σε ένα σώµα που κάνει µεταπτωτική κίνηση. 
Τότε, όπως φαίνεται από την σχέση (Εξίσωση 4.238 στη σελίδα 284 του Β’ τόµου της Κλ. 
Μηχανικής) του βιβλίου, η ροπή είναι ανάλογη της γωνιακής ταχύτητας της µεταπτωτικής 
κινήσεως. 
 
 
10. Σε ένα στρεφόµενο ηµικύκλιο µε αυλάκωση, υπάρχουν δύο σφαίρες: η µία είναι µεταλλική 
και ή άλλη ξύλινη, πολύ ελαφρύτερη από την πρώτη. Το ηµικύκλιο περιστρέφεται γύρω από 
κατακόρυφο άξονα ΟΟ’, κάθετο στην εφαπτοµένη που περνάει από το κατώτερο σηµείο του, 
µε γωνιακή ταχύτητα ω. ∆ώστε ερµηνεία στο γεγονός πως οι σφαίρες ανεβαίνουν στο ίδιο 
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ύψος, όπως αυτό µπορεί να διαπιστωθεί µε τη βοήθεια στροβοσκοπικού φωτισµού ή µε το 
µάτι. 
   
Κάνετε τους σχετικούς µαθηµατικούς υπολογισµούς. 
[Στροβοσκοπικός φωτισµός: διακοπή και αποκατάσταση του φωτός µε συχνότητα που 
ρυθµίζεται. Όταν η συχνότητα του φωτισµού συµπέσει µε την συχνότητα περιστροφής, το 
σύστηµα φαίνεται ακίνητο και µπορεί κανείς να παρατηρήσει κάθε λεπτοµέρεια στα 
περιστρεφόµενα –αλλά φαινοµενικά ακίνητα – µέρη].        Μονάδες 6 
 

 
Η γωνία φ καθορίζεται από τη σχέση: 
 
tan φ =(Fκ/Β) ï  tan φ =(mω2r)/(mg)      (1) 
αλλά: r = R sinφ          (2) 
[R είναι η ακτίνα του ηµικυκλίου και r η ακτίνα της κυκλικής τροχιάς του σφαιριδίου]. 
Αντικαθιστώντας την (2) στην (1) και λαµβάνοντας υπ’ όψιν τους µαθηµατικούς περιορισµούς, 
καταλήγουµε: 
cos φ = g/(ω2 R) 
που δείχνει αφ’ ενός µεν ότι αυξανοµένης της γωνιακής ταχύτητας αυξάνει και η 
αποµάκρυνση των σφαιριδίων από τη θέση ισορροπίας τους, αφ’ ετέρου δε ότι η αποµάκρυνση 
αυτή δεν εξαρτάται από τη µάζα των σφαιριδίων. 
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11. ∆ίδεται η διάταξη του σχήµατος . Αν το βάρος του σώµατος Σ είναι 7000 N και ο 
συντελεστής τριβής ολισθήσεως µεταξύ σώµατος και κεκλιµένου επιπέδου είναι µ=0.2, να 
βρεθεί η δύναµη F που πρέπει να ασκήσουµε στη λαβή του βαρούλκο ώστε να ανεβάσουµε το 
σώµα στην κορυφή του κεκλιµένου επιπέδου µε σταθερή ταχύτητα. ∆ίδονται η ακτίνα του 
βαρούλκου R=20 cm και το µήκος l = 40 cm. Σχολιάστε το αποτέλεσµα σε σχέση µε την 
ωφέλεια  της χρήσης µιας τέτοιας διάταξης. ∆ίνεται φ=30ο 

Στις τροχαλίες δεν υπάρχουν τριβές.. 
 

Μονάδες 6 
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Σ 
F2 F2 
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   Ν  
 F2 
 
 
 
 
 
 
 

Για το
εξωτε

∑ iτ
Στη τ
Στο κ
 
Από τ
 

=F

Για τ
βάρο
µία δ

 
 

12. Ο
φαίνε
της ρ
οριζό
οριζό

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 β
ρι
=

ρο
εκ

ις

(2

ην
υς
ύν

ι ρ
τα
άβ
ντ
ντ
αρούλκο, εφό
κών δυνάµεων
0  όπου i =τ
χαλία εφόσον 
λιµένο επίπεδ

 σχέσεις (1), (2

+Β
l

Bsin µϕ

 ανύψωση το
 του δηλ. 700
αµη κατά 32.7

άβδοι Α∆ και 
ι στο σχήµα.. Α
δου ∆Γ έχει β
ια διεύθυνση,
ιος, όπως φαίν
F1
φ 

Β 

σον περιστρέφεται µε σταθερή ταχύτητα, θα ισχύει ότι η ροπών των 
 ως προς τον άξονα περιστροφής θα είναι µηδέν:  

          Άρα:                        Fl = Fii xFr 1R (1) 
δεν υπάρχουν τριβές έχουµε:     F1=2F2   (2) 
ο ισχύει:                                       F2 = Bsinφ +µΒcosφ  (3) 

), (3), παίρνουµε: 

=
+

=⇒
l

BRFR )cos(sin2)cos ϕµϕϕ
4712.4 N 

υ σώµατος µε σταθερή ταχύτητα απαιτείται µία δύναµη αντίθετη του 
0 N. Με αυτή τη διάταξη η δύναµη που απαιτείται είναι 4712.4 N, δηλ. 
% µικρότερη. 

∆Γ έχουν µήκη l1= l2 = 40 cm και είναι ενωµένες στο άκρο τους ∆, όπως 
ν κάθε cm µήκους της ράβδου Α∆ έχει w1 = 0.4 N και κάθε  cm µήκους 
άρος w2 = 0.2 N να βρεθεί η γωνία ω που σχηµατίζει η ράβδος µε την 
 όταν ισορροπεί µέσα σε κοίλο κύλινδρο, που ο άξονας του είναι 
εται στο σχήµα . Η γωνία ΑΟΓ = 2φ = 120ο. 

Μονάδες 8 

Z 

F2 

Ο 

Α 

• 

∆ 

ω 

F1 
E 

W2 ω 

ω 

Γ 
W1 
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Οι δυνάµεις που ασκούνται στη στις ράβδους είναι οι αντιδράσεις επαφής F1, F2 και τα βάρη 
W1 και W2, τα οποία αναλύουµε σε διευθύνσεις παράλληλες προς την ράβδο και κάθετες 
προς αυτή. Θεωρούµε τις ροπές των δυνάµεων ως προς τον άξονα του κυλίνδρου. Θα ισχύει:  

∑ = 0iτ  όπου            iii xFr=τ
 
Άρα: 
(W1sinω + W2sinω) (Ο∆) + W2cosω(∆Ζ) – W1cosω (Ε∆) = 0 
Αλλά W1 = w1l, W2 = w2l,  (O∆) = lcot60       (∆Ζ) = (Ε∆) =l/2  και  l1=l2=l 
Οπότε έχουµε: 
(w1lsinω + w2lsinω) lcot60 + w2lcosω l/2 –lw1cosω l/2 = 0    
(w1 + w2) l2sinω cot60 + (w2 – w1)l2cosω = 0 
 

0

21

21 30
3
3tan

60cot)(
tan =⇒=⇒

+
−

= ωωω
ww

ww
 

 
 
 
 
 
13. Βαγόνι, µάζας Μ, έχει τέσσερις τροχούς. Ο κάθε τροχός έχει µάζα m, ακτίνα r και ροπή 
αδρανείας ως προς τον άξονα περιστροφής του I =1/2mr2. Το βαγόνι βρίσκεται πάνω σε 
κεκλιµένο επίπεδο γωνίας φ και αφήνεται ελεύθερο από τη ακινησία, να κυλήσει πάνω στο 
επίπεδο. Υποθέτουµε ότι δεν υπάρχουν τριβές* 

1) Να βρεθεί η έκφραση της επιτάχυνσης την οποία αποκτά το κινούµενο σύστηµα  
2) Η τιµή του λόγου M/m, για να διαφέρει η επιτάχυνση αυτή κατά 1/10 από την 

επιτάχυνση την οποία θα είχε το σύστηµα , αν ολίσθαινε χωρίς να κυλήσει πάνω στο 
κεκλιµένο επίπεδο. 

 
*χωρίς τριβές αναφέρεται ως προς τον άξονα των τροχών και τον αέρα όχι µεταξύ τροχών και 
επιπέδου, γιατί τότε θα είχαµε µόνο ολίσθηση. 

 
Μονάδες 7 

 
 
 
 
 
 
 
  

α φ 

Α

Γ
s 

 
h  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

I) Ι) Θεωρούµε ότι όταν αφήνουµε το βαγόνι από το Α, αυτό διαν
µέχρι το Γ. Τότε το κέντρο βάρους του θα έχει κατέβει κατά ύψος

II) h=s sinφ  (1) 
και θα έχει αποκτήσει ταχύτητα v. Επειδή δεν έχουµε τριβές
θεώρηµα διατήρησης της µηχανικής ενέργειας για τις θέσεις Α κ
στο Γ, έχουµε: 
ύει διάστηµα S
  

 στους άξονες
αι Γ. Αν θεωρή
 και κατέβαινε 

, θα ισχύει το 
σουµε Eδυν = 0 
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ΓΓΑΓΑ Ε+Ε=Ε⇒Ε=Ε ....... στρκινµετκινδυνµηχµηχ  
 
Αλλά η δυναµική ενέργεια στο Α είναι: 

ghm)4(. +Μ=Ε Αδυν   (2) 
 
Επίσης η κινητική ενέργεια που οφείλεται στη µεταφορική κίνηση στο Γ¨ είναι: 

2
.. )4(

2
1 vm+Μ=Ε µετκιν (3) 

και αυτή που οφείλεται στη στροφική κίνηση των τεσσάρων τροχών: 
2

.. 2
14 ωστρκιν Ι=Ε  

Όπου   2

2
1 mr=Ι και  

r
v

=ω  

 
Επειδή η γραµµική ταχύτητα των σηµείων της περιφέρειας των τροχών έχει µέτρο ίσο µε την 
ταχύτητα του κέντρου των τροχών, η οποία είναι ίση µε v, έχουµε: 

2
.2

2
2

.. 2
1

2
14 mv

r
vmr =Ε⇒=Ε στρκινστρκιν        (4) 

Άρα έχουµε: 
22)4(

2
1sin)4( mvvmMgsmM ++=+ ϕ  

Αλλά η ταχύτητα είναι: 

asv 2=  

 
Άρα: 

mM
gmMa

6
sin)4(

+
+

=
ϕ

 

 
ΙΙ) Αν συνέβαινε ολίσθηση χωρίς τριβή θα ήταν αολ=gsinφ 
 
Άρα για να είναι α΄=9/10αολ 
 

πρέπει: 
14

144010549sin
6
4sin9

=

⇒=⇒+=+⇒
+
+

=

m
M

mMmMmMg
mM
mMg ϕϕ

10  

 
 
14. Ένας κύλινδρος βάρους  W και ακτίνας  R πρέπει να ανέβει σε σκαλοπάτι ύψους h. 
Τυλίγουµε το σχοινί γύρω από τον κύλινδρο και το τραβάµε κατά οριζόντια διεύθυνση. Να 
υποτεθεί ότι ο κύλινδρος δεν ολισθαίνει στο σκαλοπάτι , καθώς ανεβαίνει υπό την επίδραση 
της ελαχίστης αναγκαίας δύναµης F. Υπολογίσετε την αντίδραση στο σηµείο  P καθώς και το 
ύψος h. 
∆ίδεται:  
W = 500 N, R= 0,8 m  F= 385 N 

                                                                                                             Μονάδες 6 
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d  

. Ο 

P 

R 
R-h 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Q  

F  
 

W

.Ο 
N 

 
 
 
 2R-h 
 
 
 
 
 
 
 
 
Μόλις ο κύλινδρος αρχίσει να σηκώ
µηδενική. Έτσι λοιπόν, τη στιγµή αυτή
κύλινδρο, όπως φαίνεται στο σχήµα. Υ
τρίγωνο ΟPQ βρίσκουµε τον µοχλοβραχ
 

222 2)( hRhhRRd −=−−=  
Ο µοχλοβραχίονας της F ως προς το 
στον κύλινδρο ως προς το P είναι: 

0)2( =−− hRFWd  

0)2(2 2 =−−− hRFhRhW  
Τελικά καταλήγουµε: 

4)2(2)( 22222 ++−+ FhWFRhWF
Από τη λύση της δευτεροβάθµιας εξίσω
Η πρώτη h=0.6 m γίνεται αποδεκτή.  
Η δύναµη Ν υπολογίζεται αν εφαρµόσου

0cos =−=∑ θNFFx  

0sin =−=∑ WF θψ  
 
∆ιαιρούµε και έχουµε 

F
W

=θtan  

 
Λύνουµε ως προς Ν και βρίσκουµε 
 

22 FWN +=  
 
Ν=631 Ν 
 

 
θ 

Q 
νεται, 
 µόνο
πολογ
ίονα τ

P είνα

22 R
σης, π

µε τις
P 

η δύναµη αντίδρασης στο σηµείο Q γίνεται 
 τρεις εξωτερικές δυνάµεις δρουν πάνω στον 
ίζουµε τις ροπές ως προς το σηµείο P. Από το 
ου βάρους ως προς το P . 

ι 2R-h  Εποµένως, η συνολική ροπή που δρά 

0=  
ροκύπτουν δύο ρίζες ρ1=0.6, ρ2=1.6   

 συνθήκες ισορροπίας. 
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15. Μία οµογενής ράβδος ΑΒ µήκους 5 m και βάρους 50 Ν στηρίζεται στο Α και κρατείται σε 
ισορροπία µε ένα σχοινί όπως φαίνεται στο σχήµα . Ένα βάρος 100Ν κρέµεται από τη ράβδο 
σε απόσταση x από το Α. Αν η τάση θραύσης του σχοινιού είναι 50 Ν, βρείτε τη µέγιστη τιµή 
του x. 

Μονάδες 6 
 

370 

x 

370 

530 

T 

1

W 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

F  

φ 

 
 
 
 
 

F1  
 
 
Στη ράβδο ασκούνται οι εξής δυνά
της  β) το βάρος του αναρτηµένου
αντίδραση της  άρθρωσης που αν
Εφαρµόζουµε την συνθήκη ισορρ

∑ = 0iτ  όπου       iii xFr=τ
ως προς το σηµείο που έχουµε τη
αντίδραση στην άρθρωση. Άρα  έ

3sin53sin53sin
2 1 −+ TxWlW

Αλλά   sin37=cos53=0.6 και sin53
Εποµένως 

6.08.08.08.0
2

¨ 1 −⋅−+ TlxWlW

χ=1.75 
Μπορούµε επίσης εφαρµόζοντας 
 

0=∑ εξF  
 να βρούµε και την αντίδραση της 
  

FWWTF 37sin 212 =⇒+=+
NFTF 4037cos 11 =⇒=  

 

1

2 723
40

120tan =⇒=== ϕϕ
F
F

 

µεις
 σώ
αλύ
οπία

ν άρ
χουµ

7 ⋅ l

=co

0T

 τις 

άρθ

120

0  
W
F2 
 :α) το βάρος της ράβδου που εφ
µατος γ) η τάση του νήµατος δ) κ
εται σε µία οριζόντια και µία κάθε
ς  

θρωση, ώστε να αποφύγουµε τη
ε: 

053cos37cos53sin =⋅− lT   

s37=0.8 

08.06. =⋅  

 συνθήκες ισορροπίας 

ρωσης: 

N    
F2 
F1 

αρµόζεται στο κέντρο 
αι η δύναµη από την 
τη συνιστώσα. 

 δύναµη από την 
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