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ΟΔΗΓΙΕΣ
Να γράψετε το 1ο θέμα. Να επιλέξετε να γράψετε το ένα από τα θέματα 2 ή 3. Κάθε θέμα

να γραφτεί σε διαφορετική κόλλα.
Άριστα είναι το 100.

ΘΕΜΑ 1o (60 βαθμοί)
Θεωρείστε τη μετρική Schwarzschild στην περιοχή r > 2M , και το μετασχηματισμό συντεταγ-

μένων (t, r, θ, ϕ) → (t, ξ, θ, ϕ), έτσι ώστε

r − 2M =
ξ2

8M
, ξ > 0 . (1)

Μετρική (10 βαθμοί)
Δείξτε ότι στο (t, ξ, θ, ϕ) σύστημα συντεταγμένων

ds2 = − κ2ξ2

κ2ξ2 + 1
dt2 + (κ2ξ2 + 1)dξ2 +

1

4κ2
(κ2ξ2 + 1)2(dθ2 + sin2 θ dϕ2) , (2)

όπου
κ =

1

4M
. (3)

Εφαπτόμενος χώρος (5 βαθμοί)
Θεωρήστε τη βάση συντεταγμένων (coordinate basis)

{∂µ} = {∂0, ∂1, ∂2, ∂3} = {∂t, ∂ξ, ∂θ, ∂ϕ} . (4)

Εξετάστε το είδος (χωρικά, χρονικά ή null) των διανυσμάτων βάσης.
Υπολογίστε την ορθοκανονική βάση

{êµ} = {ê0, ê1, ê2, ê3} = {êt, êξ, êθ, êϕ} . (5)

Υπολογίστε ένα μηδενικό (null) διάνυσμα και εκφράστε το ως γραμμικό συνδυασμό των στοι-
χείων της βάσης {∂µ}.

Killing Vector Fields (KVF) (5 βαθμοί)
Να δείξετε ότι τα διανύσματικά πεδία ∂t και ∂ϕ είναι KVF της μετρικής (2).
Σωμάτιο μάζας m > 0 πέφτει ελεύθερα ακολουθώντας την τροχιά (t(τ), ξ(τ), θ(τ), ϕ(τ)). Να

γράψετε τις εκφράσεις που δίνουν τις αντίστοιχες διατηρούμενες ποσότητες κατά τη διάρκεια
κίνησης του σωματιδίου.
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Καμπυλότητα (15 βαθμοί)
Οι συνιστώσες του τανυστή Riemann στη βάση {∂µ} είναι:

R1010 = − 4κ4ξ2

(κ2ξ2 + 1)3
(6)

R2020 =
κ2ξ2

2(κ2ξ2 + 1)2
(7)

R2121 = −1

2
(8)

R3030 =
κ2ξ2 sin2 θ
2(κ2ξ2 + 1)2

(9)

R3131 = −1

2
sin2 θ (10)

R3232 =
(κ2ξ2 + 1) sin2 θ

4κ2
. (11)

Να υπολογιστούν οι συνιστώσες του Rµ̂ν̂ρ̂λ̂ στη βάση {êµ}.

Ελεύθερη πτώση σε σταθερό ξ (25 βαθμοί)
Παρατηρητής πέφτει ελεύθερα και κινείται σε τροχιά με σταθερό ξ = ξ0.
Να υπολογιστεί η γωνιακή ταχύτητα Ω = dϕ

dt .
Πόσος χρόνος περνάει στο σύστημα του παρατηρητή (ιδιόχρονος) κατά μία πλήρη περιστροφή;
Δίνονται οι εξισώσεις των γεωδαισιακών καμπύλων:

ẗ+
2

κ2ξ3 + ξ
ṫξ̇ = 0 (12)

ξ̈ − 1

2
ξ

[
θ̇2 − 2κ2

(κ2ξ2 + 1)3

(
ṫ2 + (κ2ξ2 + 1)2ξ̇2

)
+ sin2 θ ϕ̇2

]
= 0 (13)

θ̈ +
4κ2ξ

κ2ξ2 + 1
θ̇ξ̇ − cos θ sin θ ϕ̇2 = 0 (14)

ϕ̈+ 2 cot θ θ̇ϕ̇+
4κ2ξ

κ2ξ2 + 1
ξ̇ϕ̇ = 0 , (15)

όπου

ṫ =
dt

dτ
, ξ̇ =

dξ

dτ
, . . . (16)

ΘΕΜΑ 2o (40 βαθμοί)
Θεωρήστε το Ηλεκτρομαγνητικό πεδίο, με Λαγκρατζιανή πυκνότητα

L = −1

4
FµνF

µν , (17)

όπου
Fµν = ∇µAν −∇νAµ = ∂µAν − ∂νAµ . (18)

Τα παρακάτω ερωτήματα, να απαντηθούν όταν η μετρική είναι Minkowski (επίπεδη). Μπο-
ρείτε να χρησιμοποιήσετε σχέσεις που ισχύουν σε καμπύλο χωρόχρονο.

Τανυστής Ενέργειας‐Όρμής (20 βαθμοί)
Να δείξετε ότι ο τανυστής ενέργειας-ορμής του ΗΜ πεδίου μπορεί να γραφτεί στη μορφή:

Tµν = FµρFν
ρ − 1

4
gµνFσρF

σρ (19)
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Δίνεται ότι

Ei = −F0i (20)

Bk =
1

2
ϵkijF

ij . (21)

Να εκφράσετε τις συνιστώσες του Tµν συναρτήσει των Ei, Bi.
Να εκφράσετε τη Λαγκρατζιανή πυκνότητα (17) συναρτήσει των Ei, Bi.
Μπορείτε να χρησιμοποιήσετε τις σχέσεις:

ϵkijϵklm = δilδjm − δimδjl (22)
δg = −g gµνδg

µν . (23)

Διατήρηση Τανυστή Ενέργειας‐Όρμής (20 βαθμοί)
Να δείξετε ότι, αν ισχύουν οι εξισώσεις κίνησης για την (17) (εξισώσεις Maxwell), τότε ισχύει

ότι:

∂µT
µν = 0 . (24)

ΘΕΜΑ 3o (40 βαθμοί)
Έστω ∇µ η συναλλοίωτη παράγωγος μιας Levi-Civita συνοχής, συμβατής με τη μετρική gµν .

Στις επόμενες ερωτήσεις, μπορείτε να θεωρήσετε τις παρακάτω σχέσεις δεδομένες:

∇µV
ν = ∂µV

ν + Γν
µλV

λ (25)
[∇µ,∇ν ]V

ρ = Rρ
λµνV

λ (26)
Rρ

λµν = ∂µΓ
ρ
νλ − ∂νΓ

ρ
µλ + Γρ

µσΓ
σ
νλ − Γρ

νσΓ
σ
µλ . (27)

Συνοχή (10 βαθμοί)
Να δείξετε πως αν δύο διανύσματα Wµ, Uµ μετατοπίζονται παράλληλα πάνω σε μια καμπύλη

με εφαπτόμενο διάνυσμα V µ, τότε τα εσωτερικά γινόμενα WµWµ, UµUµ, WµUµ, παραμένουν
σταθερά πάνω στην καμπύλη.

Να δείξετε ότι αν ωµ είναι ένα one-form field, τότε

∇µων = ∂µων − Γλ
µνωλ . (28)

Καμπυλότητα (15 βαθμοί)
Να δείξετε ότι

[∇µ,∇ν ]ωρ = −Rλ
ρµνωλ (29)

[∇µ,∇ν ]F
σ
ρ = Rσ

λµνF
λ
ρ −Rλ

ρµνF
σ
λ . (30)

Συμμετρίες Τανυστή Riemann (15 βαθμοί)
Να δείξετε ότι

Rµ
[νρσ] = 0 . (31)
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