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Prìlogoc

Sthn ergasÐa aut , epanexet�zw apì mÐa eurÔterh skopi� tic jewrhtikèc kai
ennoiologikèc exelÐxeic apì th genÐkeush thc QCD sto ìrio gia arket� meg�lo arijmì
fortÐwn qr¸matoc, mèsw thc mejìdou pou arqik� prot�jhke apì ton ’t Hooft.

Sth sunèqeia eis�gw ton anagn¸sth sto formalismì twn mh-diataragmènwn,
bajmwt�-analloÐwtwn, mh-Abelian¸n jewri¸n bajmÐdac kat� th mejodologÐa tou lattice.
Mèsw thc prosèggishc aut c, gÐnetai dunat  h melèth enìc sunìlou problhm�twn kai h
proèktas  touc sto ìrio gia meg�lo N.

Sta plaÐsia tou metaptuqiakoÔ progr�mmatoc spoud¸n tou EMP kai tou E-
KEFE Dhmìkritoc, ekpon jhke aut  h ergasÐa upì thn epÐbleyh trimeloÔc epitrop c me
epiblèponta ton epÐkouro kajhght  NÐko 'Hrgec, kai mèlh touc anaplhrwtèc kajhghtèc
Alèxandro Anagnwstìpoulo kai Ge¸rgio KoutsoÔmpa touc opoÐouc euqarist¸. Jerm�
euqarist¸ ton kÔrio 'Hrgec gia thn bo jeia pou mou pareÐqe kai ton trìpo kateÔjunshc
thc olokl rwshc thc ergasÐac mou.

EpÐshc aisj�nomai thn an�gkh na euqarist sw thn kurÐa PapadopoÔlou Jeod¸ra
omìtimh kajhg tria tou EMP gia thn opoÐa trèfw aisj mata sebasmoÔ, ektÐmhshc kai thn
opoÐa p�nta sumbouleÔomai. Thn euqarist¸ gia thn amèristh sumpar�stas  thc.
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Eisagwg 

To 1974 dÔo istorikèc ergasÐec dhmosieÔjhkan sth jewrhtik  fusik  me meg�lo
antÐktupo sthn kbantik  jewrÐa pedÐou. Stic 18 AprilÐou to �rjro tou Gerard ’t Hooft
”A planar diagram theory for strong interactions” sto Nuclear Physics B[1] en¸ stic 15
OktwbrÐou to Physics Review D dhmosÐeuse to ”Confinements of quarks” tou Kenneth
Geddes Wilson[2].

Sto �rjro tou ’t Hooft, melet¸ntai oi mh-Abelianèc jewrÐec bajmÐdac sto diplì
ìrio gia meg�lo N kai apeirost  stajer� sÔzeuxhc g ¸ste to ginìmeno g2N na paramènei
stajerì kai èdeixe ìti, me aut  th sunj kh, ta diagr�mmata Feynman pou prokÔptoun
mporoÔn na diataqjoÔn wc an�ptugma dun�mewn tou 1/N ìpou oi kÔriec suneisforèc pro-
èrqontai apì èna mikrì arijmì diagramm�twn me kal¸c orismènec topologikèc idiìthtec.

Apì thn �llh sto �rjro tou o Wilson, eis�gei thn kanonikopoÐhsh gia mh-
Abelianèc jewrÐec bajmÐdac, mèsw thc diakritopoÐhshc tou suneqoÔc EuklÐdeiou qwroqrì-
nou se plègma, kai apèdeixe touc periorismoÔc sto fortÐo qr¸matoc pou upeisèrqontai sto
ìrio thc isqur c sÔzeuxhc, se aut  thn perÐptwsh. H mèjodoc aut  eis gage to lattice
sth jewrÐa pedÐou, pou parèqei èna majhmatik� austhrì, bajmwt� analloÐwto, adiat�ra-
kto orismì thc mh-Abelian c jewrÐac pedÐou, epitrèpontac th qr sh statistik¸n mejìdwn,
sumperilambanomènwn prosomoi¸sewn Monte Carlo.

Parìti kai ta dÔo �rjra �skhsan apì thn arq  idiaÐtera èntonh epÐdrash sth
jewrhtik  fusik , oi exelÐxeic pou enèpneusan, akoloÔjhsan teleÐwc diaforetik� mono-
p�tia. Pio sugkekrimèna, oi leptèc majhmatikèc aplopoi seic sto ìrio gia meg�lo N, oi
poiotikèc fainomenologikèc problèyeic, èna sÔnolo epituqhmènwn efarmog¸n twn teqni-
k¸n gia meg�lo N sthn exagwg  analutik¸n apotelesm�twn gia statistik� sust mata
idiostroform c kai thn hmianalutik  lÔsh gia to f�sma sthn QCD se dÔo qwroqronikèc
diast�seic [3],  tan ìla apotelèsmata pou od ghsan apì nwrÐc se prosdokÐec, ìti aut 
h prosèggish ja mporoÔse na apotelèsei to kleidÐ pou ja mac odhg sei sthn katanìhsh
twn isqur¸n allhlepidr�sewn.

Autèc oi prosdokÐec ìmwc sÔntoma f�nhkan outopikèc kai par� to gegonìc ìti
arqik� aut  h mèjodoc od ghse se èna sÔnolo arqik¸n apotelesm�twn, ìpwc o forma-
lismìc miac susthmatik c epèktashc t�xhc 1/N gia ta baruìnia [4], apètuqe telik� na
par�sqei mÐa akrib  lÔsh thc QCD stic tèsseric diast�seic.

AntÐjeta ta pr¸ta apotelèsmata (tìso ta analutik� ìso kai ta poiotik�) thc
mejìdou tou lattice  tan arket� ftwq� se èna sÔnolo pedÐwn (gauge coupling, m�zec
kou�rk, mègejoc lattice, all� kai prosomoi¸seic), qarakthrÐzontan apì èntona fainìmena
diakritopoÐhshc kai susthmatikèc   statistikèc abebaiìthtec kai pareÐqan mìno qr simec
poiotikèc plhroforÐec gia th suneq  jewrÐa. Parìti h QCD anamenìtan na perigrafeÐ
ikanopoihtik� wc mÐa qamhl c enèrgeiac jewrÐa me suneqeÐc summetrÐec ìtan to mègejoc
tou plègmatoc -a- teÐnei sto mhdèn, wstìso to basikì prìblhma upologism¸n sto lattice
eÐnai to gegonìc ìti oi upologismoÐ prèpei na gÐnoun se èna pedÐo tim¸n:

m << a−1 (1)
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kai tautìqrona na up�rqoun megèjh plègmatoc arket� meg�la ¸ste na exasjenoÔn ta
probl mata pou prokÔptoun se peperasmèno qwrÐo. Autì metatrèpei akìma kai autì to
batì, jewrhtik�, prìblhma gia to lattice se k�ti arket� dÔskolo upologistik�. Gia touc
parap�nw lìgouc mèqri ta tèlh tou prohgoÔmenou ai¸na polloÐ upologismoÐ QCD gia to
lattice gÐnontan eÐte se sqetik� mikr� plègmata eÐte paraleÐpontac tic suneisforèc apì
dunamikoÔc brìgqouc kou�rk.

Eutuq¸c, shmantikèc prìodoi stouc algìrijmouc kai touc upologistèc ta teleu-
taÐa qrìnia, epètreyan meg�lhc klÐmakac dunamikèc prosomoi¸seic sto lattice gia reali-
stikèc apì fusik c skopi�c timèc metablht¸n kai paramètrwn. Autì epètreye gia pr¸th
for� na gÐnoun apodektèc jewrhtikèc problèyeic gia posìthtec ìpwc oi m�zec twn adro-
nÐwn kat� touc nìmouc thc QCD [4, 5]. Thn Ðdia stigm  antÐstoiqh prìodoc shmei¸netai
kai se �llouc apaithtikoÔc upologismoÔc thc jewrÐac pedÐou sto lattice, eidikìtera pro-
somoi¸seic thc jewrÐac pedÐou gia meg�la N. Akrib¸c aut  h exèlixh sumbaÐnei th stigm 
kat� thn opoÐa oi jewrÐec gia meg�lo N shmei¸noun meg�lh prìodo exaitÐac thc upìje-
shc thc diadikìthtac metaxÔ thc jewrÐac pedÐou stic tèsseric diast�seic kai thc jewrÐac
qord¸n se kampulwmèno qwrìqrono [6, 7, 8] me pollèc diast�seic, pou apodÐdetai kai wc
AdS/CFT.

To ìrio sÔzeuxhc thc isqur c allhlepÐdrashc thc jewrÐac bajmÐdac antistoi-
qÐzetai sto ìrio sto opoÐo kampul¸netai o qwroqrìnoc sth diadik  jewrÐa qord¸n pou
prokÔptei. Akìma ìtan o arijmìc tou fortÐou qr¸matoc kat� th jewrÐa bajmÐdoc gÐnei
meg�loc, h sÔzeuxh sth diadik  jewrÐa qord¸n teÐnei sto mhdèn, ¸ste h jewrÐa qord¸n
na odhgeÐtai sto klassikì thc ìrio. Gia thn akrÐbeia, mìno se autì to ìrio h jewrÐa
qord¸n mporeÐ na analujeÐ me analutikèc mejìdouc. Sunep¸c ìloi oi upologismoÐ lam-
b�noun kat� prosèggish �peiro arijmì fortÐou qrwm�twn gia thn jewrÐa pedÐou. Gia to
lìgo autì h katanìhsh thc posotik c sun�feiac tou orÐou gia meg�lo-N me thn QCD, se
epÐpedo peiramatik¸n dedomènwn, eÐnai polÔ shmantik  upìjesh kai mporeÐ na proseggisteÐ
mèsw arijmhtik¸n upologism¸n sto lattice. Akìma, to epÐpedo elègqou susthmatik¸n
kai statistik¸n abebaiot twn stouc up�rqontec upologismoÔc plègmatoc, eÐnai eparkèc
gia axiìpista tests gia k�poiec apì tic fainomenologikèc problèyeic pou èqoune proèljei
qrhsimopoi¸ntac 1/N anaptÔgmata kai �llec mejìdouc gia meg�lo-N.
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Kef�laio 1

1.1 To ìrio gia meg�lo N

H mèjodoc twn anaptugm�twn gÔrw apì to meg�lo-N eÐnai èna majhmatikì erga-
leÐo gia na melethjoÔn statistik� montèla kai kbantikèc jewrÐec pedÐou pou paramènoun
analloÐwtec gÔrw apì mÐa om�da metasqhmatism¸n G sqetik� me touc eswterikoÔc baj-
moÔc eleujerÐac, twn opoÐwn o arijmìc sqetÐzetai me mÐa par�metro N. Se antÐjesh me
thn aploðk  prosdokÐa ìti h jewrÐa mporeÐ na gÐnetai pio sÔnjeth ìtan to N teÐnei sto
�peiro sthn pr�xh sumbaÐnei to antÐjeto: suqn� h jewrÐa gÐnetai polÔ pio bat  sto ìrio
gia N →∞ kai diorj¸seic pou sqetÐzontai me ton apeirismì tou N mporoÔn na gÐnoun se
èna an�ptugma gÔrw apì autì to ìrio , se dun�meic thc morf c 1/N.

Se statistik� sust mata idiostroform c oi pr¸tec efarmogèc aut c thc idèac
phgaÐnoun pÐsw stic ergasÐec tou Stanley [22] kai �llwn suggrafèwn [23, 24, 25, 26] kai
èqei deÐxei aut  h prosèggish th meg�lh sqèsh metaxÔ thc fÔshc twn krÐsimwn fainomè-
nwn me thn qwroqronik  diastasiologÐa kai jètei th b�sh gia thn eisagwg  paradoq¸n
pou aplopoioÔn touc upologismoÔc. Epiplèon �llec teqnikèc gia meg�lo-N mporoÔn na
d¸soun akribeÐc analutikèc lÔseic [27] kai na apod¸soun th sÔndesh aut¸n twn montèlwn
sth diakritopoÐhsh tuqaÐwn epifanei¸n me thn kbantik  barÔthta se dÔo qwroqronikèc
diast�seic [28, 29, 30, 31, 32, 33, 34]. Akìma, genikeÔseic se an¸terec diast�seic mporoÔn
na gÐnoun me th bo jeia tanustik¸n montèlwn. Parìti akribeÐc upologismoÐ se aut� ta
montèla empodÐzontai apì tic duskolÐec na formalistoÔn susthmatikèc genikeÔseic gia to
an�ptugma 1/N, shmantik  prìodoc èqei shmeiwjeÐ me thn eisagwg  tanustik¸n montèlwn
gia thn perigraf  tou qr¸matoc [35].

Gia tic mh-Abelianèc jewrÐec bajmÐdac kai eidikìtera gia thn kbantik  qrwmo-
dunamik  h an�ptuxh gia meg�lo N melet jhke pr¸th for� th dekaetÐa to '70 apì ton ’t
Hooft o opoÐoc prìteine thn epèktash thc jewrÐac gia th sunj kh sthn opoÐa o arijmìc
twn qrwm�twn fortÐou, par�metroc N, teÐnei sto �peiro. To ìrio autì sthn QCD eÐnai
idiaÐtera shmantikì epeid  se autì to ìrio h jewrÐa epidèqetai èna sÔnolo aplopoi sewn oi
opoÐec se sugkekrimènec peript¸seic epitrèpoun na exaqjoÔn sugkekrimènec lÔseic me a-
nalutikèc   hmianalutikèc mejìdouc. PolÔ gnwst� paradeÐgmata mporoÔn na brejoÔn stic
dÔo diast�seic me ton upologismì tou mesonikoÔ f�smatoc [3]. 'Alla paradeÐgmata eÐnai
h anagn¸rish thc trÐthc t�xhc allag  f�shc pou diaqwrÐzei tic isqurèc apì tic asjeneÐc
katast�seic sÔzeuxhc sthn prosèggish thc jewrÐac mèsw lattice kai o kajorismìc twn
idiot twn thc fasmatik c puknìthtac pou sqetÐzetai me touc brìqouc Wilson sth suneq 
jewrÐa [36].

Sthn perÐptwsh twn tess�rwn diast�sewn, to ìrio gia meg�lo N den k�nei thn
QCD analutik� epilÔsimh, parìla aut� parèqei shmantikèc plhroforÐec pou den lamb�-
nontai apì sumbatikoÔc upologismoÔc me th mèjodo twn diataraq¸n gÔrw apì to ìrio
thc asjenoÔc sÔzeuxhc. Akìma parèqei apl  ermhneÐa gia k�poia empeirik� dedomèna pou
parathroÔntai se adronikèc allhlepidr�seic. Tèloc, to basikì kÐnhtro, eÐnai h pepoÐjhsh
ìti to meg�lo-N sthn QCD mporeÐ na odhgeÐ se k�poiou eÐdouc jewrÐa qord¸n.
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1.2 To ìrio thc QCD sto epÐpedo

Sto kajierwmèno prìtupo twn stoiqeiwd¸n swmatidÐwn oi isqurèc allhlepidr�-
seic perigr�fontai apì thn kbantik  qrwmodunamik , mÐa mh-Abelian  dianusmatik  jewrÐa
pedÐou basismènh sthn topik� analloÐwth summetrÐa SU(3). H Lagkranzian  puknìthta
thc QCD sto qwroqrìno Minkowski eÐnai:

L = −1

2
Tr(FabF

ab) +

nf∑
f=1

ψ̄(ıγaDa −mf )ψf (2)

ìpou g eÐnai h stajer� sÔzeuxhc, Dµ = ∂µ − gAaµ(x)T a eÐnai h bajmwt� sunalloÐwth
par�gwgoc (me ta T a na antiproswpeÔoun touc oqt¸ genn torec thc �lgebrac Lie sthn
SU(3), sthn anapar�stash touc wc mhdenikoÔ Ðqnouc ErmitianoÐ pÐnakec di�stashc 3 x
3, me thn kanonikopoÐhsh: Tr(T aT b) = δab/2), Fab = (ı/g)[Da, Dβ] eÐnai h mh-Abelian 
dÔnamh tou pedÐou, ta γa eÐnai oi pÐnakec Dirac, en¸ ψ(x) kai ψ̄(x) = ψ†γ0 antÐstoiqa
antiproswpeÔoun touc spÐnorec pou sundèontai me ta pedÐa kou�rk kai tic suzeÔxeic touc.
Ta pedÐa twn kou�rk eÐnai sth jemeli¸dh morf  tou bajmwtoÔ pedÐou kai parousi�zontai
se nf diaforetik� eÐdh -geÔseic- me, tupik�, diaforetikèc m�zec mf .

To ìrio tou t’ Hooft sthn QCD eÐnai mia genÐkeush thc jewrÐac gia thn perÐptw-
sh ìpou wc om�da thc bajmÐdac lamb�netai h SU(N) kai ta fortÐa qr¸matoc N jewreÐtai
ìti teÐnoun sto �peiro. Oi klassikoÐ upologismoÐ gia thn asjen  sÔzeuxh deÐqnoun ìti,
prokeimènou to ìrio na èqei shmasÐa akìma kai upì to prÐsma thc jewrÐac diataraq¸n ja
prèpei thn Ðdia stigm  h stajer� sÔzeuxhc g na teÐnei sto mhdèn me tètoio trìpo ¸ste h
kat� ’t Hooft sÔzeuxh λ = g2N na eÐnai stajer . 'Oso gia to p¸c o arijmìc ton geÔsewn
twn kou�rk nf ja prèpei na sumperifèretai, h aujentik  mèjodoc tou ’t Hooft  tan na
ton krat sei amet�blhto. Gia ta parap�nw me N → ∞ h deÔterhc t�xhc prosèggish thc
jewrÐac diataraq¸n gia thn b-function thc QCD eÐnai:

µ
dg

dµ
= − 1

(4π)2

(
11N − 2nf

3

)
g3 − 1

(4π)4

(
34N3 − 13N2nf + 3nf

3N

)
g5 +O(g7) (3)

pou metatrèpetai se mia epanakanonikopoihmènh sun�rthsh gia to l me peperasmènouc ì-
rouc:

µ
dλ

dµ
= − 11

24π2
λ2 − 17

192π4
λ3 +O(λ4) (4)

Na shmeiwjeÐ ìti, kajìti o suntelest c tou pr¸tou tm matoc eÐnai arnhtikìc, h jewrÐa
diataraq¸n problèpei ìti to ìrio tou ’t Hooft sthn QCD eÐnai mia asumptwtik� eleÔjerh
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jewrÐa. Wstìso oi megalÔterhc t�xhc ìroi thc b-function eÐnai an�logoi tou sust matoc
pou melet�tai p.q. se k�poia sen�ria to dexÐ mèroc thc exÐswshc sugklÐnei polÔ gr gora
se peperasmènec timèc. EÐnai epomènwc eÔkolo na upojèsoume ìti h par�metroc ΛQCD twn
isqur¸n allhlepidr�sewn paramènei stajer  gia N →∞.

'Ena �llo sugkekrimèno qarakthristikì thc teleutaÐac exÐswshc eÐnai ìti den
exart�tai apì to nf , autì ofeÐletai sto gegonìc ìti o bajmìc eleujerÐac twn kou�rk
eÐnai O(nfN)  toi: O(N) sto ìrio tou ’t Hooft, kai epomènwc akolouj¸ntac autì to
sullogismì o bajmìc eleujerÐac gia ta glouìnia eÐnai t�xhc O(N2). Gia thn akrÐbeia èna
diaforetikì ìrio gia meg�lo N sthn QCD, to ìrio tou Veneziano, gia to opoÐo o arijmìc
geÔsewn nf apeirÐzetai krat¸ntac to lìgo nf/N stajerì. Wstìso sthn pr�xh aut  h
epilog  odhgeÐ se pio perÐplokouc upologismoÔc. 'Alla ìria èqoun dokimasteÐ epÐshc
ìpwc to ìrio Corrigan-Ramond   katast�seic gia tic opoÐec to λ apoklÐnei, wstìso den
ja asqolhj¸ par� mon�qa me thn prosèggish tou ’t Hooft.

Oi idiìthtec thc QCD sto ìrio autì kajorÐzontai apì ta fainìmena pou pro-
kÔptoun ìtan o arijmìc twn qrwm�twn gÐnei meg�loc, kai h sÔzeuxh mikr . Efìson to
diplì ìrio efarmìzetai gia stajerì λ eÐnai qr simo na gr�youme ìlouc touc kanìnec tou
Feynman antikajist¸ntac to g me

√
λ/N . Epiplèon ènac eÔkoloc trìpoc na krat soume

epaf  me ton arijmì twn anex�rthtwn sunistos¸n qr¸matoc sta diagr�mmata Feynman
pou melet�me eÐnai o legìmenoc gr�foc dipl c gramm c   ”tainÐac”. Kajìti ta kou�rk eÐnai
pedÐa sthn basik  anapar�stash thc bajmÐdac SU(N), ènac genikìc diadìthc kou�rk thc
morf c < ψ(x)ψ̄j(y) >, ( ìpou ta i kai j eÐnai jemeli¸deic deÐktec qr¸matoc kai jewroÔ-
me kat�llhlh bajmÐda p.q. ’t Hooft-Feynman ìpou ξ = 1) eÐnai an�logo tou dèlta tou
Kronecker δij kai mporeÐ na anaparastajeÐ me mia apl  gramm . En antijèsei oi idiìthtec
twn gennhtìrwn thc �lgebrac SU(N) upoqre¸noun ton diadìth tou pedÐou twn glouonÐwn
< Aiµj(x)Akνl(y) > na eÐnai an�logoc thc sqèshc (δilδ

k
j − δijδkl /N) kai sunep¸c mporeÐ na

anaparastajeÐ (ìpwc anafèrjhke parap�nw) apì èna zeÔgoc gramm¸n me antÐjeto pro-
sanatolismì. Den ja l�bw upìyh ton ènan ek twn dÔo ìrwn tou diadìth, k�ti to opoÐo
isodunameÐ me thn antikat�stash thc bajmÐdac SU(N) me U(N), k�ti pou epire�zei ta apo-
telèsmata me mÐa sqetik  diìrjwsh t�xhc O(N−2) sto ìrio gia meg�lo N. Anaparist¸ntac
ta an�loga diagr�mmata kai k�nontac qr sh twn parap�nw kanìnwn mporoÔme na doÔme
ìti ta pl�th twn ek�stote fusik¸n diadikasi¸n pou melet¸ntai kuriarqoÔntai apì epÐpeda
diagr�mmata pou den perièqoun dunamikoÔc brìgqouc kou�rk.

Ta parap�nw mporoÔn na gÐnoun katanoht� sto sq ma (1) sto opoÐo eikonÐzontai
5 diagr�mmata gia dÔo diaforetikèc diergasÐec. Ta ep�nw diagr�mmata, trÐa ton arijmì,
sqhmatopoioÔn th suneisfor� enìc glouonÐou diadìth gia diadikasÐec me treÐc brìqouc kai
èna tuqaÐo N. To epÐpedo di�gramma sta arister� apoteleÐtai mìno apì fantastik� glouì-
nia, eÐnai to di�gramma me to megalÔtero arijmì anex�rthtwn glouonÐwn (ed¸ lamb�netai
h genik  perÐptwsh eiserqìmenwn glouonÐwn), kai eÐnai an�logo tou g6N5 = N2λ3. Apì
thn �llh antikajist¸ntac èna eswterikì glouìnio me èna brìqo kou�rk ìpwc sto mesaÐ-
o di�gramma, ”sb nei” mÐa eswterik  gramm  mei¸nontac to lìgo thc suneisfor�c kat�
èna par�gonta N se Nλ3. Tèloc sto dexiì di�gramma pou se antÐjesh me ta prohgoÔme-
na perilamb�nei diastauroÔmenec grammèc kai den eÐnai epÐpedo, èqoume mÐa apomeÐwsh thc
suneisfor�c kat� N2 kai pio analutik� g6N3 = λ3.

Ta dÔo k�tw diagr�mmata anaparistoÔn th di�dosh enìc mesonÐou. Sto dexiì
di�gramma èqoume th summetoq  dÔo glouonÐwn kai pl�toc g4N2 = λ2 en¸ sto aristerì
di�gramma me antÐstoiqh logik  me ta p�nw diagr�mmata, efìson èqoume th summetoq  enìc
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Sq ma 1: Ep�nw: DiaforetikoÐ tÔpoi diagramm�twn Feynman pou suneisfèroun sth di�dosh

glouonÐou me treÐc eswterikoÔc brìqouc. Sto ìrio tou ’t Hooft o arijmìc twn anex�rthtwn deikt¸n

qr¸matoc eÐnai megalÔteroc sto aristerì di�gramma pou perièqei mìno glouìnia. Antikajist¸ntac

èna glouìnio, sto mesaÐo di�gramma mei¸nei th suneisfor� kat� N. Tèloc sto dexiì di�gramma

an kai summetèqoun mìno glouìnia eÐnai mh epÐpedo kai èqei suneisfor� t�xhc O(1). Sunep¸c

ta dÔo teleutaÐa kan�lia katapièzontai se sqèsh me to pr¸to. K�tw: DÔo diagr�mmata pou

suneisfèroun sthn met�dosh enìc mesonÐou. Sto dexiì di�gramma h diadikasÐa gÐnetai mèsw thc

dr�shc dÔo eikonik¸n glouonÐwn kai wc ek toÔtou eÐnai asjenèsterh kat� èna par�gonta t�xhc

1/N se sqèsh me to aristerì di�gramma ìpou èqoume th summetoq  tri¸n fwtonÐwn, se sumfwnÐa

kai me ton kanìna OZI thc QCD.

trÐtou glouonÐou èqoume ènan epiplèon par�gonta t�xhc N dhlad  g4N3 = Nλ2 k�ti pou
brÐsketai se sumfwnÐa kai me to nìmo OZI pou jèlei ta kan�lia pou anaparÐstantai apì
diagr�mmata Feynman ta opoÐa mporoÔn na analujoÔn se dÔo diagr�mmata, an tmhjeÐ mia
eswterik  gramm  glouonÐou, na katapièzontai se sqèsh me aut� pou den plhroÔn aut 
thn idiìthta.

Tm ma twn majhmatik¸n aplopoi sewn thc QCD sto ìrio tou ’t Hooft eÐnai to
gegonìc ìti mìno epÐpeda diagr�mmata èqoun ousiastik  suneisfor� kai m�lista o arijmìc
touc aux�netai ekjetik� me thn t�xh tou diagr�mmatoc (ìpou t�xh o arijmìc twn eswte-
rik¸n brìqwn), th stigm  pou o sunolikìc arijmìc twn diagramm�twn aux�nei paragontik�
[79]. Par� thn aplopoÐhsh aut  ìmwc, h �jroish ìlwn twn epÐpedwn diagramm�twn ston
tetradi�stato qwroqrìno paramènei akìma èna �luto prìblhma [80, 81, 82, 83, 84, 85].

MÐa �llh shmantik  aplopoÐhsh eÐnai to gegonìc ìti oi brìqoi apì eikoni-
k� kou�rk mporoÔn na paralhfjoÔn. Autì to gegonìc pou apokaleÐtai qarakthristik�
”aposbènousa prosèggish” sthn orologÐa tou lattice (ja epanèljw argìtera)   diereunh-
tik  prosèggish sthn orologÐa thc jewrÐac qord¸n, k�nei aisjht  thn parousÐa thc sta
meg�la N kai m�lista den prokaleÐ kanèna apì ta shmantik� probl mata pou prokaloÔntai
sto lattice gia N pou apeirÐzetai ìtan efarmìzetai h Ðdia aplopoÐhsh ekeÐ (probl mata pou
perilamb�noun thn èlleiyh kal¸c orismènou q¸rou Hilbert, metaxÔ �llwn). Se sqèsh me
thn katapÐesh tou fainomènou thc j�lassac twn kou�rk ja anaferj¸ se dÔo parathr seic
pou upodukneÐoun ìti h prosèggish tou ’t Hooft Ðswc na eÐnai posotik� akrib c se sqèsh me
ton pragmatikì kìsmo. To pr¸to eÐnai h fainomenologik  epituqÐa sth fasmatoskopÐa tou
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mentèlou twn kou�rk, ìti oi m�zec twn adronÐwn pou parathroÔntai perigr�fontai arket�
kal� me ìrouc summetrÐac geÔshc, gia kou�rk sjènouc fusik�, kai mh lamb�nontac upìyh
ta mh dèsmia kou�rk. To deÔtero eÐnai h shmantik  epituqÐa thc aposbènousac prosèg-
gishc sto lattice pou den lamb�nei upìyh dunamik� fainìmena ìpwc brìqouc fantastik¸n
fermionÐwn pou upeisèrqontai apì thn orÐzousa tou telest  Dirac.

Na shmeiwjeÐ ìti ta dÔo diagr�mmata sta dexi� sthn ep�nw seir� tou sq matoc
(1) mporoÔn na sqediastoÔn qwrÐc diastauroÔmenec grammèc (planar) sthn epif�neia miac
di�trhthc sfaÐrac kai enìc diploÔ tìrou antÐstoiqa. Autì eÐnai apìdeixh thc genikìterhc
idiìthtac pou katat�ssei ta diagr�mmata Feynman sto ìrio tou ’t Hooft, ìti to pl�toc A
miac fusik c diergasÐac mporeÐ na ekfrasteÐ me dÔo trìpouc, tìso wc an�ptugma dun�mewn
tou l ìso kai dun�mewn tou 1/N, ìpou o deÔteroc qarakthrismìc eÐnai topologik c fÔsewc.
H dÔnamh 1/N pou sqetÐzetai me k�je di�gramma sqetÐzetai me ènan arijmì ”lab¸n” (h)
kai ènan arijmì ”akrìtatwn” (b) thc pio apl c Rhmm�niac epif�neiac sthn opoÐa mporeÐ na
egrafeÐ to di�gramma qwrÐc diastauroÔmenec grammèc kai isodunameÐ me to qarakthrhstikì
Euler:

A =
∞∑

h,b=0

N2−2h−b
∞∑
n=0

ch,b;nλ
n (5)

Kajìti gia meg�lo N oi basikèc suneisforèc eÐnai t�xhc O(N2) kai parapèmpei se epÐpeda
(h = 0) diagr�mmata qwrÐc brìqouc kou�rk (b = 0), to ìrio tou ’t Hooft se aut  thn
perÐptwsh apokaleÐtai kai ”epÐpedo ìrio”. Profan¸c sth melèth twn posot twn pou pe-
rilamb�noun bajmwt� analloÐwta digrammik� fermiìnia, up�rqei toul�qiston mÐa kleist 
gramm  kou�rk kai epomènwc se aut  thn perÐptwsh (k�tw seir� diagramm�twn) h kÔria
suneisfor� eÐnai b = 1, h = 0 pou eÐnai O(N).

1.3 Fainomenologikèc epipt¸seic tou orÐou gia meg�lo-N
sta mesìnia kai ta glouoswm�tia

K�tw apì thn paradoq  ìti h jewrÐa pou eis gage o ’t Hooft eÐnai mia kleist 
jewrÐa (kef�laio 2), oi kanìnec pou eis qjhsan sthn prohgoÔmenh par�grafo odhgoÔn
se mÐa seir� shmantik¸n fainomenologik¸n sunepei¸n, eidik� stic elafrÔterec fusikèc ka-
tast�seic, ta mesìnia kai ta glouoswm�tia. Ac epiqeir soume na antikatast soume sth
Lagkranzian  puknìthta pou eis�game sthn exÐswsh (2):

Aaµ(x)→ 1

g
Aaµ(x), ψf (x)→

√
Nψf (x) (6)

ètsi ¸ste ousiastik� katafèrnoume na ekfr�soume thn pali� Lagkranzian  L wc proc th
nèa L̄ sth morf  L = N L̄ me:
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L̄ = − 1

4λ
(F a

µνF
aµν) +

nf∑
f=1

ψ̄f (γ
µDµ −mf )ψf (7)

Ed¸ mporeÐ kaneÐc na skefteÐ ìti h kbantik  jewrÐa pou kajorÐzetai apì to dunatì path
integral:

(Z0) =

∫
DADψ̄Dψ exp

{
ıN

∫
dt d3x L̄[A,ψ, ψ̄]

}
(8)

mei¸netai sto klassikì thc ìrio pou diathreÐtai wc to statikì shmeÐo thc L̄. Autì wstìso
den sumbaÐnei diìti �lloi ìroi anadÔontai apì th mètrhsh tou pedÐou [86] pou diaqwrÐzoun
telik� to ìrio gia meg�lo N apì to klassikì ìrio. Sunart seic susqètishc bajmwt�
analloÐwtwn telest¸n Oa pou sqhmatÐzontai apì bajmwt� pedÐa kai pijanìn fermionikèc
suneisforèc mporoÔn na melethjoÔn prosjètontac ìrouc thc morf c (NJaOa) sto L:

(Z0) =

∫
DADψ̄Dψ exp

{
ıN

∫
dt d3x

(
L̄[A,ψ, ψ̄] + JaOa

)}
(9)

apì ìpou èqoume ajroistik�:

< O1(x1)· · ·On(xn) >c = (ıN)−n
δ

δJ1(x1)
· · · δ

δJn(xn)
lnZJ |J=0 (10)

H kÔria suneisfor� ìpwc suzht jhke sthn prohgoÔmenh par�grafo eÐnai gia
O(N2) sto ìrio tou ’t Hooft gia sundedemènouc gr�fouc glouonÐwn   O(N) gia fermio-
nikoÔc diadìtec, san apotèlesma gia sunart seic susqètishc me n-ìrouc h suneisfor�
proèrqetai apì epÐpeda diagr�mmata apoteloÔmena apokleistik� apì brìqouc glouonÐwn
me t�xh O(N2−n) kai O(N1−n) gia thn perÐptwsh pou anaferìmaste se sunart seic su-
sqètishc gia kou�rk.

'Estw Gi amoig¸c glouonikìc, bajmwt� analloÐwtoc Ermitianìc telest c, me
kat�llhlouc kbantikoÔc arjmoÔc gia na perigr�yei èna dojèn glouoswm�tio. Kaj¸c mia
sun�rthsh susqètishc dÔo ìrwn thc morf c < GiGi > eÐnai O(1) sto meg�lo N, o tele-
st c Gi dhmiourgeÐ mia kat�stash glouoswmatÐou pl�touc t�xhc megèjouc 1. Epomènwc
antidr�seic glouoswmatÐwn pou perilamb�noun diasp�seic, sked�seic ktl. perigr�fontai
apì uyhlìterhc t�xhc sunart seic susqètishc < Gi · · · Gn >c me n ≥ 3 kai sunep¸c kajìti
genik� eÐnai t�xhc O(N2−n), wc ek toÔtou katapièzontai toul�qiston kat� par�gonta 1/N
se sqèsh me thn eleÔjerh perÐptwsh.

AntÐstoiqa, oi katast�seic twn mesonÐwn mporoÔn na perigrafoÔn apì bajmwt�
analloÐwtouc ErmitianoÔc telestèc, me kat�llhlouc kbantikoÔc arijmoÔc. Se aut  thn
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perÐptwsh èqoume sun�rthsh susqètishc gia thn pio apl  perÐptwsh <MiMi >c kai en
suneqeÐa katapièzetai kat� èna par�gonta 1/N me ton telest 

√
nMi na dÐnei mesìnio

me pl�toc O(1). Sth di�spash tou pionÐou gia par�deigma h stajer� di�spashc fπ eÐnai
se ìrouc stoiqeÐwn pÐnaka pou perigr�foun thn epik�luyh metaxÔ twn katast�sewn tou
isospin kai thc kat�stashc tou pionÐou:

< 0|Nψ̄(x)γµγ5Tjψ(x)|πl(k) >= −ıfπkµδjlexp (−ıkx) (11)

o par�gontac N ston orismì eÐnai upoqrewtikìc gia na ekfr�sei aut  thn posìthta kano-
nikopoihmènh gia pedÐa kou�rk, kai k�nei thn èkfrash an�logh tou

√
N se meg�la N.

'Opwc eÐnai anamenìmeno oi antidr�seic mesonÐou-mesonÐou perigr�fontai apì su-
nart seic susqètishc thc morf c:

Nn/2 <M1 · · ·Mn >c (12)

ìpou n ≥ 3. Sunep¸c anaptÔssontai sÔmfwna me th sqèsh O(N1−n
2 ), epomènwc sum-

pièzontai gia meg�lo N. Tèloc oi antidr�seic mesonÐwn-glouoswmatÐwn perigr�fontai apì
th sun�rthsh susqètishc < G1

√
NM1 >c   megalÔterhc t�xhc kai sunep¸c akoloujeÐ

O(N−1/2−n/2).
SunoyÐzontac h prosèggish tou ’t Hooft gia thn QCD eÐnai mia jewrÐa sthn

opoÐa to basikì f�sma apoteleÐtai apì stajer�, mh antidrìnta, glouoswm�tia kai mesì-
nia. Exwtikèc katast�seic ìpwc tetrakou�rk apousi�zoun st� meg�la N epeid  h mègisth
suneisfor� twn diadot¸n touc proèrqetai apì ìrouc pou parapèmpoun sth met�dosh meso-
nÐwn kai glouoswmatÐwn. Akìma oi adronikèc allhlepidr�seic katapièzontai kat� 1/

√
N

ètsi ¸ste katal goume se asjen¸c suzeugmèna adrìnia. AxÐzei na shmeiwjeÐ ìti an kai h
par�metroc sÔzeuxhc katapièzetai kat� 1/

√
N , thn Ðdia stigm  h par�metroc pou kajorÐzei

thn akrÐbeia twn anaptugm�twn gia meg�lo N eÐnai an�logh tou N an ìqi akìma kalÔterh.
Sundi�zontac to gegonìc ìti stic qamhlèc enèrgeiec to f�sma thc jewrÐac a-

poteleÐtai apì mh-antidr¸nta, apeÐrwc periorismèna adrìnia kai stic uyhlèc enèrgeiec h
jewrÐa gÐnetai asumptwtik� eleÔjerh (ex. 4), mporoÔme na isquristoÔme ìti o arijmìc twn
stajer¸n katast�sewn mesonÐwn kai glouoswmatÐwn eÐnai �peiroc, kajìti oi sunart seic
susqètishc dÔo shmeÐwn sto q¸ro twn orm¸n mporoÔn na ekfrastoÔn san grammikìc sun-

diasmìc adronik¸n diadot¸n me ”aiqmhroÔc” pìlouc an�logouc thc èkfrashc (p2 − m2)
−1
.

An o arijmìc twn adronÐwn  tan peperasmènoc tìte ja  tan adÔnaton na anaparaqjeÐ h
sunarthsiak  morf  pou anamènetai gia th susqètish twn mesonÐwn pou perilamb�nei e-
x�rthsh antÐstoiqh me ton log�rijmo tou p2.

Kat� ta gnwst�, sthn QCD gia N arijmì qr¸matoc kai nf arijmì geÔsewn
kou�rk, o telest c Dirac eÐnai ıγµDµ pou antimetatÐjetai me ton metajèth thc qeiralikì-
thtac γ5, epomènwc gia nf ≥ 2 h lagkranzian  sthn ex. (2) eÐnai klassik� analloÐwth k�tw
apì genik , mh-Abelian  summetrÐa qeirìc UR(nf ) xUL(nf ). Aut  h summetrÐa perigr�fei
tic anex�rthtec strofèc twn aristerìstrofwn kai dexiìstrofwn ìrwn ψR,L = PR,Lψ twn
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pedÐwn kou�rk (kai antÐstoiqa gia to suzugèc ψ̄) ìpou oi dexiìstrofec kai oi aristrerì-
strofec probolèc antÐstoiqa eÐnai:

PR,L =
I ± γ5

2
(13)

h genik  summetrÐa UR(nf ) xUL(nf ) thc klassik c lagkranzian c gia ta �maza kou�rk
mporeÐ na ekfrasteÐ se ìrouc dianÔsmatoc (V ) kai �xona (A) me metasqhmatismoÔc ìpwc:
SUV (nf ) xUV (1) xSUA(nf ) xUA(1).

Sto kbantikì epÐpedo h UV (1) summetrÐa paramènei akrib c kai antistoiqeÐ sthn
diat rhsh tou baruonikoÔ arijmoÔ B sthn QCD. EpÐshc h summetrÐa SUV (nf ) paramènei
en isqÔ all� kai ston pragmatikì kìsmo sp�ei mìno merik¸c apì tic mikrèc diaforèc stic
m�zec twn elafr¸n kou�rk. Aut  h summetrÐa emfanÐzetai stic kat�llhlec diadikasÐec
ekfulismoÔ gia to isospÐn kai thn paradoxìthta sto f�sma twn elafr¸n adronÐwn. En
antijèsei h summetrÐa SUA(nf ) sp�ei akariaÐa, to kenì thc QCD qarakthrÐzetai apì mh
amelhtèo ìro thc summetrÐac qeirìc < ψ̄ψ >. Kat' antistoiqÐa, èna (n2

f − 1) elafrÔ yeudì
Nambu-Goldstone mpozìnio emfanÐzetai sto f�sma. Ekfrasmèno eÐte wc trÐa piìnia (e�n
upojèsoume ìti nf = 2 geÔseic elafr¸n kou�rk)   wc trÐa piìnia mazÐ me tèssera kaìnia
kai to n an upojèsoume ìti to par�xeno kou�rk eÐnai �mazo.

Tèloc h summetrÐa UA(1) parousi�zei endiafèron kaj¸c sqetÐzetai me to gnwstì
kai wc UA(1) prìblhma, sto opoÐo h QCD de q�nei th summetrÐa aut  sto kenì, kai to
f�sma twn elafr¸n adronÐwn ja prèpei na apartÐzetai apì sqedìn �maza zeÔgh antÐjethc
omotimÐac, gegonìc pou de sumfwneÐ me ta parathrhsiak� dedomèna. Apì thn �llh e�n h
summetrÐa èspage dunamik�, tìte ja èprepe na up rqe èna elafrÔ, isomonìmetro (isiosca-
lar), mh-par�xeno, yeudomonìmetro mesìnio, all� tètoio swmatÐdio den parathreÐtai. To
elafrÔtero swmatÐdio pou parathreÐtai eÐnai to n’ me m�za 957 MeV polÔ barÔtero dh-
lad  apì ta piìnia ta kaìnia kai to n. H lÔsh se autì to prìblhma eÐnai h akìloujh: h
UA(1) sp�ei kajolik� sto kbantikì epÐpedo exaitÐac thc mh-analloiwsimìthtac twn path
integrals sth mètrhsh twn pedÐwn kou�rk [88, 89, 90]. H anwmalÐa pou prokÔptei eÐnai
an�logh tou g2 dhlad  katapièzetai me rujmì 1/N sto ìrio tou ’t Hooft ètsi ¸ste gia
aposbènousec m�zec kou�rk kai to n’ teÐnei na gÐnei �mazo gia meg�lo-N. Wc sunèpeia
to f�sma thc QCD kat� t’Hooft apartÐzetai apì �maza (elafr�) kou�rk nf kai elafr�
yeudomonìmetra mesìnia n2

f kaj¸c yeudì Nambu−Goldstone mpozìnia sundèontai me to
dunamikì sp�simo twn axonik¸n summetri¸n.

Kaj¸c genik� oi m�zec twn �llwn adronÐwn diaqwrÐzontai apì autèc me èna mikrì
q�sma, oi qamhl c enèrgeiac QCD mporoÔn na montelopoihjoÔn apì th jewrÐa diataraq¸n
thc qeirìc (qPT ) [91, 92, 93, 94, 95] pou eÐnai mÐa apotelesmatik  jewrÐa pou perigr�fei ta
elafr� mesìnia. Upojètontac ìti h jewrÐa èqei nf = 3 elafrèc geÔseic kou�rk, mporoÔn
na perilhfjoÔn apotelesmatik� stouc ìrouc enìc pedÐou U(x) pou perigr�fetai wc:

U = exp(ı
√

2Φ/F ) (14)
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ìpou oi timèc tou F eÐnai grammikoÐ sundiasmoÐ twn pedÐwn twn mesonÐwn [96]. SÔmfwna
me to sun jh sqediasmì h lagkranzian  Leff pou perigr�fei to U prèpei na eÐnai sumbat 
me tic genikèc summetrÐec thc QCD akìma mporeÐ na perilamb�nei zeÔgh tou ErmitianoÔ
pÐnaka gia ta pedÐa La, Ra, S kai P , gia na sunupologÐzontai h m�za twn kou�rk, hlektro-

magnhtikèc kai asjeneÐc allhlepidr�seic. KajorÐzontac thn ∂̃aU = ∂U − ıRaU + ıULa kai
χ̃ = 2B0(S + ıP ), eÐnai dunatìn na organwjeÐ h pio genik  èkfrash gia to Leff sÔmfwna
me ton arijmì twn parag¸gwn pou perièqei. H pio aplopoihmènh morf  se parag¸gouc kai
m�zec kou�rk eÐnai:

Leff =
F 2

4
Tr
(
∂̃aU †∂̃aU + χ̃†U + U †χ̃

)
, (15)

kai perilamb�nei dÔo qamhl c enèrgeiac stajerèc. Thn F pou mporeÐ na jewrhjeÐ wc
stajer� di�spashc tou mesonÐou, en¸ B0 eÐnai an�logoc thc sugkèntrwshc kou�rk [97].
Na shmei¸sw ìti F 2∼ f 2

π = O(N), �ra h Leff eÐnai O(N), kai �ra gia N → ∞ [98,
99, 100, 101] h diagrammatik  prosèggish thc jewrÐac gÐnetai akrib c. Akìma, kaj¸c o
orismìc tou U se ìrouc pedÐwn mesonÐou perièqei epÐshc ton ìro 1/F , h an�ptuxh tou U
par�gei antidr�seic mesonÐwn pou katapièzontai apì dun�meic t�xhc N−1/2 sto ìrio tou
’t Hooft. 'Etsi gia meg�lo N h χPT mporeÐ na jewrhjeÐ wc ènac sunep c sundiasmìc
anaptugm�twn dun�mewn 1/N , twn tetrag¸nwn twn orm¸n kai twn maz¸n twn kou�rk
[102, 103, 104].

H an�ptuxh thc Leff me diìrjwsh pr¸thc prosèggishc perilamb�nei �llec 10 qa-
mhl c enèrgeiac stajerèc. Oi arijmhtikèc touc timèc pou prosdiorÐzontai qrhsimopoi¸ntac
peiramatik� apotelèsmata apì di�forec diasp�seic [105, 106] sumfwnoÔn me tic problèyeic
twn upologism¸n gia meg�lo N pou problèpoun k�poioi apì autoÔc na akolojoÔn O(N)
kai k�poioi �lloi O(1). Sundi�zontac th qeiralik  jewrÐa diataraq¸n me tic idiìthtec gia
meg�lo N eÐnai efiktì na diereunhjeÐ h fÔsh twn diaforetik¸n mesonÐwn. Akìma to ìrio
gia meg�lo N epitrèpei kalÔterh sumfwnÐa twn problèyewn thc jewrÐac diataraq¸n thc
QCD stic uyhlèc enèrgeiec me problèyeic thc χPT gia tic qamhlèc enèrgeiec [107, 108]].
'Allec epipt¸seic tou meg�lou N pou sqetÐzontai me ta mesìnia mporoÔn na prokÔyoun
apì tic hlektrasjeneÐc diergasÐec stic qamhlèc enèrgeiec [109, 110, 111, 112 113, 114].
Up�rqei akìma ènac arijmìc ergasi¸n [115, 116, 117] pou pragmateÔontai thn aÐsjhsh
ìti h QCD sta meg�la N perièqei mÐa jewrhtik  epibebaÐwsh gia upologismoÔc diafìrwn
fusik¸n posot twn sto plaÐsio thc kuriarqÐac tou montèlou twn dianusmatik¸n mesonÐwn
[118]. Tèloc, sth bibliografÐa up�rqei ènac meg�loc arijmìc ergasi¸n pou meletoÔn tic
idiìthtec twn mesonÐwn k�nontac qr sh olografik¸n mejìdwn [119], ìpwc ja anaferj¸
parak�tw.

1.4 Fainomenologikèc epiplokèc tou meg�lou N sta baruì-
nia

Oi basikèc idiìthtec twn baruonÐwn sto ìrio tou ’t Hooft eÐnai gnwstèc ed¸ kai
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treÐc dekaetÐec [120]. Ta baruìnia qarakthrÐzontai wc teleÐwc antisummetrikèc, �-qrwmec
katast�seic apoteloÔmenec apì N kou�rk kai epomènwc, se antÐjesh me ta mesìnia, ta
diagr�mmata Feynman pou ta anaparastoÔn exart¸ntai apì to N . 'Allh diafor� se
sqèsh me ta mesìnia eÐnai ìti oi baruonikèc m�zec eÐnai an�logec tou O(N) diìti ta baruìnia
dèqontai suneisforèc apì ta kou�rk pou ta apoteloÔn, apì tic kinhtikèc touc enèrgeiec
(kai ta dÔo an�loga tou N) kai apì thn isodÔnamh enèrgeia pou sqetÐzetai me antidr�seic
kou�rk-kou�rk. Gia k�je zeÔgoc kou�rk h dÔnamh thc allhlepÐdrashc eÐnai an�logh tou g2

dhlad  an�logh tou N−1, en¸ o arijmìc twn diaforetik¸n zeug¸n kou�rk eÐnai an�logoc
tou N2 �ra to ginìmeno touc eÐnai O(N).

Gia na p�roume mÐa posotik  eikìna thc jemeli¸douc kat�stashc thc enèrgeiac
twn baruonÐwn sto ìrio tou ’t Hooft, mporoÔme na melet soume th Qamiltonian  prosèg-
gish gia to baruìnio sto meg�lo N kai na epidi¸xoume mia proseggistik  lÔsh thc morf c
Hartree-Fock pou na basÐzetai sthn idèa ìti to sunolikì dunamikì pou ”aisj�netai” k�je
kou�rk mporeÐ na jewrhjeÐ wc upìbajro, pou prokÔptei apì thn allhlepÐdrash ìlwn twn
�llwn kou�rk entìc tou baruonÐou. Parìti aut  h prosèggish den odhgeÐ se akrib  ana-
lutik  lÔsh gia to f�sma twn baruonÐwn sto meg�lo N apokalÔptei ìti parìti h m�za tou
baruonÐou eÐnai O(N) h katanom  tou fortÐou eÐnai anex�rthth tou arijmoÔ twn qrwm�twn
sto ìrio tou t’ Hooft.

Ta epiqeir mata pou basÐzontai stouc kanìnec katamètrhshc sta meg�la N deÐ-
qnoun epÐshc ìti to pl�toc thc skèdashc baruonÐou-baruonÐou   antibaruonÐou-baruonÐou a-
koloujeÐ thn O(N), �ra eÐnai thc Ðdiac t�xhc ìpwc h baruonik  m�za. H skèdash baruonÐou-
mesonÐou, antÐjeta, eÐnai O(1) epomènwc h diadikasÐa aut  den epire�zei thn kÐnhsh tou
baruonÐou all� mìno aut  tou mesonÐou tou opoÐou h t�xh eÐnai epÐshc 1/N .

Tèloc, up�rqoun fusikèc diergasÐec pou perilamb�noun baruìnia ta opoÐa a-
pousi�zoun -apì ìlec- tic t�xeic tou anaptÔgmatoc gia meg�lo-N. 'Ena par�deigma eÐnai h
paragwg  zeÔgouc baruonÐou-antibaruonÐou apì uyul c enèrgeiac allhlepidr�seic zeug¸n
leptonÐou-antileptonÐou. Aut  h diadikasÐa exellÐsetai mèsw enìc endi�mesou fantastikoÔ
fwtonÐou to opoÐo me th seir� tou dhmiourgeÐ to zeÔgoc kou�rk-antikou�rk. Epomènwc
prokeimènou na dhmiourghjeÐ to zeÔgoc baruonÐou-antibaruonÐou sthn telik  kat�stash
prèpei aut  h diadikasÐa na epanalhfjeÐ N forèc kai h pijanìthta autì na sumbeÐ eÐnai
e−N . Aut  h ex�rthsh apì to N de mporeÐ na faneÐ potè sto an�ptugma dun�mewn N−1,
�ra h fusik  diadikasÐa aut  apousi�zei apì ìlec tic t�xeic thc QCD meg�lou N. 'O-
moia, oi diergasÐec exaÔlwshc baruonÐou-antibaruonÐou se zeÔgoc leptonÐwn kai skèdashc
leptonÐou-baruonÐou pou eÐnai epÐshc ekjetik� sumpièsimec kat� N wc antisummetrikèc tou
prohgoÔmenou paradeÐgmatoc.

Ta parap�nw apokalÔptoun mÐa endiafèrousa analogÐa [121] metaxÔ tou ana-
ptÔgmatoc 1/N kai tou sun jouc anaptÔgmatoc thc asjenoÔc sÔzeuxhc gia thn kbantik 
hlektrodunamik  (QED), me ta mesìnia kai ta baruìnia na paÐzoun rìlouc an�logouc twn
hlektronÐwn kai twn ’t Hooft-Polyakov monìpolwn antÐstoiqa. 'Ontwc ta hlektrìnia eÐnai
oi fusikèc katast�seic sthn QED kai oi allhlepidr�seic touc mporoÔn epituq¸c na me-
lethjoÔn se èna an�ptugma diataraq¸n se dun�meic thc α = e2/(4π), kai oi m�zec touc
eÐnai anex�rthtec tou e dhlad  akoloujoÔn O(e0). Ta monìpola ’t Hooft-Polyakov apì
thn �llh den emfanÐzontai wc stoiqei¸dh antikeÐmena   san aplèc dèsmiec katast�seic sth
jewrÐa, oÔte emfanÐzontai sta diagr�mmata Feynman all� san sugkekrimènec topologi-
kèc lÔseic. Oi m�zec touc eÐnai antÐstrofa an�logec tou αQED kai gia mikrì αQED h
dom  touc mporeÐ na melethjeÐ apì klassikèc exis¸seic (stic opoÐec to αQED apaleÐfetai
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dÐnontac apotelèsmata gia to mègejoc kai th dom  twn monìpolwn, anex�rthta thc sta-
jer�c). Akìma, tìso h skèdash metaxÔ monìpolwn ìso kai h skèdash enìc hlektronÐou
ektìc tou monopìlou eÐnai diergasÐec kal¸c-orismènec me mh-mhdenik� ìria gia αQED → 0.
DiadikasÐec ìpwc h paragwg  zeug¸n monopìlou-antimonopìlou mèsw exaÔlwshc zeÔgouc
hlektronÐou-pozitronÐou den perigr�fontai apì kamÐac t�xhc an�ptugma thc QED gia thn
asjen  sÔzeuxh. Sunep¸c ìla ta parap�nw fainomenologik� stoiqeÐa upodhl¸noun poio-
tikèc omoiìthtec me thn perigraf  twn mesonÐwn kai twn baruonÐwn sto an�ptugma 1/N.

MÐa endiafèrousa prìbleyh gia to f�sma twn baruonÐwn diaforetikoÔ spin J
prot�jhke gia pr¸th for� se sqèsh me to montèlo Skyrme. O ”upèrleptoc diaqwrismìc”
metaxÔ twn maz¸n aut¸n twn katast�sewn prèpei na perigrafoÔn se ìrouc tou f�smatoc
twn strof¸n:

M = c1N + c2
J(J + 1)

N
+O(1/N2) (16)

'Allh shmantik  idiìthta tou meg�lou N sth fainomenologÐa twn baruonÐwn pou
brèjhke sta 1980′s [122, 123] eÐnai o kajorismìc thc dom c om�dac baruonÐwn kai h sqèsh
thc me to SO(3) qeiralikì montèlo kai me to montèlo kou�rk [124-129]. Ta baruìnia gia
meg�lo N mporoÔn na jewrhjoÔn san qeiralikèc ”atèleiec” tou montèlou Nambu−Jona−
Lasinio [130-131].

Argìtera ègine pio fanerì, ìti sundi�zontac touc kanìnec upologismoÔ gia me-
g�lo N me tic sunj kec pou exasfalÐzoun monadiaÐouc telestèc, eÐnai efiktì na ex�goume
posotikèc problèyeic gia arket� baruonik� swm�tia kai na organ¸soume ta anaptÔgmata
pou ta perigr�foun me susthmatikì trìpo [130-134]. Aut  h dunatìthta prokÔptei apì to
gegonìc ìti mia koin  SU(2nf ) summetrÐa tou spÐn me th geÔsh anadÔetai gia ta baruìnia
sta meg�la N.

'Enac aplìc trìpoc gia na deÐxoume pwc prokÔptoun autèc oi problèyeic eÐnai o
akìloujoc. Se pr¸th t�xh, h sÔzeuxh tou mesonÐou se baruìnio gÐnetai me thn eisagwg 
enìc fermionikoÔ digrammikoÔ se mÐa apì tic grammèc kou�rk tou baruonÐou, k�ti to opoÐo
mporeÐ na gÐnei me N diaforetikoÔc trìpouc. 'Opwc eÐpame kai sthn prohgoÔmenh par�gra-
fo ta fermionik� digrammik� dhmiourgoÔn mesìnia me pl�toc O(N1/2), kai kat� sunèpeia h
sÔzeuxh baruonÐou-mesonÐou ja prèpei na akoloujeÐ t�xh O(N1/2). H diadikasÐa skèdashc
baruonÐou-mesonÐou ìmwc mporeÐ na prokÔyei apì thn eÐsodo dÔo fermionik¸n digrammik¸n
stic grammèc pou apeikonÐzoun to zeÔgoc kou�rk tou baruonÐou. An eisaqjoÔn sthn Ðdia
gramm  tìte h diadikasÐa mporeÐ na sumbeÐ me N diaforetikoÔc trìpouc, enallaktik� up�r-
qoun O(N2) pijanìthtec na eisaqjoÔn se diaforetikèc grammèc, all� tìte prokeimènou na
metafèretai enèrgeia apì to eiserqìmeno mesìnio sto exerqìmeno, èna glouìnio ja prèpei
na antall�ssetai metaxÔ twn dÔo baruonik¸n kbantik¸n gramm¸n kai autì eis�gei ènan
epiplèon par�gonta g2 kai mei¸nei to ìlo pl�toc thc diadikasÐac kat� èna par�gonta t�-
xhc N. Tèloc lamb�nontac upìyh ìti k�je zeÔgoc baruonÐou-mesonÐou eÐnai O(N1/2) telik�
paÐrnoume gia thn ìlh diadikasÐa skèdashc baruonÐou-mesonÐou pl�toc O(1).

Apì th skopi� thc kinhmatik c, kat� th skèdash enìc mesonÐou tou opoÐou h m�za
eÐnai O(1) apì èna baruìnio tou opoÐou h m�za eÐnai O(N) to baruìnio mporeÐ na jewrhjeÐ
statikì, kai h diadikasÐa mporeÐ na ermhneujeÐ wc aporrìfhsh enìc eiserqìmenou mesonÐou,
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akoloujoÔmenh apì thn ekpomp  enìc skedazìmenou mesonÐou. Kaj¸c h sÔzeuxh tou
baruonÐou tìso me to eiserqìmeno ìso kai me to exerqìmeno mesìnio eÐnai t�xhc O(N1/2)
to pl�toc thc sunolik c diadikasÐac prèpei na eÐnai an�logo tou N. Autì wstìso ja
parabÐaze th monadikìthta tou telest  kai ja  tan asÔmbato me to gegonìc ìti h skèdash
baruonÐou-mesonÐou akoloujeÐ t�xh O(1). To par�doxo mporeÐ na epilujeÐ an jewr soume
ìti up�rqoun allhloanairèseic metaxÔ twn diagramm�twn skèdashc baruonÐou-mesonÐou
kai autì odhgeÐ se èna sÔnolo sunjhk¸n sumbatìthtac gia tic allhlepidr�seic baruonÐou-
mesonÐou gia meg�la N [135-137].

H diadikasÐa skèdashc pionÐou-noukleonÐou se qamhlèc enèrgeiec sto qeiralikì
ìrio, mac dÐnei èna qarakthristikì par�deigma, thn aporrìfhsh enìc pionÐou apì èna sta-
tikì noukleìnio, N + π → N ′ , ìpou mporeÐ na perigrafeÐ apì th fìrmoula:

cN
∂ıπ

fπ
(X ıα)NN ′ , µε : (X ıα)BB′ =

< B′|(ψ̄γıγ5τ
αψ|B >

cN
, (17)

ìpou o sunolikìc par�gontac N, mazÐ me thn tuqaÐa all� exart¸menh apì to N stajer�
kanonikopoÐhshc c, èqei exaqjeÐ apì to isodianusmatikì baruonikì onikì reÔma, ètsi ¸ste
to X ıa na èqei peperasmèno ìrio gia N →∞. Gia meg�lo N oi pr¸thc t�xhc suneisforèc
gia th skèdash baruonÐou-pionÐou proèrqontai apì th diafor� twn dÔo triepÐpedwn dia-
gramm�twn, dhlad  èna noukleìnio eÐte mporeÐ na metabeÐ sthn diegermènh kat�stash N ′
pr¸ta mèsw thc aporrìfhshc enìc eiserqìmenou pionÐou kai met� di�spash pÐsw sth basi-
k  kat�stash mèsw ekpomp c exerqìmenou pionÐou, eÐte an�poda. Apait¸ntac to sunolikì
pl�toc thc skèdashc na eÐnai t�xhc O(1), katal goume ston ejanagkasmì:

N [X ıa, Xjb]≤O(1) (18)

AnaptÔssontac ton telest  X ıa se dun�meic tou 1/N :

X ıa = X ıa
0 +

1

N
X ıa

1 +
1

N2
X ıa

2 + . . . (19)

ìpou h prohgoÔmenh anisìthta epib�llei periorismoÔc stouc diafìrouc ìrouc tou ana-
ptÔgmatoc kai sugkekrimèna ston pr¸to ìro prèpei na èqoume:

[X ıa
0 , X

ja
0 ] = 0 (20)
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ìpou h teleutaÐa exÐswsh mporeÐ na ikanopoihjeÐ mìno an ektìc tou noukleonÐou up�rqoun
kai endi�mesec katast�seic me ìmoia m�za. Kaj¸c to piìnio zeugar¸nontac me to nou-
kleìnio mporeÐ epÐshc na par�xei baruìnio me spin kai isospÐn Ðsa me 3/2, dhlad  eÐnai ∆
baruìnio, oi sunj kec gia meg�lo N epib�lloun èna periorismì pou susqetÐzei to gπNN me
to gπN∆. To Ðdio epiqeÐrhma mporeÐ na efarmosteÐ sth diadikasÐa skèdashc ∆+π → ∆+π,
upodeiknÔontac thn Ôparxh (toul�qiston gia meg�lo N) enìc baruonÐou me thn Ðdia m�za
ìpwc ta N kai ∆ kai touc Ðdiouc kbantikoÔc arijmoÔc J = I = 5/2 kai topojet¸n-
tac mia stajer� metaxÔ twn antÐstoiqwn suzeÔxewn. To sumpèrasma eÐnai ìti h sunj kh
sumbatìthtac thc exÐswshc (20) uponoeÐ thn Ôparqh enìc �peirou arijmoÔ ekfulismènwn
baruonÐwn me J = I = k+ 1/2, ∀k ∈ N kai kajorÐzei tic suzeÔxeic touc me to piìnio, pèran
thc stajer�c kanonikopoÐhshc c.

H exÐswsh (20) mporeÐ na jewrhjeÐ kai wc upo�lgebra mÐac su(4) �lgebrac spin-
geÔshc (  su(2nf ) sthn perÐptwsh ìpou èqoume nf geÔseic elafr¸n kou�rk). Wc telestèc
Xπa

0 mporoÔn na jewrhjoÔn sto meg�lo N oi genn torec su(4) pou anameignÔoun to spin
me thn geÔsh. Na shmeiwjeÐ ìti h an�deixh mÐac tètoiac summetrÐac, anameignÔontac esw-
terikoÔc kai lorentzianoÔc bajmoÔc eleujerÐac, eÐnai efiktìc epeid  sto ìrio gia meg�lo
N ta baruìnia gÐnontai apeÐrwc bari� kai ex' autoÔ statik�. Oi mh-anag¸ghmec anapara-
st�seic thc �lgebrac mporoÔn na kathgoriopoihjoÔn qrhsimopoi¸ntac st�ntar teqnikèc
gia epag¸menec anaparast�seic [138].

Pio genik�, katast�seic sumbatèc me thn exÐswsh (18) mporoÔn na qrhsimopoih-
joÔn ¸ste na organwjeÐ susthmatik� to an�ptugma 1/N me jewrhtikèc mejìdouc om�dwn
kai tautìthtec telest¸n kai na fixaristoÔn periorismoÐ stic mikrìterhc t�xhc diorj¸seic.
Eidikìtera gia nf = 2 mporoÔme na broÔme ìti oi pr¸thc t�xhc diorj¸seic sth m�za twn
mikroÔ spin baruonÐwn kaj¸c kai sta axonik� zeÔgh eÐnai O(N−2) se sqèsh me to basikì
ìro. Aut  h mèjodoc mporeÐ na epektajeÐ gia nf = 3 elafrèc geÔseic kai epitrèpei na
exaqjoÔn problèyhmec jewrhtikèc ektim seic gia èna sÔnolo parathr sewn stic opoÐec
perilamb�nontai axonikèc suzeÔxeic [135, 136], m�zec [137-140], m�zec diegermènwn kata-
st�sewn [144-152], tic suzeÔxeic touc, kai tic diasp�seic all� kai autèc baruonÐwn pou
perièqoun bari� kou�rk [153-178].

1.5 Topologikèc idiìthtec thc QCD gia meg�lo N

Di�foroi tÔpoi bajmwt¸n pedÐwn, qarakthrÐzontai apì mh tetrimmènec topolo-
gikèc idiìthtec, pou pisteÔetai ìti paÐzoun shmantikì rìlo sthn katanìhsh thc dom c tou
kenoÔ sthn QCD kai se �llec jewrÐec pedÐou, perilambanomènwn twn Abelian¸n monì-
polwn [138], kentrik¸n strobilism¸n [139-142], yeudoswmatidÐwn kai bionÐwn [143-147].
Genik� oi analutikèc perigrafèc tou trìpou me ton opoÐo aut� ta antikeÐmena ephre�zoun
ta dunamik�, periorÐzontai mèqri s mera se èna sÔnolo hmiklassik¸n proseggÐsewn.

Ta topologik� antikeÐmena ta opoÐa èqoun tic pio endiafèrousec idiìthtec gia
meg�lo N eÐnai ta yeutoswmatÐdia. EÐnai lÔseic twn EukleÐdiwn exis¸sewn kÐnhshc gia
peperasmènh dr�sh, pou mporoÔn na jewrhjoÔn wc fainìmena ”s raggoc” metaxÔ twn to-
pologik� anisodÔnamwn klassik¸n ken¸n thc jewrÐac, pou katat�ssontai apì ènan deÐkth
Pontryagin paÐrnontac timèc sthn trÐth omoiotopik  om�da thc bajmÐdac: π3(SU(N)) =
Z. H sqèsh touc sto ìrio tou ’t Hooft èqei melethjeÐ apì th dekaetÐa tou '70 [148, 149,

21



150] kai akìma eÐnai shmeÐo endiafèrontoc [151].
'Opwc anafèrjhke sthn par�grafo 1.2 sthn QCD me nf �maza kou�rk, h ge-

nik  Abelian  axonik  summetrÐa, parousi�zei anwmalÐec, exaitÐac thc mh-analloi¸thtac
sth mètrhsh tou fermionÐou (enallaktik� mporoÔme na proseggÐsoume thn aitÐa thc UA(1)
anwmalÐac, me an�lush diataraq¸n, pou deÐqnei ìti h anwmalÐa prokÔptei apì thn uperi¸-
dh apìklish enìc trigwnikoÔ diagr�mmatoc monoÔ-brìgqou gia fantastik� kou�rk). Kat'
epèktash h diat rhsh thc UA(1) parabi�zetai:

∂aj
a
A(x) = −2nfq(x), (21)

apì ènan ìro an�logo thc topologik c puknìthtac q(x):

q(x) =
g2

16π2
Tr
(
F̄µν(x)F µν(x)

)
, µε : F̄µν(x) =

1

2
εµνρσF

ρσ(x). (22)

Na shmeiwjeÐ ìti h q(x) mporeÐ na grafeÐ wc h apìklish tou reÔmatoc Chern Ka(x):

q(x) = ∂µK
µ(x), µε : Kµ(x) =

g2

4π2
εµνρσAaν

(
∂ρA

a
σ −

g

3
fabcAbρA

c
σ

)
, (23)

parìti h q(x) dÐdetai apì thn apìklish tou reÔmatoc h qwroqronik  olokl rwsh, dhlad  to
”topologikì reÔma” Q, mporeÐ na p�rei mh-aposbènousec, akèraiec timèc lìgo thc parou-
sÐac twn yeudoswmatidÐwn. Genik� h tim  Q enìc dojèntoc bajmwtoÔ pedÐou eÐnai Ðsh me to
deÐkth tou telest  Dirac, dhlad , thc diafor�c metaxÔ tou arijmoÔ twn aristerìstrofwn
ènanti twn dexiìstrofwn ”mhdenodom¸n” tou telest  tou Dirac [151-155].

Sto ìrio tou ’t Hooft to dexiì mèloc thc exÐswshc (21) kaj¸c eÐnai an�logo tou
g2 katapièzetai kat� èna par�gonta an�logo tou O(1/N) wc sunèpeia to m2

n′ prèpei na
mei¸netai akolouj¸ntac O(1/N) giaN →∞. Epomènwc sto ìrio tou ’t Hooft perimènoume
ìti to f�sma tou mesonÐou ja perièqei to n2

f -ènanti tou (n2
f − 1)- gia to �mazo Nambu−

Goldstone mpozìnio.
Melet¸ntac tic tautìthtec Ward−Takahashi gia jaA(x) + 2nfK

a(x) mporoÔme
na ex�goume thn Witten− V eneziano fìrmoula [156, 157]:

m2
n + m2

n′ = 2m2
K +

4nfχtopol
f 2
π

(24)

sundèontac thn yeudo-analloÐwth m�za tou mesonÐou, thn stajer� di�spashc tou pionÐou
kai thn topologik  euaisjhsÐa χtopol pou orÐzetai wc:
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χtopol = −ı
∫

d4x〈0|T {q(x)q(0)}|0〉, (25)

ìpou to T upodhl¸nei qronik  seir�.
Sundi�zontac th Witten−V eneziano fìrmoula thc exÐswshc (24) me thn pros-

dokÐa ìti to tetr�gwno thc m�zac n′ sb nei an�loga tou 1/N sto ìrio tou ’t Hooft kai me
to gegonìc ìti to fπ akoloujeÐ N1/2 gia N → ∞, katal goume ìti h topologik  euai-
sjhsÐa prèpei na èqei èna mh-aposbènon ìrio, p.q. O(1) sto meg�lo N. Ta parap�nw eÐnai
se sumfwnÐa me thn paradosiak  eikìna tou kenoÔ sthn QCD san èna hmiklassikì aèrio
arai¸n yeudoswmatidÐwn, sÔmfwna me thn opoÐa h pijanìthta Ôparxhc fainomènwn s rag-
goc metaxÔ topologik� diaforetik¸n ken¸n ja prèpei na akoloujoÔn O(exp(−8π/g2)).
Sugkekrimèna h puknìthta d twn yeudoswmatidÐwn mikroÔ megèjouc r anamènetai na eÐnai
an�logh tou [158, 159]:

d(ρ) ∝ exp

[
−8π2N

λ(ρ)

]
, (26)

dhlad  na eÐnai ekjetik� fj nousa kat� N sto ìrio ’t Hooft.
EÐnai endiafèron na jewr soume ta jèmata pou sqetÐzontai me ta topologik�

qarakthrhstik� thc QCD gia meg�lo N sto plaÐsio thc genÐkeushc thc jewrÐac. Sto
kajierwmèno prìtupo den up�rqei k�poia jemeli¸dhc summetrÐa pou na apagoreÔei ènan
ìro an�logo thc topologik c puknìthtac q(x) sth Lagranzian  thc QCD:

Lθ = −1

2
Tr(FaβF

aβ) +
∑
f=1

nf ψ̄f (ıγ
aDa −mf )ψf − θq(x) (27)

ètsi ¸ste to χtopol na mporeÐ na ekfrasteÐ me ìrouc thc deÔterhc parag¸gou thc antÐstoi-
qhc apotelesmatik c dr�shc se sqèsh me to j.

Kaj¸c h topologik  puknìthta fortÐou eÐnai yeudoanalloÐwth sp�ei tic summe-
trÐec thc diakrit c omotimÐac (P ) kai thc qronik c-antistrof c (T ). Gia �maza kou�rk o
ìroc θ sth Lagranzian  thc QCD mporeÐ na epanaporrofhjeÐ mèsw tou epanakajorismoÔ
twn fermionik¸n pedÐwn apì mia genik  UA(1) strof . Gia èmaza kou�rk wstìso mia tètoia
peristrof  ja èkane tic m�zec twn kou�rk perÐplokec odhg¸ntac se fainomenologikèc su-
nèpeiec. Pio sugkekrimèna, autì ja eis gage mia mh-aposbènousa hlektrik  dipolik  rop 
gia to netrìnio, an�logh tou θ. Peiramatik� apotelèsmata aut c thc posìthtac wstìso
[160, 161], dhl¸noun me saf nia ìti an den aposbènei pl rwc h stajer� θ, tìte se k�je
perÐptwsh ja prèpei na eÐnai exairetik� mikr ,  toi |θ| ≤ 10−10. Autì to qarakthristikì
tou θ sun jwc apokaleÐtai ”isqurì CP prìblhma” sto kajierwmèno prìtupo.

E�n h Lagranzian  perièqei ton ìro θ ìpwc sthn exÐswsh (27) tìte h kb�ntwsh
tou Q se akèraiec mon�dec upodhl¸nei ìti h energeiak  puknìthta sto kenì eÐnai periodik 
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kat� θ me perÐodo 2π. Akìma, oi kanìnec upologismoÔ gia meg�lo N, ìpwc autèc suzh-
t jhkan sthn par�grafo 2.1 dhl¸noun ìti h energeiak  puknìthta sto kenì ja prèpei
epÐshc na eÐnai O(N2) gia meg�lo N. Tèloc h exÐswsh (26) deÐqnei ìti sto ìrio tou ’t
Hooft h fusik  metablht  eÐnai h θ/N pou upodhl¸nei thn ex�rthsh apì to θ posot twn
ìpwc h t�sh qord c (string tension) kai to q�sma thc m�zac (mass gap), pou prèpei na
katapièzontai kat� 1/N2 sto ìrio tou ’t Hooft. 'Enac dunatìc trìpoc na sumbib�soume
aut� ta eur mata eÐnai na upojèsoume ìti h basik  kat�stash energeiak c puknìthtac E
dÐnetai apì èna el�qisto sÔnjeto kl�sma thc paramètrou θ/N :

E(θ) = N2 min
0≤k<N

f

(
θ + 2πk

N

)
. (28)

To q�sma metaxÔ twn katast�sewn pou parapèmpoun se diaforetikèc timèc tou k, anamè-
netai na eÐnai an�logo tou N, ètsi ¸ste ta fainìmena s raggoc na fj noun gia meg�lo N
oÔtwc ¸ste oi diaforetikèc energeiakèc katast�seic na paramènoun stajerèc kai na mhn
ekfulÐzontai [162-165]. Epiplèon gia N � 1 oi energeiakèc puknìthtec pou sqetÐzontai
me tic qamhlìterec dunatèc timèc tou k sto θ = 0, na mporoÔn na ekfrastoÔn wc:

E(0) + 2π2k2χtopol, (29)

¸ste to q�sma, se sqèsh me thn basik  energeiak  kat�stash, na eÐnai anex�rthto tou N.
Kaj¸c h ousiastik  par�metroc klÐmakac thc jewrÐac gia meg�lo N anamènetai na eÐnai h
θ/N , sunep�getai ìti, h ex�rthsh wc proc to θ posot twn ìpwc h energeiak  puknìthta
an� mon�da epif�neiac pou diaqwrÐzei diaforetik� ken�   to q�sma thc m�zac prèpei na
katapièzontai akolouj¸ntac 1/N2 sto ìrio tou ’t Hooft.

Na shmeiwjeÐ tèloc, ìti gia k�je N h jewrÐa den eÐnai mìno CP -analloÐwth
gia θ = 0 all� kai gia θ = π. Sthn teleutaÐa perÐptwsh e�n dÔo ekfulismèna ken� pou
sp�ne th CP up�rqoun, tìte h summetrÐa mporeÐ na sp�ei aujìrmhta, k�ti pou den mporeÐ
na sumbaÐnei ìtan θ = 0 diìti parabi�zetai h sunj kh tou jewr matoc V ara −Witten
[165-171].

1.6 JewrÐec meg�lou N gia peperasmènh jermokrasÐa kai/ 
puknìthta

H prosoq  aut c thc paragr�fou ja epikentrwjeÐ sthn QCD gia peperasmènh
jermokrasÐa kai/  sthn kajar  puknìthta tou baruonikoÔ arijmoÔ se sunj kec jermodu-
namik c isorropÐac, (pou eÐnai sqetik  me thn perigraf  sugkroÔsewn barèwn iìntwn) kai
se periplokèc pou mporoÔn na prokÔyoun apì tic idiìthtèc thc gia meg�lo N.

Pr¸ta ap' ìla e�n to ìrio gia meg�lo N thc QCD periorÐzetai se mhdenikèc  
qamhlèc jermokrasÐec kai puknìthtec, tìte to f�sma twn fusik¸n katast�sewn apote-
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leÐtai apì mhdenikoÔ spin katast�seic, dhlad  mesìnia, glouoswm�tia kai baruìnia. O
arijmìc touc eÐnai O(1) gia N → ∞, kai oi m�zec twn mesonÐwn kai glouoswmatÐwn eÐ-
nai epÐshc O(1) en¸, oi m�zec twn baruonÐwn eÐnai O(N). Epiplèon, oi allhlepidr�seic
mesonÐou-mesonÐou akoloujoÔn O(1/N) en¸ mesonÐou-glouoswmatÐou kai glouoswmatÐou-
glouoswmatÐou katapièzontai akìma perissìtero, akolouj¸ntac b ma t�xhc O(1/N2). Sa
sunèpeia aut¸n twn idiot twn, oi idiìthtec se sunj kec jermodunamik c isorropÐac gia me-
g�lo N anamènetai na akoloujoÔn b ma O(1) kai na perigr�fontai me ìrouc enìc aerÐou
mh-allhlepidrìntwn mesonÐwn kai glouoswmatÐwn. Ex' autoÔ sto jesmodunamikì ìrio h
pÐesh p gia mÐa peperasmènh jermokrasÐa T mporeÐ na grafeÐ wc:

p = −
∑
s

nsT

2π2

∫ ∞
0

dq q2ln
(

1− e−
√
M2
s+q2/T

)
=
∑
s

nsM
4
s

2π2

∞∑
k=1

(
T

kMs

)2

K2

(
k
Ms

T

)
,

(30)

ìpou h �jroish èqei gÐnei p�nw se katast�seic mesonÐwn kai glouoswmatÐwn me ton deÐkth s
na upodhl¸nei eÐdh swmatidÐwn me m�zaMs, spin Js, isospÐn Is kai ns = (2Is + 1)(2Js + 1)
fusikoÔc bajmoÔc eleujerÐac. Na shmeiwjeÐ ìti h exÐswsh den perilamb�nei baruonikèc
katast�seic, kaj¸c oi m�zec touc akolouj¸ntac O(N) odhgoÔn th suneisfor� touc stic
posìthtec thc jermodunamik c isorropÐac na fj noun ekjetik� kat� e−N .

Apì thn �llh, exaitÐac thc asumptwtik c eleujerÐac [172, 173] sto ìrio gia
T → ∞ h jermodunamik  twn mh Abelian¸n jewri¸n pedÐou perigr�fetai se ìrouc enìc
aerÐou apoteloÔmenou apì eleÔjera, �maza kou�rk kai glouìnia. Kaj¸c o arijmìc twn
bajm¸n eleujerÐac twn glouonÐwn eÐnai O(N2) en¸ twn kou�rk eÐnai O(nfN), dhlad  a-
n�logoc tou N, telik� sto ìrio h pÐesh akoloujeÐ O(N2) analutikìtera:

p =
π2T 4

180

[
4(N2 − 1) + 7Nnf

]
(31)

Proseggistik� h jermodunamik  mÐac mh-dèsmiac mh-Abelian c jewrÐac bajmÐdac
se ìrouc enìc sqetikistikoÔ aerÐou eleÔjerwn kou�rk kai glouonÐwn, eÐnai akrib c se
epark¸c uyhlèc jermokrasÐec, ìpou h fusik� kinoÔmenh sÔzeuxh gÐnetai as manth. Se
qamhlìterec jermokrasÐec, all� akìma se plasm¸dh kat�stash, h fusik  sÔzeuxh gÐnetai
peperasmènh ètsi ¸ste oi diorj¸seic sto ìrio twn Stefan − Boltzmann mporeÐ na ek-
frasteÐ se ìrouc anaptÔgmatoc jermik c asjenoÔc sÔzeuxhc [174-180]. EÐnai shmantikì
na tonisteÐ, ìti se akìma uyhlìterec jermokrasÐec kai gia opoiond pote arijmì qrwm�-
twn, to pl�sma diathreÐ k�poiec idiìthtec thc mh-diataragmènhc kat�stashc. Eidikìtera
oi qamhl c suqnìthtac kathgorÐec eÐnai isqur� suzeugmènec gia ìlec tic jermokrasÐec.
Mèsw diastatik c el�ttwshc [179, 180], oi makroÔ m kouc kÔmatoc bajmoÐ eleujerÐac mÐac
mh-dèsmiac kat�stashc, mÐac SU(N) bajmwt c jewrÐac se uyhlèc jermokrasÐec, mporeÐ na
qartografhjeÐ wc mÐa dèsmia SU(N) jewrÐa se treÐc diast�seic, pijanìn, sunodeuìmenh
apì èna suzhgèc monìmetro pedÐo [181, 182, 183, 184]. H teleutaÐa jewrÐa eÐnai gnwst 
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wc ” hlektrostatik  QCD” (EQCD), kai kalÔptei th fusik  stic ” malakèc ” klÐma-
kec O(gT ), en¸ h prohgoÔmenh jewrÐa onom�zetai ”magnhtostatik ” QCD” (MQCD) kai
perigr�fei ta fainìmena gia ”upermalakèc” klÐmakec an�logec tou O(g2T ).

H mh-dèsmia kat�stash stic uyhlèc jermokrasÐec, anamènetai na diaqwrÐzetai a-
pì th qamhl c jermokrasÐac dèsmia kat�stash, kat� mÐa mh-dèsmia met�bash pou lamb�nei
q¸ra se mÐa peperasmènh jermokrasÐa Tc [181, 182, 183]. Sthn SU(N)Y ang−Mills je-
wrÐa, h basik  ermhneÐa thc mh-dèsmiac met�bashc eÐnai se ìrouc aujìrmhthc kat�rreushc
thc genik c ZN summetrÐac pou sundèetai me to kèntro thc om�dac bajmÐdac. Ston Eu-
kleÐdio formalismì thc jermik c jewrÐac pedÐou, ta mpozonik� pedÐa upakoÔoun periodikèc
sunoriakèc sunj kec par�llhla kai ta dunamik� Y ang −Mills eÐnai analloÐwta e�n oi
jewrÐec pedÐou ikanopoioÔn periodikèc sunoriakèc sunj kec, mèqri tou shmeÐou enìc geni-
koÔ metasqhmatismoÔ sto kèntro thc jewrÐac bajmÐdoc. H prokÔptousa ier�rqhsh eÐnai h
gramm  Wilson pou akoloujeÐ th sumpuknwmènh EukleÐdia for� tou qrìnou [185, 186]:

L(~x) =
1

N
Tr

[
Pexp

(
ıg

∫ 1/T

0

dτAτ (~x, τ)

)]
(32)

ìpou to P kajorÐzei th di�taxh twn dunat¸n diadrom¸n. Sto jermodunamikì ìrio ( dhlad 
gia �peiro ìgko), h jermik  gramm  Wilson kajorÐzetai apì thn parap�nw exÐswsh kai
parousi�zei meioÔmenec anamenìmenec timèc sth dèsmia kat�stash se qamhl  jermokrasÐa,
en¸ apokt� mh-mhdenik  tim  gia uyhlèc jermokrasÐec. Genik�, o brìqoc Polyakov thc
eleÔjerhc enèrgeiac exart�tai apì thn anapar�stash tou qr¸matoc. 'Eqoume jewrhtikèc
problèyeic gia thn ex�rthsh aut  kai èqei melethjeÐ analutik�, qrhsimopoi¸ntac jew-
rÐa plègmatoc (lattice) gia touc brìqouc Poli�kof se isqur  sÔzeuxh, katal goume ìti
stouc brìqouc Polyakov h eleÔjerh enèrgeia eÐnai an�logh thc idiotim c thc tetragwnik c
Casimir thc anapar�stashc. Autì to montèlo odhgeÐ epÐshc sthn prìbleyh ìti ìtan plh-
si�soume sth mh dèsmia jermokrasÐa apì p�nw, tìte o brìqoc Polyakov teÐnei na paÐrnei
tim  1/2 gia meg�lo N.

Parìti sth QCD me N = 3 arijmì qrwm�twn h kentrik  summetrÐa sp�ei rht�
apì ta kou�rk sto ìrio ’t Hooft h jewrÐa gÐnetai aposbènousa kai wc sunèpeia, h pe-
perasmènhc jermokrasÐac apodèsmeush sto meg�lo N anamènetai na eÐnai mÐa ousiastik 
met�bash. Sugkekrimèna, epiqeir mata pou basÐzontai sth diafor� tou arijmoÔ twn baj-
m¸n eleujerÐac stic dÔo f�seic, suneigoroÔn ìti h met�bash sto meg�lo N prèpei na eÐnai
pr¸thc t�xhc me thn krummènh jermìthta na akoloujeÐ O(N2), all� h pijanìthta kai deÔ-
terhc t�xhc met�bash èqei epÐshc suzhthjeÐ [187]. Prìsfata parousi�sthke kai analutik 
melèth gia th f�sh met�bashc, gia peperasmènh jermokrasÐa apodèsmeushc sthn apl  je-
wrÐa Y ang −Mills gia aplèc jewrÐec bajmÐdac, kai thn ex�rthsh thc metablht c θ apì
thn krÐsimh jermokrasÐa. Melet¸ntac th susqètish metaxÔ twn diataragmènwn kai twn
mh-diataragmènwn apotelesm�twn, prìsfatec ergasÐec katal goun ìti h met�bash eÐnai
pr¸thc t�xhc gia ìla ta SU(N ≤ 3) kai deÔterhc t�xhc gia thn om�da SU(2) kai ìti h Tc
mei¸netai ìtan h θ aux�netai.

Pèran thc apodèsmeushc, �llo shmantikì fainìmeno sthn QCD gia peperasmènh
jermokrasÐa eÐnai h apokat�stash thc summetrÐac qeirìc [188], pou an�loga me ta dunamik�
tou montèlou, mporeÐ na parousiasteÐ sthn Ðdia jermokrasÐa me thn apodèsmeush   se
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uyhlìterh. 'Opwc eÐpame sthn par�grafo [1.2] me �maza kou�rk nf h SU(nf ) sp�ei akariaÐa
apì thn Ôparxh mÐac mh-ekleipoÔsac sumpÔknwshc kou�rk en¸ h UA(1) sp�ei rht� apì mÐa
anwmalÐa, h opoÐa ìmwc katapièzetai sto ìrio tou ’t Hooft. Se uyhlèc jermokrasÐec kai
oi dÔo summetrÐec anamènetai na apokajÐstantai, ìpou h apokat�stash thc UA(1) mporeÐ
na katalÔei kai thn parousÐa fainomènwn sqetik¸n me thn omotimÐa kai thn parabÐash thc
CP . Ta poiotik� qarakthristik� tou diagr�mmatoc f�shc se peperasmènh jermokrasÐa
gia SU(N) jewrÐec me nf geÔseic �mazwn kou�rk eikonÐzontai sta sq mata (2) kai (3) pou
deÐqnoun pijanèc f�seic thc SU(N) sa sun�rthsh thc jermokrasÐac, ìpou χf ≡ Nf/Nc.
To sq ma (2) antistoiqeÐ se jewrÐec me ”bhmatik ” sumperifor� en¸ to sq ma (3) se mh-
bhmatik  sumperifor�. Me �lla lìgia aut� ta diagr�mmata antistoiqoÔn se jewrÐec ìpou
o mhdenismìc thc β-sun�rthshc sto k�tw ìrio tou sÔmmorfou parajÔrou eÐnai pr¸thc
  deÔterhc t�xhc. Kai stic dÔo peript¸seic gia mikrì χf oi f�seic thc peperasmènhc
jermokrasÐac eÐnai an�logec mÐac QCD jewrÐac en¸ entìc tou sÔmmorfou parajÔrou
dhlad  gia (χf > χc) up�rqei mÐa met�bash f�shc metaxÔ dÔo diaforetik¸n f�sewn.
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Sq ma 2

Sq ma 3
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1.7 O rìloc tou meg�lou N sthn antistoiqÐa jewri¸n baj-
mÐdac me th jewrÐa qord¸n

MÐa epèktash an�logh thc exÐswshc (5) parousi�zetai kai sth jewrÐa qord¸n,
me th sÔzeuxh gs na antikajist� to 1/N wc par�metroc tou anaptÔgmatoc twn topologik¸n
seir¸n. 'Etsi ta epÐpeda kai mh epÐpeda diagr�mmata pou suneisfèroun sthn exÐswsh (5)
mporeÐ na ermhneuteÐ ìti orÐzontai ston pragmatikì q¸ro kai ìqi ston eswterikì q¸ro thc
jewrÐac, opìte mporoÔme na fantastoÔme ìti en¸ to diataragmèno an�ptugma anaptÔssetai
se mia seir� diagramm�twn, ta opoÐa gia k�je peperasmèno ìro parapèmpoun sto sq ma
”yarokìkkalou”, se ènan pl rwc mh-diataragmèno prosanatolismì thc jewrÐac, oi trÔpec
mporeÐ na kleÐsoun kai oi epif�neiec twn diagramm�twn Feynman mporeÐ na metatrapoÔn
se pragmatikèc epif�neiec   epif�neiec sundedemènec me qordèc. Aut  h parat rhsh o-
d ghse se upojèseic ìti h jewrÐa qord¸n, mporeÐ na odhg sei se epanaformalismì thc
mh-Abelian c jewrÐac bajmÐdoc, èna endeqìmeno pou kai o Ðdioc o ’t Hooft jÐgei sthn prw-
tarqik  tou ergasÐa. Pio prìsfata, h idèa epan lje xan� sta plaÐsia thc olografik c
antistoiqÐac, dhlad  thc upotijèmenhc duðkìthtac metaxÔ twn jewri¸n bajmÐdac kai thc
jewrÐac qord¸n stic perissìterec diast�seic.

Gia mÐa pr¸th idèa, gia to pwc h duðkìthta bajmÐdac/barÔthtac anadÔetai kai gia
to rìlo tou meg�lou N se aut , ac doÔme to par�deigma pou sundèei thn N = 4 U(N)
jewrÐa Y ang −Mills me thn IIB jewrÐa uperqord¸n se dèka diast�seic. H pali� jewrÐa
eÐnai h maximalistik  upesummetrik  mh-Abelian  jewrÐa bajmÐdac, stic tèsseric diast�-
seic me tèssera uperfortÐa. Pediak� perilamb�nei to bajmwtì pedÐo Aµ, tèssera fermiìnia
Weyl sthn jemeli¸dh anapar�stash thc R-summetrÐac, kai èxi pragmatik� monìmetra pe-
dÐa sthn antisummetrik  anapar�stash thc SU(4). 'Ola aut� ta pedÐa metasqhmatÐzontai
sthn antÐstrofh anapar�stash thc om�dac thc bajmÐdac. H jewrÐa eÐnai analloÐwth k�tw
apì sÔmorfouc metasqhmatismoÔc, sa sunèpeia h jewrÐa eÐnai bhmatik� analloÐwth kai den
epanakanonikopoieÐtai. H IBB jewrÐa uperqord¸n eÐnai qeiralik� upersummetrik  jewrÐa
stic dèka diast�seic me triantadÔo uperfortÐa. To f�sma thc perilamb�nei D3 br�nec
pou eÐnai 3 + 1-di�stata uperepÐpeda sta opoÐa anoiktèc qordèc katal goun, all� mporoÔn
epÐshc na jewrhjoÔn wc topologikèc lÔseic sto ìrio thc uperbarÔthtac sth jewrÐa tÔpou
IBB. Sugkekrimèna èna pakèto N efaptìmenwn D3-br�nwn eÐnai mia lÔsh thc uperbarÔ-
thtac gia thn metrik :

ds2 =
1√

1 + R4

r4

(
−dt2 + dx2

)
+

√
1 +

R4

r4
(dr 2 + r2dΩ2

5) , (33)

ìpou t eÐnai o qrìnoc, xi eÐnai oi qwrikèc suntetagmènec thc br�nhc en¸ r eÐnai h egk�rsia
apìstash apì tic br�nec, kai to R sqetÐzetai me th sÔzeuxh tou string (gs) kai me to m koc
(ls) mèsw thc R4 = 4πgsNl

4
s . Gia polÔ meg�lh apìstash apì tic br�nec dhlad  R << r,

h metrik  thc exÐswshc (33) empÐptei se ènan 9+1-di�stato qwroqrìno Minkowski. Sto
antÐjeto ìrio gia R >> r, eis�gontac thn par�metro z R2/r h gewmetrÐa tou qwroqrìnou
elatt¸netai sto:
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ds2 =
R2

z 2

(
−dt2 + dx2 + dz 2

)
+ R2dΩ2

5 , (34)

pou eÐnai to apotèlesma tou 5-di�statou (AdS) qwroqrìnou epÐ thn pentadi�stath sfaÐra
AdS5 xS

5. Oi D3 br�nec fortÐzontai apì to antisummetrikì pediakì telest , kai h ro  thc
èntashc tou pedÐou entìc thc S5 sfaÐrac, eÐnai Ðsh me to N dhlad  katametr� ton arijmì
twnD3 bran¸n. H antistoiqÐa bajmÐdac/qord c anadÔetai wc morf  thc kleist c/anoikt c
duðkìthtac. ProkÔptei ìti ta qamhl c enèrgeiac dunamik� tou sust matoc, mporoÔn na
perigrafoÔn tìso se ìrouc thc Dirac − Born − Infeld qamhl c enèrgeiac dr�sh gia
anoiktèc qordèc, ìso kai se ìrouc barutik¸n diegèrsewn, dhlad  kleistèc qordèc pou
diadÐdontai ston qwroqrìno. Sugkekrimèna, h perigraf  se ìrouc anoikt¸n qord¸n eÐnai
pio fusiologik  ìtan h gsN eÐnai mikr  ètsi ¸ste o qwroqrìnoc na eÐnai sqedìn epÐpedoc.
AntÐjeta ìtan o ìroc eÐnai meg�loc, o qwroqrìnoc eÐnai arket� kampulwmènoc kai ta
qamhl c enèrgeiac dunamik�, mporoÔn na perigrafoÔn wc mÐa uperbarutik  jewrÐa ston
anti-de Sitter qwroqrìno.

Oi par�metroi twn dÔo jewri¸n sqetÐzontai. Sugkekrimèna o arijmìc twn fortÐ-
wn qr¸matoc kai h kat� ’t Hooft sÔzeuxh sth jewrÐa bajmÐdac apì th mÐa, to m koc qord c
ls, h sÔzeuxh, kaj¸c kai h qwroqronik  aktÐna R apì thn �llh, sundèontai wc ex c:

λ =
R4

l4s
,

λ

N
= 4πgs (35)

Wc sunèpeia thc deÔterhc sqèshc to meg�lo N thc jewrÐac bajmÐdac, antistoiqeÐ sto ìrio
sto opoÐo ta fainìmena brìqwn sth jewrÐa qord¸n gÐnontai as manta, dhlad  sto klassikì
ìrio qord¸n. E�n epiplèon h sÔzeuxh ’t Hooft thc jewrÐac bajmÐdac eÐnai meg�lh, tìte h
jewrÐa qord¸n mei¸netai sto klassikì barutikì ìrio.

H antistoiqÐa bajmÐdac/qord¸n pou suzht�me sundèei tic summetrÐec stic dÔo
jewrÐec me mh tetrimmèno trìpo:

1. h R-summetrÐa thc jewrÐac bajmÐdac sthn SU(4) eÐnai isomorfik  me thn SO(6)
summetrÐa thc penta-di�stathc sfaÐrac S5

2. h sÔmmorfh analloÐwth om�da thc jewrÐac bajmÐdac eÐnai isomorfik  me thn SO(2, 4)
pou eÐnai h om�da summetrÐac thc AdS5.

Sugkekrimèna o teleutaÐoc isomorfismìc, sqetÐzetai me thn fusik  ermhneÐa thc aktinik c
suntetagmènhc tou AdS5 qwroqrìnou, pou antistoiqeÐ sthn anarrÐqhsh thc enèrgeiac thc
duðk c jewrÐac bajmÐdac.

H antistoiqÐa mporeÐ na formalisteÐ se ènan pio akrib  majhmatik� trìpo, me thn
susqètish tou genn tora twn sunart sewn Green sth jewrÐa bajmÐdac, me thn el�qisth
dr�sh sthn uperbarÔthta, me kat�llhlh epilog  sunoriak¸n sunjhk¸n. Autì shmaÐnei ìti
h paramìrfwsh thc jewrÐac pedÐou exaitÐac enìc ìrou thc morf c:
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∫
dDxO(x )J (x ) (36)

ìpou O eÐnai o topikìc bajmwt� analloÐwtoc telest c. MporeÐ na apeikonisteÐ se mia
dipl  qord  me pedÐo ìgkou J pou mei¸nei to J sto sÔnoro enìc (D+ 1)-di�statou q¸rou
(sq ma 4):

〈
T exp

∫
dDxO(x )J(x )

〉
= exp {−Ssugra[J (x , r)]} , (37)

ìpou Ssugra upodhl¸nei thn mh-sqetikistik  kinhmatik� uperbarutik  dr�sh, kai:

lim
r→∞
J (x , r) = r∆−DJ (x ). (38)

Gia autì to lìgo, h duðkìthta bajmÐdac/qord c apokaleÐtai epÐshc ”olografik  antistoiqÐa”
kaj¸c sundèei thn perigraf  twn dunamik¸n entìc enìc ìgkou, me thn plhroforÐa pou krÔ-
betai sto sÔnorì tou. 'Etsi mporoÔme na upologÐsoume susqetismoÔc sÔnjetwn telest¸n
sth jewrÐa pedÐou, apeikonÐzont�c touc se oloklhrwtik� ston q¸ro AdS

H kataskeu  pou perigr�fetai, parap�nw mporeÐ na epektajeÐ kai gia peperasmè-
nh jermokrasÐa, mèsw peristrof¸n Wick kai epanasumpÔknwshc thc telik c EukleÐdiac
for�c tou qrìnou. Se aut  thn perÐptwsh, h assumptwtik  sunoriak  gewmetrÐa eÐnai
S3 xS1, kai se sunèqeia me thn telik  (katìpin thc peristrof c kat� Wick) AdS metrik ,
up�rqei kai �llh uperbarutik  lÔsh, pou perigr�fei mia AdS−Schwarzschild maÔrh trÔpa:

ds2 =
r2

R2

[
f (r)dτ 2 + dx2

]
+
R2

r2

[
1

f (r)
dr2 + r2dΩ2

5

]
, f (r) = 1− r4

H

r4
, (39)

ìpou to τ antistoiqeÐ se EukleÐdio qrìno. H sun�rthsh epimerismoÔ thc jewrÐac kuriarqeÐ-
tai tìte apì th lÔsh me th mikrìterh EukleÐdia dr�sh. Na shmeiwjeÐ ìti tìte h ”maurider ”
sun�rthsh f (r) eÐnai monotonik  kai teÐnei sth mon�da gia r →∞ kai sb nei gia r = rH ,
pou ekfr�zei to shmeÐo sto opoÐo brÐsketai o orÐzontac gegonìtwn thc maÔrhc trÔpac. H
jermokrasÐa Hawking tou orÐzonta eÐnai T = rH/(πR

2), kai antistoiqeÐ sth jermokra-
sÐa thc duðk c jewrÐac bajmÐdac. Gnwst� apotelèsmta up�rqoun gia meg�lo N N = 4
gia thn Y ang −Mills jewrÐa se peperasmènh jermokrasÐa, qrhsimopoi¸ntac olografik 
antistoiqÐa sumperilamb�nontac thn tim  thc puknìthtac thc entropÐac se isqur  sÔzeuxh:

s

s0

=
3

4
+

45

32
ζ(3)(2λ)−3/2 + . . . (40)
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ìpou s0 = π2N2T 3/2 eÐnai h entropÐa gia to eleÔjero N = 4 pl�sma kai h analogÐa mataxÔ
thc taqÔthtac η kai thc puknìthtac entropÐac:

η

s
=

1

4π
. (41)

Parìti h jewrÐa gia N = 4 perièqei mìno pedÐa sthn antÐstrofh apeikìnish thc
om�dac thc bajmÐdac, eÐnai dunatì na melethjeÐ ousiastik�. Gia th j. qord¸n autì mporeÐ
na gÐnei me thn eisagwg  nf D7-br�nwn pou antiproswpeÔoun tic br�nec twn diafìrwn
geÔsewn twn kou�rk. Tìte h jewrÐa parousi�zei meiwmènh upersummetrÐa, kai to f�sma thc
perilamb�nei anoiktèc qordèc, pou perigr�fontai apì br�nec D3 ewc D7 kai antistoiqoÔn
sta èmaza kou�rk kai anoiktèc qordèc, me ta �kra touc na brÐskontai apokleistik� se D7
br�nec pou antistoiqoÔn sta mesìnia thc jewrÐac.

'Allo jèma eÐnai ìti h antistoÐqish bajmÐdac/qord c, èqei epektajeÐ se jewrÐec
bajmÐdac poiotik� eggÔtera sthn QCD, perilamb�nontac kai mh-upersummetrikèc jewrÐec
me grammik� auxanìmeno dèsmio dunamikì, se mÐa prosèggish pou sth bibliografÐa apo-
kaleÐtai ”apì p�nw proc ta k�tw” prosèggish. H antÐstrofh ”apì k�tw proc ta p�nw”
prospajeÐ na anapar�gei ta basik� qarakthristik� twn jewri¸n thc QCD kataskeu�zon-
tac èna kat�llhlo penta-di�stato barutikì perib�llon gia to duðkì montèlo.

Aut� ta montèla bajmÐdac/pedÐou, epitrèpoun na p�roume mh-diataragmènh plh-
roforÐa gia to isqur� suzeugmèno kajest¸c mÐac jewrÐac pedÐou, melet¸ntac kat�llhlo
ìrio gia to duðkì montèlo qord¸n. Wstìso parìti kai oi dÔo proseggÐseic thc parap�nw
paragr�fou èqoun epifèrei k�poia apotelèsmata, mÐa pl rwc olomografik  duðk  QCD
apousi�zei. Ta basik� probl mata twn olografik¸n montèlwn, ofeÐlontai sthn klassi-
k  uperbarutik  prosèggish, kai perilamb�noun thn èlleiyh ikanopoihtik c perigraf c thc
asumptwtik c eleujerÐac kai sugkekrimènec diaforèc metaxÔ twn tupik¸c dunamik� paragì-
menwn klim�kwn m�zac (to gnwstì prìblhma tou q�smatoc m�zac), kai thc dÔnamhc metaxÔ
twn qrwm�twn se asumptwtik� meg�lec diast�seic. Gia thn akrÐbeia h basik  duskolÐa
eÐnai h epÐdrash twn mh-amelhtèwn α′ diorj¸sewn pou eujÔnontai gia to peperasmèno thc
fusik c sÔzeuxhc sth duðk  jewrÐa bajmÐdac. 'Opwc h exÐswsh (35) deÐqnei se stajer 
tim  sÔzeuxhc ′tHooft h stajer� sÔzeuxhc thc jewrÐac qord¸n eÐnai antÐstrofa an�logh
tou arijmoÔ twn qrwm�twn thc jewrÐac bajmÐdac, ètsi ¸ste oi kbantikèc diorj¸seic thc
jewrÐac qord¸n na ellat¸nontai gia meg�lo N. Epiplèon e�n sto ìrio autì h sÔzeuxh ’t
Hooft eÐnai meg�lh, tìte to m koc ls thc qord c gÐnetai amelhtèo se sqèsh me thn aktÐ-
na tou diast matoc sto opoÐo h jewrÐa orÐzetai, kai telik¸c h jewrÐa qord¸n ousiastik�
mei¸netai se klassik  barÔthta gia kat�llhlo qwroqrìno megalÔterwn diast�sewn. Aut 
h antistoiqÐa apokaleÐtai sth bibliografÐa suqn� kai wc ”bajmÐdac/barÔthtac”.

Tèloc, to ìrio gia meg�lo N diadramatÐzei kajoristikì rìlo epÐshc sthn olo-
klhrosimìthta thc N = 4 jewrÐac Y ang−Mills. O epÐpedoc tomèac thc jewrÐac mporeÐ
na epilujeÐ (ìpou lègontac epilujeÐ ennooÔme ìti oi diast�seic twn paramètrwn an�ptu-
xhc twn topik¸n telest¸n, mporoÔn na ekfrastoÔn analutik� wc sun�rthsh thc stajer�c
sÔzeuxhc), me ìrouc enìc sust matoc algebrik¸n exis¸sewn pou mporoÔn na prokÔyoun
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wc sugkekrimèno ìrio twn oloklhrwtik¸n exis¸sewn pou ex�gontai apì to jermodunamikì
sunarthsiakì Bethe [189, 190, 191, 192].

Sq ma 4: Mia aploðk  grafik  anapar�stash thc antistoiqÐac bajmÐdac/qord¸n. To sq -
ma parousi�zei èna set efaptìmenwn D3-bran¸n pou uposthrÐzoun diegèrseic pou perigr�-
fontai apì anoiktèc qordèc (o) pou perigr�foun allhlepidr�seic bajmÐdac. Oi D3-br�nec
eÐnai bari� antikeÐmena kai ètsi kampul¸noun tic èxi epiplèon qwroqronikèc diast�seic
stic opoÐec kai orÐzontai. Gia na gÐnei pio parastatik  h anapar�stash, parousi�zei mì-
no èna sqèdio twn epiplèon diast�sewn se èna dojèn shmeÐo x twn bran¸n. Xekin¸ntac
apì autì to shmeÐo x h metrik  thc exÐswshc (33) deÐqnei ìti se mikr  apìstash r apì
tic br�nec (r << R) h gewmetrÐa tou dekadi�statou qwroqrìnou eÐnai perÐpou aut  tou
penta-di�statou antÐ-de Sitter (AdS5) qwroqrìnou epÐ thn penta-di�stath sfaÐra (S5) pou
sto sq ma sumbolÐzetai wc Ω5, en¸ gia (R << r) teÐnei sto deka-di�stato qwroqrìno
Minkowski. Oi barutikèc diakum�nseic se autì to q¸ro perigr�fontai apì kleistèc qor-
dèc (c). To sÔnoro (b) tou qwroqrìnou eÐnai (AdS5) kai lamb�netai gia r → ∞ pou
eÐnai sÔmmorfa isodÔnamo me ton tetradi�stato q¸ro Minkowski. H olografik  anti-
stoiqÐa ekfr�zetai apì thn exÐswsh (37) kai dhl¸nei ìti h exÐswsh diamèrishc sth jewrÐa
qord¸n me èna qwrikì pedÐo J pou katal gei se J sto sÔnoro (mèqri enìc par�gonta
b matoc pou ekfr�zetai apì thn ex. (38)), eÐnai isodÔnamh me ton genn tora mÐac jewrÐac
bajmÐdac pou orÐzetai ston tetra-di�stato q¸ro Minkowski me to J na suzeÔetai me ton
bajmwt�-analloÐwto telest  O ìpwc sthn ex. (36).

33



34



Kef�laio 2

SU(N) jewrÐec bajmÐdac sto lattice

Gia enèrgeiec megalÔterec tou enìc GeV h QCD eÐnai diataragmènh. ExaitÐac
autoÔ mia diataraq  an�logh thc as = g2/(4π) mporeÐ na qrhsimopoihjeÐ gia na upo-
logÐsei fusikèc posìthtec. Aut  h mèjodoc eÐnai epituq c sthn ermhneÐa peiramatik¸n
dedomènwn, kai eÐnai basikì jewrhtikì ergaleÐo gia thn an�lush dedomènwn apì to LHC.
Wstìso ìtan h enèrgeia eÐnai mikrìterh apì 1 GeV tìte h as mei¸netai arket� kai to
an�ptugma thc jewrÐac diataraq¸n den eÐnai plèon kat�llhlo gia upologismoÔc. 'Etsi
prokeimènou na exaqjoÔn apì basikèc arqèc fainìmena pou den proseggÐzontai apì th je-
wrÐa diataraq¸n, qreiazìmaste mia diaforetik  prosèggish. Sto prohgoÔmeno kef�laio
exet�sthke to an�ptugma gia meg�lo N wc ènac pijanìc trìpoc gia th susthmatik  melè-
th thc mh-diataragmènhc QCD kai thn duðkìthta bajmÐdac-bar tutac, wc ènan trìpo na
upologistoÔn qarakthristik� sth n-ost  dÔnamh tou anaptÔgmatoc, pou antistoiqeÐ sto
ìrio N → ∞ thc jewrÐac. Se autì to kef�laio ja perigr�youme mia sumplhrwmatik 
jewrÐa pou basÐzetai se arijmhtikoÔc upologismoÔc me qr sh teqnik¸n MonteCarlo, a-
foÔ pr¸ta diakritopoieÐ to qwroqrìno se èna eÐdoc plègmatoc. 'Otan p�roume to suneqèc
ìrio, arijmhtik� apotelèsmata gia th mèjodo tou plègmatoc mporoÔne na sugkrijoÔne me
tic parathr seic gia thn QCD. Teqnikèc prìodoi sto antikeÐmeno thc bajmwt c jewrÐac
plègmatoc od ghsan sth diapÐstwsh ìti, apì upologistik c pleur�c h QCD eÐnai h swst 
jewrÐa gia thn perigraf  twn isqur¸n allhlepidr�sewn, all� kai enÐsqusan to kÔroc thc
mejìdou tou plègmatoc. H prìodoc sto antikeÐmeno pro¸jhse akìmh perissìtero thn
an�ptuxh thc jewrhtik c katanìhshc twn jewri¸n bajmÐdac. MetaxÔ �llwn, arijmhtikèc
melètec tou orÐou ′tHooft gia meg�lo N èqoun prosd¸sei èna meg�lo arijmì posotik¸n
apotelesm�twn, pou me th seir� touc bohjoÔn sthn katanìhsh thc jewrÐac kai tautìqrona
mporoÔn na qrhsimopoihjoÔn gia thn enÐsqush twn analutik¸n proseggÐsewn.

Stic epìmenec paragr�fgouc, ja epiqeir sw na skiagraf sw ta basik� ennoio-
logik� b mata pou apaitoÔntai gia thn katanìhsh twn arijmhtik¸n apotelesm�twn. Ja
suzht sw th diakritopoÐhsh tou eleÔjerou monìmetrou pedÐou kai k�poiec genikèc ptuqèc
thc an�kthshc tou suneqoÔc orÐou. Thn kataskeu  metablht¸n plègmatoc gia ta bajmwt�
pedÐa, me trìpo ¸ste, h bajmwt  analloiwsimìthta na diathreÐtai sto diakritì qwroqrìno.
Ja suzht sw tèloc, p¸c suneq c fusik  gia meg�lo N ex�getai apì arijmhtikèc proso-
moi¸seic.

2.1 To eleÔjero monìmetro pedÐo
2.1.1 H mèjodoc twn dunat¸n diadrom¸n

H prosèggish tou plègmatoc, sthrÐzetai sthn kb�ntwsh twn dunat¸n diadrom¸n.
Ac jewr soume mia eleÔjerh monìmetrh jewrÐa pou perigr�fetai apì th lagkranzian :
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L(φ(x)) =
1

2
∂µφ(x)∂µφ(x)− 1

2
m2φ(x)2 , (42)

ìpou φ eÐnai to mhdenikì spin monìmetro pedÐo m�zac m. O eukolìteroc trìpoc na kban-
twjeÐ aut  h jewrÐa eÐnai na qrhsimopoihjeÐ h ”kanonik ” prosèggish. Me x = (x0, ~x ),
ìpou x0 na eÐnai o proswrinìc ìroc kai ~x eÐnai o qwrikìc ìroc gia to tetradi�nusma x .
ProsdiorÐzoume thn orm  Π(x ) wc:

Π(x ) =
∂L(φ(x ))

∂0φ(x )
(43)

kai epib�lloume, tic sun jeic Ðsou-qrìnou (x0 = ψ0) sqèseic epikoinwnÐac:

[φ(x ),Π(y)] = ıδ3(~x − ~y), (44)

[φ(x ), φ(y)] = [Π(x ),Π(y)] = 0. (45)

Aut  h prosèggish odhgeÐ sto q¸ro Fock ston opoÐo oi basikèc katast�seic eÐnai
polÔ-swmatidiakèc katast�seic, pou qarakthrÐzontai apì thn orm  k�je xeqwristoÔ swma-
tidÐou. E�n t¸ra jewr soume mia allhlepÐdrash pou mporeÐ na grafeÐ wc V (φ) = αf (φ),
me f èna poluwnumikì me bajmì k , gia mikrì α mporoÔme na xekin soume apì thn kanonik 
kb�ntwsh kai na antimetwpÐsoume to apotèlesma thc allhlepÐdrashc, me th mèjodo twn
diataraq¸n sto α. EÐnai tìte efiktì na upologÐsoume susthmatik� thn sun�rthsh susqè-
tishc, gia èna opoiod pote pl joc shmeÐwn n:

Cn (φ(xı), . . . , φ(xn)) = 〈φ(x1) . . . φ(xn)〉 (46)

wc mÐa seir� dun�mewn tou a. Kaj¸c ìla mporoÔn na ekfrastoÔn qrhsimopoi¸ntac thn
Cn ìlec oi fusikèc diadikasÐec mporoÔn na ekfrastoÔn me autì ton trìpo. H basik  fusi-
k  upìjesh pou tonÐzei to an�ptugma thc jewrÐac diataraq¸n, eÐnai ìti poluswmatidiakèc
katast�seic kal� kajorismènwn orm¸n, dÐnoun mia kal  prosèggish twn idiokatast�sewn
thc jewrÐac allhlepÐdrashc, me diorj¸seic pou mporoÔn na antiproswpeutoÔn apì su-
sthmatik� anaptÔgmata dun�mewn tou a. Wstìso sthn kbantik  jewrÐa pedÐou, to a den
eÐnai stajerì all� exart�tai apì thn orm . Sunep¸c, prokeimènou o upologismìc na eÐnai
swstìc, to a ja prèpei na paramènei mikrì gia to sqetikì f�sma twn energei¸n.

MÐa enallaktik  prosèggish gia ton upologismì thc sun�rthshc susqètishc
eÐnai h olokl rwsh diadrom¸n. Se autì to formalismì dÐnontai apì:
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Cn (φ(xı), . . . , φ(xn)) =

∫
(Dφ(x ))φ(x1) . . . φ(xn)eıS(φ)∫

(Dφ(x ))eıS(φ)
(47)

ìpou to φ prèpei na prosdioristeÐ wc klassikì pedÐo kai to olokl rwma prèpei na ajroÐ-
sei ìlec tic pijanèc diamorf¸seic klassik¸n pedÐwn (autì ekfr�zetai apì thn èkfrash
(Dφ(x ))). H èkfrash stajmÐzetai apì thn èkfrash eıS(φ), ìpou

S(φ) =

∫
d4xL(φ) (48)

eÐnai h dr�sh p�nw sto pedÐo pou ekfr�zetai wc φ(x ). O paronomast c thc parap�nw
èkfrashc

Z =

∫
(Dφ(x ))eıS(φ), (49)

qrei�zetai gia na kanonikopoi sei th sun�rthsh susqètishc kai apokaleÐtai olokl rwma
diadrom c. To pleonèkthma thc mejìdou thc �jroishc twn diadrom¸n, eÐnai ìti mporeÐ na
qrhsimopoihjeÐ epÐshc gia th jewrÐa allhlepÐdrashc, �sqeta apì thn tim  thc sÔzeuxhc.

2.1.2 To monìmetro pedÐo sto lattice

Se autì to shmeÐo, h �jroish diadrom¸n eÐnai akìma mia epÐshmh èkfrash, pro-
keimènou na mporèsoume na th qrhsimopoi soume, prèpei na perigr�youme p¸c pragmato-
poieÐtai h olokl rwsh. Gia autì to skopì pr¸ta pragmatopoioÔme mia peristrof  Wick
pou sunÐstatai apì thn allag  thc metablht c τ = ıx0. Stic nèec metablhtèc h metrik 
eÐnai EukleÐdia. Gia autì to lìgo, o q¸roc pou orÐzetai apì ta dianÔsmata xE = (ıx0, ~x )
kaleÐtai EukleÐdioc q¸roc. Ston EukleÐdio q¸ro, gr�foume th lagkranzian  wc

LE(φ) =
1

2
∂µEφ(xE)∂µ,Eφ(xE) +

1

2
m2φ(xE)2 , (50)

ìpou h metrik  eÐnai h tautìthta, kai h dr�sh eÐnai

SE(φ) =

∫
d4xELE(φ). (51)
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Tèloc h �jroish diadrom¸n gÐnetai

ZE =

∫
(Dφ(xE))e−SE(φ). (52)

Se sqèsh me thn exÐswsh (49), ed¸ h ZE èqei to pleonèkthma ìti antikajist� me
ton aposbaÐnonta ìro e−SE(φ) ton talanteuìmeno par�gonta eıS(φ) sto olokl rwma, pou
belti¸nei th sÔgklish tou oloklhr¸matoc. PragmatikoÔ qrìnou sunart seic susqètishc
mporoÔn na prokÔyoun apì tic sunart seic susqètishc tou EukleÐdiou qrìnou. Apì ed¸
kai sto ex c ja anaferìmaste mìno se EukleÐdio qrìno kai den ja qrhsimopoieÐtai o deÐkthc
E. 'Omoia to pedÐo φ kai h dr�sh S ja anafèrontai ston EukleÐdio q¸ro.

Ja qreiasteÐ na d¸soume mia epiqeirhsiak  apìdosh tou megèjouc (Dφ(x )).
Gia autì to skopì mporoÔme na jewr soume èna qwroqronikì plègma akm c a kai na
orÐsoume to φ mìno stic korufèc tou plègmatoc, dhlad  sta shmeÐa x gia ta opoÐa
x = (n0a, n1a, n2a, n3a). E�n epib�lloume epÐshc ìti 0 ≤ nı ≤ Nı − 1, dhlad  to mè-
gejoc tou plègmatoc sth ı-ost  kateÔjunsh na eÐnai aNı, tìte h mètrhsh thc �jroishc
diadrom¸n, gÐnetai èna poludi�stato olokl rwma. T¸ra ja anaptÔxoume tic leptomèriec
thc diakritopoÐhshc thc jewrÐac, en¸ sthn epìmenh par�grafo ja mil soume gia to pwc h
jewrÐa gia to suneqèc mporeÐ na ekpÐyei apì thn diakrit  mèjodo.

Gia na p�roume ton �mazo sundiasmì, k�noume allag  metablht c φ(ı) = aφ(aı),
me ı = (n0, n1, n2, n3) = (n0, ~n), me ìrouc me touc opoÐouc dhlad  anaparistoÔme to e-
leÔjero monìmetro pedÐo sto lattice. Gia autì to skopì antikajistoÔme to olokl rwma∫
d4x me a4

∑
ı ìpou to ı trèqei p�nw stic akmèc tou plègmatoc kai to diaforikì tou φ

ekfr�zetai wc:

∂µφ(ı)→ φ(ı+ µ̂)− φ(ı)

a
, (53)

ìpou µ̂ eÐnai fusik� to monadiaÐo di�nusma kateÔjunshc µ. Tìte h dr�sh sto plègma gÐnetai

S =
1

2

∑
ı

[
−1

2

(
3∑

µ=0

φ(ı+ µ̂)φ(ı) + φ(ı)φ(ı− µ̂)

)
+ (m̂2 + 8)

]
, (54)

ìpou m̂ = am kai h �jroish diadrom¸n gia th diakrit  perÐptwsh gÐnetai:

Z =

∫ (∏
ı

dφ(ı)

)
e−S(φ), (55)
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ìpou to S dÐnetai apì thn exÐswsh (54) kai to apotèlesma trèqei p�nw se ìlec tic akmèc
tou plègmatoc. Oi sunart seic Green n-shmeÐwn mporoÔn eÔkola na upologistoÔn sto
q¸ro twn orm¸n, ìpou ja prèpei na upologisteÐ ìti oi ormèc kìbontai sto pmax = π/a
k�ti pou sth fusik  stere�c kat�stashc antistoiqeÐ me thn pr¸th z¸nh Brillouin. Gia
par�deigma, gia thn exÐswsh twn dÔo shmeÐwn, dhlad  to diadìth sto lattice èqoume:

〈φ(l)φ(m)〉 =

∫ π

−π

d4p̂

(2π)4

eıp̂(l−m)

4
∑

µsin
2(p̂µ/2) + m̂2

(56)

2.1.3 Suneqèc ìrio

To olokl rwma diadrom¸n sto plègma, eÐnai tautìshmo me thn sun�rthsh epime-
rismoÔ enìc statistikoÔ sust matoc me N1N2N3N4 bajmoÔc eleujerÐac kai Qamiltonian 
S. To prìblhma thc epan�kthshc tou orÐou gia �peiro ìgko tou arqikoÔ sust matoc, ka-
tal gei wc èna prìblhma efarmog c tou jermodunamikoÔ orÐou sto prokÔptwn statistikì
sÔsthma. Aut  h qartogr�fhsh epitrèpei ta tupik� qarakthristik� thc statistik c mhqa-
nik c, na metaferjoÔn sth jewrÐa pedÐou tou lattice. Parìti den ja epektaj¸ perissìtero,
to en lìgw jèma parousi�zei shmantik  bibliografÐa.

'Otan èqoume ektelèsei th mejodologÐa gia ton �peiro ìgko, tìte mporoÔme na
epanèljoume sto suneqèc ìrio, paÐrnontac to b ma tou plègmatoc a na tÐnei sto mhdèn. Sto
klassikì ìrio, autì upodhl¸nei ìti h diakrit  dr�sh ja prèpei na anapar�gei th suneq 
dr�sh sto ìrio a→ 0. Aut  h apaÐthsh ekplhr¸netai eÔkola kaj¸c h dr�sh sto plègma
kataskeu�zetai wc afel c diakritopoÐhsh thc suneqoÔc dr�shc. Gia thn kbantik  jewrÐa,
qrei�zetai susthmatik� na upologÐsoume ìlec tic sunart seic n-shmeÐwn tou plègmatoc
kai na deÐxoume ìti sugklÐnoun stic suneqeÐc sunart seic ìtan a→ 0. Kaj¸c h kbantik 
jewrÐa pedÐou eÐnai monadik¸c orismènh apì tic sunart seic n-shmeÐwn, autì eÐnai arketì
na apodeÐxoume ìti h jewrÐa pedÐou sto lattice anapar�gei thn epijumht  jewrÐa pedÐou sto
suneqèc ìrio. H diadikasÐa aut  eÐnai tautologik . Parìla aut�, den up�rqei eggÔhsh ìti
h jewrÐa plègmatoc pou lamb�netai apì mia opoiad pote diakritopoÐhsh thc olokl rwshc
diadrom¸n, perigr�fei thn epijumht  jewrÐa pedÐou sto suneqèc ìrio.

Ac melet soume thn perÐptwsh thc allhlepidroÔsac jewrÐac. 'Otan h jewrÐ-
a diakritopoihjeÐ sto plègma, oi parathr seic exart¸ntai apì tic adi�statec suzeÔxeic
(m̂, a, . . . ), pou me th seir� touc eÐnai sunart seic sto lattice. E�n t¸ra p�roume th qamh-
lìterh m�za tou fusikoÔ f�smatocM , e�n to suneqèc f�sma up�rqei, ja prèpei na èqoume

lim
a→0

M̂/a = M, (57)
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ìpou 1/M̂ mporeÐ na jewrhjeÐ wc to m koc susqètishc, se adi�statec mon�dec, tou stati-
stikoÔ sust matoc pou sundèetai me thn susthmatik  kbantik  jewrÐa pedÐou. Sth gl¸ssa
thc statistik c mhqanik c, to na proseggÐsoume to suneqèc ìrio shmaÐnei na broÔme tic
timèc twn suzeÔxewn gia tic opoÐec to sÔsthma gÐnetai krÐsimo. Autì shmaÐnei ìti to
m koc susqètishc tou sust matoc eÐnai polÔ megalÔtero apì to m koc akm c tou plèg-
matoc a, pou shmaÐnei ìti to sÔsthma q�nei th "mn mh� thc diakritopoÐhshc. Genikìtera
to kat� pìso oi timèc thc sÔzeuxhc up�rqoun ètsi ¸ste to sÔsthma na eÐnai krÐsimo eÐnai
èna dunamikì prìblhma. E�n autì sumbeÐ, mporeÐ na mhn eÐnai �mesh h tautopoÐhsh thc
prokÔptousac kbantik c jewrÐac pedÐou sto upèrujro, kaj¸c autì kajorÐzetai apì thn
tim  twn sunart sewn twn n-shmeÐwn sto krÐsimo shmeÐo. Gia SU(N) jewrÐec bajmÐdac,
exaitÐac thc asumptwtik c eleujerÐac to sÔsthma eÐnai krÐsimo sto uperi¸dec shmeÐo ìpou
h jewrÐa gÐnetai diataragmènh. Sunep¸c, to lattice perilamb�nei èna trìpo na susthma-
topoi sei th jewrÐa sto uperi¸dec kai metafèrontac to uperi¸dec krit rio a antistoiqeÐ
se mia polÔ kal¸c orismènh epanakanonikopoihmènh diadikasÐa sthn opoÐa mia upèrujrh
klÐmaka (p.q. h t�sh thc qord c sthn perÐptwsh thc kajar c bajmwt c perÐptwshc  
h m�za tou ρ mesonÐou upì thn parousÐa dunamik¸n kou�rk) eÐnai kajorismènh kai ìlec
oi fasmatikèc posìthtec kajorÐzontai me ìrouc aut c thc klÐmakac. EÐnai shmantikì na
tonisteÐ ìti diaforetikoÐ trìpoi gia na jèsoume to plègma, me ìrouc diaforetik¸n fusik¸n
parathr sewn, mporeÐ na odhg sei se elafr� diaforetik� apotelèsmata se peperasmènec
timèc tou q¸rou plègmatoc, epeid  diaforetikèc parathr seic mporoÔn na epireastoÔn apì
diaforetik� antikeÐmena tou plègmatoc.

Autì ja èdine mia pio austhr  topojèthsh thc kbantik c jewrÐac pedÐou apì thn
kanonik  kbantopoÐhsh, h opoÐa èqei to prìblhma tou kajorismoÔ thc jewrÐac, arqÐzontac
apì to diataragmèno kenì tÔpou Fock, pou eÐnai polÔ makri� apì to pragmatikì kenì thc
QCD. Me thn Ðdia èkfrash, qrhsimopoi¸ntac to plègma, mporoÔme me austhrìthta na
kajorÐsoume to ìrio tou meg�lou-N me trìpo an�logo tou ’t Hooft sthn SU(N) gia tic
jewrÐec bajmÐdac, kaj¸c h jewrÐa kajorÐzetai apì ìla ta shmeÐa susqètishc n ton arijmì
ìtan paÐrnoume autì to ìrio. Se aut  th mèjodo, to plègma mporeÐ na qrhsimopoihjeÐ gia
na apodeÐxei thn Ôparxh autoÔ tou orÐou, akìma kai sto mh-diataragmèno ìrio.

Diaforetikèc diadikasÐec ja mporoÔsan na qrhsimopoihjoÔn gia thn kataskeu 
thc dr�shc sto plègma, apì th dr�sh sto suneq  q¸ro. Gia par�deigma, ja mporoÔsame
na apait soume th diakrit  par�gwgo na orÐzetai wc:

∂µφ(ı)→ φ(ı+ µ̂)− φ(ı− µ̂)

2a
. (58)

H aporrèousa dr�sh thc diakrit c parag¸gou prèpei na prokÔptei apì thn exÐswsh (54)
apì diorj¸seic pou phgaÐnoun sto mhdèn sto suneqèc ìrio. Aut  h as�feia ston kajo-
rismì thc dr�shc sto lattice, mporeÐ na qrhsimopoihjeÐ gia na belti¸soume sto kbantikì
epÐpedo th sÔgklhsh thc jewrÐac tou plègmatoc me th suneq  jewrÐa ìtan a→ 0.
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2.2 DiakritopoÐhsh twn SU(N) jewri¸n bajmÐdac
2.2.1 Bajmwt� pedÐa

MÐa kal  susthmatopoÐhsh thc kbantik c jewrÐac, sèbetai tic basikèc idiìthtec
thc arqik c jewrÐac me tic upìloipec na �rontai ìtan to uperi¸dec krit rio �retai. Sto
plègma h idiìthta pou prèpei na diathreÐtai eÐnai h analloiwsimìthta bajmÐdac. Autì mpo-
reÐ na epiteuqjeÐ mèsw par�llhlhc metafor�c. Ac jewr soume gia par�deigma th suneq 
hlektrodunamik  ston EukleÐdio q¸ro. E�n to sÔnjeto bajmwtì pedÐo sundi�zetai me èna
Abelianì bajmwtì pedÐo Aµ(x), h suneq c par�gwgoc antikajÐstatai apì thn sunalloÐwth
par�gwgo:

∂µ → Dµ = ∂µ + ıg0Aµ(x) , (59)

ìpou g0 eÐnai h bajmwt  sÔgklish. K�tw apì touc bajmwtoÔc metasqhmatismoÔc pou ka-
jorÐzontai apì th sun�rthsh Λ(x):

Aµ(x)→ Aµ(x)− ∂µΛ(x), φ(x)→ e−ıg0Λ(x)φ(x), (60)

ètsi ¸ste h lagkranzian 

L(φ,Aµ) = Dµφ(x)Dµφ
∗(x) +m2φ(x)φ∗(x) +

1

4
Fµν(x)F µν(x), Fµν(x) = ∂µAν − ∂νAµ

(61)

eÐnai analloÐwth. H afel c diakritopoÐhsh thc lagkranzian c, den diathreÐ thn analloi¸-
thta bajmÐdac, epeid  oi peperasmènec diaforèc sugqèoun ta pedÐa pou kajorÐzontai apì
diaforetik� shmeÐa tou plègmatoc. Autì mporeÐ na diorjwjeÐ wc ex c. Eis�goume thn
par�llhlh metafor� kat� m koc tou sundèsmou twn jèsewn ı kai ı+ µ̂ wc

Uµ(ı) = eıg0
∫ x+aµ̂
x Aµ(s)ds , (62)

ìpou x = aı. Sto plègma gÐnetai h antikat�stash

Dµφ(ı)→ Uµ(x)φ(ı+ µ̂)− φ(ı)

a
(63)
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Oi metasqhmatismoÐ bajmÐdac droÔn wc sun jwc sto φ :

φ(j)→ e−ıλ(j)φ(j) φ(j)→ eıλ(j)φ̂(j) (64)

Gia tic sundedemènec metablhtèc

Uµ(j)→ e−ıλ(j)Uµ(j)eıλ(j+µ̂). (65)

Qrhsimopoi¸ntac to gegonìc ìti U−µ(ı) = Û∗µ(ı− µ̂), eÐnai eÔkolo na doÔme ìti
oi ìroi pou sqetÐzontai me to φ sthn exÐswsh (61) eÐnai analloÐwtoi k�tw apì metasqhma-
tismoÔc diakritopoÐhshc, ìtan qrhsimopoioÔme th sqèsh (63) gia to diaforikì thc allag c
b�shc. To komm�ti thc lagkranzian c pou perilamb�nei ton pediakì tènsora Fµν mporeÐ
epÐshc na ekfrasteÐ me ìrouc thc sÔndeshc metablht¸n. O eukolìteroc trìpoc dÐdetai
apì th dr�sh Wilson:

S = β
∑
j,µ>ν

(
1− 1

2

(
Uµν(ı) + U∗µν(ı)

))
(66)

ìpou β = 1/g2
0 kai

Uµν(j) = Uµ(j)Uν(j + µ̂)U∗µ(j + ν̂)U∗ν (j) (67)

eÐnai h par�llhlh metafor� tou bajmwtoÔ pedÐou gÔrw apì èna stoiqei¸dec stoiqeÐo tou
plègmatoc, ”tetragwn�ki”. EÐnai shmantikì na anafèroume ìti h dr�sh S pou kajorÐzetai
apì thn exÐswsh (66) eÐnai bajmwt� analloÐwth. EpekteÐnwntac ta ekjetik� pou kajorÐ-
zoun oi sÔndesmoi ston megalÔterhc t�xhc ìro a paÐrnoume:

S ' a4

4

∑
j,µ,ν

Fµν(j)Fµν(j) (68)

pou eÐnai mia afel c diakritopoÐhsh thc dr�shc tou bajmwtoÔ pedÐou.
H genÐkeush thc parap�nw suz thshc sto SU(N) eÐnai �mesh. T¸ra oi metablh-

tèc thc sÔndeshc Uµ(j) kajorÐzontai wc:
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Uµ(j) = Peıg0
∫ x+aµ̂
x Aµ(s)ds, (69)

ìpou t¸ra Uµ(j) eÐnai ènac pÐnakac sthn om�da SU(N) kai to ”tetragwn�ki” eÐnai to proðìn
twn sundèsmwn, me thn efarmog  thc mejìdou twn diadrom¸n, gÔrw apì to ”tetragwn�ki”
tou plègmatoc:

Uµν(j) = Uµ(j)Uν(j + µ̂)U †µ(j + ν̂)U †ν(j) (70)

ìpou ìpwc kai prin U−µ(j) = U †j−µ̂(j). K�tw apì to metasqhmatismì bajmÐdac pou eis�ge-
tai apì th sun�rthsh Ω(x), h Uµ(j) metasqhmatÐzetai

Uµ(j)→ Ω(j)Uµ(j)Ω†(j + µ̂), (71)

pou eÐnai h èkdosh sto plègma tou suneqoÔc metasqhmatismoÔ bajmÐdac

Aµ(x)→ Ω(x)Aµ(x)Ω†(x)− ı

g0

Ω(x)∂µΩ†(x). (72)

Se ìrouc tou Uµν(j) h dr�sh Wilson gÐnetai

S = β
∑
j,µ>ν

(
1− 1

N
ReTrUµν(j)

)
. (73)

ìpou ReTr upodhl¸nei to pragmatikì mèroc tou Ðqnouc kai β = 2N/g2
0. H diat rhsh thc

bajmÐdac exasfalÐzetai apì to Ðqnoc. To olokl rwma diadrom¸n eÐnai:

Z =

∫ (∏
j,µ

dUµ(j)

)
e−S, (74)

ìpou o par�gontac dUµ(j) eÐnai h mètrhshHaar tou SU(N) pou sundèetai me to Uµ(j). Gia
touc skopoÔc mac, h pio shmantik  idiìthta thc mètrhshc Haar eÐnai ìti eÐnai omoiìmorfh
sthn om�da. Sth dr�sh (73) apodÐdetai h afel c diakritopoÐhsh thc SU(N) Y ang−Mills
jewrÐac sto megalÔtero ìro tou a ìtan a → 0, ìpwc ja èprepe. H jewrÐa plègmatoc
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mporeÐ na deiqjeÐ ìti anaparag�gei to swstì suneqèc ìrio, ìtan h akm  tou plègmatoc
tÐnei sto mhdèn. Aut  eÐnai mh-tetrimènh sunèpeia thc asumptwtik c eleujerÐac.

2.2.2 Fermiìnia

H diakritopoÐhsh sto plègma twn fermionik¸n pedÐwn den eÐnai �mesh. Thn aitÐa
tou probl matoc kai tic pijanèc tou lÔseic, qeirizìmaste me trìpo antÐstoiqo me th dia-
dikasÐa pou akolouj jhke kai gia to mpozonikì pedÐo. Dedomènou tou suneqoÔc pedÐou

ψ(x), kajorÐzoume to adi�stato, diakritì fermionikì pedÐo ψ̂(ı) kaj¸c:

ψ̂(ı) = a3/2ψ(ıa) (75)

kai h diakritopoihmènh par�gwgoc:

∂̂µψ̂(ı) =
ψ̂(ı+ µ̂)− ψ̂(ı− µ̂)

2
. (76)

Antikajist¸ntac autèc tic exis¸seic sthn EukleÐdia dr�sh Dirac paÐrnoume thn fermioni-
k  dr�sh sto plègma

Sf =
∑
ı,j,α,β

ˆ̄ψa(ı)

[
1

2

∑
µ

(γEµ )αβ(δı+µ̂,j − δı−µ̂,j)+m̂δijδαβ

]
ψ̂β(j) , (77)

ìpou m̂ = am, me m th fermionik  m�za. Sthn exÐswsh aut  me EllhnikoÔc qarakt rec
èqoume touc deÐktec Dirac, en¸ me LatinikoÔc anaferìmaste sta shmeÐa tou plègmatoc.
Oi γE eÐnai oi EukleÐdioi pÐnakec γ pou ikanopoioÔn tic antimetajetikèc sqèseic

γEµ , γ
E
ν = 2δµν . (78)

Me ìrouc twn pin�kwn Minkowsky, oi EukleÐdioi pÐnakec γ dÐnontai apì tic sqèseic:

γE0 = γ0, γEı = −ıγı, ı = 1, 2, 3. (79)
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O telest c Dirac orÐzetai wc:

Dβ(ıj) =

[
1

2

∑
µ

(
γEµ
)
αβ

(δı+µ̂,j − δı−µ̂,j) + m̂δıjδαβ

]
ψ̂β(j) , (80)

ètsi ¸ste h fermionik  dr�sh mporeÐ na grafeÐ sth sunektik  morf 

Sf =
∑
ı,j,α,β

ˆ̄ψα(ı)Dαβ(ıj)ψ̂β(j). (81)

Sunart seic fermionik c susqètishc mporoÔn na ekfrastoÔn mèsw tou antÐstrofou tele-
st  Dirac

〈ψ̂a(i) ˆ̄ψβ(j)〉 = D−1
aβ (ij). (82)

Qrhsimopoi¸ntac thn anapar�stash sto q¸ro twn orm¸n mporoÔme na gr�youme th sqèsh:

〈ψ̂a(i) ˆ̄ψβ(j)〉 =

∫ π

−π

d4p̂

(2π)4

−i
∑

µ γ
E
µ sin(p̂µ) + m̂∑

µ sin
2(p̂µ) + m̂2

eip̂(i−j) , (83)

ìpou p̂ = ap kai p eÐnai h suneq c orm . H èkfrash perigr�fei ton suneq  EukleÐdio
diadìth tou eleÔjerou fermionÐou ìtan a → ∞. Wstìso h Ðdia suneq c èkfrash prokÔ-
ptei kai ìtan toul�qiston ènac apì touc dÔo ìrouc thc orm c eÐnai pµ = π/a. 'Etsi k�je
z¸nh Brillouin suneisfèrei isìposa sto diadìth, pou shmaÐnei ìti h legìmenh afel c dia-
kritopoÐhsh pou dÐnetai apì tic exis¸seic (75-77) apokalÔptei 16 fermionikèc geÔseic sto
suneqèc ìrio. Autì eÐnai to legìmeno prìblhma tou fermionikoÔ diplasiasmoÔ. To gnwstì
je¸rhma mh-Ôparxhc twn Nielsen −Ninomiya [194, 195] upodhl¸nei ìti o diplasiasmìc
eÐnai anapìfeukth sunèpeia, e�n epib�lloume mia jewrÐa gia ta fermiìnia sto plègma pou
na diathreÐ th summetrÐa qeirìc kai na eÐnai upertopik . 'Etsi, prokeimènou na apofÔgoume
ton diplasiasmì, ja prèpei na qalar¸soume thn apaÐthsh gia qeiralikìthta   thn apaÐth-
sh gia upertopikìthta [196]. H lÔsh tou Wilson sto prìblhma  tan na qalar¸sei thn
apaÐthsh gia qeiralikìthta. Se aut  thn prosèggish, ènac �lloc telest c sto ìrio a→ 0
parèqei mia peperasmènh m�za sto suneqèc ìrio gia touc diploÔc ìrouc. Mia �llh prosèg-
gish, aut  twn Kogut kai Susskind [197, 198, 199] mei¸nei ton arijmì twn diplasiast¸n
apì 2D se 2D/2, stèlnontac touc tèsseric ìrouc tou spÐnora tou Dirac stic gwnÐec thc
z¸nhc Brillouin, gnwst  kai wc diakritopoÐhsh enallassìmenwn fermionÐwn. Akìma pio
prìsfata, mia seir� fermionik¸n diakritopoi sewn pou apall�ssoun apì to prìblhma tou
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diplasiasmoÔ ikanopoi¸ntac mia tropopoihmènh morf  thc qeiralik c summetrÐac sto plèg-
ma èqoun protajeÐ [200, 201]. TonÐzoume ìti h fusik  sto suneqèc ìrio, eÐnai anex�rthth
apì th mèjodo diakritopoÐhshc tou plègmatoc pou qrhsimopoieÐtai. Se upologismoÔc sto
plègma twn SU(N) jewri¸n bajmÐdac gia fermiìnia, qrhsimopoieÐtai kurÐwc h mèjodoc tou
Wilson. Oi basikoÐ lìgoi eÐnai oi akìloujoi:

1. oi prosomoi¸seic pou qrhsimopoioÔn fermiìnia Wilson eÐnai polÔ pio gr gorec apì
tic prosomoi¸seic pou qrhsimopoioÔn mh-upertopik� fermiìnia;

2. se antÐjesh me thn perÐptwsh twn enallassìmenwn fermionÐwn, ènac meg�loc arijmìc
geÔsewn mporeÐ na prosomoiwjeÐ me th mèjodo Wilson;

3. h qeiralik  summetrÐa, mporeÐ na epanakthjeÐ mèsw thc rÔjmishc thc gumn c m�zac
kou�rk se mia krÐsimh tim .

H diakritopoÐhsh Wilson arqÐzei apì thn rÔjmish tou telest  Dirac me thn eisagwg 

enìc epiplèon ìrou, pou phgaÐnei ìpwc h lagkranzian  tou ψ̂ me isqÔ pou rujmÐzetai apì
thn par�metro r pou ed¸ paÐrnoume Ðsh me 1. Autìc o ìroc eÐnai

∆Sf = −r
2

∑
i

ˆ̄ψ(i)
∑
µ

(
ψ̂(i+ µ) + ψ̂(i− µ)− 2ψ̂(i)

)
, (84)

Autì dÐdei ton akìloujo diadìth Wilson−Dirac

DW
αβ(ij) = −1

2

∑
µ

[(
r − γEµ

)
αβ
δi+µ̂,j +

(
r + γEµ

)
aβ
δi−µ̂,j

]
+ (m̂+ 4r)δijδaβ. (85)

H sun�rthsh dÔo shmeÐwn pou aporrèei eÐnai:

〈ψ̂a(i) ˆ̄ψβ(j)〉 =

∫ π

−π

d4p̂

(2π)4

−i
∑

µ γ
E
µ sin(p̂µ) + m̂(p)∑

µ sin
2(p̂µ) + (m̂(p)2)

eip̂(i−j) , (86)

pou eÐnai ìmoia me th morf  tou afeloÔc diadìth, h diafor� eÐnai ìti t¸ra h m�za exart�tai
apì thn orm :

m(p) = m+
2r

a

∑
µ

sin2
(apµ

2

)
(87)

ìpou se aut  thn èkfrash apokatast same kai tic diastatikèc mon�dec. 'Otan apµ → 0 gia
k�je µ, m(p) ≈ m, kai to anamenìmeno apotèlesma sto suneqèc epanakt�tai. AntÐstrofa,
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stic �llec �krec thc z¸nhc Brillouin h m(p) apoklÐnei. 'Etsi, sto suneqèc ìrio oi diploÐ
ìroi qwrÐc fusik  ermhneÐa, paÐrnoun mia peperasmènh m�za, aposundeìmenoi apì th dr�sh.

2.2.3 Bajmwtèc jewrÐec kai fermionik  Ôlh

Se aut  thn par�grafo ja anaferjoÔme sth fermionik  Ôlh se sundiasmì me ta
bajmwt� pedÐa sto plègma. Gia aplìthta ja anaferjoÔme mìno sthn perÐptwsh ìpou u-
p�rqoun nf fermionikèc geÔseic me m�za ìmoia metaxÔ touc kai Ðsh me m̂. Upì thn parousÐa
twn bajmwt¸n allhlepidr�sewn gia ta fermiìnia Wilson o telest c Dirac dÐdetai wc:

DW
aβ(ij) = −1

2

∑
µ

[(
r − γEµ

)
aβ
Uµ(i)δi+µ̂,j +

(
r + γEµ

)
aβ
U †µ(j)δi−µ̂,j

]
+ (m̂+ 4r)δijδaβ.

(88)

Gia q�rh thc saf neiac, ìpou to perieqìmeno den dieukrunÐzetai, apì ed¸ kai sto ex c, ja
periorÐzontai oi deÐktec Dirac kai oi qwroqronikèc suntetagmènec sto DW kai sta fer-
mionik� pedÐa. Ston pio eujÔ formalismì, to olokl rwma diadrom¸n thc jewrÐac dÐnetai
apì thn:

Z =

∫ (∏
j,µ

dUµ(j)

)(∏
j,a,l

dψ̂la(j)

)(∏
j,a,l

d ˆ̄ψla(j)

)
e−S−

ˆ̄ψlDW ψ̂l . (89)

ìpou l eÐnai o deÐkthc thc geÔshc pou trèqei apì to 1 èwc to nf kai S eÐnai h bajmwt 
dr�sh thc sqèshc (73). Epib�llontac thn olokl rwsh apokleistik� p�nw stic fermionikèc
metablhtèc lamb�noume:

Z =

∫ (∏
j,µ

dUµ(j)

)
(detDW )nf e−S, (90)

ìpou h diakrÐnousa thc DW emfanÐzetai sth dÔnamh tou nf .
MetaxÔ twn fermionik¸n ontot twn, ja prèpei na l�boume upìyh mac mìno tic

mhdenik c-orm c sunart seic susqètishc twn isodianusmatik¸n mesonik¸n telest¸n pou
paÐrnoun th morf :

CΓΓ′(t) =
∑
~x

〈
(

ˆ̄ψl(t, ~x)Γψ̂k(t, ~x)
)† ( ˆ̄ψl(0, 0)Γ′ψ̂k(0,~0)

)
〉 , (91)
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ìpou Γ kai Γ′ eÐnai dÔo EukleÐdioi pÐnakec Dirac, (0,~0) eÐnai h sumbatik  arq  tou plèg-
matoc kai l 6= k. Oloklhr¸nontac thn prohgoÔmenh èkfrash p�nw sta fermionik� pedÐa
dÐnei

CΓΓ′(t) = −
∑
~x

〈tr
(
Γ†(DW )−1(x, 0)Γ′(DW )−1(0, x)

)
〉 , (92)

me 0 ≡ (0,~0) kai x ≡ (t, ~x) kai tr to Ðqnoc twn pin�kwn Dirac. Eidikìtera sto formalismì
tou oloklhr¸matoc diadrom¸n h èkfrash eÐnai:

CΓΓ′(t) = − 1

Z

∫ (∏
j,µ

dUµ(j)

)
(detDW )nf tr(Γ†(DW )−1(x, 0)Γ′(DW )−1(0, x))e−S. (93)

2.2.4 Aposbènousa prosèggish

Fermionikèc ekfr�seic ìpwc h CΓΓ′ apaitoÔn ton upologismì thc fermionik c dia-
krÐnousac. Aut  h diakrÐnousa, mporeÐ na ekfrasteÐ se fermionikoÔc brìgqouc. Wc mia
epèktash thc paramètrou, mporoÔme na qrhsimopoi soume gia par�deigma th fermionik 
m�za. Aut  eÐnai h eponomazìmenh ”anaduìmenh epèktash paramètrou”. O kÔrioc ìroc se
aut  thn èkfrash eÐnai autìc ston opoÐo apousi�zoun oi fermionikoÐ brìqoi, pou shmaÐnei
ìti detDW = 1. Aut  h peperasmènh fermionik  m�za qarakthrÐzei thn ”aposbènousa
prosèggish”. Me praktikoÔc ìrouc, qrhsimopoi¸ntac thn aposbènousa prosèggish, sh-
maÐnei ìti de lamb�netai upìyh h ”baji� allhlepÐdrash” twn fermionÐwn sto bajmwtì pedÐo.
Akìma na shmeiwjeÐ ìti h aposbènousa prosèggish eÐnai mh-monadiaÐa.

Sthn QCD sto lattice prokeimènou na p�roume èna akribèc arijmhtikì apotè-
lesma eÐnai shmantikì na ektimÐsoume olìklhrh th fermionik  diakrÐnousa. Wstìso gia
meg�lo N gia stajer  m�za kou�rk oi fermionikoÐ brìqoi gÐnontai ìlo kai ligìtero sh-
mantikoÐ. Gia thn akrÐbeia to aposbènon ìrio gia meg�lo N eÐnai to Ðdio me to ìrio tou
meg�lou N sth jewrÐa twn dunamik¸n fermionÐwn. Sunep¸c, e�n endiaferìmaste mìno
sto apotèlesma gia meg�lo N o upologismìc mporeÐ na pragmatopoihjeÐ sta plaÐsia thc
aposbènousac jewrÐac. Bèbaia autì den perilamb�nei tic diorj¸seic gia peperasmèno N .

'Ena fainìmeno pou èqei parathrhjeÐ sthn QCD sto lattice eÐnai h kajusterh-
mènh emf�nish mh-aposbenìmenwn energei¸n. O aposbènon upologismìc apodeiknÔetai ìti
leitourgeÐ akìma kai se kajest¸c sto opoÐo ja anamèname shmantikèc suneisforèc apì
touc fermionikoÔc brìgqouc. Autì to gegonìc eÐnai mia akìma èndeixh ìti h isqur  allh-
lepÐdrash eÐnai kont� sto ìrio thc gia meg�lo-N .
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2.3 UpologismoÐ me th mèjodo Monte Carlo

Se mia SU(N) jewrÐa bajmÐdac, o upologismìc tou oloklhr¸matoc diadro-
m¸n se plègma megèjouc S,se mon�dec tou plègmatoc, perilamb�nei ton upologismì d =
4(N2− 1)S, ton arijmì, oloklhrwm�twn. 'Enac tìso meg�loc arijmìc oloklhrwm�twn eÐ-
nai dÔskolo na upologisteÐ me th qr sh mejìdwn plègmatoc. MÐa stoqastik  prosèggish
pou basÐzetai sthn parat rhsh ìti to olokl rwma diadrom¸n paromoi�zetai me to mètro
Boltzmann sth statistik  mhqanik  eÐnai protimhtèa kai ètsi se stajerèc paramètrouc,
mìno èna uposÔnolo dunat¸n tim¸n twn metablht¸n kajorÐzoun th sumperifor� tou olo-
klhr¸matoc. Akìma, mèjodoi sto plègma epire�zontai apì to susthmatikì l�joc pou eÐnai
O(1/Ss/d), ìpou s eÐnai arijmìc pou exart�tai apì thn prosèggish pou qrhsimopoieÐtai
apì th sugkekrimènh mèjodo plègmatoc pou qrhsimopoioÔme (p.q. s = 4 sth dhmofil 
mèjodo Simpson). 'Etsi ìtan to a eÐnai arket� meg�lo to sf�lma gÐnetai telik� t�xhc
èna. H mèjodoc Monte Carlo perèqei th stoqastik  prosèggish, oi sunjèseic twn pedÐwn
gennìntai sÔmfwna me to krit rio thc �jroishc oloklhrwm�twn pou shmaÐnei ìti emfanÐ-
zontai an�loga me to b�roc thc suneisfor�c touc sthn �jroish diadrom¸n. Q�rh se aut 
thn idiìthta, h anamenìmenh tim  sto kenì enìc megèjouc, mporeÐ na upologisteÐ san ènac
aplìc mèsoc ìroc p�nw se èna sÔnolo dunat¸n sundiasm¸n, pou prokÔptoun sthn mèjodo
MC. An�loga, to statistikì sf�lma, èqei kal  sumperifor� dedomènou ìti eÐnai an�logo
tou 1/

√
NK ìpou NK eÐnai o arijmìc twn paragìmenwn sundiasm¸n.
H jewrÐa pÐsw apì touc upologismoÔc Monte Carlo basÐzetai sth diadikasÐa

Markov. Ac jewr soume èna sÔsthma pou exelÐssetai mèsw mÐac seir�c katast�sewn se
diakritì qrìno. SumbolÐzoume mia tuqaÐa kat�stash wc Cm kai to sÔnolo ìlwn twn ka-
tast�sewn wc {Cm}. H exèlixh kajorÐzetai apì thn pijanìthta Pnm na metaferjeÐ to
sÔsthma apì thn kat�stash Cn sthn kat�stash Cm se k�poia mellontik  stigm . Lème ìti
ta dunamik� eÐnai Markobian� an h kat�stash th qronik  stigm  t exart�tai mìno apì thn
kat�stash th qronik  stigm  t− 1 kai ìqi apì tic opoiesd pote �llec katast�seic �llwn
stigm¸n. MporeÐ na apodeiqjeÐ ìti mia asumptwtik  katanom  pijanìthtac qarakthrÐzei
ìla ta dunamik� tÔpou Markov. Aut  thn apokaloÔme, isorropoÔsa katanom . Oi algì-
rijmoi Mìnte K�rlo eÐnai ousiastik� mèjodoi gia na kataskeuastoÔn dunamik� Markov
pou èqoun olokl rwma diadrom¸n me mètro ìmoio me thc isorropoÔsac katanom c. Genik�,
arket� diaforetik� dunamik� Markov mporoÔn na par�goun thn Ðdia katanom . Gia k�poia
dunamik� pou ikanopoioÔn th sqèsh isorropÐac

Pnme
−S(Cn) = Pmne

−S(Cm), (94)

ìpou S(C) eÐnai h dr�sh thc kat�stashc C, h katanom  isorropÐac ρm dÐnetai apì thn

ρm =
e−S(Cm)∑
n e
−S(Cn)

, (95)
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pou eÐnai h katanom  isorropÐac Boltzmann.
To prìblhma thc kataskeu c enìc sunìlou katast�sewn pou na kajorÐzoun to

olokl rwma diadrom¸n kai na proseggÐzoun to sÔsthma me elegqìmenh akrÐbeia, gÐnetai
èna prìblhma kajorismoÔ twn kat�llhlwn dunamik¸n Markov gia th jewrÐa mac. 'O-
tan to katafèroume autì mporoÔme na xekin soume apì mia opoiad pote kat�stash, mÐa
opoiad pote qronik  stigm  kai na af soume to sÔsthma na exeliqjeÐ.

'Enac algìrijmoc mporeÐ na qarakthristeÐ apì thn apotelesmatikìthta me thn
opoÐa diereun� ton q¸ro pou elègqoume. Mia kal  mètrhsh thc apotelesmatikìthtac eÐnai
o qrìnoc susqètishc. Genik�, gia èna sÔsthma O

〈O(t)O(t+ τ)〉 ∝ e−t/τO , (96)

ìpou o qrìnoc susqètishc τO exart�tai apì to O kai ta epilegmèna dunamik�Markov. Gia
èna dedomèno sÔsthma, h τO parèqei èna mètro thc apotelesmatikìthtac tou algorÐjmou.
'Oso mikrìtero to τO tìso pio gr gorh h an�lush tou epilegmènou q¸rou. Topologikèc
par�metroi eÐnai saf¸c pio dÔskolo na aposusqetistoÔn, se sqèsh me tic topikèc paramè-
trouc. 'Enac algìrijmoc pou aposusqetÐzei gr gora topologikèc paramètrouc, mporeÐ na
qarakthristeÐ apotelesmatikìc.

Gia thn jewrÐa pedÐou ston SU(2) ènac apotelesmatikìc algìrijmoc èqei pro-
tajeÐ apì ton Creutz [202] kai argìtera apì touc Kennedy kai Pendleton [203]. Autìc
o algìrijmoc up�getai se mia eurÔterh oikogèneia algorÐjmwn sthn opoÐa kentrikì rìlo
èqei to b�roc Boltzmann. Prokeimènou na mei¸soume peraitèrw to qrìno susqètishc kai
na aux soume thn ergodikìthta, eÐnai dunatì na eis�goume endi�mesa b mata sta opoÐa oi
sqetikèc metablhtèc na all�zoun, ¸ste h dr�sh na paramènei stajer  [204, 205].

Gia ton SU(N) aut  h endi�mesh diadikasÐa mporeÐ na gÐnei me diadoqikèc epikai-
ropoi seic diaforetik¸n upoom�dwn SU(2). H idèa aut  eis qjei apì touc Cabibbo kai
Marinari [206]. Parìti o algìrijmoc Kennedy − Pendleton me thn idèa twn Cabbibo−
Marinari leitourgeÐ kal� gia thn SU(3), gia meg�lo N h prosèggish mìno mèsw upoom�-
dwn SU(2) gÐnetai anapotelesmatik  [207, 208].

Met� apì mÐa seir� belti¸sewn, oi anamenìmenec timèc gia èna sÔsthma mporoÔn
na apodojoÔn wc mèsec timèc tou sust matoc, ìtan autì to sÔsthma exelÐssetai akolou-
j¸ntac tic katast�seic thc alusÐdac Markov pou to perigr�foun. Gia par�deigma, an
O(i) eÐnai h tim  tou sust matoc O ston i-ostì ìro thc alusÐdac Markov olikoÔ m kouc
NK , kajorÐzoume:

ŌNK =
1

NK

NK∑
i=1

O(i). (97)

Kat' antistoiqÐa h anamenìmenh tim  tou O sto kenì 〈O〉 dÐnetai apì thn:
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〈O〉 = lim
NK→∞

ŌNK . (98)

MÐa �llh posìthta me endiafèron eÐnai h ŌNK pou ekfr�zetai wc:

(
∆〈O〉
〈O〉

)2

=
〈O〉2 − ŌNK
〈O〉2

N−1
K . (99)

'Etsi, se mÐa arijmhtik  prosomoÐwsh , o deÐkthc 〈O〉 mporeÐ kat� tekm rio na kajoristeÐ
me thn epijumht  akrÐbeia, epilègontac kat�llhlo m koc gia thn alusÐda Markov. H
statistik  abebaiìthta ∆O mporeÐ epÐshc na posotikopoihjeÐ. Wstìso, lìgw thc susqè-
tishc twn katast�sewn, h tupik  gkaousian  statistik  den mporeÐ na efarmosteÐ �mesa.
EntoÔtoic, h gkaousian  statistik  mporeÐ na efarmosteÐ afìtou oi metablhtèc tou sust -
matoc diaqwristoÔn omoiìmorfa se om�dec Ðsec   megalÔterec tou qrìnou susqètishc τO.
Ousiastik� autì sunep�getai ìti o arijmìc twn anex�rthtwn metablht¸n tou sust matoc,
den eÐnai NK all� kont� sthn tim  thc èkfrashc NK/τO.

'Ena �llo shmantikì qarakthristikì gia thn ektim tria 〈O〉 eÐnai h merolhyÐa,
kaj¸c eÐnai h idiìthta aut  pou deÐqnei to kat� pìson eÐnai kat�llhlh   ìqi h epilog 
thc paramètrou. Mia ektim tria mporeÐ na qarakthristeÐ merolhptik , ìtan h tim  thc
de sumfwneÐ me thn analutik  tim  e�n h teleutaÐa eÐnai upologÐsimh. Parìti k�je me-
rolhyÐa exafanÐzetai gia NK → ∞, autì de shmaÐnei ìti apousi�zei kai se peperasmènec
timèc. Up�rqoun sugkekrimènoi trìpoi gia na apallagoÔme apì th merolhyÐa (ìpwc oi
mèjodoi ”jack − knife” kai ”bootstrap”) kai parìti den ja anaferj¸ sugkekrimèna, ja
prèpei na poÔme ìti prokeimènou na ex�goume arijmhtikèc timèc kai to antÐstoiqo sf�lma
touc, apaiteÐtai prosektik  an�lush kajìti ta dedomèna mac susqetÐzontai metaxÔ touc.
SÔgqronec mèjodoi upologism¸n sto lattice, ìpwc kai autèc pou proanafèrjhkan, qrhsi-
mopoioÔn ekteneÐc diadikasÐec gia ton upologismì twn sfalm�twn kai thn prosarmog  twn
paramètrwn.

2.4 Prosomoi¸seic sto lattice gia tic SU(N) jewrÐec bajmÐ-
dac

Oi upologismoÐ Monte-Carlo gia th jewrÐa bajmÐdac sto plègma, aposkopoÔn
ston upologismì arijmhtik¸n tim¸n gia tic fusikèc paramètrouc tou sust matoc. Oi plè-
on klasikèc posìthtec pou upologÐzontai sqetÐzontai me tic sunart seic susqètishc dÔo
telest¸n se mhdenik  orm , dhlad :

C(τ) =
1

Nt

Nt−1∑
t=0

(
〈O†1(t)O2(t+ τ)〉 − 〈O†1(t)〉〈O2(t+ τ)〉

)
, (100)
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ìpou Nt eÐnai o arijmìc twn shmeÐwn sthn kateÔjunsh tou EukleÐdiou q¸rou sto latti-
ce kai o telest c stajmÐzetai p�nw stic treÐc qwrikèc diast�seic, gia na epektajeÐ stic
katast�seic mhdenik c orm c. 'Eqoume upojèsei ìti h kateÔjunsh tou EukleÐdiou qrìnou
eÐnai sumpag c kai ìti periodikèc sunoriakèc sunj kec kat� m koc thc epib�llontai gia ta
fermionik� kai ta mpozonik� pedÐa. Gia asumptwtik� meg�lo Nt,

C(τ) ∝ e−mτ , (101)

ìpou m eÐnai h m�za thc basik c kat�stashc pou sundèei thn O1|0〉 me thn O2|0〉. MÐa �llh
shmantik  parat rhsh eÐnai ìti h poiìthta twn arijmhtik¸n dedomènwn den mei¸netai me to
N. Sugkekrimèna, gia meg�lo N , o lìgoc tou jorÔbou wc proc to s ma eÐnai stajerìc
wc proc th diakÔmansh tou N gia amoig¸c glouonikoÔc upologismoÔc, en¸ belti¸netai
an�loga tou 1/

√
N gia fermionikoÔc upologismoÔc.

Oi jermodunamikèc idiìthtec mporoÔn na melethjoÔn se peperasmènh jermokrasÐa
sthn opoÐa to lattice èqei N3

s xNt korufèc me Ns � Nt kai periodikèc sunoriakèc sunj kec
gia mpozonik�/fermionik� pedÐa kat� m koc thc sumpuknwmènhc paramètrou thc opoÐac to
mègejoc sqetÐzetai me th jermokrasÐa T mèsw thc T = 1/(aNt).

Arijmhtikèc melètec twn jewri¸n bajmÐdac sto lattice, me th mèjodo Mìnte
K�rlo perilamb�nei ta parak�tw b mata:

1. se èna plègma stajeroÔ megèjouc S kai stajer c tim c sÔzeuxhc β, all� kai sta-
jer c tim c thc paramètrou k upì thn parousÐa dunamik¸n fermionÐwn, ektimoÔme
arijmhtik� tic anamenìmenec timèc sto kenì, tanust¸n pou antistoiqoÔn se paramè-
trouc tou fusikoÔ sust matoc;

2. gia tic Ðdiec suzeÔxeic ekteloÔme arijmhtikèc prosomei¸seic se plègmata megalÔterhc
klÐmakac, me skopì na prosdiorÐsoume to jermodunamikì ìrio;

3. epanalamb�noume ta dÔo pr¸ta b mata gia di�forec suzeÔxeic, prokeimènou na pros-
diorÐsoume tic timèc twn paramètrwn sto suneqèc ìrio.

H asumptwtik  eleujerÐa epit�ssei to suneqèc ìrio thc jewrÐac na epitugq�netai
gia →∞. Gia thn akrÐbeia, sto mikrìtero ìro, h jewrÐa diataraq¸n problèpei ìti:

a =
1

Λlat

e−
12π2

11N2 β (102)

ìpou to Λlat ekfr�zei th dunamik  m�za sto plègma. Autì upodhl¸nei ìti h akm  sto
lattice phgaÐnei ekjetik� sto mhdèn ìtan β → ∞. H metabol  miac paramètrou apì to α
problèpetai apì thn exÐswsh Callan − Symanzik. H Ôparxh enìc saf¸c kajorismènou
orÐou sto suneqèc upodeiknÔei ìti gia duo diaforetikèc metr seic thc Ðdiac m�zac, èstw O1
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kai O2:

lim
β→∞

Ô1

Ô2

=
O1

O2

(103)

ìpou Ôi = a−diOi kai di eÐnai h di�stash m�zac tou Oi. Ston megalÔtero mh tetrimèno
ìro kat� (a), kont� sto suneqèc ìrio:

Ô1

Ô2

=
O1

O2

+O(a2M2), (104)

aut  h èkfrash upodhl¸nei ìti, asumptwtik�, oi diorj¸seic eÐnai tetragwnikèc wc proc to
m koc tou plègmatoc. Oi timèc tou β gia tic opoÐec ikanopoieÐtai h prohgoÔmenh exÐswsh
lème ìti eÐnai sthn klimakwt  perioq .

Prokeimènou oi mèjodoi pou perigr�yame parap�nw na eÐnai apotelesmatikèc
to sÔsthma ja prèpei na eÐnai sth swst  kat�stash. Gia par�deigma, gia mikrì ìgko,
mporeÐ na aÐrontai oi periorismoÐ kai ètsi ta arijmhtik� dedomèna pou ex�gontai na mhn
sumfwnoÔn me aut� tou �peirou ìgkou. 'Omoia, to ìrio pou antistoiqeÐ se isqur  sÔzeuxh
sto lattice, dhlad  β → 0, eÐnai isqur� sundedemèno me qarakthristik� ofeilìmena sth
diakritopoÐhsh. Oi idiìthtec tou orÐou thc isqur c sÔzeuxhc, ìpwc h Ôparxh periorism¸n
kai to peperasmèno tou q�smatoc m�zac, den eÐnai aparaÐthta sundedemènec me to suneqèc
thc jewrÐac. Prokeimènou na diereunhjeÐ h perioq  me suzeÔxeic analutik� sundedemènec me
to suneqèc ìrio, oi prosomoi¸seic prèpei na gÐnontai se timèc sÔzeuxhc kat� ’t Hooft sto
lattice, λ0 mikrìterec apì thn krÐsimh tim  pou antistoiqeÐ sth met�bash proc to kajest¸c
isqur c sÔzeuxhc [210].

H SU(N) Yang-Miils jewrÐa dunamik� dhmiourgeÐ mia klÐmaka. To sunolikì
fusikì f�sma mporeÐ na ekfrasteÐ se ìrouc aut c thc klÐmakac. 'Etsi, prokeimènou na
sugkrÐnoume ousiwd¸c jewrÐec diaforetikoÔ N, h klÐmaka prèpei na fixaristeÐ. Aut  mpo-
reÐ gia par�deigma na eÐnai h èntash thc qord c σ   h jermokrasÐa apodèsmeushc TC . 'Otan
h epilog  gÐnei, ta epiqeir mata gia meg�lo N problèpoun th diakÔmansh se s'qesh me to
N, ìlwn twn �llwn posot twn sqetik¸n me ta upèrujra dunamik�. Sugkekrimèna, e�n mia
kal� orismènh jewrÐa gia meg�lo N up�rqei, ìlec oi fasmatikèc posìthtec ja prèpei na
èqoun èna peperasmèno ìrio sto meg�lo N. Gia th jewrÐa diataraq¸n, anamènoume ìti oi
megalÔterec diorj¸seic gia meg�lo N eÐnai t�xhc 1/N2 gia thn jewrÐa bajmÐdac kai t�xhc
1/N gia th jewrÐa twn dunamik¸n fermionÐwn. Me to Ðdio skeptikì, h eggÔthta thc SU(3)
sthn SU(N) shmaÐnei ìti h seir� sugklÐnei gia N = 3. Epiplèon, h prosèggish gia meg�-
lo N eÐnai qr simh sthn perigraf  thc QCD ìtan gia mia ekten  lÐsta antikeimènwn, mia
apodekt  prosèggish mporeÐ na epiteuqjeÐ krat¸ntac mìno touc megalÔterouc ìrouc, me
thn poiìthta twn proseggÐsewn na belti¸netai susthmatik� ìtan ìroi megalÔterhc t�xhc
prosjètontai. Na shmeiwjeÐ ìti sto ìrio gia meg�lo N h posìthta me thn opoÐa gÐnetai h
sÔgkrish metaxÔ twn jewri¸n me diaforetikì arijmì qrwm�twn N den èqei shmasÐa. Dia-
foretikèc posìthtec mporeÐ na epire�zontai apì diaforetikèc diorj¸seic gia peperasmèno
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N me diaforetikì trìpo, all� k�je mia apì autèc telik� katal gei se polÔ sugkekrimènh
tim  sto ìrio N →∞.

'Ena �llo shmantikì z thma pou parousi�zetai, eÐnai kat� pìson to suneqèc ìrio
kai to ìrio gia meg�lo N enall�ssontai. Genik� h enallag  twn dÔo aut¸n orÐwn [211],
mporeÐ na mhn eÐnai tetrimmènh [212, 213], eidik� e�n up�rqei èna set bajm¸n eleujerÐac
twn opoÐwn o arijmìc den aux�netai me to N, all� èqei isqur  epÐdrash sta dunamik�
gia k�je peperasmèno N. Wstìso stic jewrÐec bajmÐdac pou mac endiafèroun ta dÔo ìria
enall�ssontai [214, 215]. Me �lla lìgia, an jèloume na melet soume th jewrÐa gia �peiro
N, mporoÔme eÐte na p�roume pr¸ta to ìrio tou suneqoÔc gia sugkekrimèno N kai met� to
ìrio gia meg�lo N,   na p�roume to ìrio gia meg�lo N se sugkekrimèno m koc α kai met�
to suneqèc ìrio. Sthn teleutaÐa prosèggish, to m koc tou plègmatoc paramènei stajerì
gia di�fora N mèsw thc prosomoÐwshc twn diaforetik¸n jewri¸n gia to β ètsi ¸ste h
tim  thc fusik c posìthtac (p.q. h t�sh thc qord c   h krÐsimh jermokrasÐa), na èqei
mÐa prokajorismènh tim  se timèc tou m kouc tou plègmatoc α. Parìti h qrhsimopoÐhsh
tou orÐou gia meg�lo-N se stajerì m koc plègmatoc eÐnai èna endi�meso b ma proc thn
kateÔjunsh thc suneqoÔc fusik c gia meg�lo N, mporeÐ wstìso na apodeiqjeÐ qr simh
gia upologismoÔc pou eÐnai idiaÐtera apaithtikoÐ apì upologistik c pleur�c.
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Kef�laio 3

ParagontopoÐhsh, exis¸seic brìqwn kai omoiìthtec sto me-
g�lo N

Ektìc apì tic fainomenologikèc periplokèc kai touc susqetismoÔc me th jewrÐa
qord¸n pou suzht same sto kef�laio 1, oi jewrÐec pedÐou gia meg�lo-N kai ta statistik�
montèla parousi�zoun pollèc perissìterec majhmatikèc idiìthtec. Oi anamenìmenec timèc
twn fusik¸n telest¸n paragontopoioÔntai mèqri tic diorj¸seic t�xhc O(1/N), dec par�-
grafo (3.1), pou upodhl¸noun mia analogÐa me to klassikì ìrio thc kbantik c jewrÐac
(par�grafoc 3.2) kai upodhl¸nei thn katapÐesh twn diakum�nsewn gia N → ∞. Autì o-
dhgeÐ sthn upìjesh ìti to dunamikì gia meg�lo N mporeÐ na kajorÐzetai apì èna kurÐarqo
pedÐo, par�grafoc (3.3). Oi idiìthtec thc paragontopoÐhshc dhl¸noun epÐshc ìti mporeÐ na
kataskeuasteÐ èna kleistì sÔsthma exis¸sewn, gia tic anamenìmenec timèc twn bajmwt¸n
analloÐwtwn telest¸n, k�ti pou parousi�zetai sthn par�grafo (3.4). Gia ton formalismì
sto lattice thc jewrÐac Y ang−Mills oi Eguchi kaiKawai anak�luyan ìti autèc oi exis¸-
seic apokalÔptoun thn anexarthsÐa tou ìgkou thc jewrÐac sto meg�lo-N, ètsi ¸ste, ston
tetradi�stato q¸ro h jewrÐa mporeÐ na surriknwjeÐ se èna sugkentrwtikì montèlo apote-
loÔmeno apì mìno tèsseric pÐnakec, par�grafoc (3.5), upì thn proôpìjesh na diathreÐtai
h kentrik  summetrÐa. Aut  h teleutaÐa proôpìjesh den ikanopoieÐtai gia asjen  sÔzeuxh,
an kai diaforopoi seic tou arqikoÔ montèlou èqoun protajeÐ. MetaxÔ aut¸n, h aposbè-
nousa (3.6) kai h elissìmenh (3.7) èkdosh tou montèlou Egushi − Kawai, h genÐkeus 
thc me dunamik� suzug  fermiìnia (par�grafoc 3.8),   me diploÔ Ðqnouc paramorf¸seic
thc dr�shc Y ang −Mills par�grafoc (3.9). Akìma ja suzht soume mia prosèggish pou
ekmetalleÔetai thn merik  meÐwsh tou ìgkou sto montèlo Eguchi−Kawai, mèqri tou mi-
krìterou dunatoÔ q¸rou tou lattice gia ton opoÐo diathreÐtai h kentrik  summetrÐa, (3.10).
Sthn par�grafo (3.11) ja doÔme pwc di�forec antistoiqÐec metaxÔ diaforetik¸n jewri¸n
meg�lou N mporoÔn na proseggistoÔn me ìrouc isodunami¸n metaxÔ orbifolds.

3.1 ParagontopoÐhsh

Pollèc apì tic majhmatikèc aplopoi seic pou qarakthrÐzoun tic jewrÐec pedÐou
kai ta statistik� montèla pou sqetÐzontai me autèc, gÐnontai �mesa fanerèc apì touc sun-
diastikoÔc kanìnec twn upologism¸n gia meg�lo-N. Sugkekrimèna, ston upologismì twn
anamenìmenwn tim¸n twn proðìntwn twn bajmwt�-analloÐwtwn telest¸n Oi stic jewrÐec
bajmÐdac gia meg�lo N, autì upodhl¸nei ìti oi kurÐarqec suneisforèc proèrqontai apì
asÔndetouc ìrouc. Autì ofeÐletai sto gegonìc ìti sundèontai me to mègisto arijmì iqn¸n
qr¸matoc, kai �ra me to mègisto arijmì anex�rthtwn deikt¸n qr¸matoc pou ajroÐzontai:

〈O1O2〉 = 〈O1〉〈O2〉+O(1/N). (105)
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H parap�nw exÐswsh deÐqnei ìti to meg�lo N parousi�zei omoiìthtec me dÔo
diaforetik� ìria sth kbantik  jewrÐa pedÐou. Apì thn �llh pleur�, mporeÐ na jewrhjeÐ
wc jermodunamikì ìrio, gia par�deigma se èna sÔsthma pou qarakthrÐzetai apì to m koc
susqètishc, en¸ h exÐswsh (105) eÐnai an�logh me to nèfoc aposÔnjeshc statistik�, pou
dÐnei diorj¸seic t�xhc èwc O(1/V ).

3.2 Mia perigraf  me ìrouc klassik c mhqanik c tou orÐou
gia meg�lo N

'Opwc eÐnai gnwstì, èna klassikì sÔsthma anaptÔssetai kat� monadikì trì-
po sto ìrio ~ → 0 thc kbantik c jewrÐac, ìtan melet�me th sumperifor� sth b�sh twn
sundedemènwn katast�sewn. H teleutaÐa morf  mÐac uperpl rhc b�shc, pou epitrèpei na
gr�youme ìlouc touc telestèc apokleistik� me touc ìrouc twn diag¸niwn stoiqeÐwn touc,
kai na èqoume aposbènousec epikalÔyeic sto ìrio ~ → 0. MazÐ autèc oi dÔo idiìthtec
odhgoÔn sthn paragontopoÐhsh twn anamenìmenwn tim¸n twn proðìntwn twn telest¸n, kai
gÐnetai saf c h nteterministik  fÔsh tou orÐou, apì to gegonìc ìti gia ~ → 0 oi sunde-
demènec katast�seic qarakthrÐzontai apì tautìqrona aposbènousec abebaiìthtec gia tic
sundedemènec metablhtèc. Se autì to ìrio, o klassikìc q¸roc twn f�sewn mporeÐ na
orÐzetai wc to manifold (pollaplìthta), twn suntetagmènwn pou qarakthrÐzoun diafore-
tikèc sundedemènec katast�seic. H Qamiltonian  (gia thn akrÐbeia, to set twn diag¸niwn
stoiqeÐwn twn pin�kwn, pou apokaleÐtai kai -sÔmbolo-, sth b�sh twn sunaf¸n katast�-
sewn), mporeÐ na kajoristeÐ sto klassikì thc antÐstoiqo (pou elaqistopoieÐtai apì tic
lÔseic twn klassik¸n exis¸sewn kÐnhshc), kai h klassik  lagkranzian  lamb�netai apì
to metasqhmatismì Lez�ntr.

Aut  h kataskeu  mporeÐ na epanalhfjeÐ gia to meg�lo-N genikeÔontac thn
om�da Heisenberg se èna kat�llhlo sunafèc sÔnolo, kataskeuasmèno apì kat�llhlec
suntetagmènec kai ormèc. Epilègontac èna sunafèc sÔnolo gia k�je tim  tou N ètsi ¸ste
na eÐnai amoibaÐa ta stoiqeÐa tou sto q¸ro Hilbert HN thc antÐstoiqhc jewrÐac, kai mia
kat�stash anafor�c |0〉N , mporoÔme na kataskeu�soume ìlec tic sundedemènec katast�seic
|a〉N wc par�gontec tou sunafoÔc sunìlou sto |0〉N . H sunj kh thc amoibaiìthtac mac
epitrèpei na ekfr�soume k�je telest  sa grammikì sundiasmì twn stoiqeÐwn tou sunafoÔc
sunìlou. Gia tic bajmwtèc jewrÐec, to sunafèc sÔnolo par�getai apì brìqouc Wilson,
pijanìn me thn eisagwg  kai qrwmohlektik¸n pedÐwn.

Jewr¸ntac ìti h allhlepÐdrash metaxÔ twn grammik¸n telest¸n stoHN kai twn
-sumbìlwn- touc stic sunafeÐc katast�seic eÐnai èna proc èna, mporoÔme na jewr soume
touc telestèc ON thc opoÐac oi par�gontec sth b�sh twn sunaf¸n katast�sewn èqoun
èna omalì ìrio sto meg�lo N:

∃ lim
N→∞

〈a|O|β〉N
〈a|β〉N

(106)
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kai eisag�goun mia sqèsh isodunamÐac an�mesa stic sunafeÐc katast�seic, |a〉 ∼ |β〉, pou
kajorÐzetai apì thn proôpìjesh ìti, gia ìlouc touc telestèc pou ikanopoioÔn thn proh-
goÔmenh exÐswsh, lamb�noume:

lim
N→∞

(〈a|O|a〉N − 〈β|O|β〉N) = 0. (107)

E�n ekprìswpoi diakrit¸n isodÔnamwn katast�sewn pou kajorÐzontai apì aut  th sqèsh
èqoun ekjetik� elattoÔmenec epikalÔyeic gia N →∞, kai an o telest c H/N ikanopoieÐ
thn exÐswsh (106), tìte mporeÐ na deiqjeÐ ìti, gia N →∞, h arqik  jewrÐa surrikn¸netai
sth jewrÐa thc klassik c mhqanik c pou kajorÐzetai sth suzug  troqi� tou sunafoÔc
sunìlou, kai h H/N tÐnei sthn antÐstoiqh klassik  Ermitian .

Parìti h sullogistik  aut c thc paragr�fou deÐqnei ìti eÐnai dunatì na kata-
skeuasteÐ mia kat�llhlh apeikìnish thc kbantik c jewrÐac gia meg�lo N se èna sÔsthma
klassik c mhqanik c, eÐnai shmantikì na shmeiwjeÐ ìti, genik�, autì den upodhl¸nei ìti ta
basik� pedÐa thc kbantik c jewrÐac gia meg�lo N, perigr�fontai apì tic klasikèc exis¸seic
kÐnhshc pou prokÔptoun apì th lagkranzian  puknìthta. O lìgoc eÐnai ìti to paragìmeno
sunarthsiakì tou sust matoc parousi�zei èna ekjetikì, pou dèqetai suneisforèc t�xhc
O(N2), ìqi mìno gia th dr�sh, all� kai gia to mètro, exaitÐac thc olokl rwshc p�nw se
O(N2) bajmoÔc eleujerÐac twn bajmwt¸n pedÐwn [216].

3.3 AnexarthsÐa qwroqrìnou kai kÔrio pedÐo

H kataskeu  pou skiagrafeÐtai apì p�nw, mporeÐ na qrhsimopoihjeÐ gia na bre-
jeÐ mia monadik  lÔsh sto meg�lo N gia sugkekrimènec kathgorÐec montèlwn [217, 218],
all� ìqi gia tic pio endiafèrousec peript¸seic bajmwt¸n jewri¸n, me thn exaÐresh twn
mono-plegmatik¸n plegm�twn. Parìti h teleutaÐa aut  perÐptwsh deÐqnei par�doxh apì
fusik c pleur�c, faÐnetai ìti oi idiìthtec paragontopoÐhshc pou ekfr�zontai apì thn e-
xÐswsh (105) èqoun pijanèc periplokèc lìgw thc qwroqronik c ex�rthshc apì th jewrÐa
tou meg�lou N. Gia O1 = O2 h ex. (105) deÐqnei ìti oi kbantikèc diataraqèc katapièzon-
tai sto meg�lo N sunep¸c eÐnai logikì na anamènoume ìti, gia N → ∞, h olokl rwsh
diadrom¸n kuriarqeÐtai apì mÐa eniaÐa diamìrfwsh (  pio sunhjèstera , bajmwt  troqi�).
Autì ermhneÔthke wc klassikì pedÐo apì ton Witten kai argìtera baptÐsthke ”kurÐarqo
pedÐo” apì ton Coleman.

3.4 Exis¸seic brìqwn

H qwroqronik  ex�rthsh apì to kurÐarqo pedÐo, sqetÐzetai me thn paragontopoÐ-
hsh tou meg�lou N gia tic anamenìmenec timèc twn proðìntwn twn bajmwt� analloÐwtwn
telest¸n, pou ekfr�zetai apì thn ex. (105). 'Allh shmantik  sunèpeia thc Ðdiac exÐsw-
shc, eÐnai ìti gia N → ∞, mporoÔme na exag�goume èna kleistì sÔsthma twn exis¸sewn
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Schwinger−Dyson gia tic anamenìmenec timèc twn fusik¸n telest¸n, ìpwc ta Ðqnh twn
brìqwn Wilson mÐac perifèreiac C mÐac jewrÐac bajmÐdac:

1

N
TrW (C) =

1

N
Tr

[
Pexp

(
ig

∮
C

Aaµ(x)dxµ
)]

(108)

(ìpou P ekfr�zei th diadrom -olokl rwshc), pou epitrèpei na epanasqedi�soume th jewrÐa
me èna bajmwt� analloÐwto trìpo [228].

PaÐrnontac thn topik  par�gwgo enìc brìqouWilson se èna shmeÐo, antistoiqeÐ
me thn eisagwg  thc èntashc tou pedÐou se autì to shmeÐo [229]:

δ

δσaβ(x)

1

N
TrW (C) =

i

N
Tr
[
F aβ(x)W (C)

]
. (109)

Dr¸ntac me thn merik  par�gwgo se èna brìqoWilson me thn prosj kh tou topikoÔ tele-
st  O se dedomèno shmeÐo x èqei to apotèlesma na antikajÐstatai to O me th sunalloÐwth
par�gwgo sto x:

∂

∂xµ
1

N
Tr[O(x)W (C)] =

1

N
Tr[(DµO(x))W (C)] , (110)

apì thn �llh pleur� sta sunarthsiak� tÔpou Stoke, h merik  par�gwgoc fj nei gia ìla
ta shmeÐa kat� m koc tou brìqou.

O parap�nw upologismìc tou brìqou mporeÐ na qrhsimopoihjeÐ gia na diaqwri-
stoÔn oi exis¸seic pou perigr�foun to analloÐwto tou parak�tw oloklhr¸matoc:

∫
DA 1

N
Tr(T aW (C))exp

(
i

∫
dtd3xL

)
, (111)

ìpou wc basikì shmeÐo tou brìqou C lamb�netai to χ, dhlad  h T a eis�getai sto shmeÐo
x k�tw apì touc suntelestèc tou bajmwtoÔ pedÐou, Abµ. Kat� thn sustol  twn deikt¸n
qr¸matoc sÔmfwna me tic tautìthtec Fierz thc �lgebrac qr¸matoc, odhgoÔmeste sthn
exÐswsh:

∂µ
δ

δσµσ(x)
〈 1

N
TrW (C)〉 = λ

∮
dyνδ(D)(x−y)

[
〈 1

N2
TrW (Cx,y)TrW (Cy,x)〉 −

1

N2
〈 1

N
TrW (C)〉

]
,

(112)
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ìpou Cx,y kai Cy,x upodhl¸noun dÔo sumplhrwmatik� tm mata tou brìqou C.
H exÐswsh (112) isqÔei gia k�je tim  tou N, wstìso den eÐnai kleist  exÐswsh

sto q¸ro twn brìqwn, giatÐ genik�, to proðìn twn iqn¸n pou emfanÐzontai sto dexÐ mèloc
den eÐnai grammikìc sundiasmìc twn aploÔ Ðqnouc brìqwn twn telest¸n. Sto ìrio tou
meg�lou N wstìso, h paragontopoÐhsh mac epitrèpei na gr�youme autoÔc touc ìrouc wc
proðìn twn anamenìmenwn tim¸n dÔo aploÔ Ðqnouc telest¸n, kai na aporrÐyoume ton te-
leutaÐo ìro wc amelhtèo, odhgoÔmenoi sthn exÐswsh:

∂µ
δ

δσµσ(x)
〈 1

N
TrW (C)〉 = λ

∮
dyνδ(D)(x−y)〈 1

N
TrW (Cx,y)〉〈

1

N
TrW (Cy,x)〉+O(1/N2) ,

(113)

pou eÐnai mÐa kleist  exÐswsh sto q¸ro twn brìqwn.
H exÐswsh (113) eÐnai mÐa gewmetrik  exÐswsh me shmantik  epÐdrash. Sugkekri-

mèna, h kataskeu  miac periodik c lÔshc, xekin¸ntac apì thn epèktash tou kat�-diadrom 
brìqou Wilson W (C) se mÐa seir� kuklik� diatagmènwn sunart sewn Green, anapar�gei
to set twn epÐpedwn diagramm�twn pou dÐnoun tic mh fj nousec suneisforèc sth W (C)
sto ìrio gia meg�lo N.

Sto mh-diataragmèno ìrio, mia rht  lÔsh thc (113) den mporeÐ na brejeÐ [230],
akìmh kai gia thn perÐptwsh twn asumptwtik� meg�lwn brìqwn h prokÔptousa gia thn
ex. (113) t�sh qord c den mporeÐ na upologisteÐ. H Nambu − Goto mpozonik  dr�sh
sto string [231, 232] pou perigr�fei brìqouc Wilson me ìrouc diataragmènwn epifanei¸n,
me mÐa dr�sh an�logh thc epif�nei�c touc, pou  tan mÐa upoy fia jewrÐa qord¸n gia thn
”upèrujrh QCD” apì th dekaetÐa tou '70 [233, 234, 235], den eÐnai sumbat  me thn ex.
(113). Tèloc mia lÔsh thc ex. (113) paÐrnei th morf  tou fermionikoÔ pedÐou gia th je-
wrÐa qord¸n, perigr�fontac ta dunamik� gia shmeiak� spinoriak� pedÐa Majorana sthn
epif�neia pou oriojeteÐtai apì to brìqo.

3.5 To montèlo Eguchi-Kawai

An�logec exis¸seic me thn (113) mporoÔn na kataskeuastoÔn sto lattice [236,
237, 238]. Autì od ghse touc Eguchi kaiKawai na anakalÔyoun thn idiìthta thc meÐwshc
ìgkou [239], pou an oi aparaÐthtec sunj kec ikanopoioÔntai, parèqei mia saf  ulopoÐhsh
thc qwroqronik c anexarthsÐac gia meg�lo N pou upodhl¸netai kai apì thn idèa tou
analloÐwtou kÔriou pedÐou. H diatÔpwsh thc meÐwshc EK eÐnai ìti an:

1. h paragontopoÐhsh twn anamenìmenwn tim¸n sto kenì twn fusik¸n telest¸n thc
exÐswshc (105) isqÔei kai

2. h genik  ZN kentrik  summetrÐa tou sust matoc (blèpe kai par�grafo 1.5) gia k�je
mÐa apì tic tèsseric EukleÐdiec diast�seic de sp�ei stigmiaÐa,
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tìte oi exis¸seic Schwinger−Dyson pou ikanopoioÔntai apì tic anamenìmenec timèc sto
kenì twn brìqwn Wilson sthn SU(N) jewrÐa Y ang −Mills gia meg�lo-N sto lattice,
eÐnai anex�rthtec apì ton fusikì uperq¸ro tou sust matoc. San apotèlesma, jewr¸ntac
ìti autèc oi exis¸seic èqoun mia monadik  lÔsh, kai oi fusikèc posìthtec thc jewrÐac
eÐnai anex�rthtec apì ton uperq¸ro tou sust matoc. Na shmeiwjeÐ ìti h deÔterh sunj kh
pou anafèrjhke phg�zei apì to gegonìc ìti, exaitÐac thc analloiwsimìthtac bajmÐdac, oi
anamenìmenec timèc gia tic anoiktèc grammèc Wilson, gia peperasmèno m koc, sb noun sth
jewrÐa meg�lou ìgkou, en¸ sthn jewrÐa elattoÔmenou q¸rou, e�n to grammikì mègejoc
tou sust matoc isoÔtai me to mègejoc thc gramm c, gÐnontai amelhtèa mìno ìtan h genik 
kentrik  summetrÐa ZN (h opoÐa tÐnei sthn U(1)4 sto ìrio N →∞) diathreÐtai.

Wc sunèpeia, e�n oi anwtèrw sunj kec ikanopoioÔntai, mporoÔme na melet soume
th jewrÐa plègmatoc gia meg�lo N, aplopoi¸ntac thn se èna montèlo plègmatoc aploÔ-
shmeÐou, dhlad  se èna montèlo tess�rwn mìno pin�kwn Uµ pou perigr�foun tic par�llhlec
metaforèc stic tèsseric eukleÐdiec qwroqronikèc kateujÔnseic. H shmasÐa aut c thc pa-
rat rhshc eÐnai ìti e�n dÔo sunj kec ikanopoioÔntai, tìte to gegonìc thc anexarthsÐac
tou ìgkou thc jewrÐac mporeÐ na epitrèyei th melèth twn mh-diataragmènwn dunamik¸n
analutik�. Autì epitugq�netai mèsw thc meÐwshc twn exis¸sewn thc kbantik c jewrÐac
pedÐou se èna peperasmèno qwroqrìno, sthn exÐswsh thc jewrÐac periorismènh se èna aplì
shmeÐo, dhlad  sthn exÐswsh Schrodinger thc klassik c kbantomhqanik c [240].

3.6 Aposbènousa orm  kai to aposbènwn montèlo Eguchi-
Kawai

Parìti moi�zei mia elkustik  idèa, apì thn arq  ègine katanohtì ìti h el�ttwsh
ìgkou gia thn apl  jewrÐa Y ang −Mills an�mesa sta plaÐsia thc aujentik c prìtashc
twn EK den mporeÐ na doulèyei. O lìgoc eÐnai h apotuqÐa thc deÔterhc aparaÐththc pro-
ôpìjeshc pou paratÐjetai parap�nw. Mei¸nontac to mègejoc tou plègmatoc, h kentrik 
summetrÐa sp�ei aujìrmhta, toul�qiston stic suzeÔxeic pou eÐnai sqetikèc me to suneqèc
ìrio. Autì mporeÐ na faneÐ sto ìrio thc jewrÐac diataraq¸n: DeÐqnei tic idiotimèc twn
pin�kwn Uµ sto montèlo Eguchi−Kawai wc exp(iθaµ) me 1 ≤ a ≤ N , to dunamikì aploÔ
brìqou pou prokÔptei apì tic f�seic θaµ apodeiknÔetai ìti eÐnai kalì gia ìlec tic qwroqro-
nikèc diast�seic D > 2, odhg¸ntac se aujìrmhto sp�simo thc kentrik c summetrÐac.

Mia pr¸th pijan  lÔsh gia thn diat rhsh thc kentrik c summetrÐac èqei protajeÐ
[241], to aposbènon montèlo Eguchi-Kawai. To montèlo autì basÐzetai sthn idèa tou
upologismoÔ twn anamenìmenwn tim¸n sto periorismèno montèlo se stajerèc timèc twn
θaµ, kai met� brÐskontac èna mèsw p�nw se autèc tic timèc, sÔmfwna me thn kat�llhlh
katanom  pijanìthtac gia ta θaµ, pou epilègetai me tètoio trìpo ¸ste h kentrik  summetrÐa
na epanèrqetai rht�.

O trìpoc me ton opoÐo h anexarthsÐa tou ìgkou mporeÐ na prokÔyei sto EK
montèlo, o trìpoc me ton opoÐo apotugq�nei exaitÐac tou aujìrmhtou spasÐmatoc thc ken-
trik c summetrÐac, kai o trìpoc pou to prìblhma lÔnetai (sto ìrio twn diataraq¸n) sto
aposbènon montèlo, mporoÔn na gÐnoun katanoht� mèsw miac kat�llhlhc qartogr�fhshc
twn bajm¸n eleujerÐac pou sundèontai me tèsseric diaforetikèc ormèc, sthn aujentik 
epÐpedh jewrÐa gia meg�lo ìgko, se kataqwr seic pin�kwn tou mentèlou aploÔ shmeÐou
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[242-246]. Autì sthrÐzetai sthn akìloujh parat rhsh: gia mia genik  jewrÐa -eÐte gia thn
genik  eÐte gia thn bajmwt  analloiwsimìthta thc U(N)- (me pedÐa di�stashc 2 thc om�-
dac ìpwc p.q. h suzug c apeikìnish), oi jemeli¸deic grammèc enìc genikoÔ diagr�mmatoc
Feynman pou ekfr�zontai se mÐa èkfrash dipl c-gramm c eÐnai kleistèc kai mh-tèmnousec.
'Etsi, h diat rhsh thc orm c se k�je koruf  tou diagr�mmatoc ikanopoieÐtai autìmata e�n
sundèsoume mÐa genik  tetraorm  paµ se k�je jemeli¸dh gramm , kai h orm  pou dÐnetai apì
ton diadìth se sqèsh me touc deÐktec antÐjethc dieÔjunshc a kai β prokÔptei paβµ = paµ−pbµ.
Mèsw aut c thc parat rhshc, mporeÐ na deiqjeÐ ìti, antikajist¸ntac k�je ìro thc i∂µ
sthn arqik  dr�sh thc suneqoÔc jewrÐac me th suzug  dr�sh tou pÐnaka:

Pµ = diag(p1
µ, p

2
µ, . . . , p

N
µ ) , (114)

  antÐstoiqa antikajist¸ntac ton telest  exp(a∂µ) me exp(ia[Pµ, ∗]) sth jewrÐa lattice,
mporoÔme na p�roume touc diadìtec pou eÐnai isodÔnamoi me autoÔc thc arqik c jewrÐac
[247, 248]. Aut  h mèjodoc, pou onom�zetai ”mèjodoc aposbènousac orm c”, metakineÐ
thn ex�rthsh tou qwroqrìnou tou arqikoÔ pÐnaka pedÐou apì th jewrÐa, metatrèpontac th
dr�sh thc arqik c jewrÐac se sun�rthsh enìc stajeroÔ pÐnaka kai twn diag¸niwn pin�kwn
Pµ, ètsi ¸ste wc par�deigma oi anamenìmenec timèc sto kenì thc O mporoÔn na prokÔyoun
upologÐzontac pr¸ta thn tim  thc gia dedomènh orm  Pµ kai met� oloklhr¸nontac p�nw
sthn katanom  twn Pµ. H jewrÐa pou prokÔptei apì th diadikasÐa thc aposbènousac orm c
èqei to Ðdio epÐpedo ìrio ìpwc h aujentik  jewrÐa, toul�qiston gia k�je peperasmènh t�xh
thc jewrÐac diataraq¸n [249].

Tautopoi¸ntac k�je i∂µ me ton antÐstoiqo pÐnaka Pµ ìpwc prokÔptei apì thn e-
xÐswsh (114), efarmìzontac ta b mata thc aposbènousac orm c, antistoiq¸ntac thn om�da
twn qwroqronik¸n antistoiq sewn se ìrouc bajm¸n eleujerÐac thc diag¸niac upoom�dac
U(1)N thc U(N), tìso gia th genik  ìso kai gia th bajmwt  summetrÐa.

Gia th bajmwt  jewrÐa, periorÐzontac thn prosoq  mac sthn apl  jewrÐa Y ang−
Mills, h diadikasÐa thc aposbènousac orm c eÐnai:

Aµ(x) = exp(iPνx
ν)Aµ exp(−iPνxν), iDµ → Pµ + Aµ , (115)

ìtan efarmìsoume to formalismì tou plègmatoc, qrhsimopoi¸ntac Dµ = exp(iaPµ) mac
dÐnei:

S̄(Uµ, Pµ) =
2N

λ

∑
1≤a<β≤4

ReTr[UaDaUβDβ(UaDa)
†(UβDβ)†] , (116)

ìpou me antikat�stash twn metablht¸n Ua → UaD
†
a eÐnai isodÔnamh me to montèloEguchi−

Kawai:
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S̄(Uµ, Pµ) =
2N

λ

∑
1≤a<β≤4

ReTr(UaUβU
†
aU
†
β . (117)

Oi klasikèc lÔseic pou elaqistopoioÔn to S̄ eÐnai diag¸nia monadiaÐoi pÐnakec.
H sun�rthsh epimerismoÔ kai oi anamenìmenec timèc thc aujentik c jewrÐac plèg-

matoc, lamb�nontai upologÐzontac tic antÐstoiqec posìthtec sto montèlo pou perigr�fetai
apì thn exÐswsh (117), gia sugkekrimèna Pµ kai met� upologÐzontac p�nw sthn katanom 
twn Dµ. PaÐrnontac to teleutaÐo b ma eÐnai kalì na ekfr�soume to mètro thc olokl -
rwshc Haar gia k�je Dµ se ìrouc twn idiotim¸n exp(iapkµ), pou dÐnoun thn diakrÐnousa
V andermonde ∆(Dµ):

dDµ =
N∏
k=1

dpkµ
2π

∏
1≤β<c≤N

sin2

(
pbµ − pcµ

2
a

)
=

N∏
k=1

dpkµ
2π

∆(Dµ) (118)

ìpou sthn perÐptwsh thc SU(N), oi f�seic twn idiotim¸n k�je pÐnaka Dµ periorÐzontai
sto �jroisma enìc akeraÐou pollaplasÐou tou 2π. Ta dunamik� tou montèlou EK sthn
perÐptwsh thc asjenoÔc sÔzeuxhc mporoÔn na melethjoÔn mèsw tou fainomènou twn kban-
tik¸n diataraq¸n gÔrw apì thn klasik  lÔsh upologismènh sthn pr¸th t�xh thc jewrÐac
diataraq¸n. Autì apaiteÐ mia kat�llhlh rÔjmish thc bajmÐdac kai thc antÐstoiqhc dia-
krÐnousac Faddeev − Popov, ètsi ¸ste to mètro tou oloklhr¸matoc twn Dµ na gÐnetai
an�logo thc èkfrashc:

D∏
µ=1

N∏
k=1

dpkµ
2π

exp

(
−(D − 2)

∑
1≤b<c≤N

ln

[
D∑
ν=1

sin2

(
pbν − pcν

2
a

)])
(119)

H exÐswsh (119) deÐqnei ìti h omoiìmorfh katanom  twn paµ eÐnai amet�blhth posìthta tou
ekjetikoÔ kai antistoiqeÐ sto el�qisto tou statistikoÔ b�rouc gia D > 2. Wc sunèpeia
autoÔ, oi kbantikèc diakum�nseic odhgoÔn sto sp�simo twn paµ kai sunep¸c, sto aujìrmh-
to sp�simo thc kentrik c summetrÐac, pou me th seir� thc akur¸nei thn antistoiqÐa tou
meiwmènou montèlou sth jewrÐa tou meg�lou-ìgkou.

'Enac dunatìc trìpoc na apofeuqjeÐ to aujìrmhto sp�simo thc summetrÐac, gÐ-
netai me thn tropopoÐhsh tou mètrou thc olokl rwshc twn Uµ ètsi ¸ste h ex�rthsh apì
ta Pµ na ekmhdenÐzetai. 'Eqei epÐshc protajeÐ na gÐnetai to Ðdio mèsw thc apaÐthshc oi
idiotimèc thc sunalloÐwthc UµDµ sto plègma na eÐnai Ðsh me aut  thc Dµ gia k�je µ, mèsw
tou periorismoÔ:

UµDµ = VµDµV
†
µ , (120)

62



pou eÐnai bajmwt�-analloÐwth èkfrash. Autì odhgeÐ sto oloklhrwtikì mètro:

∏
µ

dUµdVµ∆(Dµ)δ(UµDµ − VµDµV
†
µ ), (121)

pou perilamb�nei olokl rwsh p�nw se ìlouc touc bajmoÔc eleujerÐac tou monadiaÐou pÐ-
naka Vµ pou apeikonÐzei to Dµ sto UµDµ. All�zontac Uµ → UµD

†
µ, h olokl rwsh p�nw

sta Uµ mporeÐ na gÐnei �mesa, odhg¸ntac sthn akìloujh dr�sh:

S̄ =
2N

λ

∑
1≤a<β≤4

ReTr
[
VaDaV

†
a VβDβV

†
β VaD

†
aV
†
a VβD

†
βV
†
β

]
, (122)

tèloc apomènei h olokl rwsh p�nw sta paµ me mia omoiìmorfh katanom  gia na katal xoume
sto telikì EK montèlo. 'Etsi sto epÐpedo twn diataraq¸n to apotèlesma twn bajmwt�
analloÐwtwn periorism¸n thc exÐswshc (120), eÐnai na antikajist� to mh-omoiìmorfo b�roc
gia ta paµ tou arqikoÔ montèlou thc exÐswshc (119), pou prokaleÐ to aujìrmhto sp�simo
thc kentrik c summetrÐac, me mia omoiìmorfh katanom  gia ta paµ pou epanafèrei rht� thn
kentrik  summetrÐa.

Parìti oi arqikoÐ upologismoÐ èdwsan endeÐxeic epibebai¸nontac thn apotelesma-
tikìthta thc meÐwshc tou ìgkou sthn aposbènousa mèjodo EK kai sth mh-diataragmènh
perioq , autèc oi parathr seic aporrÐfjhkan prìsfata apì leptomereÐc ergasÐec. O ana-
lutikìc mhqanismìc pou eujÔnetai gia thn apotuqÐa thc meÐwshc tou ìgkou sto aposbènon
montèlo Eguchi − Kawai prokÔptei apì thn melèth thc exÐswshc (120), pou paÐzei èna
shmantikì rìlo sto montèlo, ìtan ekfr�zetai gia ta nèa Uµ thc exÐswshc (122), paÐrnei
th morf  aposÔnjeshc twn pin�kwn Uµ, Uµ = VµDµV

†
µ .

H krÐsimh parat rhsh thc teleutaÐac èkfrashc eÐnai ìti diorj¸nei tic idiotimèc
twn Uµ pin�kwn mèqri tou shmeÐou twn metajèsewn. Genik�, diamorf¸seic tou meiwmènou
montèlou, ìpou idiotimèc twn Uµ pou diafèroun mìno lìgw twn metajèsewn, dÐnoun dia-
foretikèc timèc gia thn aplopoihmènh dr�sh thc exÐswshc (122). 'Etsi, e�n oi dunamikèc
diataraqèc twn Vµ mporoÔn na prokalèsoun fainìmena sÔraggac metaxÔ twn diamorf¸sewn,
to aposbènwn sÔsthma epilègei tic energeiak� pio sumfèrousec diamorf¸seic, eis�gwntac
mh-tetrimmènec susqetÐseic metaxÔ twn Uµ kat� m koc diaforetik¸n kateujÔnsewn, kai
odhgoÔn sth mh-omoiìmorfh deigmatolhyÐa thc glouonik c orm c.

To fainìmeno pou perigr�fhke apì p�nw, parathreÐtai sthn pr�xh. Gia dedomènh
sÔzeuxh up�rqoun diamorf¸seic metaxÔ twn metajèsewn twn idiotim¸n, twn opoÐwn to e-
nergeiakì kìstoc den aux�netai sto ìrio N →∞. H sunj kh paragontopoÐhshc, pou eÐnai
aparaÐthth gia th meÐwsh tou ìgkou, genik� parabi�zetai upì thn parousÐa diorj¸sewn
metaxÔ twn Uµ se diaforetikèc kateujÔnseic. Autì faÐnetai jewr¸ntac gia par�deigma
grammèc Wilson thc morf c:

Maβ = (1/N)Tr(UaUβ) µε a 6= β , (123)
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twn opoÐwn h morf  se mÐa tupik  sugkekrimènhc orm c diamìrfwsh eÐnai ènac sÔnjetoc
arijmìc me mètro O(1) kai me genik , exart¸menh apì thn orm , f�sh. O mèsoc ìroc twn
tim¸n twn orm¸n, < Maβ > genik� exafanÐzetai, en¸ h < MaβM

†
aβ sthn opoÐa h exart¸-

menh apì thn orm  f�sh bgaÐnei èxw, paramènei peperasmènh.

3.7 To periplegmèno montèlo Eguchi-Kawai

MÐa diaforetik  ekdoq  tou montèlou EK prot�jhke apì touc Gonzalez −
Arroyo kai Okawa, to periplegmèno montèlo EK [251, 252]. Aut  h prìtash basÐzetai
sthn parat rhsh ìti h sumperifor� sth jewrÐa diataraq¸n tou montèlou EK mporeÐ na
�retai, me trìpo pou apokleÐei to aujìrmhto sp�simo thc kentrik c summetrÐac, all�zontac
tic sunoriakèc sunj kec me kat�llhlh allag  twn ìrwn zaβ [253, 254].

An�loga me to aposbènon montèlo, to periplegmèno montèlo mporeÐ na ekfrasteÐ
se morf  anex�rthth tou ìgkou. Autì gÐnetai me thn perigraf  tou sunìlou twn qwro-
qronik¸n metafr�sewn thc arqik c jewrÐac me ìrouc thc Abelian c upoom�dac SU(N). H
basik  parat rhsh eÐnai ìti, gia mia jewrÐa pedÐwn se mÐa apeikìnish thc om�dac pou eÐnai
�sqeth me th dr�sh twn kentrik¸n metasqhmatism¸n, ìpwc h antÐstrofh apeikìnish, eÐnai
pijanì na apeikonÐzontai ekfr�seic ston D-di�stato qwroqrìno me ìrouc SU(N) pin�kwn
me mhdenikì Ðqnoc, pou ikanopoioÔn thn ′tHooft−Weyl �lgebra:

ΓβΓa = zaβΓaΓβ = exp(2πinaβ/N)ΓaΓβ, a, β ∈ 1, 2, . . . D (124)

ìpou to naβ eÐnai antisummetrikìc pÐnakac DxD, ta stoiqeÐa tou opoÐou eÐnai akèraia upì-
loipa tou N. Enall�ssontac mìno mèqri èna stoiqeÐo thc kentrik c om�dac. Xekin¸ntac
apì èna formalismì sto lattice thc jewrÐac Y anh−Mills, to periplegmèno montèlo EK
mporeÐ na prokÔyei kajorÐzontac ta akìlouja proðìnta twn qord¸n twn pin�kwn Γa se
k�je jèsh x:

V (x) =
∏
µ

Γxµµ , (125)

antikajist¸ntac to Uµ(x) me:

Uµ(x)→ V (x)UµV
†(x) (126)
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kai katìpin me allag  twn metablht¸n: Uµ → UµΓ†µ. Ta piì p�nw, odhgoÔn se dr�sh thc
morf c:

STEK = −N
λ

∑
1≤a<β≤4

[zaβTr(UaUβU
†
aU
†
β) +H.c.]. (127)

Gia kat�llhlec epilogèc twn paragìntwn zaβ dÔnatai na apodeiqjeÐ ìti, sto epÐpedo twn
diataraq¸n, to montèlo pou perigr�fetai apì thn exÐswsh (127) ikanopoieÐ tic exis¸seic
Schwinger − Dyson wc h jewrÐa pou prosdiorÐzetai se ènan �peiro ìgko, sto ìrio gia
meg�lo N. Sugkekrimèna, kaj¸c h klasik  lÔsh dÐnetai apì thn Ua = Γa, sto ìrio thc
asjenoÔc sÔzeuxhc mia anoikt  gramm  Wilson apì èna arqikì se èna genikì shmeÐo x
kumaÐnetai gÔrw apì to V (x). MporeÐ na apodeiqjeÐ ìti gia k�je dÔo pÐnakec SU(N) pou
ikanopoioÔn thn (124) me periplegmèno par�gonta di�foro thc mon�dac, èqoun mhdenikì
Ðqnoc. K�nontac qr sh autoÔ, mporoÔme na deÐxoume ìti mia ikan  sunj kh gia ta Ðqnh
twn anoikt¸n gramm¸n Wilson sto aplopoihmèno montèlo, prokeimènou na exafanÐzontai,
eÐnai ta V (x) na enall�ssontai gia ìla ta Γa. 'Etsi gia th jewrÐa sto plègma peperasmè-
nou ìgkou, oi mìnec anoiktèc grammèc Wilson twn opoÐwn ta Ðqnh mporoÔn na èqoun mia
mh-aposbènousa anamenìmenh tim , eÐnai autèc pou strèfontai gÔrw apì to lattice ìpwc
oi brìqoi Polyakov. H teleutaÐa sunj kh sunep¸c katal gei sthn:

xanaβ/N ∈ Z. (128)

Ston tetradi�stato qwroqrìno mia apl  lÔsh gia thn perÐptwsh ìpou to N
eÐnai tèleio tetr�gwno (N = L2, L ∈ N0) dÐnetai apì mia summetrik  strof : naβ = L
gia ìla ta a < β. Autì apokalÔptei ìti, genik�,diorj¸seic peperasmènou-N sto peri-
plegmèno montèlo EK mporoÔn na jewrhjoÔn wc diorj¸seic peperasmènou ìgkou, me ton
tetradi�stato ìgko na anaptÔssetai an�loga me to L4 = N2.

E�n oi sunj kec pou eggu¸ntai thn isodunamÐa metaxÔ tou periplegmènou montè-
lou Eguchi−Kawai kai thc jewrÐac pou kajorÐzetai sto plègma peperasmènou meg�lou
ìgkou ikanopoioÔntai, oi anamenìmenec timèc sundèontai me autèc thc jewrÐac kai me tic su-
noriakèc sunj kec kat� profan  trìpo. Gia par�deigma oi anamenìmenec timèc twn brìqwn
Wilson miac perioq c A sto epÐpedo (a, β) pollaplasi�zontai apl� kat� ènan par�gonta
zAa,β.

Gia thn aploÔsterh summetrik  perièlixh oi klasikèc lÔseic tou periplegmènou
montèlou eÐnai thc morf c Ua = Γa, ìpou ta Γa eÐnai set apì D NxN eidikoÔc monadiaÐ-
ouc pÐnakec mhdenikoÔ Ðqnouc pou ikanopoioÔn thn exÐswsh (124). Autèc oi diamorf¸seic
antistoiqoÔn sto olikì el�qisto pou mporeÐ na p�rei h dr�sh thc sqèshc (127) kai ètsi
lègontai ”apo-periplegmènec” diamorf¸seic [255, 256]]. Stic dÔo qwroqronikèc diast�seic
oi pÐnakec Γa mporoÔn na anagnwristoÔn me thn ”metatìpish”:
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SN =


0 1 0 0 · · ·
0 0 1 0 · · ·
0 0 0 1 · · ·
· · · · · · · · · · · · · · ·
1 0 0 0 · · ·

 (129)

kai th ”strof ”:


1 0 0 0 · · ·
0 ω 0 0 · · ·
0 0 ω2 0 · · ·
0 0 0 ω3 · · ·
· · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · 0 ωN−1

 , oπoυ ω = exp(2πi/N), (130)

Oi dÔo autoÐ pÐnakec ikanopoioÔn th mikr  �lgebra ’t Hooft:

SNCN = exp(2πi/N)CNSN . (131)

Stic tèsseric diast�seic an�logoi pÐnakec mporoÔn na proèljoun apì touc tanu-
stèc pou prokÔptoun apì touc parap�nw pÐnakec, paÐrnontac N na eÐnai tèleio tetr�gwno
(N = L2) kai all�zontac to deÐkth N me L:

Γa = C
δa,1
L S

δa,2
L ⊗ Cδa,3

L S
δa,4
L . (132)

Mia susthmatik  katagraf  twn lÔsewn dÐnetai apì ton vanBaal [257, 258] kai deÐqnei
thn Ôparxh mh tetrimmènwn sqhmatism¸n pou mporoÔn na diathroÔntai kai sto meg�lo N.

H katanom  twn idiotim¸n twn pin�kwn Uµ gia polÔ isqur  sÔzeuxh eÐnai omoiì-
morfh gia ton kÔklo thc summetrÐac U(1), ètsi h kentrik  summetrÐa den sp�ei se autì
to ìrio. Sto antÐjeto ìrio o sqhmatismìc pou antistoiqeÐ sthn klasik  lÔsh eÐnai anal-
loÐwtoc gia ZL ⊂ ZN . Sa sunèpeia, oi anamenìmenec timèc gia touc tèsseric brìqouc
Polyakov sto periplegmèno ìrio EK exasjenoÔn tìso sthn isqur  sÔzeuxh ìso kai sto
klasikì ìrio. Gia na gÐnei safèc pwc to suneqèc ìrio proseggÐzetai, èna pr¸thc t�xhc
asjenoÔc-sÔzeuxhc an�ptugma gÔrw apì thn apo-periplegmènh lÔsh apokalÔptei ìti, pa-
rìti oi diadìtec sumpÐptoun me autoÔc thc jewrÐac plègmatoc, oi korufèc ephre�zontai
genik� apì par�gontec sqetikoÔc me thn orm  kai h olik  f�sh enìc dedomènou diagr�mma-
toc sqetÐzetai me th di�taxh k�je skèlouc. Sto ìrio gia meg�lo N autì odhgeÐ se isqurèc
talant¸seic pou katapièzoun th suneisfor� ìlwn twn epÐpedwn diagramm�twn.
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Mh-diataragmènec melètecMonteCarlo tou peplegmènou montèlou EK gÐnontai
apì th dekaetÐa tou 1980 gia th jewrÐa Y ang−Mills ston tetradi�stato q¸ro. Autèc oi
melètec parèqoun arijmhtikèc endeÐxeic ìti to montèlo, me thn apl  summetrik  periplok 
pou perigr�fhke parap�nw, orj� perigr�fei th fusik  thc jewrÐac meg�lou N gia meg�lo
ìgko, kai parousi�zei apotelèsmata gia posìthtec ìpwc h TC/ΛL, h jermokrasÐa ape-
leujèrwshc exefrasmènh se mon�dec thc paramètrou Λ tou plègmatoc. Poiì prìsfatec
ergasÐec deÐqnoun wstìso ìti parìti h kentrik  summetrÐa sto periplegmèno montèlo EK
diathreÐtai, tìso sto ìrio thc asjenoÔc ìso kai sto ìrio thc isqur c sÔzeuxhc, odhgeÐtai
se aujìrmhto sp�simo se endi�mesec timèc sÔzeuxhc kai to f�sma twn tim¸n sÔzeuxhc gia
tic opoÐec autì sumbaÐnei megal¸nei an�loga tou N , duskoleÔontac ètsi th melèth thc
fusik c sto suneqèc ìrio gia meg�lo N . To aujìrmhto sp�simo thc kentrik c summetrÐac
stic endi�mesec timèc sÔzeuxhc ofeÐletai sth metastaj  kat�stash tou sust matoc pou
qarakthrÐzetai apì th diakÔmansh twn pedÐwn gÔrw apì sqhmatismoÔc pou odhgoÔn sto
sp�simo thc kentrik c summetrÐac kai enisqÔontai ìlo kai perissìtero gia N →∞.

Sq ma 5: Mia sÔgkrish twn apotelesm�twn twn prosomoi¸sewn tou peplegmènou mo-
ntèlou EK me ton kat�llhlo formalismì gia thn perièlixh (pr�sinoc sumbolismìc), me
prosomoi¸seic sto plègma gia meg�lo ìgko, me ton klasikì formalismì thc jewrÐac, pa-
raleÐpontac tic idiìthtec pou eÐnai anex�rthtec tou ìgkou (kìkkinoc sumbolismìc), kai h
antÐstoiqh proèktas  touc wc sun�rthsh tou arijmoÔ qr¸matoc (mple gramm ). H po-
sìthta pou apeikonÐzetai eÐnai o lìgoc, proekteinìmenoc sto suneqèc ìrio, metaxÔ thc
paramètrou ΛQCD sto M̄S, kai h tetragwnik  rÐza thc t�shc thc qord c.
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Mia pijan  lÔsh sto prìblhma prot�jhke prìsfata [259]. H idèa eÐnai na jè-
soume th suneisfor� thc dr�shc twn sqhmatism¸n pou odhgoÔn se sp�simo thc kentrik c
summetrÐac t�xhc O(N2), p�nw apì touc sqhmatismoÔc pou apo-plèkoun to montèlo, all�-
zontac thn perièlixh se: naβ = kL gia ìla ta a < β, me k = O(L) (sugkekrimèna k > L/4).
Melètec gia to mh diataragmèno montèlo tou periplegmènou EK èqoun odhg sei prìsfata
se kal� apotelèsmata, ìpwc autì pou faÐnetai sto parap�nw sq ma, sto opoÐo h tim  thc
t�shc thc qord c, dhlad  h asumptwtik  klÐsh tou egkleiìmenou dunamikoÔ stic meg�lec
apost�seic, ex�getai apì prosomoi¸seic se aut  th nèa èkdosh tou peplegmènou montè-
lou EK se N = 841, kai proektÐnetai kat�llhla sto suneqèc ìrio. Sugkrinìmeno me
mia sumbatik  melèth sto lattice gia meg�lo ìgko, to apotèlesma thc prosomoÐwshc tou
peplegmènou montèlou EK eÐnai sunepèc ìtan gÐnei h antÐstoiqh proèktash tou teleutaÐou.

Wstìso, arijmhtikèc melètec pou meletoÔn epÐshc thn perÐptwsh tou peripleg-
mènou tanust  n = O(N) katal goun ìti h krÐsimh tim  thc sÔzeuxhc ’t Hooft, k�tw apì
thn opoÐa h kentrik  summetrÐa sp�ei aujìrmhta, tÐnei sto mhdèn an�loga me ton ìro 1/N .
An�loga apotelèsmata prokÔptoun e�n qrhsimopoihjeÐ peplegmènoc tanust c thc morf c
k = (L+1)/2. 'Allec arijmhtikèc melètec gia to periplegmèno montèlo EK perilamb�noun
th melèth thc jewrÐac Y ang −Mills stic treÐc qwrikèc diast�seic se peperasmèno ìgko
kai upì thn parousÐa qrwmomagnhtik c ro c pou ekfr�zetai mèsw perièlixhc prokeimènou
na melethjeÐ h allhlepÐdrash tou meg�lou N sto mègejoc tou sust matoc.

3.8 El�ttwsh tou ìgkou me suzug  fermiìnia

MÐa diaforetik  mèjodoc gia th diat rhsh thc kentrik c summetrÐac sto montèlo
EK pou èqei protajeÐ sth bibliografÐa, apoteleÐtai apì thn tropopoÐhsh thc jewrÐac me
thn prosj kh mia oi perissìterc geÔseic dunamik¸n �mazwn Majorana fermionÐwn sthn
suzug  apeikìnish thc bajmwt c om�dac, kai me periodikèc sunoriakèc sunj kec. 'Otan
h jewrÐa sumpukn¸netai se èna mikrì qwrikì tìro m kouc R, ènac diataragmènoc upo-
logismìc tou apotelesmatikoÔ dunamikoÔ Veff gia tic f�seic twn idiotim¸n exp(iθa) thc
gramm c Polyakov kat� aut  thn kateÔjunsh deÐqnei ìti h epÐdrash twn fermionÐwn mpo-
reÐ na antistajmÐsei touc ìrouc tou spasÐmatoc thc summetrÐac pou proèrqontai apì ta
gluìnia [260, 261]:

Veff (θ) =
2(nf − 1)

π2R4

∞∑
n=1

1

n4

∣∣∣∣∣
N∑
a=1

exp(inθa)

∣∣∣∣∣
2

=
π2(nf − 1)

45R4

N∑
a=1

N∑
b=1

{
1− 15

8π4
[π2 − f 2(θa − θb)]2

}
(133)

ìpou f(x) = (xmod 2π)− π. Sto aplopoihmèno montèlo EK (nf = 0), to el�qisto duna-
mikì epitugq�netai ìtan o ìroc metaxÔ twn agkul¸n, pou eÐnai jetikìc kaj¸c |f(x)| ≤ π
gia k�je x, gÐnetai amelhtèoc. Autì metafr�zetai sthn perÐptwsh pou ìlec oi idiotimèc ka-
tal goun sthn Ðdia tim , sumberilambanomènou tou aujìrmhtou spasÐmatoc thc kentrik c
summetrÐac. Apì thn �llh, sthn perÐptwsh ìpou nf = 1 pou metafr�zetai se upersum-
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metrik  jewrÐa Y ang −Mills me N = 1, me th mèjodo twn diataraq¸n mporeÐ na brejeÐ
to dunamikì gia thn perÐptwsh enìc epÐpedou brìqou. En¸ gia 1 ≤ nf ≤ 6 h sumperÐ-
lhyh suzug¸n fermionÐwn sth jewrÐa èqei wc apotèlesma na protimoÔntai ta ken� aut�
gia ta opoÐa h kentrik  summetrÐa diathreÐtai. An�logoc formalismìc up�rqei kai gia thn
perÐptwsh ìpou dÔo   perissìterec kateuj nseic sumpukn¸nontai se ènan tìro.

Mia shmantik  uf  twn jewri¸n bajmÐdac pou sundi�zontai me ta suzug  fermiì-
nia me periodikèc sunoriakèc sunj kec par�llhla miac mikr c qwrik c kateÔjunshc eÐnai
ìti dÐnoun k�poion analutikì èlegqo p�nw se fainìmena ìpwc o periorismìc kai to sp�simo
thc qeiralik c summetrÐac.

Parìti h eisagwg  twn suzug¸n fermionÐwn se èna montèlo QCD mporeÐ na
faneÐ teqnit , prèpei na shmeiwjeÐ ìti, gia meg�lo N, h analogÐa thc polu-pollaplìthtac
(orientifold) susqetÐzei thn QCD me suzug  fermiìnia me thn QCD me fermiìnia Dirac, se
summetrik  kai antisummetrik  apeikìnish [262-265]. Dedomènou ìti sthn pragmatikìthta
ta pedÐa kou�rk eÐnai sth jemeli¸dh perigraf  thc SU(3), pou eÐnai isodÔnamh me mia
diparametrik  antisummetrik  apeikìnish, h teleutaÐa jewrÐa mporeÐ na jewrhjeÐ wc fusik 
genÐkeush thc QCD gia meg�lo N. Na shmeiwjeÐ ìti h melèth gia to aposbènon montèlo sto
plègma gia th sqèsh thc polu-pollaplìthtac èqei deÐxei ìti oi m�zec twn dianusmatik¸n
mesonÐwn pou antistoiqoÔn se kou�rk diaforetik¸n anaparast�sewn tÐnoun se sumbatèc
timèc sto qeiralikì ìrio kai to meg�lo-N, se sumfwnÐa me tic jewrhtikèc prosdokÐec.

Pollèc ergasÐec meletoÔn to montèlo EK me suzug  fermiìnia tìso analutik�
ìso kai arijmhtik� [266-275]. Ta apotelèsmata twn pio prìsfatwn mh diataragmènwn me-
let¸n me mejìdouc prosomoÐwshc sto lattice deÐqnoun ìti h meÐwsh ìgkou sto montèlo me
suzug  fermiìnia leitourgeÐ sÔmfwna me th jewrÐa tìso gia nf = 1 ìso kai gia nf = 2
geÔseic Dirac. ErgasÐec èqoun d¸sei arijmhtikèc endeÐxeic ìti gia thn perÐptwsh twn dÔ-
o geÔsewn h kentrik  summetrÐa diathreÐtai, gia èna peperasmèno f�sma maz¸n mon rwn
qu�rk, p�nw se èna di�sthma suzeÔxewn pou deÐqnei na ektÐnetai mèqri to suneqèc f�sma
sq ma (6). AfoÔ apodeÐqjhke ìti h el�ttwsh tou ìgkou sto montèlo EK gia ta suzug 
fermiìnia douleÔei, to epìmeno b ma eÐnai na faneÐ pìso apodotikèc apì upologistik c
skopi�c eÐnai autèc oi arijmhtikèc proseggÐseic.

3.9 El�ttwsh tou ìgkou stic jewrÐec Yang-Mills me para-
morf¸seic diploÔ-Ðqnouc

Mia sqetik  parallag  tou montèlou EK èqei protajeÐ [276] kai odhgeÐ se èna
aploÔ-brìqou dunamikì thc morf c thc exÐswshc (133) me to na tropopoieÐ th sunhjismè-
nh dr�sh Yang-Mills prosjètontac ìrouc sto Ðqnoc twn brìqwn Polyakov, me kat�llhla
epilegmènouc jetikoÔc suntelestèc pou pièzoun th shmasÐa thc kentrik c summetrÐac ka-
targ¸ntac k�poiouc sqhmatismoÔc twn diadrom¸n olokl rwshc. 'Ena pleonèkthma aut c
thc prosèggishc eÐnai ìti mac epitrèpei na mei¸soume ton arijmì twn aujaÐretwn mege-
j¸n tou sust matoc. Gia par�deigma prokeimènou na diathrhjeÐ h kentrik  summetrÐa ìtan
mìno mÐa kateÔjunsh gÐnetai sumpag c, o paramorfwsiakìc ìroc prèpei na eÐnai thc morf c:
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∑
~x

bN/2c∑
n=1

an|tr(Ln(~x))|2 (134)

ìpou h �jroish gÐnetai p�nw sta shmeÐa tou uperepÐpedou pou eÐnai orjog¸nio sthn sum-
pagopoihmènh dieÔjunsh, kai pio sÔnjetec paramorf¸seic, pou perilamb�noun proðìnta
brìqwn apì diaforetikèc dieujÔnseic, mporoÔn na prostejoÔn, ìtan dÔo   perissìterec
kateujÔnseic sumpukn¸nontai se mikr� megèjh. Oi paramorfwsiakoÐ ìroi kajorÐzoun epÐ-
shc tic anamenìmenec timèc twn parathrhsÐmwn, wstìso anamènetai ìti autì gÐnetai mìno
mèsw O(1/N) diorj¸sewn, oi opoÐec gÐnontai amelhtèec sto ìrio gia meg�lo N.
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Sq ma 6: Prosomoi¸seic sto plègma jewri¸n bajmÐdac gia meg�lo N me nf = 1 kai nf = 2

geÔseic dunamik¸n suzug¸n fermionÐwn se mikrì ìgko ston opoÐo h kentrik  summetrÐa diathreÐtai

gia èna eur  f�sma maz¸n kou�rk, twn opoÐwn to eÔroc paramènei peperasmèno sto suneqèc ìrio.

Sto di�gramma apeikonÐzontai oi summetrÐec se diaforetikèc perioqèc tou q¸rou twn paramètrwn

prosomoÐwshc. Sugkekrimèna, oi perioqèc stic opoÐec h kentrik  summetrÐa diathreÐtai kai stic

tèsseric diast�seic sumbolÐzontai me Z4
N . H posìthta ston k�jeto �xona (b) eÐnai h antÐstrofh

thc apl c sÔzeuxhc ’t Hooft sto lattice, ètsi ¸ste exaitÐac thc asumptwtik c eleujerÐac, to

suneqèc ìrio lamb�netai paÐrnontac b → ∞, en¸ h perioq  pou antistoiqeÐ se mikrèc timèc tou b

eÐnai h perioq  isqur c sÔzeuxhc thc jewrÐac bajmÐdac. H posìthta ston orizìntio �xona (k) eÐnai

h par�metroc prosomoÐwshc pou sqetÐzetai me thn fermionik  m�za: Sugkekrimèna, h teleutaÐa

apeirÐzetai gia k = 0 pou antistoiqeÐ sthn apl  jewrÐa Yang-Mills, en¸ mei¸netai ìtan to k

aux�netai sth skiagrafhmènh perioq , fj�nontac sto mhdèn gia thn krÐsimh tim  kc. To di�gramma

pou basÐzetai se plhroforÐa pou lamb�netai apì prosomoi¸seic me nf = 2 dunamik� kou�rk sth

suzug  anapar�stash sthn om�da bajmÐdac gia mikrì ìgko, mac deÐqnei ìti, upì thn parousÐa

dunamik¸n suzug¸n fermionÐwn, to aujìrmhto sp�simo thc kentrik c summetrÐac anastèlletai,

gia èna arket� meg�lo eÔroc maz¸n kou�rk, se mÐa perioq  pou ekteÐnetai èwc to suneqèc ìrio.
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3.10 Merik  apomeÐwsh tou ìgkou

Mia diaforetik  prosèggish eÐnai h meÐwsh tou megèjouc tou plègmatoc se mÐa
el�qisth tim  gia thn opoÐa h kentrik  summetrÐa diathreÐtai. Autì eÐnai efiktì kaj¸c
to krÐsimo mègejoc lc sto opoÐo h summetrÐa sp�ei aujìrmhta eÐnai fusik  posìthta me
peperasmèno, mh mhdenikì ìrio gia N → ∞. Gia autì to lìgo, me aut  thn prosèggish
mporoÔme na epitÔqoume mìno merik  apomeÐwsh tou ìgkou kai o arijmìc twn metablht¸n
tou plègmatoc aux�netai an�loga tou ìrou (1/a)D, ìpou to m koc tou plègmatoc a teÐnei
sto mhdèn gia na proseggÐsei to suneqèc ìrio. 'Ena pleonèkthma aut c thc mejìdou eÐnai
ìti den sthrÐzetai se k�poio ”trick”, tou opoÐou h egkurìthta mporeÐ na �retai sto m 
diataragmèno epÐpedo, kai epiprìsjeta h aploðkìtht� tou mac epitrèpei na to melet soume
arijmhtik�.

Sugkekrimèna, akolouj¸ntac aut  thn prosèggish [277] faÐnetai ìti, gia tris-
di�stato qwroqrìno oi suneisforèc twn idiotim¸n gia touc brìqouc Wilson kai Polyakov
sumfwnoÔn gia proswmoi¸seic se plègma meg�lou ìgkou kai se elafr� apomeiwmèno plèg-
ma. H an�lush thc tetradi�stathc perÐptwshc apaiteÐ th melèth tou diagr�mmatoc f�shc
thc jewrÐac lattice, exefrasmènh wc sun�rthsh tou megèjouc tou plègmatoc se fusikèc
mon�dec. Autì upodeiknÔei thn Ôparxh mÐac plhjìrac metasqhmatism¸n pou katal goun
sto diadoqikì sp�simo twn kentik¸n summetri¸n gia mÐa, dÔo, treÐc kai telik� gia to sÔno-
lo tou tetradi�statou qwroqrìnou. Aut  h an�lush kajorÐzetai epanakanonikopoi¸ntac
touc brìqouc me kat�llhlh diadikasÐa, gia na p�roume èna kal� kajorismèno suneqèc ì-
rio. Par�llhla me autèc tic melètec èqei melethjeÐ kai h qeiralik  summetrÐa [278, 279].
Ta apotelèsmata èdeixan thn apotelesmatikìthta thc teqnik c thc apomeÐwshc ìgkou sto
meg�lo N . Gia peperasmèna plègmata grammik c epèktashc megalÔterhc apì lc h qeiralik 
summetrÐa sp�ei aujìrmhta kai to qeiralikì sumpÔknwma emfanÐzetai, aney�rthto apì to
mègejoc tou plègmatoc. Tèloc, èna sÔnolo dhmosieÔsewn afor� th melèth tou dunami-
koÔ kai thn t�sh thc qord c sthn prosèggish thc merik c apomeÐwshc tou ìgkou [280,
281, 282]. Sugkekrimèna, ta apotelèsmata gia thn tetradi�stath perÐptwsh, faÐnontai sto
sq ma (7). To di�gramma apeikonÐzei thn sumperifor� tou egkleiìmenou dunamikoÔ V wc
sun�rthsh thc apìstashc r, ìpou oi arijmhtikèc timèc gia tic dÔo posìthtec apodÐdontai
se timèc tou b matoc tou plègmatoc a, ìpwc proèkuye apì proswmoi¸seic me N = 47
se antÐstrofh sÔzeuxh t’ Hooft b = 0.348 me mègejoc plègmatoc L = 6a proc ìlec tic
kateujÔnseic. To mègejoc tou plègmatoc den eÐnai meg�lo all� eÐnai eparkèc gia na dia-
thr sei thn kentrik  summetrÐa. To dunamikì, pou upologÐzetai gia 9 b mata plègmatoc,
dhlad  gia 1.5 forèc to mègejoc tou plègmatoc, deÐqnei thn sumperifor� pou anamènetai
gia meg�lo ìgko.

3.11 Omoiìthtec thc anexarthsÐac ìgkou kai tou meg�lou
N gia probolèc se orbifolds

'Eqontac  dh suzht sei pwc h antistoiqÐa EK metaxÔ twn jewri¸n pou kajorÐ-
zontai gia diaforetikoÔc qwroqronikoÔc ìgkouc, anadÔetai sto meg�lo N, t¸ra ja suzht -
soume thn antistoiqÐa aut  sto eurÔtero plaÐsio thc genikìterhc kl�shc twn isodunami¸n
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Sq ma 7: Upologismìc tou perikleiìmenou dunamikoÔ V , wc sun�rthsh thc apìstashc r qrh-

simopoi¸ntac merik  apomeÐwsh tou ìgkou. To di�gramma deÐqnei ta apotelèsmata gia to V me

kìkkinec teleÐec mèqri kai gia ennèa diast mata plègmatoc, dhlad  gia mi�mish forèc to mège-

joc tou plègmatoc (L) pou qrhsimopoi jhke sthn prosomoÐwsh. Mia triparametrik  kampÔlh

qrhsimopoi jhke gia na gÐnei fit twn tim¸n se dunamikì tÔpou Cornell.

an�mesa stic jewrÐec meg�lou N. Di�foroi tÔpoi antistoiqi¸n metaxÔ jewri¸n oi opoÐec
diafèroun gia k�je peperasmènh tim  tou N, all� sugklÐnoun sto ìrio gia meg�lo N, èqoun
 dh anakalufjeÐ apì tic arqèc thc dekaetÐac tou ogdìnta. Wstìso mon�qa thn teleutaÐa
dekaetÐa brèjhkan susthmatikèc mèjodoi gia na kataskeuastoÔn tètoiec isodunamÐec kai o
prosdiorismìc twn antÐstoiqwn sunjhk¸n pou tic ikanopoioÔn.

MÐa apì tic pr¸tec ergasÐec pou anaferìtan sthn ermhneÐa thc apomeÐwshc ìg-
kou EK, stic jewrÐec bajmÐdoc lattice sto meg�lo N me ìrouc aut¸n twn isodunami¸n,
 tan tou Neuberger apì to 2003 [283]. En suneqeÐa akoloÔjhse mÐa seir� �rjrwn apì
touc Kovtun, Poppitz, Unsal kai Yaffe [284-292] twn opoÐwn th logik  ja akolouj sw
ed¸. Gia istorikoÔc lìgouc pou èqoun na k�noun me th jewrÐa qord¸n [293-296], autèc oi
isodunamÐec apokaloÔntai isodunamÐec ”orbifold”. Se autì to plaÐso, mia isodunamÐa orbi-
fold prosdiorÐzetai wc qartogr�fhsh metaxÔ miac ”patrik c” jewrÐac kai miac ”mhtrik c”
jewrÐac, h opoÐa prokÔptei apì thn pr¸th, bg�zontac touc bajmoÔc eleujerÐac pou den
eÐnai analloÐwtoi k�tw apì thn dr�sh mÐac diakrit c kajolik c om�dac summetrÐac. Pio
sugkekrimèna, sto ìrio tou meg�lou N autèc oi isodunamÐec susqetÐzoun tic anamenìme-
nec timèc sto kenì kai tic sunart seic susqètishc mÐac upoom�dac bajmwt� analloÐwtwn
parathr sewn, sth mhtrik  jewrÐa kai sthn patrik  jewrÐa, pijanìn mèqri to epÐpedo thc
epanaðer�rqishc twn suzeÔxewn kai twn paramètrwn ìgkou, dedomènou ìti h genik  summe-
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trÐa thc patrik c jewrÐac pou qrhsimopoieÐtai gia thn kataskeu  thc probol c tou orbifold
den sp�ei aujìrmhta, kaj¸c kai ìti oi pijanèc genikèc summetrÐec thc mhtrik c jewrÐac pou
enall�ssoun touc ìrouc twn bajmwt¸n touc paragìntwn, epÐshc den sp�ne aujìrmhta.

Sto epÐpedo twn diataraq¸n aut  h isodunamÐa basÐzetai sthn parat rhsh ìti ta
epÐpeda diagr�mmata thc patrik c kai thc mhtrik c sump ptoun se ìla ta upìloipa kai ìti
oi genikèc sunart seic susqètishc twn bajmwt� analloÐwtwn telest¸n (apì touc opoÐouc
ex�goume tic fusikèc parathr seic ìpwc h m�za tou f�smatoc) upakoÔoun thn Ðdia om�da
kleist¸n sunart sewn. Gia na epekt noume thn egkurìthta thc antistoiqÐac sto epÐpedo
thc adiat�raqthc melèthc k�poiec ergasÐec epikentr¸jhkan stic U(N) jewrÐec bajmÐdac
(pijanìn se sundiasmì me ns eÐdh èmazwn bajmwt¸n pedÐwn kai nf eÐdh fermionik¸n pedÐwn,
kai ta dÔo sthn antÐstrofh anapar�stash thc bajmwt c om�dac) kanonikopoihmènec sto
plègma kai stic exis¸seic tÔpou Migdal-Makeenko gia bajmwt� analloÐwtouc telestèc oi
opoÐoi mporoÔn na grafoÔn wc Ðqnh kleist¸n brìqwn Wilson. An l�boume arqik� upìyh
thn apl  perÐptwsh Yang-Mills (ns = nf = 0) : kai jewr¸ntac ìti to N den eÐnai pr¸toc
arijmìc ¸ste na mporeÐ na grafeÐ wc N = kn, me k kai n akèraiouc megalÔterouc thc
mon�dac, tìte mporoÔme na eis�goume mÐa probol  tou orbifold sthn upoom�da H = Zk

thc genik c om�dac U(N) twn anex�rthtwn jèshc bajmwt¸n metasqhmatism¸n, apait¸ntac
to genikì pedÐo Φ thc patrik c jewrÐac na eÐnai analloÐwto k�tw apì ton metasqhmatismì:

Φ→ γΦγ−1 , (135)

ìpou:

γ = Ω⊗ 1n, Ω = diag(1, ω, ω2, . . . , ωk−1), ω = exp(2πı/k). (136)

H kataskeu  mporeÐ eÔkola na genikeujeÐ gia èna orbifold sthn upoom�da Zdk e�n N = kdn,
eis�gwntac d pÐnakec γa kai apait¸ntac h diakÔmansh tou Φ k�tw apì touc metasqhma-
tismoÔc thc ex. (136), gia k�je γa xeqwrist�. Ulik� pedÐa mporoÔn epÐshc na sumperi-
lhfjoÔn me �meso trìpo: gia mh-medenikì ns kai/  nf , h genik  summetrÐa thc patrik c
jewrÐac meganjÔnetai sth morf  U(N)⊗ (ns)(nf ), kai k�je ulikì pedÐo mporeÐ na èqei èna
genikì fortÐo ra k�tw apì thn probol  γa, ètsi ¸ste h sunq kh gia to orbifold gÐnetai:

Φ = exp[2πıra(Φ)/k]γaΦγ
−1
a . (137)

K�tw apì aut  thn probol , oi bajmoÐ eleujerÐac thc bajmÐdac thc patrik c jewrÐac
apeikonÐzontai se tmhmatik� diag¸niouc pÐnakec, me kd blok U(n) pin�kwn, kai h bajmwt�

analloÐwth om�da thc mhtrik c jewrÐac na eÐnai U(n)k
d

. H dr�sh thc mhtrik c jewrÐac
mporeÐ na grafeÐ sth morf  mÐac dr�shc enìc klassikoÔ pÐnaka Wilson me �qroish p�nw
sta "shmeÐa� twn Zdk pin�kwn.
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H qartogr�fhsh aut  mporeÐ na epektajeÐ se ìlec tic bajmwt� analloÐwtec
parathr seic thc patrik c jewrÐac, pou eÐnai ”oudèterh” sthn probol  tou orbifold kai,
telik�, mporoÔn na exaqjoÔn oi exis¸seic twn brìqwn apì thn mhtrik  jewrÐa. E�n h
summetrÐa Z

d
k thc mhtrik c jewrÐac den sp�ei aujìrmhta, autèc oi exis¸seic isodunamoÔn

me autèc sthn patrik  jewrÐa, upì thn proôpìjesh ìti h teleutaÐa den sp�ei thn diakrit 
summetrÐa pou qrhsimopoieÐtai sthn probol  tou orbifold. Gia N →∞ autèc oi exis¸seic
gÐnontai èna kleistì sÔnolo exis¸sewn kai sto ìrio isqur c sÔzeuxhc gia thn m�za, mpo-
roÔn na epilujoÔn apì ènan epanalhptikì algìrijmo, pou dhmiourgeÐ to an�ptugma isqur c
sÔzeuxhc gia to plègma meg�lou N twn antÐstoiqwn parathr sewn.

Na shmeiwjeÐ ìti h kataskeu  miac duðkìthtac orbifold, ìpwc perigr�fhke para-
p�nw, parèqei èna apokleistikì par�deigma tou p¸c oi qwroqronik� exart¸menoi bajmoÐ
eleujerÐac thc mhtrik c jewrÐac, mporoÔn na epilujoÔn me thn epèktash twn eswterik¸n
bajm¸n eleujerÐac sthn patrik  jewrÐa.

Qrhsimopoi¸ntac aut� ta ergaleÐa, h egkurìthta thc isodunamÐac twn orbifold,
pou sqetÐzetai me ta epÐpeda ìria thc QCD me èna antÐstrofo fermiìnio Majorana kai
thc QCD me èna fermiìnio Dirac se didi�stath antisummetrik  apeikìnish èqei melethjeÐ
ekten¸c sth bibliografÐa. Sugkekrimèna prokÔptei ìti h isodunamÐa metaxÔ twn dÔo je-
wri¸n mporeÐ na ermhneujeÐ me ìrouc mÐac ”mhtrik c-mhtrik c” isodunamÐac orbifold. Kai
oi dÔo jewrÐec mporoÔn na prokÔyoun apì mÐa koin  patrik  jewrÐa, sugkekrimèna thn
SO(2N)N = 1 upersummetrik  QCD, efarmìzontac probolèc orbifold basismènec se dÔo
diaforetik� sÔnola Z2. Afair¸ntac touc bajmoÔc eleujerÐac pou eÐnai mh analloÐwtec
sto J = ıσ2 ⊗ 1N apodÐdetai h N = 1 upersummetrik  U(N) jewrÐa wc mhtrik , ìpou
mÐa proèktash pou qrhsimopoieÐ mÐa metablht  tou Ðdiou telest , J(−1)F , odhgeÐ sthn
U(N) jewrÐa pou suzeÔetai se èna fermiìnio, se mÐa didi�stath antisummetrik  apeikìnish
thc jewrÐac bajmÐdac. Epiplèon, mporeÐ na shmeiwjeÐ ìti h egkurìthta   mh thc epÐpedhc
isodunamÐac orbifold, eÐnai sten� sundedemènh me thn ulopoÐhsh twn diakrit¸n summetri¸n
pou qrhsimopoioÔntai stic probolèc, exart�tai kajoristik� sta dunamik� kai wc par�deig-
ma èqei apodeiqjeÐ ìti h epÐpedh isodunamÐa orbifold mporeÐ na apotÔqei ìtan oi jewrÐec
sumpukn¸nontai se èna mikrì qwrikì tìro. Autì mporeÐ na melethjeÐ epark¸c me mejìdouc
anaptÔgmatoc asjenoÔc sÔzeuxhc, pou deÐqnoun ìti h sÔzeuxh fortÐou sp�ei aujìrmhta
kai wc sunèpeia h isodunamÐa orbifold apotugq�nei.

'Opwc shmei¸jhke parap�nw, h anexarthsÐa ìgkou thc Egushi-Kawai gia meg�lo
N mporeÐ epÐshc na ermhneujeÐ me ìrouc isodunamÐac orbifold. 'Opwc èqei suzhthjeÐ sthn
bibliografÐa, se aut  thn perÐptwsh, h patrik  jewrÐa pou orÐzetai ac poÔme se ènan D-
di�stato upertoroeidèc grammik c di�stashc L, mporeÐ na qartografhjeÐ sth mhtrik  je-
wrÐa (pou orÐzetai se èna mikrìtero upertoroeidèc megèjouc L′, me L akèraio pollapl�sio
tou L′), bg�zontac ektìc touc bajmoÔc eleujerÐac pou den paramènoun analoÐwtoi, k�tw
apì touc metasqhmatismoÔc tou ZDk apì akèraia pollapl�sia tou L′ se k�je kateÔjunsh  
isodÔnama, apomakrÔnontac touc ìrouc tou metasqhmatismoÔ Fourier pou den kbantÐzontai
se pollapl�sia thc morf c 2π/L′. Autì odhgeÐ se mÐa antistoiqÐa metaxÔ twn jewri¸n
pou orÐzontai se dÔo diaforetik� qwrÐa, kai gia thn patrik  jewrÐa se plègma di�stashc a,
apodÐdei to montèlo EK wc thn antÐstoiqh mhtrik  jewrÐa e�n L′ = a. AntÐstrofa, eÐnai
epÐshc efiktì na qartograf soume mÐa perioq  pou kajorÐzetai se ènan mikrìtero ìgko se
ènan megalÔtero q¸ro. Autì mporeÐ na gÐnei sundèontac k�poiouc apì touc eswterikoÔc
bajmoÔc eleujerÐac thc patrik c jewrÐac me touc qwroqronikoÔc bajmoÔc eleujerÐac thc
mhtrik c jewrÐac. Gia par�deigma, to U(N) montèlo EK me N = kdn mporeÐ na qartogra-
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fhjeÐ wc mia sun jhc jewrÐa Yang-Mills di�stashc U(N) se èna plègma kd, akolouj¸ntac
thn kataskeu  pou skiagraf same kai sthn suz thsh gia tic proekt�seic twn orbifold pou
analogeÐ sthn epibol  enìc set periorism¸n thc morf c:

Ua = exp(2πıδαβ/k)γβUaγ
−1 , (138)

ìpou ta γa prokÔptoun an�loga me thn exÐswsh (136). H dr�sh tou montèlou EK upolo-
gÐzetai katìpin apì th dr�sh thc jewrÐac bajmÐdac sto plègma sto meg�lo ìgko kai oi dÔo
jewrÐec eÐnai isodÔnamec gia ìso h kentrik  summetrÐa den sp�ei aujìrmhta. Epiplèon, h
eisagwg  twn pedÐwn gia thn Ôlh se di�forec anaparast�seic eÐnai epÐshc efikt .

MÐa endiafèrousa efarmog  twn sundedemènwn isodunami¸n eÐnai h dunatìthta
melèthc tou orÐou tou meg�lou N thc QCD me fermiìnia se mÐa di-di�stath summetrik   
antisummetrik  apeikìnish se meg�lo ìgko, pr¸ta qartograf¸ntac aut  th jewrÐa sthn
QCD me antÐstrofa fermiìnia mèsw isodunami¸n orbifold pou diathroÔntai gia meg�lo
ìgko kai en suneqeÐa melet¸ntac thn teleutaÐa jewrÐa se mikrì ìgko qrhsimopoi¸ntac thn
idiìthta ìti, gia antÐstrofh QCD, h isodunamÐa twn orbifold pou sqetÐzetai me thn jewrÐa
se diaforetikoÔc ìgkouc isqÔei se ìlh th diadrom  mèqri ta sust mata apeiroel�qistou
megèjouc.

Oi isodunamÐec twn orbifold pou sqetÐzontai me tic jewrÐec meg�lou N pou ka-
jorÐzontai se sust mata diaforetikoÔ megèjouc, epÐshc parousi�zoun endiafèrousec epi-
pt¸seic sta diagr�mmata f�shc aut¸n twn jewri¸n. Sugkekrimèna, probolèc meÐwshc  
epèktashc tou ìgkou, oi opoÐec all�zoun to mègejoc tou EukleÐdiou sust matoc bajmÐdac
k�ta m koc mìno mÐac kateÔjunshc, aux�noun   mei¸noun th jermokrasÐa tou sust matoc
kat� ènan par�gonta k. E�n h kentrik  summetrÐa den sp�ei aujìrmhta, dhlad  ean to
sÔsthma den brÐsketai sthn dèsmia kat�stash, tìte oi antÐstoiqec fusikèc idiìthtec thc
mhtrik c kai thc patrik c jewrÐac upodhl¸noun ìti, sto meg�lo N, autèc oi idiìthtec pa-
ramènoun anex�rthtec thc jermokrasÐac sthn dèsmia kat�stash. MÐa �llh endiafèrousa
efarmog  twn isodunami¸n sta orbifold wc proc thn melèth twn diagramm�twn f�shc thc
QCD phg�zei apì thn parat rhsh ìti, h isodunamÐa sto meg�lo N twn jewri¸n pou basÐ-
zetai stic monadiaÐec kai orjog¸niec bajmwtèc om�dec mporeÐ na mac epitrèyei na p�roume
plhroforÐec gia ta diagr�mmata f�shc sthn perioq  thc peperasmènhc baruonik c puknì-
thtac, sthn opoÐa oi prosomoi¸seic sto lattice parousi�zoun shmantikèc upologistikèc
duskolÐec [297-304]. Autì gÐnetai qrhsimopoi¸ntac arijmhtikoÔc upologismoÔc gia ton
upologismì twn isodunami¸n, gia tic opoÐec to prìblhma apousi�zei [305-309]. Epiplèon,
autèc oi isodunamÐec mac epitrèpoun na ex�goume endiafèrousec idiìthtec gia to krÐsimo
shmeÐo twn diagramm�twn f�shc kai gia thn t�xh thc qeiralik c summetrÐac gia thn opoÐa
apokajÐstatai h met�bash se �maza kou�rk. Aut  eÐnai pr¸thc   deÔterhc t�xhc, ìtan
sumbaÐnei se krÐsimh jermokrasÐa isodÔnamh   megalÔterh apì thn jermokrasÐa thc mh
dèsmiac met�bashc.
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Sumper�smata

H idèa pou eis gage o ’t Hooft sto seminariakì tou �rjro [1] apodeÐqjhke ìti  -
tane mÐa apì tic plèon paragwgikèc idèec twn teleutaÐwn dekaeti¸n sthn jewrhtik  fusik 
stoiqeiwd¸n swmatidÐwn kai �noixe to drìmo gia ènan arijmì exelÐxewn se di�forec kateu-
jÔnseic. Oi epipt¸seic tou orÐou tou meg�lou N, gia tic mh-abelianèc jewrÐec bajmÐdac,
èqoun melethjeÐ se pedÐa pou ektÐnontai apì th jewrÐa qord¸n mèqri th fainomenologÐa
thc QCD kai se pollèc peript¸seic èqei prosfèrei nèouc tomeÐc èreunac. Par�llhla ìmwc
me aut  thn plhj¸ra exelÐxewn  rje kai h megalÔterh exeidÐkeush kai o katakermatismìc
twn diafìrwn ereunhtik¸n pedÐwn. Akrib¸c gia autì to lìgo h sunolik  epoptÐa twn exe-
lÐxewn gÐnetai ìlo kai pio dÔskolh kai wc ek toÔtou mia sunolik  je¸rhsh twn pragm�twn
stic jewrÐec bajmÐdac meg�lou N ja leitourgoÔse euergetik�.

Kaj¸c anèptussa tic genikèc ptuqèc tou zht matoc sto kef�laio 1 prosp�jh-
sa na embajÔnw stic basikèc idèec kai ta jemeli¸dh fusik� megèjh, qwrÐc na epektaj¸
kat� to dunatìn sto teqnikì tm ma thc suz thshc. Prosp�jhsa loipìn na apod¸sw ta
di�fora zht mata pou eÐnai ereunhtik� energ� me ìso to dunatìn megalÔterh saf nia gnw-
rÐzontac wstìso ìti sthn prosp�jeia aut  mporeÐ na jusÐasa k�ti apì pleur�c akrÐbeiac
  plhrìthtac. K�poiec par�grafoi anafèrjhkan polÔ epigrammatik�   sqedìn kajìlou,
wstìso prosp�jhsa ìpou autì  tan dunatì na parapèmyw ton anagn¸sth sthn antÐstoi-
qh bibliografÐa gia epiplèon an�ptuxh kaj¸c kat� tekm rio arkèsthka na parajèsw tic
basikìterec antiproswpeutikèc peript¸seic.

Apì thn �llh, prosp�jhsa na prosfèrw mia epoptÐa thc paroÔsac kat�stashc
ston tomèa twn jewri¸n plègmatoc, gia tic jewrÐec bajmÐdac sto meg�lo N. 'Opwc faÐnetai
h an�ptuxh thc jewrÐac tou plègmatoc èqei plèon wrim�sei kai apodÐdei karpoÔc se ana-
lutikì ìpwc kai se arijmhtikì epÐpedo kai dÐnei plèon apant seic se plhj¸ra jewrhtik¸n
erwthm�twn. Sto kef�laio 2 prosp�jhsa na eisag�gw ton formalismì tou lattice sth
jewrÐa pedÐou. EkeÐ ekjètontai kai k�poia apì ta pleonekt mata twn upologism¸n sto
lattice ènanti twn klassik¸n proseggÐsewn sto ìrio tou ’t Hooft.

Apì th jewrhtik  skopi�, thn teleutaÐa dekaetÐa èqoun parousiasteÐ polÔ sh-
mantikèc exelÐxeic kai sta jèmata pou sqetÐzontai me thn dhmofil  idèa thc anexarthsÐac
ìgkou sto meg�lo N, idèa gia thn an�ptuxh thc opoÐac èqei gÐnei shmantik  prìodoc wc
proc thn katanìhsh twn katast�sewn asjenoÔc kai isqur c sÔzeuxhc. Tautìqrona ta ma-
jhmatik� ergaleÐa pou aporrèoun apì isodunamÐec orbifold sth jewrÐa qord¸n od ghsan
sthn katanìhsh thc anexarthsÐac tou ìgkou sto meg�lo N kai tic isodunamÐec sto meg�lo
N jewri¸n me diaforetikì perieqìmeno. 'Opwc ègine safèc sto kef�laio 3 k�poiec apì
tic teqnikèc pou anaptÔqjhkan brÐskoun epÐshc praktikèc efarmogèc se k�poia probl -
mata gnwst� men, proseggÐshma ìmwc mìno ìtan aut� metafèrontai sto plègma, ìpwc thc
summetrÐac epÐ paradeÐgmati. 'Iswc h QCD gia peperasmènh puknìthta na eÐnai to epìmeno.

Gia na sunoyÐsoume tic teleutaÐec exelÐxeic sto antikeÐmeno mporoÔme na poÔme
pwc par� to gegonìc ìti ènac shmantikìc arijmìc problhm�twn èqei  dh melethjeÐ, wstì-
so poll� �lla eÐnai akìma anoiqt�. 'Ena �llo gegonìc eÐnai h almat¸dhc an�ptuxh ta
teleutaÐa qrìnia twn upologistik¸n teqnik¸n thc jewrÐac lattice gia thn QCD pou fèrnei
sunèqeia nèa stoiqeÐa sthn epif�neia. Wc ek toÔtou to ereunhtikì antikeÐmeno twn jewri¸n
bajmÐdoc gia meg�lo N sto plègma, deÐqnei na èqei exairetikèc prooptikèc an�ptuxhc.
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