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Abstract

The fundamental role played by black holes in many areas of physics makes it highly important to
explore the nature of their stability. The stability of charged Reissner-Nordstrom black holes to neutral

(gravitational and electromagnetic) perturbations was established almost four decades ago. However,
the stability of these charged black holes under charged perturbations is getting complicated due to
the well-known phenomena of superradiant scattering: A charged scalar field impinging on a charged
Reissner-Nordtrom black hole can be amplified as it scatters off the hole. If the incident field has a non-
zero rest mass, then the mass term effectively works as a mirror, preventing the energy extracted from
the hole from escaping to infinity. One may suspect that superradiant amplification of charged fields by
the charged black hole may lead to an instability of the Reissner-Nordstrom spacetime. In this thesis we
study explicitly the phenomenon and we show that, for charged Reissner-Nordstrom black holes in the
regime (Q/M)

2 ≤ 8/9 the two conditions which are required in order to trigger a possible superradiant
instability namely: the existence of a trapping potential well outside the black hole, and superradiant
amplification of the trapped modes cannot be satisfied simultaneously. Afterward, the two-parameter
charged McVittie solution of the Einstein equations may become very interesting if interpreted as a black
hole. We hope the study of the superradiant scattering from these black holes will serve as a guide for
the exciting developments lying ahead!
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Περίληψη

Ο ϑεµελιώδης ϱόλος των µελανών οπών σε πολλούς κλάδους της ϕυσικής κάνει εξαίρετης σηµασίας την
διερεύνηση της ϕύσης της σταθερότητας τους.Η σταθερότητα µια ϕορτισµένης µαύρης τρύπας Reissner-
Nordstrom µετά από ουδέτερες διαταραχές (ϐαρυτικές και ηλεκτροµαγνητικές) έχει αποδειχθεί σχεδόν
τέσσερις δεκαετίες πριν. Κάτω από ϕορτισµένες διαταραχές τα πράγµατα γίνονται λίγο περίπλοκα, λόγω
γνωστών ϕαινοµένων σκέδασης superradiant. ΄Ενα ϕορτισµένο ϐαθµωτό πεδίο που προσπίπτει σε µια ϕορ-
τισµένη µελανή οπή Reissner-Nordstrom ενισχύεται καθώς σκεδάζεται από αυτήν. Αν το αρχικό πεδίο έχει
µη µηδενική µάζα ηρεµίας τότε η µάζα αυτή λειτουργεί ως ¨καθρέφτης¨ εµποδίζοντας την εξαγωγή ενέργειας
από την µαύρη τρύπα στο άπειρο. Κάποιος µπορεί να υποθέσει ότι η ενίσχυση ϕορτισµένων πεδίων µετά
από αλλεπάλληλες σκεδάσεις από µια ϕορτισµένη µελανή οπή µπορεί να οδηγήσει σε µια ασταθή Reissner-
Nordstrom. Στην εργασία µας, µελετάµε αναλυτικά το ϕαινόµενο και δείχνουµε ότι για µια ϕορτισµένη
µελανή οπή Reissner-Nordstrom στο όριο (Q/M)

2 ≤ 8/9 οι δύο συνθήκες που απαιτούνται για να τεθεί
εις ενέργεια το ϕαινόµενο superradiance δεν µπορούν να ικανοποιούνται ταυτόχρονα (ύπαρξη πηγαδίου
δυναµικού έξω από την µελανή οπή και ενίσχυση του πεδίου που σκεδάζεται από αυτήν). ΄Επειτα η ϕορτι-
σµένη λύση της εξίσωσης Einstein, η McVittie, µπορεί να γίνει πολύ ενδιαφέρουσα αν ερµηνευτεί ως µια
ϕορτισµένη µελανή οπή και η µελέτη του ϕαινοµένου για αυτήν την λύση ελπίζουµε να χρησιµεύσει ως
οδηγός για συναρπαστικές εξελίξεις !
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Κεφάλαιο 1

Μαθηµατικά Εργαλεία

Το ϑεµαλιώδες χαρακτηριστικό της ϑεωρίας του Einstein για τη ϐαρύτητα είναι ότι ο επίπεδος (1+3)διάστατος
χωρόχρονος του Minkowski πρέπει να αντικατασταθεί από έναν καµπύλο χωρόχρονο, και ότι η καµπυλότη-
τα καθίσταται υπεύθυνη για τα ϐαρυτικά ϕαινόµενα. Τα γεγονότα εξακολουθούν να παριστάνονται από
¨σηµεία¨ στον χωρόχρονο, αλλά οι σχέσεις µεταξύ διαφορετικών γεγονότων καθώς και µεταξύ διαφορετικών
αδρανειακών παρατηρητών ϑα αλλάξουν όταν συνυπολογισθεί η καµπυλότητα. Τα συναφή µαθηµατικά είναι
γνωστά ως διαφορική γεωµετρία.Στο κεφάλαιο αυτό, λοιπόν, ϑα παρουσιάσουµε τα µαθηµατικά εργαλεία
της γεωµετρίας σε χώρους που συµβαίνει το ϕαινόµενο που εξετάζουµε. Ο χώρος στον οποίο λαµβάνουν δι-
άφορα ϕαινόµενα µπορεί να οριστεί από µια Πολλαπλότητα. Πολλαπλότητα είναι ο χώρος εκείνος ο οποίος
τοπικά ϕαίνεται να είναι ίδιος µε έναν n−διάστατο Ευκλείδιο χώρο.

1.1 Μετρική

Πάνω σε έναν χώρο µπορούµε να του ορίσουµε την λεγόµενη µετρική. Η µετρική αποτελεί ένα εργαλείο µε
το οποίο µπορούµε να µετράµε πάνω στον χώρο αποστάσεις. Στον ευκλείδειο τρισδιάστατο χώρο ορίζουµε
την απειροστή ποσότητα ως

ds2 = dx2 + dy2 + dz2 (1.1)

Η οποία γράφεται και ως εσωτερικό γινόµενο δυο διαφορικών µέσω της µετρικής

ds2 = gµνdx
µdxν (1.2)

όπου

dxν =

dxdy
dz

 (1.3)

και µε µετρική να ορίζουµε την ποσότητα:

gµν = δµν =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 (1.4)

Προφανώς η µετρική είναι ένας τανυστής τύπου (0, 2). Επίσης µπορούµε να γράψουµε την µετρική σε
σφαιρικές συντεταγµένες κάνοντας τον µετασχηµατισµό:

x = r sin θ cosφ

y = r sin θ sinφ

z = r cos θ (1.5)

Εποµένως το στοιχείο µήκους γίνεται :

ds2 = dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2 (1.6)
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Προφανώς η µετρική παίρνει διαφορετική µορφή από εκείνης σε καρτεσιανές συντεταγµένες , όµως όλες οι
ιδιότητες του χώρου παραµένουν αναλλοίωτες

gµν =

1 0 0
0 r2 0
0 0 r2 sin2 θ

 (1.7)

όπου τώρα

dxν =

drdθ
dφ

 (1.8)

Μπορούµε να ορίσουµε την αντίστροφη µετρική gµν έτσι ώστε να παραµένει αναλλοίωτο το στοιχειώδες
µήκος µε την εξής σχέση:

gµρgρν = δµν (1.9)

όπου δµν το δέλτα του Kronecker.

1.2 Πολλαπλότητα

Η πολλαπλότητα είναι εν γένει η γενίκευση της ιδέας των καµπύλων και των επιφανειών στον Rn. Η
καµπύλη στον 3−διάστατο Ευκλείδειο χώρο παραµετροποιείται τοπικά από µια παράµετρο t (x(t), y(t), z(t))
µοιάζοντας τοπικά µε τον R. Παράλληλα χρειάζονται δύο παράµετροι u, v για να παραµετροποιήσουµε µια
επιφάνεια (x(u, v), y(u, v), z(u, v)) που τοπικά µοιάζει µε τον R2. Αυτή η ιδιότηταγενικεύεται για µια
πολλαπλότητα και έτσι δηµιουργούνται τοπολογικοί χώροι που τοπικά ϑα µοιάζουν µε τον Rm.

1.2.1 Ορισµός

ΠολλαπλότηταM είναι µια n−διάστατη διαφορίσιµη πολλαπλότητα όταν ικανοποιεί τις παρακάτω ιδιότητες :

1. ΗM είναι ένας τοπολογικός χώρος.

2. Παρέχεται στηνM µια οικογένεια από Ϲευγάρια {(Ui, φi)}

3. Το σύνολο {Ui} είναι µια οικογένεια από ανοιχτά σύνολα που καλύπτουν τηνM :
⋃
i Ui =M. Τα φi

είναι οµοιοµορφισµοί από τα Ui στο ανοικτό υποσύνολο του Rn

4. ∆οθέντων των Uα, Uβ : Uα ∩ Uβ 6= ∅, η bĳective απεικόνιση ψαβ = φαφ
−α
β : φβ (Uα ∩ Uβ) →

φα (Uα ∩ Uβ) είναι απειροστά διαφορίσιµη.

Σχήµα 1.1: ∆ιαφορίσιµη πολλαπλότητα

Τα (Ui, φi) καλούνται χάρτης ή σύνολο συντεταγµένων ενώ το σύνολο {(Ui, φi)} καλείται ΄Ατλαντας. Το υπο-
σύνολο Ui καλείται γειτονιά συντεταγµένων ενώ η φi καλείται συνάρτηση συντεταγµένων. Η φi αναπαρίσταται
από n συναρτήσεις

{
x1(p), ..., xn(p)

}
. Το σηµείο p τουM υφίσταται ανεξαρτήτως συντεταγµένων.
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1.3 Λογισµός πάνω σε πολλαπλότητες

Ορίζουµε την έννοια της διαφορικής απεικόνισης . ΄Εστω f : M 7→ N , µε M m− πολλαπλότητα και
N n−πολλαπλότητα. Τότε απεικονίζεται ένα σηµείο p ∈ M σε ένα σηµείο f(p) ∈ N µε f : p ∈ f(p).
∆ιαλέγοντας έναν χάρτη (U, φ) στονM και (V, ψ) στον N και p ∈ U, f(p) ∈ V . Τότε ισχύει ότι :

ψfφ−1 : Rm 7→ Rn (1.10)

Τότε λέµε ότι οM είναι διαφοροµορφικός του N

1.3.1 ∆ιανύσµατα σε πολλαπλότητα

Η παράγωγος κατεύθυνσης µιας συνάρτησης f (γ(t)) κατά µήκος της καµπύλης γ(t) στο t = 0, τυχαίο
σηµείο p σε τοπικό σύστηµα συντεταγµένων είναι :

df (γ(t))

dt

∣∣∣∣
t=0

=
df (γ(t))

dxµ

∣∣∣∣
t=0

dxµ (γ(t))

dt

∣∣∣∣
t=0

(1.11)

Στην ουσία αντιστοιχούµε την
df (γ(t))

dt
σε έναν διαφορικό τελεστή X

X = Xµ ∂

∂xµ
(1.12)

µε

Xµ =
dxµ (γ(t))

dt

∣∣∣∣
t=0

(1.13)

που δρά πάνω στην f :

X[f ] = Xµ ∂

∂xµ
[f ] =

df (γ(t))

dxµ
dxµ (γ(t))

dt

∣∣∣∣
t=0

(1.14)

΄Ετσι όλα τα εφαπτοµενικά διανύσµατα που αντιστοιχούν σε όλες τις διαφορετικές καµπύλες που περνάνε
από το σηµείο p αποτελούν τον εφαπτοµενικό χώρο και συµβολίζεται ως TpM. Ως διάνυσµα ϐάσης ϑεωρούµε

το σύνολο των µερικών παραγώγων
{

∂

∂xµ

}
= {∂µ}.Ως γεωµετρικό αντικείµενο που είναι ένα διάνυσµα

ϑα πρέπει να παραµένει αναλλοίωτο κάτω από µετασχηµατισµούς συντεταγµένων. Εποµένως πρέπει να
παραµένει αναλλοίωτο κάτω από µετασχηµατισµούς Poincare δηλαδή το σύνολο περιστροφών, προωθήσεων
(στροφές χώρου-χρόνου) και µετατοπίσεων. ΄Ετσι µπορούµε να µετασχηµατίσουµε από το ένα σύστηµα
αναφοράς στο άλλο µε απλή διαδικασία :

X = Xµ ∂

∂xµ
= X̌ν ∂

∂x̌µ
(1.15)

και ο µετασχηµατισµός είναι ο :

Xµ =
∂xµ

∂x̌ν
X̌ν (1.16)

1.3.2 ∆υαδικά διανύσµατα σε πολλαπλότητα

Θεωρώντας τον εφαπτόµενο χώρο TpM µπορούµε να ορίσουµε τον δυαδικό εφαπτόµενο χώρο T ∗pM ο οποίος
περιέχει τα δυϊαδικά διανύσµατα ω : TpM 7→ R τα οποία λέγονται και 1−µορφές. ΄Ενα απλό παράδειγµα
είναι το διαφορικό df µιας συνάρτησης f ∈ F (M) ,µε F (M) ο χώρος συναρτήσεων πάνω στα σηµεία της
πολλαπλότητας, , που δρά πάνω σε ένα διάνυσµα V :

〈df, V 〉 ≡ V [f ] = V µ
∂f

∂xµ
∈ R (1.17)

Αφού df =
∂f

∂xµ
dxµ τότε ορίζουµε την ϐάση των 1−µορφών ως {dxµ} και τότε :

〈dxµ, ∂

∂xµ
〉 =

∂xµ

∂xν
= δµν (1.18)
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έτσι µια αυθαίρετη 1−µορφή γράφεται :

ω = ωµdx
µ
ήω̌νdx̌

ν (1.19)

µε τον µετασχηµατισµό:

ωµ = ω̌ν
∂x̌ν

∂xµ
(1.20)

1.3.3 Τανυστές σε πολλαπλότητα

΄Οπως και στον επίπεδο χώρο Rν µπορούµε να ορίσουµε έναν (k, l) σαν µια πολυγραµµική απεικόνιση από
µια συλλογή k δυαδικών διανυσµάτων και l διανυσµάτων στο R µε συνιστώσες :

Tµ1...µk
ν1...νl

= T (dxµ1 , ..., dxµk ; ∂ν1 , ..., ∂νl) (1.21)

που είναι ισοδύναµο µε την έκφραση:

T = Tµ1...µk
ν1...νl

∂µ1 ⊗ ...⊗ ∂µk ⊗ dxν1 ⊗ ...⊗ dxνl (1.22)

Οι τανυστές αυτοί µετασχηµατίζουν τους πάνω δείκτες σαν τον µετασχηµατισµό των διανυσµάτων και
τους κάτω δείκτες σαν αυτόν των δυαδικών διανυσµάτων, εποµένως γράφουµε:

T
µ′1...µ

′
k

ν′1...ν
′
l

=
∂xµ

′
1

∂xµ1
...
∂xµ

′
k

∂xµk
∂xν1

∂xν
′
1

...
∂xνl

∂xν
′
l

Tµ1...µk
ν1...νl

(1.23)

Κάποιες χρήσιµες ιδιότητες των τανυστών είναι :

1. T abbc = T ac συστολή και ϑεωρούµε άθροιση ως προς τον δείκτη b

2. T σ
(µ1...µn)ρ =

1

n!

(
T σ
µ1...µnρ +άθροισµα µεταθέσεων των δεικτώνµ1...µn)

3. T σ
[µ1...µn]ρ =

1

n!

(
T σ
µ1...µnρ −άθροισµα εναλλαγής προσήµου των µεταθέσεων των δεικτώνµ1...µn)

1.3.4 Συναλλοίωτη παράγωγος

Η µερική παράγωγος ∂ν των τανυστών δεν είναι καλός τανυστής εφόσον δεν µετασχηµατίζεται σαν τανυστής

∂µ′Wν′ =
∂

∂xµ′
Wν′ =

∂xµ

∂xµ′
∂

∂xµ

(
∂xν

∂xν′
Wν

)
=

∂xµ

∂xµ′
∂ν

∂xν′

(
∂

∂xµ
Wν

)
+Wν

∂xµ

∂xµ′

(
∂

∂xµ
∂xν

∂xν′

)
(1.24)

Παρατηρούµε ότι για να είναι καλός τανυστής ϑα έπρεπε να λείπει ο τελευταίος όρος. Εποµένως χρεια-
Ϲόµαστε µια παράγωγο η οποία ϑα µας δίνει καλούς τανυστές. Αυτή είναι η συναλλοίωτη παράγωγος και
συµβολίζεται µε ∇µ και όταν δρά πάνω σε έναν τανυστή συµβολίζεται µε ∇µAν = Aν;µ. Η συναλλοίωτη
παράγωγος ορίζεται πάνω σε µια πολλαπλότητα ως ο τελεστής ο οποίος πηγαίνει έναν τανυστή τύπου (k, l)
σε έναν τύπου (k, l + 1) , απαιτώντας να ικανοποιεί τις ιδιότητες :

1. ∇ (T + S) = ∇T +∇S

2. ∇ (T ⊗ S) = (∇T )⊗ S + T ⊗ (∇S)

3. ∇µ
(
Tλλρ

)
= (∇T )

λ
µλρ

4. ∇µφ = ∂µφ

µε T, S να είναι τανυστές ενώ το φ ϐαθµωτό, δηλαδή τανυστής τύπου (0, 0). ΄Ετσι καταγράφουµε τις συναλ-
λοίωτες παραγώγους για ένα διάνυσµα, ένα δυαδικό διάνυσµα και ενός τανυστή:

∇µV ν = ∂µV
ν + ΓνµλV

λ (1.25)

∇µων = ∂µων − Γλµνωλ (1.26)

∇σTµ1...µk
ν1...νl

= ∂σT
µ1...µk

ν1...νl

+ Γµ1

σλT
λ...µk

ν1...νl
+ · · ·+ ΓµkσλT

µ1...λ
ν1...νl

− Γλσν1T
µ1...µk

λ...νl
− · · · − Γλσν1T

µ1...µk
ν1...λ

(1.27)
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΄Ετσι από την απαίτηση το ∇µV ν να µετασχηµατίζεται σαν τανυστής έχουµε ότι :

∇µ′V ν
′

=
∂xµ

∂xµ′
∂xν

′

∂xν
∇µV ν (1.28)

Το αριστερό µέλος γράφεται :

∇µ′V ν
′

= ∂µ′V
ν′ + Γν

′

µ′λ′V
λ′ =

∂xµ

∂xµ′
∂µ

(
∂xν

′

∂xν
V ν

)
+ Γν

′

µ′λ′
∂xλ

′

∂xλ
V λ
′

=
∂xµ

∂xµ′

(
∂µ
∂xν

′

∂xν

)
V ν +

∂xµ

∂xµ′
∂xν

′

∂xν
(∂µV

ν) + Γν
′

µ′λ′
∂xλ

′

∂xλ
V λ
′

δηλαδή

∇µ′V ν
′

=
∂xµ

∂xµ′

(
∂µ
∂xν

′

∂xν

)
V ν +

∂xµ

∂xµ′
∂xν

′

∂xν
(∂µV

ν) + Γν
′

µ′λ′
∂xλ

′

∂xλ
V λ
′

(1.29)

Το δεξί της µέλος γίνεται :

∂xµ

∂xµ′
∂xν

′

∂xν
∇µV ν =

∂xµ

∂xµ′
∂xν

′

∂xν
∂µV

ν +
∂xµ

∂xµ′
∂xν

′

∂xν
ΓνµλV

λ (1.30)

Εξισώνοντας τις δυο τελευταίες εξισώσεις έχουµε ότι :

Γν
′

µ′λ′
∂xλ

′

∂xλ
V λ
′
+
∂xµ

∂xµ′

(
∂µ
∂xν

′

∂xν

)
V ν =

∂xµ

∂xµ′
∂xν

′

∂xν
ΓνµλV

λ (1.31)

όµως ο δείκτης ν του δεύτερου όρου του αριστερού µέλους της εξίσωσης µπορεί και γίνεται λ γιατί είναι
όρος αθροίσµατος άρα οι συνιστώσες του διανύσµατος ϕεύγουν :

Γν
′

µ′λ′ =
∂xλ

∂xλ′
∂xµ

∂xµ′
∂xν

′

∂xν
ΓνµλV

λ − ∂xλ
′

∂xλ
∂xµ

∂xµ′

(
∂µ
∂xν

′

∂xν

)
(1.32)

όπου Γνµλ ονοµάζεται σύνδεσµος και δεν είναι τανυστής (διότι δεν µετασχηµατίζεται σαν τέτοιος) αλλά είναι
ϕτιαγµένος έτσι ώστε ο σύνδεσµος µε την παράγωγο να είναι ! Ορίζουµε δυο ακόµη ιδιότητες :

1. torsion-free:Γλµν = Γλ(µν) =
1

2!

(
Γλµν − Γλνµ

)
⇔ Γλµν = Γλνµ

2. metric-compatibility : ∇σgµν = 0

Η τελευταία ιδιότητα µας επιτρέπει να καθορίσουµε µε µοναδικό τρόπο τους συνδέσµους Γλνµ σε σχέση µε
την µετρική. ΄Ετσι ϕτιάχνουµε τους παρακάτω όρους :

∇ρgµν = ∂ρgµν − Γσρµgσν − Γσρνgµσ = 0

∇µgρν = ∂µgρν − Γσµρgσν − Γσµνgρσ = 0

∇νgρµ = ∂νgρµ − Γσνρgσµ − Γσνµgρσ = 0

προσθέτοντας τις δυο τελευταίες και αφαιρώντας τες από την πρώτη έχουµε ότι :

0 = ∂ρgµν − ∂µgρν − ∂νgρµ − Γσρµgσν − Γσρνgµσ + Γσµνgσν + Γσµνgρσ + Γσνρgσµ + Γσνµgρσ

⇔ 0 = ∂ρgµν − ∂µgρν − ∂νgρµ + 2Γσµνgρσ

που πολλαπλασιάζοντας µε gρλ την προηγούµενη σχέση έχουµε ότι :

2Γσµνgρσg
ρλ = −gρλ (∂ρgµν − ∂µgρν − ∂νgρµ)

Γσµνδ
λ
σ = −1

2
gρλ (∂ρgµν − ∂µgρν − ∂νgρµ)
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και τελικά µας µένει η σχέση για τους συνδέσµους που ονοµάζονται σύµβολα Christoffel :

Γλµν =
1

2
gρλ (∂µgρν + ∂νgρµ − ∂ρgµν) (1.33)

Σηµειώνουµε ότι µπορούµε να ορίσουµε την απόκλιση ενός διανύσµατος µέσω της συναλλοίωτης παραγώγου
για µια πολλαπλότητα ως:

∇µV µ = ∂µV
µ + ΓµµσV

σ (1.34)

΄Οµως παρατηρούµε ότι

Γµµν =
1

2
gσµ (∂µgσν + ∂νgσµ − ∂σgµν)

λόγω συµµετρικότητας της µετρικής⇒

Γµµν =
1

2
gσµ∂νgσµ

Τώρα, γνωρίζουµε ότι για έναν πίνακαA που µπορεί να γραφεί στην µορφή expL µπορούµε να γράψουµε
ότι

A = expL ⇔ det(A) = exptr(L) ⇔ tr(L) = ln[det(A)]

⇔ ∂k[tr(L) = ∂k (ln[det(A)])⇔ tr (∂kL) = ∂k (ln[det(A)])

όµως
∂kL = ∂k [ln(A)] = A−1∂k[A]

άρα έχουµε
tr
(
A−1∂k[A]

)
= ∂k (ln[det(A)]) (1.35)

Ο gµν γράφεται σε µορφή εκθετικού εποµένως µπορούµε να γράψουµε το σύµβολο Christoffel που έχει
όπως λέµε υποστεί contraction (διότι δυο δείκτες του είναι ίδιοι και αθοίζονται) :

Γµµν =
1

2
gσµ∂νgσµ =

1

2
∂ν (ln[det g])

= ∂ν

(
[
√

det g]
)

=
1√

det g
∂ν

(√
det g

)
άρα γράφουµε

∇kV k = ∂kV
k +

1√
det g

∂k

(√
det g

)
V k =

1√
det g

∂k

(√
det gV k

)
(1.36)

Μπορούµε πλέον να ορίσουµε την γενικευµένη σχέση του ϑεωρήµατος Stokes για διανύσµατα:∫
Σ

∇kV k
√

det gdnx =

∫
∂Σ

nkV
k
√

det γdn−1x (1.37)

µε Σ να είναι ο n−χώρος στον οποίο ορίζεται το πεδίο V k µε µετρική gµν και ∂Σ να είναι ο (n− 1)−χώρος
(σύνορο του χώρου Σ) µε µετρική γµν και κάθετα διανύσµατα στην επιφάνεια ∂Σ τα nk!

Σηµειώνουµε ότι αυτό που προσφέρει η συναλλοίωτη παράγωγος είναι να µας επιτρέπει να µετατοπίζουµε
ένα διάνυσµα από ένα σηµείο σε ένα άλλο µιας πολλαπλότητας και να παραµένει παράλληλο στον εαυτό
του. Η συνθήκη που πρέπει να ικανοποιεί είναι

∇µV ν = 0 (1.38)

1.3.5 Παράλληλη µετατόπιση

Παράλληλη µετατόπιση ενός διανύσµατος σε έναν χώρο σηµαίνει να το µετατοπίζουµε στο χώρο και το µέτρο
του να παραµένει αµετάβλητο. Σε µια πολλαπλότητα ένας τανυστής (γενικευµένο διάνυσµα) µπορεί να
µετατοπιστεί παράλληλα µε τον εαυτό του πάνω σε µια καµπύλη xσ(λ) σε επίπεδο χώρο σύµφωνα µε την
σχέση:

d

dλ
Tµ1...µk

ν1...νl
=
dxµ

dλ

∂

∂xµ
Tµ1...µk

ν1...νl
= 0 (1.39)
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΄Ετσι για να υπολογίσουµε την παράλληλη µετατόπιση σε καµπύλο χωρόχρονο αντικαθιστούµε την παράγωγο
µε την συναλλοίωτη παράγωγο, ώστε η σχέση:

D

dλ
=
dxµ

dλ
∇µ (1.40)

να ορίζεται ως η παράγωγος κατεύθυνσης και να είναι µια απεικόνιση από (k, l) τανυστές σε (k, l). ΄Ετσι
ορίζουµε την εξίσωση παράλληλης µετατόπισης :

D

dλ
Tµ1...µk

ν1...νl
=
dxµ

dλ
∇µTµ1...µk

ν1...νl
= 0 (1.41)

Για ένα διάνυσµα η παραπάνω εξίσωση παίρνει την µορφή:

d

dλ
V k + Γkσρ

dxσ

dλ
V ρ = 0 (1.42)

Στο σηµείο αυτό αξίζει να σηµειώσουµε ότι για metric-compatible σύνδεσµο ισχύει ότι

D

dλ
gµν =

dxσ

dλ
∇σgµν = 0 (1.43)

Ενώ για δοθέν δυο διανύσµατα V µ,W ν που µετατοπίζονται παράλληλα κατά µήκος µιας καµπύλης xσ(λ)
έχουµε ότι το εσωτερικό τους γινόµενο ϑα είναι :

D

dλ
(gµνV

µW ν) =

(
D

dλ
gµν

)
V µW ν + gµν

(
D

dλ
V µ
)
W ν + gµνV

µ

(
D

dλ
W ν

)
= 0 + 0 + 0 = 0 (1.44)

Είναι προφανές ότι η παράλληλη µετατόπιση µε έναν metric-compatible σύνδεσµο διατηρεί την νόρµα των
διανυσµάτων, την έννοια της ορθογονιότητας και ούτω κάθε εξής.

1.3.6 Γεωδαισιακή

Με τον όρο γεωδαισιακή εννοούµε την γενίκευση της ευθείας γραµµής του Ευκλείδειου χώρου.
Με τον όρο ευθεία γραµµή εννοούµε:

1. τη συντοµότερη διαδροµή µεταξύ δυο σηµείων

2. τη διαδροµή που µετατοπίζει παράλληλα το δικό της εφαπτοµενικό διάνυσµα !!!

Ο παραπάνω ορισµός αληθεύει αν ο σύνδεσµος που προκύπτει είναι τα σύµβολα Christoffel.
Απόδειξη

Το εφαπτόµενο διάνυσµα µιας διαδροµής xµ(λ) είναι το
dxµ

dλ
. Για να µετατοπίζεται παράλληλα ακολουθεί

την σχέση:
D

dλ

dxµ

dλ
=

(
dxk

dλ
∇k
)
dxµ

dλ
=
dxk

dλ
∂k
dxµ

dλ
+
dxk

dλ
Γµkσ

dxσ

dλ
= 0

΄Ετσι η γεωδαισική εξίσωση ϕαίνεται να είναι η

d2xµ

dλ2
+ Γµkσ

dxk

dλ

dxσ

sλ
= 0 (1.45)

Σε καρτεσιανό σύστηµα συντεταγµένων τα σύµβολα Christoffel εξαφανίζονται και τότε η γεωδαισιακή παίρνει

την µορφή
d2xµ

dλ2
= 0 που αποτελεί εξίσωση ευθείας γραµµής.

Αξίζει να σηµειώσουµε οτι η γεωδαισιακή δεν αλλάζει κάτω από τον µετασχηµατισµό λ→ αλ+ b. Αυτό µας
επιτρέπει να καθορίσουµε µια ολόκληρη κλάση από παραµέτρους που µας δίνουν την ίδια γεωδαισιακή
και ονοµάζονται συναφείς (affine) παράµετροι. Μπορούµε να έχουµε σαν παράµετρο πάντα τον ιδιοχρόνο ή
ιδιοαπόσταση της καµπύλης σε lightlike και spacelike γεωδαισιακές.
΄Επειτα η ελάχιστη διαδροµή µεταξύ δυο σηµείων δίνεται από την ελαχιστοποίηση του ολοκληρώµατος :

τ =

∫ (
−ds2

)1/2
dλ =

∫ (
−gµν

dxµ

dλ

dxν

dλ

)1/2

dλ (1.46)
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Η µεταβολή του ιδιοχρόνου δίνεται :

δτ =

∫
δ

(
−gµν

dxµ

dλ

dxν

dλ

)1/2

dλ (1.47)

που είναι για f = −gµν
dxµ

dλ

dxν

dλ
της µορφής:

δτ =
1

2

∫
δ
√
f dλ =

1

2

∫
(f)
−1/2

δf dλ (1.48)

Μπορούµε να ορίσουµε οτι λ = τ ο ιδιοχρόνος ,
dxµ

dτ
= Uµ η τετραταχύτητα και τότε f = −gµνUµUν = 1.

Εποµένως

δτ =
1

2

∫
δ

(
gµν

dxµ

dτ

dxν

dτ

)
dτ

=
1

2

∫ {
(δgµν)

dxµ

dτ

dxν

dτ
+ gµν

(
δ
dxµ

dτ

)
dxν

dτ
+ gµν

dxµ

dτ

(
δ
dxν

dτ

)}
dτ

για µετατοπίσεις της µορφής :

xµ → xµ + δxµ

gµν → gµν + ∂σgµνδx
σ

έχουµε

δτ =
1

2

∫ {
∂σgµν

dxµ

dτ

dxν

dτ
δxσ + gµν

d (δxµ)

dτ

dxν

dτ
+ gµν

dxµ

dτ

d (δxν)

dτ

}
dτ

΄Οµως τους δύο τελευταίους όρους µπορούµε να τους σπάσουµε και να γράψουµε ότι :

1

2

∫
gµν

d (δxµ)

dτ

dxν

dτ
dτ =

1

2

∫
d

dτ

(
gµνδx

µ dx
ν

dτ

)
dτ︸ ︷︷ ︸

0 στο όριο

−1

2

∫ {(
d

dτ
gµν

)
δxµ

dxν

dτ
+ gµν

d2xν

dτ2
δxµ

}
dτ

= −1

2

∫ {(
dxσ

dτ
∂σgµν

)
δxµ

dxν

dτ
+ gµν

d2xν

dτ2
δxµ

}
dτ

έτσι
1

2

∫
gµν

d (δxµ)

dτ

dxν

dτ
dτ = −1

2

∫ {(
dxσ

dτ
∂σgµν

)
dxν

dτ
+ gµν

d2xν

dτ2

}
δxµdτ

και όπου µ↔ σ

1

2

∫
gσν

d (δxσ)

dτ

dxν

dτ
dτ = −1

2

∫ {(
dxσ

dτ
∂σgσν

)
dxν

dτ
+ gσν

d2xν

dτ2

}
δxσdτ (1.49)

Για τον άλλον όρο έχουµε αντίστοιχα:

1

2

∫
gµν

dxµ

dτ

d (δxν)

dτ
dτ = −1

2

∫ {(
dxσ

dτ
∂σgµν

)
dxµ

dτ
+ gµν

d2xµ

dτ2

}
δxν dτ

όπου ν ↔ σ και γίνεται

1

2

∫
gµσ

dxµ

dτ

d (δxσ)

dτ
dτ = −1

2

∫ {(
dxσ

dτ
∂σgµσ

)
dxµ

dτ
+ gµσ

d2xµ

dτ2

}
δxσ dτ (1.50)

Εποµένως γράφουµε την µεταβολή

δτ =
1

2

∫ {
(∂σgµν − ∂µgσν − ∂νgµσ)

dxµ

dτ

dxν

dτ
− gσν

d2xν

dτ2
− gµσ

d2xµ

dτ2

}
δxσ dτ
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Οι δύο τελευταίοι όροι λόγω αντισυµµετρικότητας της µετρικής είναι ίδιοι εποµένως έχουµε :

δτ =
1

2

∫ {
(∂σgµν − ∂µgσν − ∂νgµσ)

dxµ

dτ

dxν

dτ
− 2gσν

d2xν

dτ2

}
δxσ dτ

= −
∫ {

1

2
(∂µgσν + ∂νgµσ − ∂σgµν)

dxµ

dτ

dxν

dτ
+ gσν

d2xν

dτ2

}
δxσ dτ (1.51)

Στέλνοντας την µεταβολή του ιδιοχρόνου στο 0 έχουµε :{
1

2
(∂µgσν + ∂νgµσ − ∂σgµν)

dxµ

dτ

dxν

dτ
+ gσν

d2xν

dτ2

}
δxσ = 0

gσρgσν
d2xν

dτ2
+

1

2
gσρ (∂µgσν + ∂νgµσ − ∂σgµν)

dxµ

dτ

dxν

dτ
= 0

d2xρ

dτ2
+

1

2
gσρ (∂µgσν + ∂νgµσ − ∂σgµν)

dxµ

dτ

dxν

dτ
= 0 (1.52)

Που είναι ακριβώς η ίδια γεωδαισιακή µε τα σύµβολα Christoffel όπως τα έχουµε ορίσει !

1.4 Riemannian γεωµετρία

Ορίζοντας την πολλαπλότητα ως έναν τοπολογικό χώρο, µπορούµε τώρα να ην εφοδιάσουµε µε µια µετρική
η οποία µας ϐοηθάει να µετράµε αποστάσεις και άλλα παράγωγα µεγέθη του χώρου αυτού. Αυτήν την
µετρική την ϑεωρούµε σαν γενίκευση της µετρικής που ορίσαµε σε προηγούµενο κεφάλαιο, την ϑεωρούµε
συµµετρική , αλλά σε έναν τοπολογικό χώρο όπως είναι η πολλαπλότητα η µετρική εξαρτάται από την ϑέση
στην οποία ορίζεται. Το επόµενο ϐήµα ήταν να ορίσουµε την συναλλοίωτη παράγωγο η οποία µας επιτρέπει
να µεταφέρουµε παράλληλα διανύσµατα από ένα σηµείο της πολλαπλότητας σε άλλο. Στην συνέχεια ϑα
ορίσουµε δύο νέα µεγέθη, τον τανυστή καµπυλότητας και στρέψης. ΄Ολα αυτά τα αντικείµενα ορίζονται από
τα στοιχεία της γεωµετρίας και όχι από στοιχεία γεωµετρίας µεγαλύτερης διάστασης που µέσα σε αυτήν
µελετάµε την εν λόγω γεωµετρία. Γι΄ αυτό τον λόγο η Riemannian γεωµετρία ονοµάζεται εσωτερική.

1.4.1 Τανυστής Καµπυλότητας και Στρέψης

Σε αυτού του είδους την γεωµετρία µπορούµε να υπολογίσουµε τον τανυστή καµπυλότητας Riemann και
τον τανυστή Στρέψης, δηλαδή το πόσο διαφέρει ένας τανυστής από τον εαυτό του όταν ακολουθεί δυο
διαφορετικές διαδροµές µεταξύ δυο σηµείων της πολλαπλότητας. Αφού µε την συναλλοίωτη παράγωγο
µπορούµε να µετατοπίζουµε ένα διάνυσµα απειροστά από την ϑέση, τότε ϑα υπολογίσουµε τον µεταθέτη
δυο συναλλοίωτων παραγώγων ενός διανύσµατος, από τις οποίες η κάθε µια ϑα µεταφέρει το διάνυσµα σε
διαφορετική κατεύθυνση για να υπολογίσουµε το κατά πόσο αλλάζει το διάνυσµα όταν ακολουθεί αυτές τις
δυο διαφορετικές διαδροµές για να πάει από το ένα σηµείο της πολλαπλότητας στο άλλο.

[∇α,∇b]V c = ∇α∇bV c −∇b∇αV c

= ∂α∇bV c − Γsαb∇sV c + Γcαs∇bV s − ∂b∇αV c + Γsbα∇sV c − Γcbs∇αV s

= ∂α∂bV
c + ∂α (ΓcbsV

s)− Γsab∂sV
c − ΓsabΓ

c
spV

p + Γcas∂bV
s + ΓcasΓ

s
bpV

p

− ∂b∂αV c − ∂b (ΓcasV
s)− Γsbα∂sV

c + ΓsbαΓcspV
p − Γcbs∂αV

s − ΓcbsΓ
s
apV

p

= (∂αΓcbs)V
s − Γsab∂sV

c − ΓsαbΓ
c
spV

p + ΓcαpΓ
p
bsV

s

− (∂bΓ
c
αs)V

s + Γsbα∂sV
c + ΓsbαΓcspV

p − ΓcbpΓ
p
αsV

s

=
(
∂αΓcbs − ∂bΓcαs + ΓcαpΓ

p
bs − ΓcbpΓ

p
αs

)
V s − 2Γs[αb]∇sV

c ⇔

[∇α,∇b]V c = RcsαbV c − T sαb∇sV c (1.53)

Κάπως έτσι ορίσαµε τον τανυστή καµπυλότητας Riemann

Rcsαb = ∂αΓcbs − ∂bΓcαs + ΓcαpΓ
p
bs − ΓcbpΓ

p
αs (1.54)

Ο οποίος υπολογίζει το πόσο διαφέρει ένα διάνυσµα από τον εαυτό του όταν ακολουθεί µια κλειστή καµπύλη
από παράλληλες µετατοπίσεις.
Ενώ ορίσαµε και τον τανυστή στρέψης ως:

T sαb = Γsαb − Γsbα (1.55)
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ο οποίος υπολογίζει µε την σειρά του το ποσό κατά το οποίο ο µεταθέτης του διανύσµατος είναι ανάλογος της
συναλλοίωτης παραγώγου του διανύσµατος ! Αυτό µας δείχνει το κατά πόσο το διάνυσµα που µεταφέραµε
είναι παράλληλο µε το διάνυσµα όταν ϑα το µεταφέραµε στο εφαπτόµενο επίπεδο. Κάθε απόκλιση από
αυτήν την σύγκριση µας δίνει µη µηδενικό τανυστή στρέψης.

1.4.2 Ιδιότητες του τανυστή Riemann

Ο τανυστής καµπυλότητας Riemann µε κατεβασµένους όλους τους δείκτες γράφεται :

Rαbcd = gαsRsbcd (1.56)

Από κατασκευής ϐάση ορισµού ο τανυστής Riemann έχει τις εξής αλγεβρικές ιδιότητες :

1. Rαbcd = −Rαbdc

2. Rαbcd = −Rbαcd

3. Rαbcd +Rαdbc +Rαcdb = 0⇒ Rα[bcd] = 0

4. Rαbcd = Rcdαb

Αυτές οι ταυτότητες µας ϐοηθούν στην καταµέτρηση των ανεξάρτητων συνιστωσών ενός τανυστή Riemann σε
n−διαστάσεις !

Λόγω της ταυτότητας 1 µπορούµε να πούµε ότι ο Rαbcd είναι ένας αντισυµµετρικός πίνακας µε
n(n− 1)

2
ανεξάρτητα στοιχεία. Το ίδιο προκύπτει και απο την ταυτότητα 2. Λόγω της 4 όµως ϕαίνεται να απο-

τελεί έναν συµµετρικό πίνακα µε
m(m+ 1)

2
µε m =

n(n− 1)

2
άρα µε

n(n− 1)

2

(
n(n− 1)

2
+ 1

)
2

=

1

8
[n(n− 1)]

(
n2 − n+ 2

)
=

1

8

(
n4 − 2n3 − 3n2 − 2n

)
ανεξάρτητα στοιχεία. Και η ταυτότητα 3 εξασφαλίζει

για έναν πλήρως αντισυµµετρικό τανυστή 4−ης τάξης να έχει :

1

8
[n(n− 1)]

(
n2 − n+ 2

)
=

1

8

(
n4 − 2n3 − 3n2 − 2n

)
− n(n− 1)(n− 2)(n− 3)

4!
=

1

12
n2
(
n2 − 1

)
ανεξάρτητες συνιστώσες !
Στην Γενική Θεωρία Σχετικότητας ο τανυστής έχει 44 = 256 συνιστώσες και λόγω του ορισµού και των

ιδιοτήτων του τανυστή καµπυλότητας Riemann περιορίζεται σε
1

12
42
(
42 − 1

)
= 20 ανεξάρτητες συνιστώσες.

1.4.3 Τανυστής και Βαθµωτό Ricci

Από τον τανυστή Riemann µπορούµε να ορίσουµε τον τανυστή Ricci ως τη συστολή στον 1 και 3 δείκτη ως:

Rµν = Rλµλµ (1.57)

ενώ το ϐαθµωτό Ricci ως την συστολή του τανυστή Ricci:

R = Rσσ = gσκRκσ (1.58)
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1.4.4 Ταυτότητα Bianchi

∆ρώντας τον µεταθέτη των συναλλοίωτων παραγώγων πάνω σ΄ έναν τανυστή (0, 2) για µια πολλαπλότητα που
έχει µηδενική στρέψη (torsion-free ιδιότητα) παίρνουµε τα εξής :

[∇µ,∇ν ]Tκλ = ∇µ∇νTκλ −∇ν∇µTκλ
= ∂µ (∇νTκλ)− Γσµν∇σTκλ − Γσµκ∇νTσλ − Γσµλ∇νTκσ
− ∂ν (∇µTκλ) + Γσνµ∇σTκλ + Γσνκ∇µTσλ + Γσνλ∇µTκσ
= ∂µ (∂νTκλ − ΓρνκTρλ − ΓρνλTκρ)

− Γσµκ (∂νTσλ − ΓρνσTρλ − ΓρνλTσρ)− Γσµλ (∂νTκσ − ΓρνκTρσ − ΓρνσTκρ)

− ∂ν
(
∂µTκλ − ΓρµκTρλ − ΓρµλTκρ

)
+ Γσνκ

(
∂µTσλ − ΓρµσTρλ − ΓρµλTσρ

)
+ Γσνλ

(
∂µTκσ − ΓρµκTρσ − ΓρµσTκρ

)
=
(
−∂µΓρνκ + ∂νΓρµκ + ΓρνσΓσµκ − ΓρµσΓσνκ

)
Tρλ

+
(
−∂µΓρνλ + ∂νΓρµλ + ΓρνσΓσµλ − ΓρµσΓσνλ

)
Tκρ

= RρκνµTρλ +Rρλνµ = −RρκµνTρλ −R
ρ
λµνTκρ

[∇µ,∇ν ]Tκλ = −RρκµνTρλ −R
ρ
λµνTκρ (1.59)

Τώρα εφαρµόζοντας την παραπανώ σχέση για έναν τανυστή της µορφής ∇νVµ έχουµε:

[∇λ,∇κ]∇νVµ = −Rσµλκ∇νVσ −Rσνλκ∇σVµ
Αλλιώς µπορούµε να γράψουµε αυτήν την σχέση ως

Vµ;ν;κ;λ − Vµ;ν;λ;κ = RσµκλVσ;ν +RσνκλVµ;σ

Υπολογίζουµε την ποσότητα:

I = Vµ;ν;κ;λ − Vµ;ν;λ;κ + άθροισµα κυκλικών µεταθέσεων των νκλ

µε δύο τρόπους.

Πρώτα µπορούµε να γράψουµε

I1 = Vµ;ν;κ;λ − Vµ;ν;λ;κ + Vµ;λ;ν;κ − Vµ;κ;ν;λ + Vµ;κ;λ;ν − Vµ;λ;κ;ν

= (Vµ;ν;κ − Vµ;κ;ν);λ + (Vµ;κ;λ − Vµ;λ;κ);ν + (Vµ;λ;ν − Vµ;ν;λ);κ

=
(
Rσµ;ν;κVσ

)
;λ

+
(
Rσµ;κ;λVσ

)
;ν

+
(
Rσµ;λ;νVσ

)
;κ

= Rσµνκ;λVσ +RσµνκVσ;λ +Rσµκλ;νVσ +RσµκλVσ;ν +Rσµλν;κVσ +RσµλνVσ;κ

Αλλιώς µπορούµε να γράψουµε:

I2 = Vµ;ν;κ;λ − Vµ;ν;λ;κ + Vµ;λ;ν;κ − Vµ;κ;ν;λ + Vµ;κ;λ;ν − Vµ;λ;κ;ν

= RσµκλVσ;ν +RσνκλVµ;σ +RσµνκVσ;λ +RσλνκVµ;σ +RσµλνVσ;κ +RσκλνVµ;σ

Εξισώνοντας τις δυο αυτές σχέσεις προκύπτει :

I1 = I2 ⇔(
Rσµνκ;λ +Rσµκλ;ν +Rσµλν;κ

)
Vσ = (Rσνκλ +Rσλνκ +Rσκλν)Vµ;σ(

Rσµνκ;λ +Rσµκλ;ν +Rσµλν;κ

)
Vσ = 0⇔

Rσµνκ;λ +Rσµκλ;ν +Rσµλν;κ = 0 (1.60)

Η εξίσωση αυτή αποτελεί την ταυτότητα Bianchi και σύµφωνα µε τις ταυτότητες που ήδη σηµειώσαµε
γράφεται πιο συνοπτικά:

Rσµ[νκ;λ] = 0⇔
Rσµ[νκ;λ] = 0⇔

(επειδήRσµνκ = Rνκσµ)⇔
∇[λRνκ]σµ = 0
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1.4.5 Τανυστής Einstein

Μέσω της ταυτότητας Bianchi µπορούµε να ορίσουµε τον τανυστή καµπυλότητας Einstein:

(επειδή∇sgµν = 0από την ταυτότητα Bianchi έχουµε :)(
gµκgνλRµνκλ

)
;σ

+
(
gµκgνλRµνλσ

)
;κ

+
(
gµκgνλRµνσκ

)
;λ

= 0

γνωρίζουµε όµως ότι

gµκgνλRµνκλ = gνλRκνκλ = gνλRνλ = R
gµκgνλRµνλσ = −gµκgνλRνµλσ = −gµκRµσ
gµκgνλRµνσκ = −gµκgνλRµνκσ = −gνλRνσ

Εποµένως
R;σ − (gµκRµσ);κ −

(
gνλRνσ

)
;λ

= 0

Αλλάζοντας δείκτες στον τελευταίο όρο ν ↔ µ, λ↔ κ γίνεται

R;σ − 2 (gµκRµσ);κ = 0

όµως
R;σ = δκσR;κ = gµκgµσR;κ = (gµκgµσR);κ

Τότε
(gµκgµσR− 2gµκRµσ);κ = 0⇔ gµκ (gµσR− 2Rµσ);κ = 0

ορίζοντας τώρα
− 2Gµσ = gµσR− 2Rµσ

τότε
− 2gµκGµσ;κ = 0↔ gµκ∇κGµσ = 0⇔ ∇µGµσ = 0

΄Ετσι λοιπόν ο τανυστής Einstein ,όπως τον ορίσαµε είναι ο

Gµν = Rµν −
1

2
gµνR (1.61)

και υπακούει πάντα στην διαφορική εξίσωση στην οποία καταλήξαµε σε κάθε γεωµετρία !

1.4.6 Συµµετρίες και διάνυσµα Killing

Την ϕύση είναι δύσκολο να την περιγράψουµε ακριβώς γιατί µπορεί να περιέχει πολύπλοκες µορφές. Με
την εφεύρεση των συµµετριών µπορούµε να περιγράψουµε ένα αντικείµενο ¨πρόχειρα¨ µε την έννοια ότι δεν
το περιγράφουµε ακριβώς αλλά µια προσέγγιση µέσω µιας συµµετρίας αυτού και στην συνέχεια ότι ατέλειες
έχει µπορούµε να τις προσθέσουµε σαν µια µικρή απόκλιση από την συµµετρία αυτή. Για παράδειγµα στο
διάστηµα ένα άστρο κατά προσέγγιση µπορεί να ϑεωρηθεί ως µια συµµετρική σφαίρα αν και στην πραγµα-
τικότητα στην επιφάνεια του γίνονται συχνά εκρήξεις που το κάνουν να χάνει αυτήν την συµµετρία. Στην
Γενική ϑεωρία της σχετικότητας έχουµε µεγαλύτερη ανάγκη αυτών των συµµετριών, παρότι λιγότερο στον
ηλεκτροµαγνητισµό , γιατί η ϕύση των µη γραµµικών εξισώσεων Einstein είναι δύσκολο να λυθούν επακρι-
ϐώς.
Θεωρούµε λοιπόν ότι µια πολλαπλότητα διακατέχεται από συµµετρία όταν η µετρική της παραµένει αναλ-
λοίωτη κάτω από κάποιον µετασχηµατισµό που απεικονίζει την πολλαπλότητα στον εαυτό της : Η µετρική
είναι ίδια από το ένα σηµείο της πολλαπλότητας σε άλλο.
Επίσης µπορεί διαφορετικοί τανυστές να έχουνε διαφορετικές συµµετρίες. Οι συµµετρίες της µετρικής λέγο-
νται ισοµετρίες.Μια µετρική λοιπόν έχει ισοµετρία κάτω απο µια συντεταγµένη xσ∗ , όταν η µετρική είναι
ανεξάρτητη από την συνάρτηση της συντεταγµένης γιατί τότε συνεπάγεται συµµετρία της µετρικής κάτω από
οποιαδήποτε µετάθεση µε µια σταθερά της εν λόγω συντεταγµένης :

∂σ∗gµν = 0⇒ xσ∗ + ασ∗∀µ, νείναι ισοµετρία (1.62)
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Θεωρώντας την γεωδαισιακή πάνω σε µια πολλαπλότητα και ϑεωρώντας την γενίκευση της ταχύτητας Uµ =
dxµ

dτ
και της ορµής pµ = mUµ κάνουµε τον παρακάτω συλλογισµό:

d2xµ

dτ2
+ Γµνλ

dxν

dτ

dxλ

dτ
= 0⇔ dxν

dτ
∂ν
dxµ

dτ
+
dxν

dτ
Γµνλ

dxλ

dτ
= 0⇔

m
dxν

dτ
∂νm

dxµ

dτ
+m

dxν

dτ
Γµνλm

dxλ

dτ
= 0⇔ m

dxν

dτ

(
∂νm

dxµ

dτ
+ Γµνλm

dxλ

dτ

)
= 0⇔

pν
(
∂νp

µ + Γµνλp
λ
)

= 0

pν∇νpµ = 0 (1.63)

Η σχέση αυτή αποτελεί την γεωδαισιακή εκφρασµενή στην µορφή γενικευµένης ορµής.
Κάπως έτσι µπορούµε να ϐγάλουµε τα εξής συµπεράσµατα:

⇒ pν
(
∂νpµ − Γλνµp

λ
)

= 0⇔ pν∂νpµ + pνΓλνµpλ = 0

΄Οµως οι δύο όροι ξεχωριστά είναι

pν∂νpµ = m
dxν

dτ
∂νpµ = m

dpµ
dτ

Γλνµpλp
ν =

1

2
gλσ (∂νgσµ + ∂µgσν − ∂σgνµ) pλp

ν

=
1

2
(∂νgσµ + ∂µgσν − ∂σgνµ) pσpν

=
1

2
(∂µgσν) pσpν

Τότε
m
dpµ
dτ

=
1

2
(∂µgσν) pσpν (1.64)

΄Ετσι όταν έχουµε µια ισοµετρία στην κατεύθυνση xσ∗ τότε έχουµε την παρακάτω σχέση

∂σ∗gµν = 0⇒ dpσ∗
dτ

= 0 (1.65)

Μπορούµε τώρα να εισάγουµε το διάνυσµα killing στην κατεύθυνση xσ∗ το οποίο αντιστοιχεί σε µια ισοµετρία
ως εξής :

K = ∂σ∗ ⇔ Kµ = (∂σ∗)
µ

= δµσ∗ (1.66)

Τότε
pσ∗ = Kνpν = Kνp

ν (1.67)

έτσι µπορούµε να γράψουµε µια ισοµετρία στην µορφή

dpσ∗
dτ

= 0⇔ pµ∇µ (Kνp
ν) = 0 (1.68)

όµως

pµ∇µ (Kνp
ν) = pµ (∇µKν) pν + pµKν (∇µpν)

= pµpν∇µKν

= pµpν∇(µKν)

΄Ετσι η εξίσωση Killing γράφεται
∇(µKν) = 0 (1.69)
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Κεφάλαιο 2

Εξισώσεις κίνησης NLH

Σε αυτό κεφάλαιο ϑα µελετήσουµε την κλασική ϑεωρία που περιγράφει την ϕύση και κυρίως τις κινήσεις
των σωµατίων µέσα σε αυτήν. Τα προβλήµατα που δίνει η ϕύση είναι προβλήµατα δυναµικής και για
την περιγραφή αυτών χριεαζόµαστε εξισώσεις οι οποίες να αποδίδουν όλα τα ϕυσικά χαρακτηριστικά του
συστήµατος. Τέτοιες εξισώσεις είναι οι εξισώσεις Newton (διαφορικές εξισώσεις 2−ϐαθµού ως προς την
παράµετρο του χρόνου). Ωστόσο µια διαφορετική προσέγγιση των εξισώσεων αυτών αποτελούν οι εξισώσεις
Lagrange και Hamilton, οι οποίες είναι γενίκευση των εξισώσεων του Newton και µας αποδίδουν µια εικόνα
µόνο των ελεύθερων ϐαθµών ελευθερίας του προβλήµατος µε την ϐοήθεια των εξισώσεων περιορισµών της
κίνησης.

2.1 Εξισώσεις Newton

Για να περιγράψουµε τις εξισώσεις του Newton για τις ϐασικές κινήσεις σηµειακού σωµατίου πρέπει να
ορίσουµε τις εξής ποσότητες :

1. Θέση ~x = ~x(t)

2. Ταχύτητα ~v =
d~x

dt

3. Ορµή ~p = m
d~x

dt

4. ∆ύναµη ~F =
d~p

dt

5. Στροφορµή ~L = ~x× ~p

6. Ροπή ~N =
d~L

dt

7. Ενέργεια E = T

(
~x,
d~x

dt
, t

)
+ V

(
~x,
d~x

dt
, t

)
όπου µε m εννοούµε την µάζα του σωµατιδίου,και T, V η κινητική και η δυναµική ενέργεια του σωµατίου
αντίστοιχα.

Ο πρώτος νόµος του Newton λέει ότι σε ένα σωµατίδιο που δεν του ασκείται καµία δύναµη τότε το
σωµατίδιο συνεχίζει να κινείται µε την ίδια ταχύτητα:∑

~F = 0⇔ d

dt

(
d~x

dt

)
= 0⇔ d~x

dt
= σταθερή (2.1)

Αν σ΄ ένα σύστηµα αναφοράς ισχύει ο νόµος αυτός τότε έχουµε, όπως λέµε, Αδρανειακό σύστηµα αναφοράς.
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Ο δεύτερος νόµος του Newton λέει ότι η συνισταµένη των δυνάµεων ισούται µε την χρονική µεταβολή
της ορµής του:

~F =
d~p

dt
=

d

dt

(
m
d~x

dt

)
~F = m

d2~x

dt2
Εξίσωση Newton (2.2)

΄Επειτα έχουµε ότι το έργο W που προκαλεί µια δύναµη ορίζεται ως το ολοκλήρωµα της δύναµης πάνω σε
µια καµπύλη C(α, β):

W =

∫
C

~F d~x =

∫
C

m
d2~x

dt2
d~x

dt
dt =

∫
C

m
d

dt

(
1

2

(
d~x

dt

)2
)
dt =

m

2

(
d~x(β)

dt

)2

− m

2

(
d~x(α)

dt

)2

Στην περίπτωση που το ολοκλήρωµα αυτό είναι µηδέν για κάποια καµπύλη τότε λέµε ότι η δύναµη αυτή
είναι συντηριτική πάνω σε αυτήν την καµπύλη. Από το ϑεώρηµα Stokes όπου για µια επιφάνεια S που έχει
ως όριο την καµπύλη C έχουµε ότι :

W =

∫
C

~F d~x =

∫
S

(
∇× ~F

)
d~S = 0→ ∇× ~F = 0⇔

~F = −∇V (2.3)

΄Ετσι ο τρίτος νόµος του Newton λέει ότι σε κάθε ασκούµενη δύναµη αντιστοιχεί µια ίσου µέτρου αλλά
αντίθετης κατεύθυνσης δύναµη !

2.2 Φορµαλισµός Lagrange

2.2.1 Σύνδεσµος

Η γενίκευση των εξισώσεων του Νεύτωνα για την κίνηση σωµατίου γίνεται µε το να εισάγουµε περιορισµο-
ύς των εξισώσεων αυτών. Οι περιορισµοί αυτοί είναι εξισώσεις που επιβάλλονται από την γεωµετρία του
προβλήµατος και ονοµάζονται σύνδεσµοι (π.χ. κίνηση σφαιρικού σωµατιδίου πάνω σε µια επιφάνεια). Οι
εξισώσεις των συνδέσµων για (Ν-σωµατίων) ορίζονται ως :

fk

(
~x1, . . . , ~xN , ~̇x1, . . . , ~̇xN ; t

)
= 0 , k = 1, 2, . . . ,K (2.4)

Με ẋ αναπαρίσταται η παράγωγος της ποσότητας x ως προς τον χρόνο. Στην περίπτωση που ολοκληρώνοντας,
οι εξισώσεις συνδέσµων απαλλαχθούν από την εξάρτηση των ταχυτήτων για n−διάστατα προβλήµατα τότε
ισχύει :

fk (~x1, . . . , ~xN , ; t) = 0 , k = 1, 2, . . . ,K < nNµε~x = (x1, . . . , xn) (2.5)

Οι σύνδεσµοι αυτοί ονοµάζονται ολόνοµοι δεσµοί. Εισάγοντας στο σύστηµα εξισώσεων του Νεύτωνα τις εξι-
σώσεις των συνδέσµων τότε το σύστηµα µας πλέον απαλλάσεται από έναν αριθµό µεταβλητών, ενώ ο αριθµός
των µεταβλητών που παραµένουν αποτελεί τις γενικευµένες συντεταγµένες του προβλήµατος (ο αριθµός
τους είναι ίσος µε το ϐαθµό ελευθερίας του συστήµατος). Χρησιµοποιώντας τις γενικευµένες συντεταγµένες
προσδιορίζουµε την κίνηση του σώµατος λαµβάνοντας υπόψη όλους τους δυνατούς περιορισµούς.

2.2.2 Εξισώσεις κίνησης

΄Εστω

f (~x; t) = 0 Εξίσωση συνδέσµου

m~̈x = ~F + ~C

~F , ~C είναι η γνωστή εξωτερική δύναµη και η άγνωστη δύναµη των συνδέσµων αντίστοιχα. Η δύναµη που
προέρχεται από τους συνδέσµους ϑέλουµε να είναι άεργη οπότε την παίρνουµε κάθετη στην επιφάνεια
κίνησης του σωµατίου, ενώ υποθέτουµε ότι η εξωτερική δύναµη παράγεται από κάποιο δυναµικό:

~C = λ(t)∇f (~x; t) (2.6)
~F (~x; t) = −∇V (~x; t) (2.7)
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΄Αρα
m~̈x = −∇V (~x; t) + λ(t)∇f (~x; t) (2.8)

Γενικά για ένα µέγεθος Q
(
~x, ~̇x; t

)
ισχύει ότι :

dQ

dt
=
∂Q

∂~x

∂~x

∂t
+
∂Q

∂~̇x

∂~̇x

∂t
+
∂Q

∂t
(2.9)

Εδώ έχουµε ότι

dV (~x; t)

dt
= ~̇x∇V (~x; t) +

∂V (~x; t)

∂t
df (~x; t)

dt
= ~̇x∇f (~x; t) +

∂f (~x; t)

∂t
= 0 Ολόνοµος

Εποµένως :

m
d

dt

(
~̇x2

2

)
= −dV (~x; t)

dt
+
∂V (~x; t)

∂t
− λ(t)

∂f (~x; t)

∂t
⇒

d

dt

(
1

2
m~̇x2 + V (~x; t)

)
≡ dE

dt
=
∂V (~x; t)

∂t
− λ(t)

∂f (~x; t)

∂t

Για k αριθµό συνδέσµων έχουµε:

dE

dt
=
∂V (~x; t)

∂t
−
∑
k=1

λk(t)
∂fk (~x; t)

∂t
(2.10)

∆ηλαδή η ενέργεια του συστήµατος αλλάζει όταν η επιφάνεια µεταβάλλεται µε τον χρόνο για δυναµικά
ανεξαρτήτου χρόνου:

dE

dt
= −

∑
k=1

λk(t)
∂fk (~x; t)

∂t
(2.11)

Για τυχαίο σωµάτιο έχουµε λοιπόν :

mi~̈xi − ~Fi = −λk(t)∇ifk (~x; t)
·~Ei−−→

~Ei

(
mi~̈xi − ~Fi

)
= − ~Eiλk(t)∇ifk (~x; t) = 0

N∑
i=1

~Ei

(
mi~̈xi − ~Fi

)
= 0 Αρχή d’Alembert (2.12)

Από την αρχή d’Alembert προκύπτουν nN −K ανεξάρτητες εξισώσεις. Οι οποίες ορίζουν το σύστηµα των
γενικευµένων συντεταγµένων:

qα = qα (~x1, ~x2, . . . , ~xN ; t) µε α = 1, . . . , (nN −K) και ~xi = ~xi
(
q1, q2, . . . , qnN−K ; t

)
(2.13)

Για J = det

(
∂qα

∂xb

)
6= 0 και εφόσον ~Ei είναι εφαπτόµενα στην επιφάνεια, µπορούµε να ϑέσουµε για nN−K

σταθερές ε :
~Ei = εα

∂~xi
∂qα

(2.14)

Τότε
~Ei∇ifk (~x; t) = εα

∂~xi
∂qα
∇ifk (~x; t) = εα

∂fk (~x; t)

∂qα
= 0 (2.15)

το οποίο ισχύει γιατί το fk εξαρτάται µόνο από τα qα , α = nN −K, . . . , nN

~Fiε
α ∂~xi
∂qα

= −∇iV (~x; t)
∂~xi
∂qα

= −∂V (~x; t)

∂qα
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Επίσης

~̈xi
∂~xi
∂qα

=
d

dt

(
~̇xi
∂~xi
∂qα

)
− ~̇xi

d

dt

∂~xi
∂qα

Αλλά

~vi ≡ ~̇xi =
d~xi
dt

=
∂~xi
∂qα

q̇α +
∂~xi
∂t
⇔

∂~vi
∂q̇α

=
∂~̇xi
∂q̇α

=
∂~xi
∂qα

και µην ξεχνάµε ότι :

d

dt

∂~xi
∂qα

=
∂2~xi

∂qα∂qβ
q̇β +

∂

∂t

(
∂~xi
∂qα

)
=

d

dqα

(
∂2~xi

∂qα∂qβ
q̇β +

∂~xi
∂t

)
=
∂~vi
∂qα

Εποµένως µπορούµε να γράψουµε ότι :

mi~̈xi
∂~xi
∂qα

=
d

dt

(
mi~vi

∂~vi
∂q̇α

)
−mi~vi

∂~vi
∂qα

=
d

dt

(
∂T

∂q̇α

)
− ∂T

∂qα

Φυσικά όπου T =
1

2
miv

2
i είναι η συνολική κινητική ενέργεια όλων των σωµατίων µε µάζα mi. ΄Ετσι η Αρχή

d’Alembert γίνεται :
d

dt

(
∂T

∂q̇α

)
− ∂T

∂qα
+
∂V (~x; t)

∂qα
= 0

Ορίζοντας την Λαγκρανζιανή συνάρτηση του συστήµατος τότε η προηγούµενη σχέση γράφεται :

d

dt

(
∂L

∂q̇α

)
− ∂L

∂qα
= 0 (2.16)

Αυτές οι εξισώσεις ονοµάζονται Euler-Lagrange Εξισώσεις, αναλυτικότερα γράφονται στην µορφή

∂2L

∂q̇α∂q̇β
q̈β +

∂2L

∂qα∂qβ
q̇β +

∂2L

∂t∂q̇β
− ∂L

∂qα
= 0 (2.17)

είναι οι εξισώσεις κίνησης των N−σωµατιδίων που ϐρίσκονται µέσα σε K−συνδέσµους.

2.2.3 Αρχή Ελάχιστης ∆ράσης ή Αρχή Hamilton

Η µορφή των εξισώσεων Euler-Lagrange µοιάζουν µε µεταβαλλόµενες εξισώσεις που προκύπτουν από το
πρόβληµα Μεταβολών του τοµέα των Μαθηµατικών.

Στη ϕύση µπορούµε να ορίσουµε την ∆ράση S ενός ϕυσικού συστήµατος. Θα δείξουµε ότι οι εξισώσεις
Euler-Lagrange προκύπτουν από την ελαχιστοποίηση της δράσης. Υποθέτοντας αρχικό, τελικό χρόνο ti, tf
αντίστοιχα και την ϑέση ενός σωµατίου q(t) τότε :

S (q; ti, tf ) =

∫ tf

ti

L (q, q̇, t) dt (2.18)

Το S = S [q(t)] το καλούµε συναρτησοειδές. Για την ελαχιστοποίηση του S ϑα πρέπει δS = 0

δS =

∫ tf

ti

δL dt =

∫ tf

ti

(
∂L

∂q(t)
δq(t) +

∂L

∂q̇(t)
δq̇(t)

)
dt

=

∫ tf

ti

(
∂L

∂q(t)
δq(t) +

∂L

∂q̇(t)

d (δq(t))

dt

)
dt

=

∫ tf

ti

(
∂L

∂q(t)
δq(t)− d

dt

(
∂L

∂q̇(t)

)
δq(t)

)
dt+

∫ tf

ti

d

dt

(
∂L

∂q̇(t)
δq(t)

)
dt

=

∫ tf

ti

(
∂L

∂q(t)
− d

dt

(
∂L

∂q̇(t)

))
δq(t) dt+

��
�
��

��*
0[

∂L

∂q̇(t)
δq(t)

]tf
ti
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Για στάσιµα άκρα της τροχιάς του σωµατιδίου έχουµε δq(ti) = δq(tf ) = 0. Εποµένως για αυθαίρετο δq(t)
έχουµε

δS = 0⇔∫ tf

ti

(
∂L

∂q(t)
− d

dt

(
∂L

∂q̇(t)

))
δq(t) dt = 0⇔

∂L

∂q(t)
− d

dt

(
∂L

∂q̇(t)

)
= 0 (2.19)

Μερικές ϕορές οι εξισώσεις E − L µας προσφέρουν µια σταθερά της κίνησης µε έναν απλό τρόπο. Αν µια
από τις γενικευµένες συντεταγµένες δεν παρουσιάζεται στην Λαγκρανζιανή του προβλήµατος τότε :

∂L

∂qβ
= 0⇔ d

dt

∂L

∂q̇β
= 0⇔

pβ =
∂L

∂q̇β
(2.20)

Η τελευταία ποσότητα αποτελεί την Γενικευµένη Συζυγή Ορµή. ∆ηλαδή αν µια γενικευµένη µεταβλητή
είναι ασήµαντη τότε η συζυγής της µεταβλητή µας δίνει ένα σύνολο από αναλλοίωτες υποπολλαπλότητες.
∆ηλαδή αν η αρχική ϕάση ενός σηµείου ϐρίσκεται πάνω σε µια υποπολλαπλότητα της οποίας η εξίσωση
είναι pβ =σταθερό τότε η κίνηση παραµένει πάνω στην υποπολλαπλότητα.

2.2.4 Θεώρηµα Noether

Θεωρώντας συνεχείς µετασχηµατισµούς q → ψ(q) τότε µια µεταβολή στην Λαγκρανζιανή ϑα µας δώσει

Lε (q, q̇; t) = L

(
ψ(q),

∂ψ(q)

∂t
; t

)
+ Φ̇(q, ε; t)⇔

dLε
dε

=

(
dL (q, q̇; t)

dqα
− d

dt

dL (q, q̇; t)

dq̇α

)
∂ψ(q)

∂ε
+
d

dt

(
dL (q, q̇; t)

dq̇α
δqα
)

+ δΦ̇ (q, q̇; t)⇔

δLε =
d

dt

dL (q, q̇; t)

dq̇α
q̇α − d

dt
δΦ = 0⇔

Γ =
dL (q, q̇; t)

dq̇α
q̇α − δΦ Σταθερά κίνησης (2.21)

∆ηλαδή για κάθε τοπικό µετασχηµατισµό που αφήνει αναλλοίωτη την Λαγκρανζιανή υποκρύπτεται µια
διατηρήσιµη ποσότητα.

2.3 Φορµαλισµός Hamilton

Μπορούµε την Λαγκρανζιανή του συστήµατος να την γράψουµε στη µορφή L̂(q, p; t) = L(q, q̇; t) , τότε
έχουµε δύο µεταβήτες για παραγώγιση q, p:

∂L̂

∂qα
=

∂L

∂qα
+
∂L

∂q̇b
∂q̇b

∂qα
=

∂L

∂qα
+ pb

∂q̇b

∂qα
⇔

∂L̂

∂qα
− pb

∂q̇b

∂qα
=

∂L

∂qα
⇔

∂

∂qα

(
L̂− pbq̇b

)
=

∂L

∂qα
(2.22)

Οµοίως για την µεταβλητή p καταλήγουµε στην

∂L̂

∂pα
=
∂L

∂q̇b
∂q̇b

∂pα
= pb

∂q̇b

∂pα
=

∂

∂pα
(
pbq̇

b
)
− ∂pb
∂pα

q̇b ⇔

∂

∂pα

(
L̂− pbq̇b

)
= −q̇α (2.23)
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Θέτουµε H(q, p; t) = pbq̇
b − L̂(q, p; t) την Χαµιλτονιανή του συστήµατος, και ορίζουµε τις Κανονικές

Εξισώσεις Hamilton ως:

∂H(q, p; t)

∂qα
= −∂L(q, p; t)

∂qα
= − d

dt

∂L(q, p; t)

∂q̇α
= − d

dt
pα = ṗα (2.24)

∂H(q, p; t)

∂pα
=

∂

∂pα

(
pbq̇

b − L̂(q, p; t)
)

= q̇α (2.25)

∂H(q, p; t)

∂t
= −∂L(q, p; t)

∂t
(2.26)

2.4 Φορµαλισµός Lagrange-Hamilton σε πεδία

Η ϑεωρία Πεδίου είναι ακριβώς ο ϕορµαλισµός Lagrange µε την διαφορά ότι µεταβαίνουµε από το σύνολο
των γενικευµένων συντεταγµένων σ΄ ένα σύνολο χωροχρονικά αναλλοίωτων πεδίων, και η δράση γίνεται το
συναρτησοειδές αυτών των πεδίων :

qi(t)→ Φi (xµ) (2.27)

S → S
[
Φi
]

(2.28)

Στην ϑεωρία πεδίου η Λαγκρανζιανή µπορεί να εκφραστεί ως το ολοκλήρωµα της Λαγκρανζιανής πυκνότητας
που είναι µια συνάρτηση των πεδίων και των παραγώγων τους :

L =

∫
L
(
Φi, ∂µΦi

)
dn−1x (2.29)

Τότε η δράση γίνεται :

S =

∫
Ld0x =

∫
L
(
Φi, ∂µΦi

)
dnx (2.30)

Οι εξισώσεις Euler-Lagrange προκύπτουν όταν χρησιµοποιούµε την µέθοδο µεταβολών για το πεδίο Φi (xµ)
:

Φi (xµ)→ Φi (xµ) + δΦi (xµ) (2.31)

∂µΦi (xµ)→ ∂µΦi (xµ) + δ
(
∂µΦi (xµ)

)
= ∂µΦi (xµ) + ∂µ

(
δΦi (xµ)

)
(2.32)

Για αρκετά µικρή µεταβολή µπορούµε να αναπτύξουµε σε σειρά Taylor την Λαγκρανζιανή

L
(
Φi, ∂µΦi

)
→ L

(
Φi + δΦi, ∂µΦi + ∂µδΦ

i
)

= L
(
Φi, ∂µΦi

)
+

∂L
∂Φi

δΦi +
∂L

∂ (∂µδΦi)
δ
(
∂µδΦ

i
)

(2.33)

΄Ετσι η δράση µεταβάλλεται κατά S → S + δS µε:

δS =

∫ [
∂L
∂Φi

δΦi +
∂L

∂ (∂µδΦi)
δ
(
∂µδΦ

i
)]

dnx

=

∫ [
∂L
∂Φi

δΦi +
∂L

∂ (∂µδΦi)
∂µ
(
δΦi
)]

dnx

=

∫ [
∂L
∂Φi

δΦi − ∂µ
(

∂L
∂ (∂µδΦi)

)
δΦi + ∂µ

(
∂L

∂ (∂µδΦi)
δΦi
)]

dnx (2.34)

΄Οµως σύµφωνα µε το ϑεώρηµα Stokes έχουµε

δS =

∫ [
∂L
∂Φi
− ∂µ

(
∂L

∂ (∂µδΦi)

)]
δΦi dnx+

���
���

���
��:0(

∂L
∂ (∂µδΦi)

δΦi
)

boundary

Τελικά ϑέλουµε η µεταβολή της δράσης να µηδενίζεται για αυθαίρετα µικ΄ϱη µεταβολή του δΦi , εποµένως
παίρνουµε :

∂S

∂δΦi
≡ ∂L
∂Φi
− ∂µ

∂L
∂ (∂µΦi)

= 0 (2.35)

Που είναι οι Εξισώσεις Euler-Lagrange για τα Πεδία.
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Κεφάλαιο 3

Φυσική σε καµπύλο χωρόχρονο

Σε αυτό το κεφάλαιο, λοιπόν, είµαστε πλέον προετοιµασµένοι να µελετήσουµε την ϕυσική της ϐαρύτητας

όπως αυτή περιγράφεται από την Γενική Θεωρία της Σχετικότητας. Σύµφωνα µε αυτήν η κάθε είδους µάζα
προκαλεί καµπύλωση του χωρόχρονου γύρω της. Εποµένως πρέπει να µελετήσουµε την ϕυσική γύρω
από τέτοια αντικείµενα που προκαλούν καµπύλωση στο χωρόχρονο. Η Γενική Σχετικότητα αποτελεί την
γενίκευση της Νευτώνειας Θεωρίας για την Βαρύτητα.

3.1 Νευτώνεια Βαρύτητα

3.1.1 Νόµος Παγκόσµιας ΄Ελξης

¨Κάθε σώµα στο σύµπαν έλκει κάθε άλλο σώµα στο σύµπαν µε δύναµη ανάλογη µε το γινόµενο των µαζών

τους και αντιστρόφως ανάλογη του τετραγώνου της απόστασης µεταξύ τους.¨

F = −GMm

r2
r̂ (3.1)

όπου G είναι µια παγκόσµια σταθερά και σύµφωνα µε τα Πειράµατα του Henry Cavendish το 1798 και
σύµφωνα µε µοντέρνες µετρήσεις η τιµή της είναι

G = 6.67428× 10−11m3kg−1s−2 (3.2)

Μια συντηρητική δύναµη µπορεί να γραφεί σε µορφή ϐαθµίδας κάποιου δυναµικού:

F = −m∇Φ (3.3)

Τότε το ϐαρυτικό δυναµικό είναι της µορφής:

Φ = G
M

r
(3.4)

Εποµένως σύµφωνα µε τον 2ο Νόµο του Νεύτωνα και τον Νόµο της Βαρύτητας για ένα σώµα που ταξιδεύει
µε το να ασκείται πάνω του µόνο το ϐαρυτικό πεδίο κάποιου Ουράνιου σώµατος έχουµε την σχέση:

mIa = −mG∇Φ (3.5)

Σύµφωνα µε τα πειράµατα του Γαλιλαίου στον Πύργο της Πίζας αποδείχθηκε ότι ϐαρυτική και αδρανειακή
µάζα είναι ίσες, εφόσον δυο σώµατα µε διαφορετικές µάζες ϕτάνουν ταυτόχρονα στο έδαφος. Εποµένως :

mI = mG (3.6)

και
a = −∇Φ (3.7)

Αυτή είναι η Αρχή Ισοδυναµίας από την οποία διέπονται τα σώµατα της ϕύσης.
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3.1.2 Εξίσωση Νεύτωνα για το ϐαρυτικό πεδίο

Στην γενική περίπτωση που δεν πρόκειται για ένα σωµατίδιο µάζας m που δηµιουργεί ϐαρυτικό πεδίο αλλά
µια κατανοµή µάζας ρm(r) έχουµε:

Φ(r) = G

∫
ρm (r′)

|r− r′|
d3r′ (3.8)

Τότε το ϐαρυτικό πεδίο ορίζεται από ένα ϐαθµωτό δυναµικό και ισχύει η σχέση:

∇2Φ = 4πGρm(r) (3.9)

Η εξίσωση αυτή του Νεύτωνα για το ϐαρυτικό πεδίο είναι ανάλογη του νόµου Gauss για το ηλεκτρικό πεδίο.
΄Ενα παράδειγµα ϑα µας πείσει.

Παράδειγµα:Για ένα ϐαρυτικό σώµα το οποίο έχει µια ακτινική κατανοµή πυκνότητα µάζας ρm(r) τότε
η µάζα του δίνεται από την σχέση

M(r) =

∫
ρm(r) d3r =

∫ R

0

∫ π

0

∫ 2π

0

ρm(r)r2 sin θ dr dθ dφ = 4π

∫
ρ(r)r2 dr (3.10)

Τότε το δυναµικό του ϑα είναι της µορφής:

Φ = G
M(r)

r
= 4πG

∫
ρm(r)r dr (3.11)

Εποµένως η ϐαθµίδα του δυναµικού αυτού µας δίνει :

∇Φ = 4πGrρm(r)⇔ (3.12)

∇2Φ = 4πGρm(r) (3.13)

3.2 Γενική Θεωρία της Σχετικότητας

Η γενική ϑεωρία της σχετικότητας γενικεύει την ϑεωρία του Νεύτωνα για την ϐαρύτητα.

3.2.1 Αρχές Γενικής Θεωρίας Σχετικότητας

Η Γενική Θεωρία της Σχετικότητας διέπεται από τις εξής Αρχές Ισοδυναµίας :

1. Ασθενής Αρχή Ισοδυναµίας

Η αδρανειακή µάζα και η Βαρυτική µάζα είναι ίσες

2. Αρχή Ισοδυναµίας Einstein

Τοπικά στον χωρόχρονο οι νόµοι της ϕυσικής ελαττώνονται σε εκείνους της Ειδικής Θεωρίας της
Σχετικότητας, όπου η ϐαρύτητα ϑεωρείται αµελητέα.

3. Ισχυρή Αρχή Ισοδυναµίας

Το αποτέλεσµα ενός τοπικού πειράµατος (ϐαρυτικό ή όχι) σε ένα freely falling εργαστήριο είναι ανε-
ξάρτητο της ταχύτητας και της ϑέσης του εργαστηρίου στον χωρόχρονο.

Σύµφωνα µε την Αρχή Ισοδυναµίας του Einstein τοπικά ϑα µπορούµε να έχουµε µετρική του χώρου του
Minkowski ενώ οι αποκλίσεις από αυτήν ϑα είναι µηδαµινές :

gµν = ηµν∂ρgµν = 0

Εποµένως η γεωµετρία χαρακτηρίζεται από κάποια πολλαπλότητα που τοπικά ϑα µοιάζει µε τον χωρόχρονο
που περιγράφει ο χώρος Minkowski. ΄Ολη αυτήν την ϕιλοσοφία µπορούµε να την συµµαζέψουµε σε µια
συνταγή γνωστή ως Αρχή Ελάχιστης Ζεύξης :

1. Πάρε έναν νόµο του επίπεδου χωρόχρονου

2. Γράψε τον σε αναλλοίωτη από συντεταγµένες µορφή (τανυστική µορφή)
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3. Ισχυρίσου ότι ο προκύπτον νόµος ισχύει σε καµπύλο χωρόχρονο

Εποµένως παίρνουµε την εξίσωση ευθείας :

d2xµ

dl2
= 0⇔ dxν

dl
∂ν
dxµ

dl
= 0

∂ν→∇ν−−−−−→ dxν

dl
∇ν

dxµ

dl
= 0

Η οποία αποτελέι την γεωδαισιακή καµπύλη ! ΄Ετσι και για την ϐαρύτητα ϑα πρέπει να πάρουµε την τροχιά
του σωµατιδίου σε ένα ϐαρυτικό πεδίο σύµφωνα µε τον Νεύτωνα και να εξάγουµε µια εξίσωση, την εξίσωση
Einstein για την ϐαρύτητα, που ϑα έχει ως όριο τις εξισώσεις του Νεύτωνα.

3.2.2 Νευτώνιο ΄Οριο

Στο Νευτώνιο όριο τα σωµατίδια ϑα πρέπει :

1. να κινούνται µε ταχύτητα µικρότερη της ταχύτητας του ϕωτός

2. το ϐαρυτικό πεδίο να είναι ασθενές (για να µπορεί να ϑεωρηθεί σαν διαταραχή του χωρόχρονου)

3. το ϐαρυτικό πεδίο να είναι στατικό (να µην αλλάζει µε τον χρόνο)

Η αργή κίνηση των σωµατιδίων ερµηνεύεται ως :

dxi

dt
� c2 ⇔ dxi

dτ
� dt

dτ
(3.14)

Η γεωδαισιακή τότε γίνεται :
d2xµ

dτ2
+ Γµ00

(
dt

dτ

)2

= 0 (3.15)

Εφόσον το πεδίο είανι στατικό (∂0gµν = 0) , τα σχετικά σύµβολα Christoffel απλοποιούνται ως :

Γµ00 =
1

2
gµλ (∂0gλ0 + ∂0g0λ − ∂λg00)

= −1

2
gµλ∂λg00 (3.16)

Τέλος το ασθενές ϐαρυτικό πεδίο µας επιτρέπει να σπάσουµε την µετρική σε έναν όρο που είναι η µετρική
του Minkowski συν µια µικρή διαταραχή:

gµν = ηµν + hµν , |hµν | � 1 (3.17)

Από τον ορισµό για την αντίστροφη µετρική, gµνgνσ = δµσ , ϐρίσκουµε:

gµν = ηµν + φµν , |φµν � 1⇒
gµνgνσ = δµσ ⇔

(ηµν + φµν) (ηνσ + hνσ) = δµσ ⇔

ηµνηνσ + ηµνhνσ + φµνηνσ +���
�:0

φµνhνσ = δµσ ⇔
δµσ + hµσ + φµσ + 0 = δµν ⇔

φµσ = −hµσ ⇔
ηνσφµσ = −ηνσφµσ ⇔

φµν = −hµν

Εποµένως
gµν = ηµν − hµν , |hµν | � 1 (3.18)

Τα σχετικά σύµβολα Christoffel γίνονται :

Γµ00 = −1

2

(
ηµλ − hµλ

)
∂λ (η00 + h00)

= −1

2
ηµλ∂λη00 −

1

2
ηµλ∂λh00 +

1

2
hµλ∂λη00 +

�
��

�
��*

0
1

2
hµλ∂λh00

= −1

2
ηµλ∂λh00 (3.19)
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Αντικαθιστώντας στην γεωδαισιακή έχουµε:

d2xµ

dτ2
= c2

1

2
ηµλ∂λh00

(
dt

dτ

)2

⇔ d2xµ
dτ2

= c2
1

2
∂µh00

(
dt

dτ

)2

(3.20)

Η µ = 0 συνιστώσα δίνει :
d2t

dτ2
= 0⇔ dt

dτ
= σταθερό (3.21)

Αφού το χωροειδές κοµµάτι της µετρικής είναι ο µοναδιαίος πίνακας 3× 3 τότε η χωροειδής συνιστώσα µας
δίνει :

d2xi
dτ2

= c2
1

2

(
dt

dτ

)2

∂ih00 ⇔ (3.22)

d2xi
dt2

= c2
1

2
∇h00Νευτώνιο ΄Οριο (3.23)

΄Οπου στο τελευταίο ϐήµα αντικαταστήσαµε το σύµβολο ∂i = ∇ και πολλαπλασιάσαµε µε
(
dτ

dt

)2

. ΄Ετσι

η τελευταία µας ϑυµίζει την εξίσωση του Νεύτωνα για την ϐαρύτητα αν αντικαταστήσουµε h00 = −2
Φ

c2
το

ϐαρυτικό δυναµικό. Εποµένως η συνιστώσα της µετρικής γράφεται :

g00 = −
(

1− 2
Φ

c2

)
(3.24)

ή λόγω του Νευτώνιου ϐαρυτικού πεδίου :

gtt = −
(

1− 2GM

c2r

)
(3.25)

3.2.3 Εξίσωση Einstein

Η γενίκευση της εξίσωσης Poisson ϑα πρέπει να συµπεριλαµβάνει στο ένα µέλος παραγώγους δεύτερης τάξης
της µετρικής και στο αριστερό µέλος έναν τανυστή ο οποίος να περιγράφει την ύλη (Τανυστής Ενέργειας-
Ορµής) . Εποµένως :

∇2Φ = 4πGρ→
[
∇2g

]
µν

= kTµν (3.26)

όπου k µια αυθαίρετη σταθερά. Μια µαντεψιά ϑα ήτανε να δράσουµε µε την d’Alembertian � = ∇µ∇µ
πάνω στην µετρική gµν , αλλά αυτό ισούται µε µηδέν ταυτοτικά από την ιδιότητα metric compatibility.
Υπάρχει µια ποσότητα που δεν είναι µηδέν και κατασκευάζεται από δεύτερες (και πρώτες) παραγώγους
της µετρικής, αυτή είναι ο τανυστής καµπυλότητας Riemann Rρµσν . ΄Οµως δεν έχει τους σωστούς δείκτες.
Μπορούµε όµως να πάρουµε την συστολή που είναι ο τανυστής Ricci Rµν

Rµν = kTµν (3.27)

΄Οµως η ενέργεια διατηρείται επόµενως έχουµε :

∇µTµν = 0 (3.28)

Αλλά από την ταυτότητα Bianchi έχουµε ότι :

∇µ
(
Rµν −

1

2
Rgµν

)
= 0 (3.29)

εποµένως

Gµν ≡ Rµν −
1

2
Rgµν = kTµν (3.30)

Για να προσδιορίσουµε την σταθερά k ϑα πρέπει να πάρουµε την συστολή και στα δύο µέλη της εξίσωσης :

gνµRµν −
1

2
Rgνµgµν = kgνµTµν ⇔

R− 4
1

2
R = T
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για 4 διαστάσεις έχουµε:gνµgµν = δνν = 4
R = −kT (3.31)

Χρησιµοποιώντας την εξίσωση αυτή µπορούµε τότε να γράψουµε την ;; ως:

Rµν = k

(
Tµν −

1

2
Tgµν

)
(3.32)

Τώρα µένει να δούµε αν η παραπάνω εξίσωση προσδιορίζει την εξίσωση Poisson στο νευτώνιο όριο.

Θεωρούµε ένα ιδανικό ϱευστό όπως η Γή ή ο ΄Ηλιος. Τότε ο τανυστής ενέργειας-ορµής είναι :

Tµν = (ρ+ p)UµUν + pgµν (3.33)

Στο νευτώνιο όριο επίσης µπρούµε να απαλείψουµε την πίεση p διότι η πίεση ενός σώµατος γίνεται σηµαντική
όταν τα σωµάτια που το απαρτίζουν ταξιδεύουν µε ταχύτητες κοντά στην ταχύτητα του ϕωτός. ΄Αρα:

Tµν = ρUµUν (3.34)

Στο σύστηµα κέντρου µάζας του ϱευστού έχουµε για ένα στατικό σώµα:

Uµ =
(
U0, 0, 0, 0

)
(3.35)

Από τις εξισώσεις ;;,;; έχουµε ότι :

g00 = −1 + h00

g00 = −1− h00

΄Οµως την χρονική συνιστώσα της τετραταχύτητας µπορούµε να την ϕτιάξουµε να είναι ίση σύµφωνα µε τον
νορµαλισµό των τετρανυσµάτων σε 4D χωρόχρονο (gµνU

µUν = −1):

g00U
0U0 = −1⇔(

U0
)2

= − 1

−1 + h00
⇔

U0 =
1√

1− h00

' 1 +
1

2
h00 ⇔

U0 ≡ g00U
0 = (−1 + h00)

(
1 +

1

2
h00

)
= −1− 1

2
h00 + h00 +

1

2
(h00)

2 ' −1 +
1

2
h00

Επειδή όµως ϑεωρούµε ότι η πυκνότητα ενέργειας ϑεωρείται µικρή (ο χωρόχρονος γίνεται επίπεδος καθώς
το ρ→ 0) .΄Αρα τότε παίρνουµε ότι h00 = 0 άρα U0 ' 1 , U0 ' −1 και τότε η χρονική συνιστώσα του τανυστή
ενέργειας ορµής γίνεται :

T00 = ρ

και η συστολή του γίνεται :
T = g00T00 = −ρ

΄Αρα τότε :

R00 = k

(
T00 −

1

2
Tg00

)
= k

[
ρ− 1

2
(−ρ) (−1)

]
= k

1

2
ρ (3.36)

΄Οµως σύµφωνα µε την σχέση του τανυστή καµπυλότητας Riemann έχουµε :

Ri0j0 = ∂jΓ
i
00 − ∂0Γij0 + ΓijλΓλ00 − Γi0λΓλj0

όµως για στατικά πεδία ισχύει ότι ∂0Γij0 = 0 και επειδή τα σύµβολα Christoffel είναι πρώτης τάξης ως προς
την µετρική (Γ)

2 ' 0. ΄Ετσι

Ri0i0 = ∂iΓ
i
00 = ∂i

[
1

2
giλ (∂0gλ0 + ∂0gλ0 − ∂λg00)

]
= −1

2
∂ig

iλ∂λg00 = −1

2
δij∂i∂jh00
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R00 ≡ Ri0i0 = −1

2
∇2h00 (3.37)

Εποµένως

∇2h00 = −kc2ρ h00=−2Φ−−−−−−→ ∇2Φ = −1

2
kρ (3.38)

Η οποία δεν είναι άλλη από την εξίσωση Poisson για k = 8πG.

Εποµένως η εξίσωση της Γενικής Θεωρίας Σχετικότητας, Εξίσωση Einstein είναι η

Gµν ≡ Rµν −
1

2
Rgµν = 8πGTµν (3.39)

Λέµε ότι αποτελούν τις πεδιακές εξισώσεις Einstein όπου το πεδίο είναι η µετρική που διαδίδεται στον
χωρόχρονο. Επίσης η εξίσωση Einstein µπορεί να γραφεί όπως δείξαµε και στην µορφή

Rµν −
1

2
Rgµν = 8πGTµν ⇔

Rµν = 8πG

(
Tµν −

1

2
Tgµν

)
Στις περιοχές που δεν υπάρχει ύλη Tµν = 0 και έτσι η εξίσωση Einstein στο κενό είναι :

Rµν = 0 (3.40)
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Κεφάλαιο 4

Μελανές Οπές και Φαινόµενο

Superradiance

4.1 Μελανές Οπές

Οι Μελανές Οπές ή αλλιώς Μαύρες Τρύπες αποτελούν τα ϑεµελιώδη ¨άτοµα¨ της Γενικής Θεωρίας της
Σχετικότητας. Είναι γιγάντια σώµατα της τάξεως των Αστέρων. Περιγράφονται από σηµαντική συγκέντρωση
µάζας σε µια πολύ µικρή περιοχή του χώρου (singularity) , ώστε η δύναµη της ϐαρύτητας να µην επιτρέπει
σε οτιδήποτε να ξεφύγει από αυτήν, παρά µόνο µέσω κβαντικής συµπεριφοράς.

΄Οπως προβέπεται από την Γενική Σχετικότητα, η παρουσία µεγάλης µάζας παραµορφώνει τον χωρόχρο-
νο κατά τέτοιο τρόπο ώστε τα µονοπάτια που λαµβάνονται από τα σωµατίδια να στρέφονται προς την µάζα.

Εφόσον οι µαύρες τρύπες δεν µπορούν να εκπέψουν κανενός είδους ϕως ή άλλο στοιχείο, η µελέτη τους
ϐασίζεται στην µελέτη της κίνησης σωµατιδίων έξω από αυτήν, παρά στο απροσπέλαστο εσωτερικό τους.

Αξίζει να σηµειώσουµε ότι, στατικές, αυµπτωτικά επίπεδες µελανές όπες, που αποτελούν λύσεις της Γε-
νικής Σχετικότητας σε συνδυασµό µε ένα ηλεκτροµαγνητικό πεδίο, χαρακτηρίζονται πλήρως από τις εξής
παραµέτρους :µάζα M , ηλεκτρικό ϕορτίο Q , και τροχιακή στροφορµή L.

Ο ϑεµελιώδης ϱόλος των µελανών οπών κάνει εξαίρετης σηµασίας την µελέτη της ϕύσης της σταθερότητας
τους. Τι σηµαίνει όµως σταθερότητα ; Η απάντηση προκύπτει µέσα από ένα άλλο ερώτηµα. Αν µια µαύρη
τρύπα διαταραχθεί µε κάποιο τρόπο, τότε η διαταραχή ϑα ¨πεθάνει¨ µε τον χρόνο, ή ϑα αυξάνει εκθετικά
µέχρις ότου να µην µπορούµε να ϑεωρήσουµε πλεόν την ύπαρξη της διαταραχής και έτσι να έχουµε µια
ασταθή µαύρη τρύπα ; Στην πραγµατικότητα αυτό σηµαίνει ότι διαταρακτικά πεδία είτε ϑα ακτινοβοληθούν
στο άπειρο, είτε ϑα τα ¨καταπιεί¨ η µαύρη τρύπα.

4.2 Φαινόµενο Superradiance

Εύλογα, µπορεί να προκύψει το ερώτηµα:Αν η ϐαρυτική δύναµη δεν επιτρέπει στα σωµατίδια να ¨ξεφύγουν¨

από αυτήν τότε πως µπορούν να ακτινοβοληθούν στο άπειρο ;

∆ιαδικασίες ενίσχυσης ακτινοβολίας έχουν µια µακράν ιστορία, ξεκινώντας από τις απαρχές της Κβαντο-
µηχανικής ,όταν ο Klein έδειξε ότι η εξίσωση Dirac επιτρέπει στα ηλεκτρόνια να µεταδίδονται ακόµα και
σε κλασσικά απαγορευµένες περιοχές. Το 1954, ο Dicke εισήγαγε την έννοια Superradiance, στεκόµενος
σε µια συλλογή ϕαινοµένων κατά τα οποία η ακτινοβολία ενισχύεται µετά από µια αλληλουχία εκποµπών.
Το 1971, ο Zel’ dovich έδειξε ότι, κάτω από συγκεκριµένες συνθήκες, η σκέδαση ακτινοβολίας από περι-
στρεφόµενες απορροφητικές επιφάνειες έχει ως αποτέλεσµα κύµατα µε µεγαλύτερο πλάτος. Το ϕαινόµενο
αυτό είναι πλέον ευρέως γνωστό ως Superradiance και απαιτεί µια αρχική ακτινοβολία, ϑεωρώντας την
µονοχρωµατική µε συχνότητα ω, να ικανοποιεί την σχέση:

ω < mΩ (4.1)
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όπου m είναι ο αζιµουθιακός αριθµός σε σχέση µε τον άξονα περιστροφής και Ω είναι η γωνιακή ταχύτη-
τα του σώµατος. Τέτοιου είδους ϕαινόµενα ανήκουν σε µια ευρεία κατηγορία κλασσικών προβληµάτων
που εµφανίζουν διεγερµένες ή αυθόρµητες εκποµπές ενέργειας, όπως το ϕαινόµενο Vavilov-Cherenkov,
το ανώµαλο ϕαινόµενο Doppler και άλλα παραδείγµατα ϋπερφωτεινής¨ κίνησης. ΄Οταν ενσωµατώθηκαν
τα κβαντικά αποτελέσµατα, υποστηρίχθηκε ότι το ϕαινόµενο Superradiance αποτελεί µια αυθόρµητη δια-
δικασία µε τα περιστρεφόµενα σώµατα (συµπεριλαµβανοµένων και των Μελανών Οπών) να υπόκεινται σε
επιβράδυνση µέσω αυθόρµητης εκποµπής ϕωτονίων που ικανοποιούν την σχέση ;;. Παράλληλα, επιτεύχθη-
καν παρόµοια αποτελέσµατα κατά την ανάλυση του ϕαινοµένου Superradiance σε µια µαύρη τρύπα από
ϑερµοδυναµική άποψη.

Μπορούµε κάπως έτσι να ισχυριστούµε ότι, το ϕαινόµενο Superradiance είναι ϑεµελιώδους σηµασίας
για να αποφασιστεί η σταθερότητα των µελανών οπών και έτσι η τύχη της ϐαρυτικής κατάρρευσης. Μια
αναλυτικότερη µελέτη ϑα µας πείσει.

4.3 Οι Νόµοι των Μελανών Οπών

Κάθε νόµος της Θερµοδυναµικής αντιστοιχεί σ΄ έναν νόµο µηχανικής που υπακούει µια µαύρη τρύπα.΄Ενα
σύστηµα σε ϑερµική ισορροπία σήµαινει οτι έχει αποκατασταθεί σε µια σταθερή κατάσταση, η οποία αντι-
στοιχίζεται σε µια σταθερή µαύρη τρύπα.

1. Πρώτος Νόµος Θερµοδυναµικής
dE = TdS − pdV (4.2)

΄Οπου ο τελευταίος όρος αποτελέι το έργο που κάνουµε στο σύστηµα.
Αντιστοιχίζοντας τις ποσότητες

(αʹ) E ↔M

(ϐʹ) S ↔ AH/4G

(γʹ) T ↔ k/2π

όπου M είναι η µάζα της µαυρής τρύπας, AH είναι η επιφάνεια του ορίζοντα και k = 2πTH ορίζεται
ως η επιφανειακή ϐαρύτητα της µαύρης τρύπας.΄Ετσι η αντίστοιχη σχέση που ϑα ικανοποιούν οι
διακυµάνσεις αυτών των ποσοτήτων σε µια µαύρη τρύπα είναι

δM =
k

8π
δA+ ΩHδJ + ΦHδQ (4.3)

2. Μηδενικός Νόµος Θερµοδυναµικής
΄Οταν ένα σύστηµα ϐρίσκεται σε ϑερµική ισορροπία η ϑερµοκρασία παραµένει σταθερή. Ο ανάλογος
νόµος της µηχανικής µιας µαύρης τρύπας είναι ότι µια σταθερή µαύρη τρύπα έχει σταθερή επιφα-
νειακή ϐαρύτητα στον ορίζοντα.

3. ∆εύετερος Νόµος Θερµοδυναµικής
Η εντροπία ενός αποµονωµένου συστήµατος δεν µειώνεται ποτέ. Αντίστοιχα για µια µαύρη τρύπα
ισχύει ότι η επιφάνεια του ορίζοντα δεν µειώνεται ποτέ.

4. Τρίτος Νόµος Θερµοδυναµικής
Είναι αδύνατον να επιτευχθεί T = 0 σε µια ϕυσική διαδικασία. Για τις µαύρες τρύπες αυτός ο νόµος
δεν ισχύει αρκετά, αφού για k = 0 έχουµε την περίπτωση των extremal black holes.

4.4 ∆ιαδικασία Penrose

Ο Bekenstein έδειξε ότι το ϕαινόµενο Superradiance σε µια Μελανή Οπή µπορεί να γίνει κατανοητό χρη-
σιµοποιώντας κλασσικούς νόµους µηχανικής αυτών.

Κανένας νόµος δεν απαγορεύει την µείωση της ενέργειας µιας µαύρης τρύπας. Μια τυπική διαδικασία
εξαγωγής ενέργειας αποτελεί η διαδικασία Penrose, κατά την οποία ένα σωµατίδιο ενέργειας E0 > 0 χω-
ϱίζεται στην εργόσφαιρα της µαύρης τρύπας σ΄ ένα σωµατίδιο µε ενέργεια E2 < 0 το οποίο συλλαµβάνεται
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από την τρύπα, και σ΄ ένα δεύτερο µε ενέργεια E1 = E0 + |E2| το οποίο διαφεύγει στο άπειρο. Η διαδικασία
αυτή ξεκάθαρα οδηγεί στην εξαγωγή ενέργειας |E2| από την τρύπα.

Σχήµα 4.1: The Penrose process

Αρχικά ας ϑεωρήσουµε την πιο γενική περίπτωση µιας µαύρης τρύπας, µια ϕορτισµένη Kerr µάζας M ,
ϕορτίου Q και τροχιακής στροφορµής ~L. Οι ορίζοντες ϐρίσκονται στις

r± = M ±
√
M2 −Q2 − a2 (4.4)

΄Οπου ~a = ~L/M .
Η επαγόµενη µετρική γij στον εξωτερικό ορίζοντα (όπου τα i, j τρέχουν πάνω στα θ, φ) προσδιορίζεται άµεσα
από την σχέση

γijdx
idxj = ds2 (dt = 0, dr = 0, r = r+) =

(
r2
+ + a2 cos2 θ

)
dθ2 +

[
(r2

+ + a2)2 sin2 θ

r2
+ + a2 cos2 θ

]
dφ2 (4.5)

Η ορίζουσα είναι
|γ| = (r2

+ + a2)2 sin2 θ (4.6)

΄Ετσι η επιφάνεια του ορίζοντα είναι

A =

∫ √
|γ|dθdφ = 4π(r2

+ + a2) (4.7)

∆ιαφορίζοντας την παραπαάνω σχέση µπορούµε να πάρουµε τις αλλαγές που υπόκεινται οι διάφορες πο-
σότητες

dA = 4A(r+ − r−)−1(dM − ~Ωd~L− ΦdQ) (4.8)

΄Οπου ~Ω = ~a(r2
+ + a2)−1 και Φ = Qr+(r2

+ + a2)−1

Σύµφωνα µε τον δεύτερο νόµο µηχανικής για τις µαύρες τρύπες η επιφάνεια του ορίζοντα δεν µπορεί να
µειωθεί ποτέ, έτσι συνεπάγεται ότι πρέπει απαραιτήτως να ικανοποιείται η σχέση

dM > ~Ωd~L+ ΦdQ (4.9)

Ενέργεια µπορεί εξίσου να εξαχθεί αν σκεδαστούν κύµατα πάνω σε µια µαύρη τρύπα. Προαναφέραµε
ότι µέσω κβαντικής συµπεριφοράς τέτοιου είδους ϕαινόµενα γίνονται κατανοητά. ΄Ετσι, στο σηµείο αυτό ας
ϕανταστούµε ένα ϕορτισµένο κύµα να έρχεται από το άπειρο και να σκεδάζεται από µια ϕορτισµένη Kerr
µαύρη τρύπα. Πολύ µακρύα από την µαύρη τρύπα µπορούµε να ϑεωρήσουµε ότι το κύµα απαρτίζεται από
πολλά κβάντα. Είναι γνωστό ότι το κάθε ένα από αυτά ϑα έχει ενέργεια ίση µε ~ω και τροχιακή στροφορµή
ίση µε ~m. Αν e είναι το ϕορτίο ανά κβάντο, τότε ο λόγος της καθαρής τροχιακής στροφορµής φ προς την
ενέργεια που κουβαλάει το κύµα ϑα είναι m/ω και ο λόγος του καθαρού ϕορτίου προς την ενέργεια που
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κουβαλάει το κύµα ϑα είναι e/~ω. Η παρουσία του ~ δεν χρειάζεται να µας ανησυχεί εφόσον στο κλασικό
όριο (πολλά κβάντα) το ϕορτίο που κουβαλάει το κύµα γίνεται λ = e/~.
Σύµφωνα µε τους νόµους διατήρης της ενέργειας, της τροχιακής στροφορµής και του ϕορτίου συνεπάγονται
οι σχέσεις

~Ωd~L = ΩdMm/ω (4.10)

dQ = λdM/ω (4.11)

΄Ετσι η συνθήκη ;; γίνεται

dM

(
1− mΩ

ω
− λΦ

ω

)
> 0 (4.12)

΄Αν ϕυσικά ισχυεί ότι
ω < mΩ + λΦ (4.13)

Το γεγονός αυτό σηµαίνει ότι το σκεδαζόµενο κύµα κουβαλάει περισσότερη ενέργεια από το αρχικό κύµα,
δηλαδή ενισχύεται εξάγοντας ενέργεια και ϕορτίο από την µαύρη τρύπα.

4.5 Φαινόµενο Superradiance σε Μελανές Οπές

∆είξαµε αλλιώς ότι αν ένα ϕορτισµένο ϐαθµωτό πεδίο σκεδαστεί σε µια ϕορτισµένη µαύρη τρύπα ενισχύε-
ται καθώς αποµακρύνεται από αυτήν. Τώρα αν ϑεωρήσουµε ότι το αρχικό πεδίο έχει µη µηδενική µάζα
ηρεµίας, τότε ο όρος της µάζας µπορεί να λειτουργήσει κατά κάποιο τρόπο σαν καθρέφτης εµποδίζοντας
την εξαγόµενη ενέργεια της µαύρης τρύπας να διαφύγει στο άπειρο. Το ϕορτισµένο πεδίο ενισχύεται όλο
και πιο πολύ παρουσιάζοντας το ϕαινόµενο Superradiance. Αν το ϕαινόµενο αυτό διαρκούσε για µεγάλο
χρονικό διάστηµα ϑα µπορούσαµε να υποθέσουµε ότι η µαύρη τρύπα παύει πλέον να είναι σταθερή. ΄Οµως
η σταθερότητα για παράδειγµα της Reissner-Nordstrom σε ϐαρυτικές και ηλεκτροµαγνητικές διαταραχές
έχει αποδειχθεί δεκάδες χρόνια πριν.

4.5.1 Σκέδαση Superrandiant Πεδίων σε Υπόβαθρο µιας Μελανής Οπής

Θεωρούµε ένα χωρόχρονο στατικό και αξονοσυµµετρικό. Σ΄ αυτήν την περίπτωση, οι διαταραχές, που
διαδίδονται σε µια καθορισµένη µετρική, µπορούν να εκφραστούν σε όρους µιας κυµατοσυνάρτησης Ψ. Η
τελευταία ικανοποιεί µια εξίσωση τύπου Schroedinger

d2Ψ

dr2
∗

+ VeffΨ = 0 (4.14)

Το δυναµικό Veff περιέχει όλη την πληροφορία για την καµπυλότητα του χωρόχρονου καθώς και για
τις ιδιότητες του πεδίου. Η συντεταγµένη ¨χελώνας¨ όπως καλείται αντιστοιχίζει την περιοχή r ∈ [r+,∞]
σε ολόκληρο τον πραγµατικό άξονα r∗ ∈ [−∞,+∞].΄Ενας τρόπος για να κάνουµε ξεκάθαρο ότι το κύµα
δεν µπορεί να ϕύγει στο άπειρο υποθέτουµε (όπως και για ευκολία) ασυµπτωτική επιπεδότητα και ότι το
δυναµικό είναι σταθερό στα όρια(πηγάδι δυναµικού), τότε προκύπτει η ασυµπτωτική συµπεριφορά

Ψ =

{
T exp−ikHr∗ +O expikHr∗ , for r∗ → −∞
R expik∞r∗ +I exp−ik∞r∗ , for r∗ → +∞

Σηµειώνουµε ότι r+ είναι η ακτίνα του ορίζοντα, k2
H = Veff (r → r+) και k2

∞ = Veff (r →∞).
Αυτές οι συνοριακές συνθήκες αντιστοιχούν σ΄ ένα αρχικό κύµα πλάτους I , σ΄ ένα ανακλώµενο κύµα πλάτους
R και σ΄ ένα διαδιδόµενο πλάτους T στον ορίζοντα. Ο όρος O περιγράφει µια υποθετική εξερχόµενη ϱοή
κατα µήκος της επιφάνειας r = r+ που στην περίτωση που έχουµε ορίζοντα µηδενίζεται.
Τώρα ϑεωρούµε ότι το δυναµικό είναι πραγµατικό. Τότε, εφόσον ο χωρόχρονος είναι στατικός, οι εξισώσεις
των πεδίων ϑα είναι αναλοίωτες κάτω απο τους µετασχηµατισµούς ούς t → −t και ω → −ω. Τότε υπάρχει
µια άλλη λύση Ψ̄ η οποία ϑα ικανοποιεί τις συζηγής συνοριακές συνθήκες. Οι λύσεις Ψ και Ψ̄ είναι
γραµµικώς ανεξάρτητες και έτσι για την κάθε µια η Wronskian

W = ψ
d

dr∗
ψ̄ − ψ̄ d

dr∗
ψ (4.15)
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είναι ανεξάρτητη της r∗. Εποµένως η Wronskian υπολογισµένη στον ορίζοντα, W = −2ikH(|T |2 − |O|2),
ϑα πρέπει να είναι ίση µε αυτήν στο άπειρο W = 2ik∞(|R|2 − |I|2)

|R|2 = |I|2 − kH
k∞

(
|T |2 − |O|2

)
(4.16)

Παρατηρούµε ότι όταν kH/k∞ > 0 τότε |R|2 < |I|2 , ενώ όταν kH/k∞ < 0 τότε το κύµα ενισχύεται
|R|2 > |I|2, όπως δείξαµε και παραπάνω.
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Κεφάλαιο 5

Θεώρηµα No-bomb για Φορτισµένη

Μελανή Οπή Reissner-Nordstrom

΄Εχουµε ξεκαθαρίσει ότι υπάρχουν δύο συνθήκες ώστε µια µαύρη τρύπα να παρουσιάσει αστάθεια superra-
diant-bomb. Πρώτον ϑα πρέπει να υπάρχει ένα πηγάδι δυναµικού έξω από την µαύρη τρύπα και δεύτερον
ϑα πρέπει το πεδίο που προσκρούει στην µαύρη τρύπα να πραγµατοποιεί το ϕαινόµενο superradiance.
΄Οπως προαναφέραµε η Reissner-Nordstrom είναι σταθερή σε ηλεκτροµαγνητικές διαταρραχές, έτσι σ΄ αυτό
το κεφάλαιο ϑα δείξουµε ότι για µια µαύρη τρύπα RN υπάρχει ένα όριο στο οποίο οι δύο συνθήκες δεν
µπορούν να συµβαίνουν ταυτόχρονα.

5.1 Το Φυσικό Σύστηµα

Μια µαύρη τρύπα RN µε µάζα M και ηλεκτρικό ϕορτίο Q ορίζει τον χωρόχρονο σύµφωνα µε την µετρική

ds2 = −f(r)dt2 +
1

f(r)
dr2 + r2

(
dθ2 + sin2 θdφ2

)
(5.1)

΄Οπου

f(r) ≡ 1− 2M

r
+
Q2

r2
(5.2)

Οι δύο ορίζοντες ϐρίσκονται στις ακτίνες

r± = M ±
√
M2 −Q2 (5.3)

Το ηλεκτροµαγνητικό δυναµικό της BH είναι Aν = −δ0
νQ/r.

΄Ενα ϐαθµωτό πεδίο Ψ µε µάζα µ και ϕορτίο q συζεύγνυται µε την RNBH. Η δυναµική του πεδίου Ψ στον
χωρόχρονο RN διέπεται από την εξίσωση Klein-Gordon[

(∇ν − iqAν) (∇ν − iqAν)− µ2
]

Ψ = 0 (5.4)

Μπορούµε να αναλύσουµε το πεδίο ως

Ψlm(t, r, θ, φ) = eimφSlm(θ)Rlm(r)e−iωt (5.5)

Αντικαθιστούµε στην εξίσωση K-G και κάνουµε τις πράξεις αναλυτικά[
(∇ν − iqAν) (∇ν − iqAν)− µ2

]
Ψ = 0 (5.6)

∇ν∇νΨ− iq∇ν(AνΨ)− iqAν∇νΨ− q2AνAνΨ− µ2Ψ = 0 (5.7)

∂ν∂νΨ− Γµνν ∂µΨ− iq∇νAνΨ− iqAν∇νΨ− iqAν∂νΨ− q2gνµAµAνΨ− µ2Ψ = 0 (5.8)

gνµ∂ν∂µΨ− Γµνν ∂µΨ− iq(∂νAν + ΓννσA
σ)Ψ− 2iqgνµAµ∂νΨ− q2gνκAκAνΨ− µ2Ψ = 0 (5.9)
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΄Οπου gνµ =


−f(r) 0 0 0

0 f−1(r) 0 0
0 0 r2 0
0 0 0 r2 sin2 θ

 και gνµ =


−f−1(r) 0 0 0

0 f(r) 0 0
0 0 r−2 0
0 0 0 r−2 sin−2 θ


Και τα µη µηδενικά σύµβολά Christoffel είναι

Γttr =
1

2
gtt∂rgtt =

1

2

1

f(r)

df(r)

dr
(5.10)

Γrrr =
1

2
grr∂rgrr = −1

2

1

f(r)

df(r)

dr
(5.11)

Γθθr =
1

2
gθθ∂rgθθ =

1

r
(5.12)

Γφφr =
1

2
gφφ∂rgφφ =

1

r
(5.13)

Γφφθ =
1

2
gφφ∂θgφφ =

cosφ

sinφ
(5.14)

Επίσης

Γrtt =
1

2
gttg

rr∂rg
tt = −1

2

df(r)

dr
(5.15)

Γrrr =
1

2
grrg

rr∂rg
rr = −1

2

df(r)

dr
(5.16)

Γrθθ =
1

2
gθθg

rr∂rg
θθ = −f(r)

r
(5.17)

Γrφφ =
1

2
gφφg

rr∂rg
φφ = −f(r)

r
(5.18)

Γθφφ =
1

2
gφφg

θθ∂θg
φφ = − 1

r2

cos θ

sin θ
(5.19)

(5.20)

Υπολογίζουµε ξεχωριστά τον κάθε όρο

gνµ∂ν∂µΨ = gtt
∂2Ψ

∂t2
+ grr

∂2Ψ

∂r2
+ gθθ

∂2Ψ

∂θ2
+ gφφ

∂2Ψ

∂φ2

=
ω2

f(r)
Ψ + f(r)

d2R

dr2
eiωφSe−iωt +

1

r2

∂2Ψ

∂θ2
+

1

r2 sin2 θ

∂2Ψ

∂φ2
(5.21)

Για τον δεύτερο τώρα έχουµε

−Γµνν ∂µΨ = −Γrtt ∂rΨ− Γrrr ∂rΨ− Γrθθ ∂rΨ− Γrφφ ∂rΨ− Γθφφ ∂θΨ

=
df(r)

dr

∂Ψ

∂r
+ 2

f(r)

r

∂Ψ

∂r
+

cos θ

r2 sin θ

∂Ψ

∂θ
(5.22)

΄Επειτα

∂νA
ν = 0 (5.23)

ΓννσA
σ = ΓννtA

t = 0 (5.24)

Ενώ για τους δύο τελευταίους όρους έχουµε

gνµAµ∂νΨ = gttAt∂tΨ = −iω Q

rf(r)
Ψ (5.25)

gνκAκAν = gttAtAt = − 1

f(r)

Q2

r2
(5.26)
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Με αντικατάσταση στην ;; προκύπτει

ω2

f(r)
Ψ + f(r)

d2R

dr2
eiωφSe−iωt +

1

r2

∂2Ψ

∂θ2
+

1

r2 sin2 θ

∂2Ψ

∂φ2

+
df(r)

dr

∂Ψ

∂r
+ 2

f(r)

r

∂Ψ

∂r
+

cos θ

r2 sin θ

∂Ψ

∂θ
− 2iq

(
−iω Q

rf(r)
Ψ

)
− q2

(
− 1

f(r)

Q2

r2

)
Ψ− µ2Ψ = 0 (5.27)

Ο τελεστής της στροφορµής είναι

L̂ =
∂2

∂θ2
+

1

sin2 θ

∂2

∂φ2
+

cos θ

sinφ

∂

∂θ
(5.28)

∆ρώντας στην κυµατοσυνάρτηση δίνει τις ιδιοτιµές −l(l + 1).
΄Ετσι αντικαθιστώντας στην εξίσωση και απαλοίφωντας τους όµοιους όρους καταλήγουµε στην

ω2

f(r)
R+ f(r)

d2R

dr2
− l(l + 1)

r2
R+

2

r
f(r)

dR

dr
+
df(r)

dr

dR

dr
− 2qω

Q

rf(r)
R+ q2(

1

f(r)

Q2

r2
)R− µ2R = 0 (5.29)

Στο σηµείο αυτό ορίζοντας δύο νέες ποσότητες

∆ ≡ r2 − 2Mr +Q2 (5.30)

U ≡ (ωr2 − qQr)2 −∆[µ2r2 + l(l + 1)] (5.31)

Η εξίσωση κίνησης του σωµατιδίου παίρνει την µορφή

∆2 d
2R

dr2
+ ∆r2 d

dr

(
∆

r2

)
dR

dr
+ 2

∆2

r

dR

dr
+ ω2r4R− 2qωQr3R+ q2Q2r2R− µ2r2∆R−∆l(l + 1)R = 0

∆2 d
2R

dr2
+ ∆

d∆

dr

dR

dr
+ UR = 0

∆
d

dr

(
∆
dR

dr

)
+ UR = 0

(5.32)

Κάνοντας αλλαγή µεταβλητής Ψ ≡ ∆1/2R η εξίσωση κίνησης του πεδίου παίρνει την µορφή µιας εξίσωσης
Schroedinger

∆
d

dr

(
∆
d

dr

(
Ψ∆−1/2

))
+ UΨ∆−1/2 = 0 (5.33)

∆
d

dr

(
∆1/2 dΨ

dr
− 1

2
∆−1/2 d∆

dr
Ψ

)
+ UΨ∆−1/2 = 0 (5.34)

∆3/2 d
2Ψ

dr2
+

1

4
∆−1/2

(
d∆

dr

)2

Ψ− 1

2
∆1/2 d

2∆

dr2
Ψ + UΨ∆−1/2 = 0 (5.35)

d2Ψ

dr2
+

(
1

4

1

∆2
(2r − 2M)2 − 1

∆
+

U

∆2

)
Ψ = 0 (5.36)

d2Ψ

dr2
+
U +M2 −Q2

∆2
Ψ = 0 (5.37)

Ξαναορίζοντας ω2 − V =
U +M2 −Q2

∆2
καταλήγουµε στην

d2Ψ

dr2
+ (ω2 − V )Ψ = 0 (5.38)

5.2 Συνοριακές Συνθήκες

Ενδιαφερόµαστε για εκείνες τις λύσεις της εξίσωσης ;; όπου ϑα έχουµε ένα καθαρά εισερχόµενο κύµα
στον ορίζοντα, δηλαδή για r = r+ και µια δέσµια κατάσταση για r =∞. ΄Οπως δείξαµε στην προηγούµενη
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ενότητα, µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε την συντεταγµένη ¨χελώνας¨ r∗ µε dr∗ = (r/∆)dr, τότε η εξίσωσησ
κίνησης του σωµατιδίου παίρνει εξίσου την µορφή µιας εξίσωσης Schroedinger

d2R

dr2
∗

+
U

r4
R = 0 (5.39)

Υπολογίζουµε τις συχνότητες, όπως δείξαµε

k2
H = Veff (r → r+) =

(ωr2
+ − qQr+)2 −∆[µ2r2

+ + l(l + 1)]

r4
+

= (ω − qQ/r+)2 (5.40)

΄Επειτα

k2
∞ = Veff (r → r∞) = lim

r→∞

(ωr2
+ − qQr+)2 −∆[µ2r2

+ + l(l + 1)]

r4
+

= ω2 − µ2 (5.41)

Σηµειώνουµε ότι έγινε χρήση του κανόνα De L’ Hospital 4 ϕορές.
΄Ετσι η λύση για ένα καθαρώς εισερχόµενο κύµα στον ορίζοντα γεγονότων της µελανλης οπής είναι

R ∼ exp−i(ω−qQ/r+)r∗
όταν r → r+ (r∗ → −∞) (5.42)

Ενώ η λύση για ένα δέσµιο εκπεµπόµενο κύµα στο χωρικό άπειρο είναι

R ∼ r∗−iQ exp−
√
µ2−ω2r∗

όταν r →∞ (r∗ → +∞) (5.43)

Σηµειώνουµε ότι η δέσµια κατάσταση µε την απαίτηση στο άπειρο να µηδενίζεται χαρακτηρίζεται από την
ανισότητα

ω2 < µ2 (5.44)

Η εξίσωση ;; τότε γίνεται

|R|2 = |I|2 − (ω − qQ/r+)√
µ2 − ω2

(
|T |2 − |O|2

)
(5.45)

Παρατηρούµε ότι, πέρα από την συνθήκη για να έχουµε ενίσχυση του σκεδαζόµενου κύµατος

ω < qQ/r+ (5.46)

οι λύσεις για να είναι δέσµιες ϑα πρέπει να µην διαδίδονται στο άπειρο και έτσι να υπακούουν την ανισότητα

ω2 < µ2 (5.47)

5.3 Το Πηγάδι ∆υναµικού

Ας γυρίσουµε τώρα στο δυναµικό της εξίσωσης κίνησης του πεδίου στις κανονικές συντεταγµένες

ω2 − V =
U +M2 −Q2

∆2
⇒

V = ω2 − U +M2 −Q2

∆2
⇒

V =
1

∆2
[µ2r4 +

(
−4Mω2 + 2qQω − 2Mµ2

)
r3 +

(
4M2ω2 + 2Q2ω2 − q2Q2 +Q2µ2 + l(l + 1)

)
r2

+
(
−4MQ2ω2 − 2Ml(l + 1)

)
r +

(
Q2ω2 + l(l + 1)Q2 −M2 +Q2

)
] (5.48)

΄Οπως προαναφέραµε για να επιτευχθεί αστάθεια λόγω του ϕαινοµένου superradiance απαιτείται η ύπαρξη
ενός πηγαδιού δυναµικού έξω από την µαύρη τρύπα, όπως και τα σκεδαζόµενα πεδία να ενισχύονται. Θα
δείξουµε ότι αυτές οι δύο συνθήκες δεν µπορούν να ικανοποιούνται ταυτόχρονα για µια ϕορτισµένη RN
µαύρη τρύπα στο όριο (Q/M)2 ≤ 8/9. Συγκεκριµένα ϑα αποδείξουµε ότι δεν υφίσταται πηγάδι δυναµικού
στο όριο της superradiance.
Ας αναλύσουµε την συµπεριφορά της συνάρτησης του δυναµικού. Η παράγωγος της συνάρτησης του δυνα-
µικού είναι

V ′(r;M,Q, µ, q, ω, l) =
2

∆3

{(
Mµ2 +Qqω − 2Mω2

)
r4 +

[
−2M2µ2 −Q2

(
q2 + µ2

)
+ 2MQqω + 2Q2ω2

+l(l + 1)] r3 +
[
3MQ2µ2 − 3Q3qω − 3Ml(l + 1)

]
r2 +

[
Q4
(
q2 − µ2

)
+ 2

(
M2 −Q2

)
+(2M2 +Q2)l(l + 1)

]
r +

(
2M(M2 −Q2)−MQ2l(l + 1)

)}
(5.49)
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Για τους προφανείς λόγους είναι ϐολικό να ορίσουµε µια νέα µεταβλητή

z ≡ r − r− (5.50)

Η συνάρτηση τότε του δυναµικού γράφεται ως πολυώνυµο τετάρτου ϐαθµού

− 2

∆3
V ′(r;M,Q, µ, q, ω, l) = az4 + bz3 + cz2 + dz + e (5.51)

΄Οπου οι συντελεστές {a, b, c, d, e} είναι

a = Mµ2 +Qqω − 2Mω3 (5.52)

b =
(
4Mr− − 2M2 −Q2

)
µ2 +

(
−8Mr− + 2Q2

)
ω2 + 2Q(M + 2r−)qω −Q2q2 + l(l + 1) (5.53)

c = −3r2
−(r+ −M)µ2 + 3r3

−

(
qQ

r−
− ω

)(
2ω − qQ

r−

)
− 3(r+ −M)l(l + 1) (5.54)

d = 2r2
−(M2 −Q2)µ2 +Q2r−(r+ − 3r−)q2 + 2r3

−(3r+ − 4M)ω2

+2Qr2
−(2r− + 3M − 3r+)qω + 2(M2 −Q2)[l(l + 1)− 1] (5.55)

e = 2r4
−(r+ −M)(ω − qQ

r−
)2 + 2(r+ −M)3 (5.56)

Οι ϱίζες τις συνάρτησης ικανοποιούν τις ιδιότητες

z1 + z2 + z3 + z4 = − b
a

(5.57)

z1 · z2 + z1 · z3 + z1 · z4 + z2 · z3 + z2 · z4 + z3 · z4 =
c

a
(5.58)

z1 · z2 · z3 + z1 · z2 · z4 + z1 · z3 · z4 + z2 · z3 · z4 = −d
a

(5.59)

z1 · z2 · z3 · z4 =
e

a
(5.60)

Οι περιορισµοί ;; και ;; γράφονται µαζί ως

0 ≤ ω < min[qQ/r+, µ] (5.61)

Στο σηµείο αυτό σηµειώνουµε ότι ο συντελεστης a ;; είναι µια κυρτή παραβολική συνάρτηση ως προς την
µεταβλητή ω, εποµένως ϑα ελαχιστοποιείται στα όρια της ;;.
Αντικαθιστώντας ω = 0 στην ;; προκύπτει

a = Mµ2 > 0 (5.62)

Αντικαθιστώντας ω → qQ/r+ για qQ/r+ ≤ µ προκύπτει

a = Mµ2 +
q2Q2

r+
− 2M

q2Q2

r2
+

=
q2Q2

r+
+M

(
µ2 − 2

q2Q2

r2
+

)
≥ q2Q2

r+
+M

q2Q2

r2
+

> 0 (5.63)

Αντικαθιστώντας ω → µ για µ < qQ/r+ προκύπτει

a = Mµ2 +Qqµ− 2Mµ2 = µ(Qq −Mµ) > µ2(r+ −M) > 0 (5.64)

Και στις δύο περιπτώσεις για το ελάχιστο του ω σηµειώνουµε ότι προκύπτει ότι r+ −M > 0.
Είναι προφανές τώρα, ότι από τις ;; , ;; , ;;

a > 0 (5.65)

΄Ετσι από την ;; συνεπάγεται ότι
V ′(r →∞)→ 0− (5.66)

Ενώ ισχύουν οι σχέσεις

V (r → r+)→ −∞ (5.67)
V (r → r−)→ −∞ (5.68)
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Με τα δεδοµένα που έχουµε σε αυτό το σηµείο ;;, ;; είναι εύκολο να συµπεράνουµε ότι η συνάρτηση του
δυναµικού έχει τουλάχιστον ένα µέγιστο σηµείο στην περιοχή r > r+. ΄Εστω λοιπόν

z4 > 0 (5.69)

Ενώ από τις ;;, ;; συµπεράνουµε ότι η συνάρτηση του δυναµικού έχει τουλάχιστον ένα µέγιστο σηµείο στην
περιοχή r− < r < r+. ΄Εστω

z4 > z3 > 0 (5.70)

Εύκολα από την ;; καταλήγουµε στο ότι
e > 0 (5.71)

΄Ετσι από τις ;; , ;;, ;; συνεπάγεται
z1 · z2 · z3 · z4 > 0 (5.72)

Στο σηµείο αυτό ϑα επικεντρωθούµε στο όριο εκείνο όπου η µαύρη τρύπα RN ικανοποιεί την ανισότητα(
Q

M

)2

≤ 8

9
(5.73)

Σε αυτήν την περίπτωση από την σχέση ;; προκύπτουν εύκολα οι ανισότητες

r+ ≥
4

3
M (5.74)

r− ≤
2

3
M ⇒ 2r− ≤

4

3
M (5.75)

Από τις οποίες συνεπάγεται
r+ ≥ 2r− (5.76)

Εποµένως qQ/r+ ≤ qQ/2r− , που από την ;; συνεπάγεται 0 ≤ ω < qQ/2r−. Με αντικατάσταση της
τελευταίας στην ;; καταλήγουµε στο ότι

c < 0 (5.77)

΄Ετσι η ;; σύµφωνα µε τις ;; και ;; γίνεται

z1 · z2 + z1 · z3 + z1 · z4 + z2 · z3 + z2 · z4 + z3 · z4 < 0 (5.78)

Είναι κατάφωρο πλέον από τις ;; και ;; ότι υπάρχουν δύο αρνητικές ϱίζες (ας ϑεωρήσουµε τις z1, z2 όπου
z1 ≤ z2 < 0) και δύο ϑετικές ϱίζες (0 < z3 < z4) της παραγώγου του δυναµικού V ′(z).
Κατ΄ αυτόν τον τρόπο αποδείξαµε ότι, για δέσµιες καταστάσεις (ω < µ) στο όριο superradiant (ω < qQ/r+),
υπάρχουν δύο αρνητικές και δύο ϑετικές ϱίζες της V ′(z) σε όλο τον παραµετροποιηµένο χώρο (ο οποίος χα-
ϱακτηρίζεται από έξι παραµέτρους

{
M,Q ≤

√
8/9M,µ, q, ω, l

}
). Οι αρνητικές ϱίζες z1 και z2 αντιστοιχούν

σε δύο ϱίζες της V ′(r) στην µη-ϕυσική περιοχή r < r−. Η ϑετική ϱίζα z3 αντιστοιχεί σε ένα (τοπικό) µέγιστο
σηµείο του V (r) στην µη-ϕυσική περιοχή r− < r < r+. Η ϕυσική ϱίζα z4 > 0, ή ισοδύναµα r4 > r+,
αντιστοιχεί σε ένα (τοπικό) µέγιστο σηµείο του V (r) έξω από τον ορίζοντα.

5.4 Συµπεράσµατα

Εν κατακλείδι, δείξαµε ότι στο όριο του Superradiance το δυναµικό V (r) έχει µόνο ένα µέγιστο (και κανένα
ελάχιστο σηµείο) έξω από τον ορίζοντα γεγονότων. Συνεπώς δεν υφίσταται πηγάδι δυναµικού στο εξωτερικό
της µελανής οπής, το οποίο να την χωρίζει από τον ορίζοντα µε ένα ϕράγµα δυναµικού. ΄Αρα, δεν υφίστα-
νται και µετασταθείς δέσµιες καταστάσεις ϕορτισµένων ϐαθµωτών πεδίων µε µάζα στο επιθυµητό όριο της
superradiance . ΄Ετσι τα πεδία αυτά σε χωρόχρονο Reissner-Nordstrom µε Q/M ≤

√
8/9 αναµένεται να

είναι ευσταθή.
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Παράρτηµα Αʹ

Χωρόχρονος McVittie και Φαινόµενο

Superradiance

Μια άλλη λύση της εξίσωσης Einstein αποτελεί η McVittie. Σύµφωνα µε τις τιµές των παραµέτρων , αυτός ο
χωρόχρονος µπορεί να ερµηνευτεί ως µια Μελανή Οπή. Λύσεις που εκπροσωπούν χρονικά µεταβαλλόµενες
µελανές οπές είναι ιδιαίτερα ενδιαφέρουσες για την µελέτη της επίδρασης της κοσµικής δυναµικής σ΄ ένα
τοπικό σύστηµα και η McVittie είναι η πρώτη λύση αυτού του είδους (1933) . Αυτή η µαύρη τρύπα ξεκάθαρα
δεν είναι σταθερή. ΄Οµως αναρωτιόµαστε : Ποιά η συµπεριφορά ενός εισερχόµενου κύµατος στον χωρόχρονο

που ορίζει η McVittie ; Μπορεί να ενισχυθεί το κύµα µετά από µια αλληλουχία σκεδάσεων στην µελανή οπή

McVittie;

Αʹ.1 Το Φυσικό Σύστηµα

Η σφαιρικά συµµετρική, µη-στατική, ϕορτισµένη McVittie έχει στοιχείο γραµµής:

ds2 = −

[
1− (m2 −Q2)

4a2r2

]2

[(
1 +

m

2ar

)2

− Q2

4a2r2

]2 dt
2 + a2(t)

[(
1 +

m

2ar

)2

− Q2

4a2r2

]2 (
dr2 + r2dΩ2

)
(Αʹ.1)

Η µόνη µη µηδενική συνιστώσα του ηλεκτροµαγνητικού τανυστή Maxwell είναι :

F 01 =
Q

a3r2

[
1− (m2 −Q2)

4a2r2

] [(
1 +

m

2ar

)2

− Q2

4a2r2

]2 (Αʹ.2)

όπου r είναι η ισοτροπική ακτίνα , dΩ2 = dθ2 + sin2 θdφ2 είναι το στοιχείο γραµµής σε µια σφαίρα, οι
σταθερές παράµετροι m > 0 και Q είναι η µάζα και το ηλεκτρικό ϕορτίο, αντίστοιχα, και a(t) είναι ο
παράγοντας κλίµακας .
΄Ετσι οι συνιστώσες του µετρικού τανυστή είναι

gtt = −

[
1− (m2 −Q2)

4a2r2

]2

[(
1 +

m

2ar

)2

− Q2

4a2r2

]2

grr = a2(t)

[(
1 +

m

2ar

)2

− Q2

4a2r2

]2

gθθ = r2a2(t)

[(
1 +

m

2ar

)2

− Q2

4a2r2

]2

gφφ = r2 sin2 θa2(t)

[(
1 +

m

2ar

)2

− Q2

4a2r2

]2

(Αʹ.3)
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ενώ οι συνιστώσες του αντιστρόφου µετρικού τανυστή είναι

gtt = − (m−Q+ 2ar)2(m+Q+ 2ar)2

(m2 −Q2 − 4r2a2)2

grr =
16r4a2

(m−Q+ 2ar)2(m+Q+ 2ar)2

gθθ =
16r2a2

(m−Q+ 2ar)2(m+Q+ 2ar)2

gφφ =
16r2a2

sin2 θ(m−Q+ 2ar)2(m+Q+ 2ar)2
(Αʹ.4)

Αντικαθιστώντας τη µη µηδενική συνιστώσα του ηλεκτροµαγνητικού τανυστή F 01 στην εξίσωση του Einstein-
Maxwell

Fµν = ∇µAν −∇νAµ (Αʹ.5)

προκύπτει η µη µηδενική συνιστώσα του ηλεκτροµαγνητικού δυναµικού Aµ

A0 =

∫
−F 01g00g11dr =

∫ Q

[
1− (m2 −Q2)

4a2r2

]
ar2

[(
1 +

m

2ar

)2

− Q2

4a2r2

]2 dr ⇒

A0 = − Q

ar

[(
1 +

m

2ar

)2

− Q2

4a2r2

] (Αʹ.6)

΄Ετσι

Aµ =

−
Q

ar

[(
1 +

m

2ar

)2

− Q2

4a2r2

] , 0, 0, 0
 (Αʹ.7)

Επίσης τα µη µηδενικά σύµβολα Christoffel είναι

Γttt =
4rȧ(m3 −mQ2 + 4m2ra− 4Q2ra+ 4mr2a2)

(m−Q+ 2ar)(m+Q+ 2ar)(−m2 +Q2 + 4r2a2)

Γttr =
4a(m3 −mQ2 + 4m2ra− 4Q2ra+ 4mr2a2)

(m−Q+ 2ar)(m+Q+ 2ar)(−m2 +Q2 + 4r2a2)

Γrrt =
ȧ(−m2 +Q2 + 4r2a2)

a(m−Q+ 2ar)(m+Q+ 2ar)

Γrrr = − 2(m2 −Q2 + 2mra)

r(m−Q+ 2ar)(m+Q+ 2ar)

Γθθt =
ȧ(−m2 +Q2 + 4r2a2)

a(m−Q+ 2ar)(m+Q+ 2ar)

Γθθr =
−m2 +Q2 + 4r2a2

r(m−Q+ 2ar)(m+Q+ 2ar)

Γφφt =
ȧ(−m2 +Q2 + 4r2a2)

a(m−Q+ 2ar)(m+Q+ 2ar)

Γφφr =
−m2 +Q2 + 4r2a2

r(m−Q+ 2ar)(m+Q+ 2ar)

Γφφθ =
cos θ

sin θ
(Αʹ.8)
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Και

Γttt = −4rȧ(m−Q+ 2ar)(m+Q+ 2ar)(m3 −mQ2 + 4m2ra− 4Q2ra+ 4mr2a2)

(−m2 +Q2 + 4r2a2)3

Γtrr =
ȧ(m−Q+ 2ar)(m+Q+ 2ar)

a(−m2 +Q2 + 4r2a2)

Γtθθ =
ȧ(m−Q+ 2ar)(m+Q+ 2ar)

a(−m2 +Q2 + 4r2a2)

Γtφφ =
ȧ(m−Q+ 2ar)(m+Q+ 2ar)

a(−m2 +Q2 + 4r2a2)

Γrtt = − 64r4a3(m3 −mQ2 + 4m2ra− 4Q2ra+ 4mr2a2)

(m−Q+ 2ar)3(m+Q+ 2ar)3(−m2 +Q2 + 4r2a2)

Γrrr = − 32r3a2(m2 −Q2 + 2mra)

(m−Q+ 2ar)3(m+Q+ 2ar)3

Γrθθ = − 16r3a2(−m2 +Q2 + 4r2a2)

(m−Q+ 2ar)3(m+Q+ 2ar)3

Γrφφ = − 16r3a2(−m2 +Q2 + 4r2a2)

(m−Q+ 2ar)3(m+Q+ 2ar)3

Γθφφ = − 16r2a2

(m−Q+ 2ar)2(m+Q+ 2ar)2

cos θ

sin θ
(Αʹ.9)

΄Οπως πρίν, ϑεωρούµε ένα ϕορτισµένο ϐαθµωτό πεδίο µε µάζα να συζευγύεται µε την ϕορτισµένη McVittie.
Η δυναµική περιγράφεται από την εξίσωση Klein-Gordon[

(∇ν − iqAν) (∇ν − iqAν)− µ2
]

Ψ = 0 (Αʹ.10)

Εδώ q και µ είναι το ηλεκτρικό ϕορτίο και η µάζα του πεδίου, αντίστοιχα.
Αναλύουµε το ϐαθµωτό πεδίο ως

Ψlm(t, r, θ, φ) = eimφSlm(θ)Rlm(r)e−iωt (Αʹ.11)

όπου ω είναι η διατηρούµενη συχνότητα του κύµατος, l είναι ο σφαιρκός αρµονικός δείκτης, και m είναι ο
αζιµουθιακός αρµονικός δείκτης µε −l ≤ m ≤ l.
΄Ετσι έχουµε

[(∇ν − iqAν)(∇ν − iqAν)− µ2]Ψ = 0 (Αʹ.12)

∇ν∇νΨ− iq∇ν(AνΨ)− iqAν∇νΨ− q2AνAνΨ− µ2Ψ = 0 (Αʹ.13)

∂ν∂νΨ− Γµνν ∂µΨ− iq∇νAνΨ− iqAν∇νΨ− iqAν∂νΨ− q2gνµAµAνΨ− µ2Ψ = 0 (Αʹ.14)

gνµ∂ν∂µΨ− Γµνν ∂µΨ− iq(∂νAν + ΓννσA
σ)Ψ− 2iqgνµAµ∂νΨ− q2gνκAκAνΨ− µ2Ψ = 0 (Αʹ.15)

Για λόγους ευκολίας υπολογίζουµε τον κάθε όρο ξεχωριστά.
Ο πρώτος όρος είναι

gνµ∂ν∂µΨ = gtt
∂2Ψ

∂t2
+ grr

∂2Ψ

∂r2
+ gθθ

∂2Ψ

∂θ2
+ gφφ

∂2Ψ

∂φ2
(Αʹ.16)

Ο δεύτερος όρος είναι

−Γµνν ∂µΨ = −
[
Γttt ∂tΨ + Γtrr ∂tΨ + Γtθθ ∂tΨ + Γtφφ ∂tΨ (Αʹ.17)

Γrtt ∂rΨ + Γrrr ∂rΨ + Γrθθ ∂rΨ + Γrφφ ∂rΨ (Αʹ.18)

Γθφφ ∂θΨ
]

(Αʹ.19)
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Ο τρίτος όρος

∂νA
ν = ∂tA

t = ∂t
(
gttAt

)
=

= − 4Qrȧ(−m2 +Q2 + 4r2a2)

(m2 −Q2 + 4mra+ 4r2a2)4

[
(m2 −Q2)2 + 8mra(m2 −Q2)

−40r2a2(m2 −Q2)− 32mr3a3 + 16r4a4
]

(Αʹ.20)

Ο τέταρτος

ΓννσA
σΨ = ΓtttA

tΨ + ΓrrtA
tΨ + ΓθθtA

tΨ + ΓφφtA
tΨ (Αʹ.21)

Ο πέµπτος

gνµAµ∂νΨ = gttAt∂tΨ (Αʹ.22)

Και ο τελευταίος όρος είναι
gνκAκAν = gttAtAt (Αʹ.23)
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Αντικαθιστώντας στην εξίσωση Klein-Gordon προκύπτει αναλυτικά

− (m−Q+ 2ra)2(m+Q+ 2ra)2

(m2 −Q2 − 4r2a2)2
(−ω2)Ψ +

16r4a2

(m−Q+ 2ra)2(m+Q+ 2ra)2

d2Ψ

dr2

+
16r2a2

(m−Q+ 2ra)2(m+Q+ 2ra)2

d2Ψ

dθ2
+

16r2a2

(m−Q+ 2ra)2(m+Q+ 2ra)2

1

sin2 θ

d2Ψ

dφ2

−
[
−4rȧ(m3 −mQ2 + 4m2ra− 4Q2ra+ 4mr2a2)(m−Q+ 2ra)(m+Q+ 2ra)

(−m2 +Q2 + 4r2a2)3
(−iω)Ψ

+
ȧ(m−Q+ 2ra)(m+Q+ 2ra)

a(−m2 +Q2 + 4r2a2)
(−iω)Ψ

+
ȧ(m−Q+ 2ra)(m+Q+ 2ra)

a(−m2 +Q2 + 4r2a2)
(−iω)Ψ

+
ȧ(m−Q+ 2ra)(m+Q+ 2ra)

a(−m2 +Q2 + 4r2a2)
(−iω)Ψ

− 64r4a3(m3 −mQ2 + 4m2ra− 4Q2ra+ 4mr2a2)

(m−Q+ 2ra)3(m+Q+ 2ra)3(−m2 +Q2 + 4r2a2)

dΨ

dr

− 32r3a2(m2 −Q2 + 2mra)

(m−Q+ 2ra)3(m+Q+ 2ra)3

dΨ

dr

− 16r3a2(−m2 +Q2 + 4r2a2)

(m−Q+ 2ra)3(m+Q+ 2ra)3

dΨ

dr

− 16r3a2(−m2 +Q2 + 4r2a2)

(m−Q+ 2ra)3(m+Q+ 2ra)3

dΨ

dr

− 16r2a2

(m−Q+ 2ra)2(m+Q+ 2ra)2

cos θ

sin θ

dΨ

dθ

]

−iq

[
1− (m2 −Q2)

4a2r2

]2

[(
1 +

m

2ar

)2

− Q2

4a2r2

]2

Q

ar

[(
1 +

m

2ar

)2

− Q2

4a2r2

]Ψ

[
4rȧ(m3 −mQ2 + 4m2ra− 4Q2ra+ 4mr2a2)

(m−Q+ 2ra)(m+Q+ 2ra)(−m2 +Q2 + 4r2a2)

+
ȧ(−m2 +Q2 + 4r2a2)

a(m−Q+ 2ra)(m+Q+ 2ra)

+
ȧ(−m2 +Q2 + 4r2a2)

a(m−Q+ 2ra)(m+Q+ 2ra)

+
ȧ(−m2 +Q2 + 4r2a2)

a(m−Q+ 2ra)(m+Q+ 2ra)

]
−iq

(
− 4Qrȧ(−m2 +Q2 + 4r2a2)

(m2 −Q2 + 4mra+ 4r2a2)4

[
(m2 −Q2)2 + 8mra(m2 −Q2)− 40r2a2(m2 −Q2)− 32mr3a3 + 16r4a4

])
Ψ

−2iq

[
− (m−Q+ 2ra)2(m+Q+ 2ra)2

(m2 −Q2 − 4r2a2)2

]− Q

ar

[(
1 +

m

2ar

)2

− Q2

4a2r2

]
 (−iωΨ)

−q2

[
− (m−Q+ 2ra)2(m+Q+ 2ra)2

(m2 −Q2 − 4r2a2)2

]− Q

ar

[(
1 +

m

2ar

)2

− Q2

4a2r2

]

− Q

ar

[(
1 +

m

2ar

)2

− Q2

4a2r2

]
Ψ

−µ2Ψ = 0
(Αʹ.24)

Ο τελεστής στροφορµής είναι ως γνωστών

L̂ =
∂2

∂θ2
+

1

sin2 θ

∂2

∂φ2
+

cos θ

sin θ

∂

∂θ
(Αʹ.25)
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και ϕαίνεται να εµφανίζεται σε 3 όρους της εξίσωσης Klein-Gordon.΄Ετσι αντικαθιστώντας την ιδιοτιµή του
τελεστή l(l + 1) έχουµε

16r2a2

(m−Q+ 2ra)2(m+Q+ 2ra)2

d2Ψ

dθ2
+

16r2a2

(m−Q+ 2ra)2(m+Q+ 2ra)2

1

sin2 θ

d2Ψ

dφ2
+

+
16r2a2

(m−Q+ 2ra)2(m+Q+ 2ra)2

cos θ

sin θ

dΨ

dθ
=

16r2a2

(m−Q+ 2ra)2(m+Q+ 2ra)2

{
d2

dθ2
+

1

sin2 θ

d2

dφ2
+

cos θ

sin θ

d

dθ

}
Ψ =

16r2a2

(m−Q+ 2ra)2(m+Q+ 2ra)2
[−l(l + 1)] Ψ (Αʹ.26)

Παρατηρούµε ότι έχουµε µια εξίσωση µε ένα πραγµατικό κοµµάτι και ένα ϕανταστικό. Θεωρώντας τον κάθε
όρο ξεχωριστά να ισούται µε µηδέν, προκύπτει η ακτινική εξίσωση Klein-Gordon[

16r4a2

(m−Q+ 2ra)2(m+Q+ 2ra)2

]
d2Rlm
dr2

+

[
64r4a3(m3 −mQ2 + 4m2ra− 4Q2ra+ 4mr2a2)

(m−Q+ 2ra)3(m+Q+ 2ra)3(−m2 +Q2 + 4r2a2)
+

32r3a2(m2 −Q2 + 2rma)

(m−Q+ 2ra)3(m+Q+ 2ra)3

+
32r3a2(−m2 +Q2 + 4r2a2)

(m−Q+ 2ra)3(m+Q+ 2ra)3

]
dRlm
dr

+

[
ω2 (m−Q+ 2ra)2(m+Q+ 2ra)2

(m2 −Q2 − 4r2a2)2
− 16r2a2

(m−Q+ 2ra)2(m+Q+ 2ra)2
l(l + 1)

−8qωQar
(m−Q+ 2ra)(m+Q+ 2ra)

(m2 −Q2 − 4r2a2)2

+16a2r2q2Q2 1

(m2 −Q2 − 4r2a2)2
− µ2

]
Rlm = 0 (Αʹ.27)

Μετά από λίγες µόνο πράξεις γίνεται

d2Rlm
dr2

+

{
8a2r

(−m2 +Q2 + 4r2a2)

}
dRlm
dr

+

+

{
(m−Q+ 2ra)2(m+Q+ 2ra)2

(m2 −Q2 − 4r2a2)2

1

r2

[
ω

(m−Q+ 2ra)(m+Q+ 2ra)

4ra
− qQ

]2

− 1

r2

[
µ2

(
(m−Q+ 2ra)(m+Q+ 2ra)

4ra

)2

+ l(l + 1)

]}
Rlm = 0 (Αʹ.28)

Αυτή η αρκετά περίπλοκη διαφορική εξίσωση δυσκολεύει την δουλεία µας από µαθηµατικής άποψης. Θα
είναι σίγουρα πιο εύκολο να δουλέψουµε σε σφαιρικές συντεταγµένες απ΄ ότι σε ισοτροπικές. Το στοιχείο
γραµµής µας σε ισοτροπικές συντεταγµένες υπενθυµίζουµε ότι ήταν

ds2 = −

[
1− (m2 −Q2)

4a2r2

]2

[(
1 +

m

2ar

)2

− Q2

4a2r2

]2 dt
2 + a2(t)

[(
1 +

m

2ar

)2

− Q2

4a2r2

]2 (
dr2 + r2dΩ2

)
(Αʹ.29)

Σε σφαιρικές συντεταγµένες το στοιχείο γραµµής ϑα έχει την µορφή

ds2 = −A2(t, R)dt2 +B2(t, r)dR2 +R2(t, r)dΩ2 (Αʹ.30)

΄Αµεσα συγκρίνοντας τις δύο παραπάνω σχέσεις προκύπτει ότι η επιφανειακή ακτίνα ϑα είναι

R(t, r) = a(t)r

[(
1 +

m

2a(t)r

)2

− Q2

4a2(t)r2

]

= m+ a(t)r +
m2 −Q2

4a(t)r
(Αʹ.31)
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΄Ετσι ακολουθούµε την εξής διαδικασία :
Υπολογίζουµε την ποσότητα dR

dR =
∂R

∂t
dt+

∂R

∂r
dr

=

{
ȧr

[(
1 +

m

2ar

)2

− Q2

4a2r2

]
+ ar

[
2
(

1 +
m

2ar

)(
− m

2a2r

)
ȧ− (−2)

Q2

4a3r2
ȧ

]}
dt

+

{
a

[(
1 +

m

2ar

)2

− Q2

4a2r2

]
+ ar

[
2
(

1 +
m

2ar

)(
− m

2ar2

)
− (−2)

Q2

4a2r3

]}
dr ⇔

dR = aHr

[
1− m2 −Q2

4a2r2

]
dt+ a

[
1− m2 −Q2

4a2r2

]
dr (Αʹ.32)

΄Οπου H είναι η παράµετρος Hubble H(t) =
˙a(t)

a(t)
.

΄Ετσι

dr =
dR

a

[
1− m2 −Q2

4a2r2

]
−Hrdt (Αʹ.33)

Με αντικατάσταση στην ;; προκύπτει

ds2 = −


a2r2

[
1− m2 −Q2

4a2r2

]2

R2
−R2H2

 dt2 +
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Υπολογίζουµε τώρα
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[
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4a2r2

]
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+
Q2
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΄Οµως
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⇒
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⇒
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]
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Οπότε
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48



Και

1

a2r2

[
1− m2 −Q2

4a2r2

]2 =
1

R2 − 2Rm+Q2
(Αʹ.35)

1

ar

[
1− m2 −Q2

4a2r2

] =
1√

R2 − 2Rm+Q2
(Αʹ.36)

ar

[
1− m2 −Q2

4a2r2

]
=
√
R2 − 2Rm+Q2 (Αʹ.37)

Με αντικατάσταση λοιπόν στην µετρική σε σφαιρικές συντεταγµένες προκύπτει

ds2 = −
(

1− 2m

R
+
Q2

R2
−R2H2

)
dt2 +

1

1− 2m

R
+
Q2

R2

dR2

− 2RH√
Q2 − 2mR+R2

R2

dtdR+R2 dΩ2 (Αʹ.38)

Στο σηµείο αυτό µπορούµε να παρατηρήσουµε εύκολα ότι, επειδή η µετρική είναι χρονοεξαρτώµενη η
σχετική γενική ιδέα για την απόδοση του ορίζοντα γεγονότων ϑεωρώντας ακτινικες µηδενικές γεωδαισιακές
δεν µπορεί να εφαρµοστεί. ∆ηλαδή ds2 = 0 µε θ, φ σταθερές παραµέτρους προκύπτει

ds2 = 0⇒

−
(

1− 2m

R
+
Q2

R2
−R2H2

)
dt2 +

1

1− 2m

R
+
Q2
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===⇒

1

1− 2m

R
+
Q2

R2

dR2

dt2
− 2RH√

Q2 − 2mR+R2

R2

dR

dt
−
(

1− 2m

R
+
Q2

R2
−R2H2

)
= 0

Η λύση της εξίσωσης δίνει

dR

dt
=

√
1− 2m

R
+
Q2

R2

(
HR±

√
1− 2m

R
+
Q2

R2

)
(Αʹ.39)

Η οποία δεν µπορεί να δώσει τους ορίζοντες γεγονότων που ϑέλουµε. Κάπως έτσι η έννοια του ϕαινόµενου
ορίζοντα µοιάζει πιο κατάλληλη και χρήσιµη έννοια. Ο ϕαινόµενος ορίζοντας ορίζεται από την εξίσωση

∇cR∇cR = 0 (Αʹ.40)

Αυτή είτε λυθεί στο ισοτροπικό είτε στο σφαιρικό σύστηµα συντεταγµένων προφανώς ϑα δώσει το ίδιο απο-
τέλεσµα. Επιλέγουµε το δεύτερο για να είναι απλοποιηµένες οι πράξεις µας. Εφόσον η επιφανειακή ακτίνα
R(t, r) είναι ϐαθµωτό µέγεθος έχουµε

∇cR∇cR = 0⇒
∂µR∂µR = 0⇒

gµν∂νR∂µR = 0⇒
gtt∂tR∂tR+ gRt∂tR∂RR+ gθt∂tR∂θR+ gφt∂tR∂φR = 0⇒

gRR = 0⇒(
Q2 − 2mR+R2

) (
−Q2 + 2mR−R2 +R4H2

)
R2 (−Q2 + 2mR−R2 + 2R4H2)

= 0⇒

R4H2 −R2 + 2mR−Q2

R2
= 0 (Αʹ.41)
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Το ηλεκτροµαγνητικό δυναµικό σε σφαιρικές συντεταγµένες παίρνει την µορφή

Aµ =

{
−Q
R
, 0, 0, 0

}
(Αʹ.42)

Και η ακτινική εξίσωση Klein-Gordon είναι

Q2 − 2mR+R2 −R4H2

R2

d2Rlm
dR2

−

2(m−R)

R2
+ 4RH2 +

RH
′√

Q2 − 2mR+R2

R2

 dRlmdR

− 1

R2

[
µ2R2 + l(l + 1)

]
Rlm +

1

Q2 − 2mR+R2
[ωR− qQ]

2
Rlm = 0 (Αʹ.43)

Παρατηρώντας την διαφορική εξίσωση που περιγράφει την δυναµική του συστήµατος σύµφωνα µε την
εξίσωση που ορίζει τους ϕαινόµενους ορίζοντες της µελανής οπής McVittie

Q2 − 2mR+R2 −R4H2

R2
= 0 (Αʹ.44)

ϑεωρούµε ότι
∆ = Q2 − 2mR+R2 −R4H2 (Αʹ.45)

τότε
d∆

dR
= −2m+ 2R− 4R3H2 (Αʹ.46)

d∆

dt
= −R42HH ′ (Αʹ.47)

έτσι η εξίσωση Klein-Gordon παίρνει την µορφή

∆

R2

d2Rlm
dR2

+
1

R2

d∆

dR

dRlm
dR

+
d∆

dt

1

2R3H

√
Q2 − 2mR+R2

R2

dRlm
dR

+

[
[ωR− qQ]

2

Q2 − 2mR+R2
− 1

R2

[
µ2R2 + l(l + 1)

]]
Rlm = 0⇒ (Αʹ.48)

∆
d

dR

(
∆
dRlm
dR

)
+ ∆

d∆

dt

1

2RH

√
Q2 − 2mR+R2

R2

dRlm
dR

+∆

[ [
ωR2 − qQR

]2
Q2 − 2mR+R2

−
[
µ2R2 + l(l + 1)

]]
Rlm = 0 (Αʹ.49)

Ορίζοντας µια νέα ακτινική συντεταγµένη την συντεταγµένη ¨χελώνας¨ R∗ ως

d

dR∗
=
Q2 − 2mR+R2 −R4H2

R2

d

dR
(Αʹ.50)

τότε

d

dR
=

R2

Q2 − 2mR+R2 −R4H2

d

dR∗
(Αʹ.51)

Αντικαθιστώντας στην εξίσωση Klein-Gordon

d2Rlm
dR∗2

+
d∆

dt

1

2R3H

√
Q2 − 2mR+R2

R2

dRlm
dR∗

+
∆

R4

[ [
ωR2 − qQR

]2
Q2 − 2mR+R2

−
[
µ2R2 + l(l + 1)

]]
Rlm = 0

(Αʹ.52)

Οι διαφορικές εξισώσεις 2−ας τάξης ;; και ;; περιγράφουν τη δυναµική του συστήµατος όπου αρχικό
κύµα εισέρχεται στον χωρόχρονο που ορίζει η McVittie.
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Αʹ.2 Συνοριακές Συνθήκες

Και πάλι για να πραγµατοποιήσει το σωµατίδιο το ϕαινόµενο superradiance ϑεωρούµε ένα καθαρά εισερ-
χόµενο κύµα στον ορίζοντα της McVittie και µια δέσµια κατάσταση στο χωρικό άπειρο. Η εξίσωση κίνησης
του σωµατιδίου σε συντεταγµένες ¨χελώνας¨ ;; παύει πλέον να µας ϑυµίζει την εξίσωση Schrodinger και έτσι
η λύση της καθίσταται αδύνατη.

Στο σηµείο αυτό αν ϑεωρήσουµε ότι ο παράγοντας κλίµακας a(t) έχει την µορφή

a(t) = a0t
p (Αʹ.53)

Τότε για µεγάλους χρόνους t→∞ ο παράγοντας Hubble είναι

H(t) =
ȧ(t)

a(t)

=
a0 p t

p−1

a0 tp

= p t−1 t→∞
===⇒

H → 0 (Αʹ.54)

Παρατηρούµε ότι η εξίσωση ;; παίρνει την µορφή της εξίσωσης ;; , η οποία είναι η εξίσωση που µας
δίνει τους ορίζοντες της µελανής οπής Reissner-Nordstrom. ∆ηλαδη για H → 0 αναπαράγεται η δοµή των
οριζόντων του στατικού χωρόχρονου Reissner-Nordstrom.

Σ΄ αυτήν την περίπτωση η ;; παίρνει την µορφή µιας εξίσωσης Schrodinger

d2Rlm
dR∗2

+ UeffRlm (Αʹ.55)

και το δυναµικό που δηµιουργείται έχει την µορφή

Ueff =

[
ωR2 − qQR

]2 − (Q2 − 2mR+R2
) [
µ2R2 + l(l + 1)

]
R4

(Αʹ.56)

το οποίο ταυτίζεται µε εκείνο για την περίπτωση χωρόχρονου Reissner-Nordstrom. Είναι εµφανές πλέον ότι
αν ϑεωρήσουµε τις συνοριακές συνθηκές έχουµε ένα δυναµικό στο άπειρο

U
′

∞ ∼ ω2 − µ2 (Αʹ.57)

΄Ενα δυναµικό στον ορίζοντα

U
′

RH ∼ (ω − qQ/RH)
2 (Αʹ.58)

ενώ η Wronskian εν συνεχεία ϑα πάρει την µορφή

W (R→ RH) = 2iσ|T |2 (Αʹ.59)

W (R→∞) = −2i
(
|R|2 − 1

)√
ω2 − µ2 (Αʹ.60)

όπου έχουµε ορίσει
σ ≡ ω − qQ/RH (Αʹ.61)

και εξισώνοντας τις δύο ποσότητες

|R|2 = 1− ω − qQ/RH√
ω2 − µ2

(Αʹ.62)

Καταλήγουµε στα γνώριµα αποτελέσµατα, αν ω − qQ/RH < 0 το σωµατίδιο ενισχύεται , |R|2 > 1. Και έτσι
αναπαράγεται η συνθήκη του Bekenstein , η οποία αποτελεί και συνθήκη για τον χωρόχρονο Reissner-
Nordstrom.

ω − qQ/RH < 0 (Αʹ.63)

Στο όριο λοιπόν που H → 0 αναπαράγεται το ϕυσικό σύστηµα ϕορτισµένης µελανής οπής Reissner-
Nordstrom.
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Αʹ.3 Συµπεράσµατα και Περαιτέρω Συζήτηση

Ο χωρόχρονος που ορίζει η McVittie δεν είναι στατικός. Η εξάρτηση από τον χρόνο κάνει δύσκολη την
ανάλυση της συµπεριφοράς των οριζοντών. Η διαφορική εξίσωση της κίνησης ενός σωµατιδίου δεν µπορεί
να λυθεί µε ϐάση τους γνωστούς και οικείους µας τρόπους. Κάπως έτσι η µελέτη της µελανής οπής και τους
ϕαινοµένου superradiance είναι δύσκολη. ∆εν µπορούµε, για χρόνους που δεν τείνουν στο άπειρο, να απο-
ϕανθούµε για το αν ενισχύεται το εισερχόµενο κύµα µετά από αλλεπάλληλες σκεδάσεις. Μια ενδιαφέρουσα
σκέψη για περαιτέρω συζήτηση ϑα µπορούσε να είναι η µελέτη του δυναµικού που δηµιουργείται έξω από
τον ορίζοντα της McVittie.

΄Οπως προαναφέραµε στο προηγούµενο κεφάλαιο, η ύπαρξη ενός πηγαδιού δυναµικού είναι απαραίτητη
προϋπόθεση για την πραγµατοποίηση του ϕαινοµένου superradiance. Αν αποδεικνύαµε την ύπαρξη αυτού,
χωρίς όµως να µπορούµε να έχουµε απόδειξη για ενίσχυση του σκεδαζόµενου κύµατος δεν ϑα µπορούσαµε
να αποφανθούµε για τίποτα. Αν όµως αποδεικνύαµε την απουσία αυτού τότε ϑα µπορούσαµε σίγουρα να
καταλήξουµε στο ότι το σωµατίδιο δεν ϑα µπορεί να πραγµατοποιήσει αλλεπάλληλες σκεδάσεις. Και έτσι το
ϕαινόµενο superradiance ϑα ήταν αδύνατο να πραγµατοποιηθεί.Η εξίσωση ;; έχει την µορφή

ẍ(t) +A(t)ẋ(t) +B(t)x(t) = 0 (Αʹ.64)

µέσω του µετασχηµατισµού
x(t) = f(t)h(t) (Αʹ.65)

ϑα µπορούσαµε να ϐρούµε µια καινούργια εξίσωση µε την απαίτηση να εξαλοίφεται η πρώτη παράγωγος.
Τότε εύκολα ϑα µπορούσαµε να προσδιορίσουµε την συνάρτηση f(t)

f(t) = exp
−

1

2
∫
A(t) dt

ḟ(t) = −A(t)

2
f(t)

f̈(t) =

[
− Ȧ(t)

2
+
A2(t)

4

]
f(t) (Αʹ.66)

Παρατηρούµε ότι τα ḟ(t), f̈(t) είναι πολλαπλάσια του f(t), οπότε το ίδιο το f(t) δεν ϑα εµφανίζεται στην
εξίσωση. Η εξίσωση τότε για το h(t) ϑα είναι τότε της µορφής

ḧ(t) +

[
B(t)− Ȧ(t)

2
− A2(t)

4

]
h(t) = 0 (Αʹ.67)

Η τελευταία έχει την µορφή µιας εξίσωσης Schrodinger και το δυναµικό είναι

Veff = B(t)− Ȧ(t)

2
− A2(t)

4
(Αʹ.68)

Εφαρµόζοντας την παραπάνω διαδικασία για την διαφορική εξίσωση 2−ας τάξης ;; προκύπτει το δυναµικό

V (R, t,m,Q, µ, q, ω, l) = ω2 − R2

∆

[
− 1

R2

[
µ2R2 + l(l + 1)

]
+

1

Q2 − 2mR+R2
[ωR− qQ]

2

]

+
1

2

∂

∂R


1

∆

2(m−R) + 4R3H2 +
R3Ḣ√

Q2 − 2mR+R2

R2




+
1

4

 1

∆

2(m−R) + 4R3H2 +
R3Ḣ√

Q2 − 2mR+R2

R2




2

(Αʹ.69)
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