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Περίληψη

Το γραφένιο µετά την πειραµατική του ανακάλυψη το 2004 έχει υπάρξει ε-
πίκεντρο µελέτης λόγω των ιδιαίτερων µηχανικών, ϑερµικών και ηλεκτρονικών
ιδιοτήτων του. Η απόκριση του γραφενίου στις παραµορφώσεις έχει αποδειχτεί
ότι µεταβάλλει τις ηλεκτρονικές και µαγνητικές του ιδιότητες αλλά και τις ιδι-
ότητες µεταφοράς, µε αποτέλεσµα η κατανόηση της απόκρισης του γραφενίου
στο µηχανικό ϕορτίο να είναι ένα πεδίο έντονης έρευνας σε πειραµατικό, αλλά
και ϑεωρητικό επίπεδο µέσω κατάλληλης µοντελοποίησης των µηχανικών του
ιδιοτήτων.

Τα συνήθη δυναµικά πεδία που περιγράφουν την ενέργεια παραµόρφωσης
µορίων ή συστηµάτων πολλών ατόµων περιλαµβάνουν συνεισφορές από επιµη-
κύνσεις δεσµών, κάµψεις γωνιών που σχηµατίζονται µεταξύ δεσµών, στρέψεων
ατόµων γύρω από δεσµούς και µεικτούς όρους που συζεύγουν τις προηγο-
ύµενες τρεις. Στα πλαίσια της παρούσας εργασίας παρουσιάζονται κατάλληλα
εµπειρικά δυναµικά πεδία για το γραφένιο τα οποία έχουν προκύψει από υ-
πολογισµούς πρώτων αρχών, για να περιγράψουν στρέψεις γύρω από δεσµούς
ατόµων άνθρακα εκτός επιπέδου του µονοστρωµατικού γραφενίου, µε σκο-
πό την ενσωµάτωση τους σε προσοµοιώσεις µοριακής δυναµικής ή προσοµοι-
ώσεις Monte-Carlo. Συγκεκριµένα το δυναµικό πεδίο στρέψης υπολογίστηκε
µε αναλυτικό τρόπο για δύο συγκεκριµένες µοντελοποιήσεις. Ακολούθησαν
υπολογισµοί µέσω ϑεωρίας συναρτησοειδούς πυκνότητας για κατάλληλες πα-
ϱαµορφώσεις του µονοστρωµατικού γραφενίου και προσαρµογή των αντίστοι-
χων παραµέτρων των δυναµικών πεδίων στα αποτελέσµατα των υπολογισµών
από πρώτες αρχές. Τέλος, εξετάστηκε η εφαρµοσιµότητα του δυναµικού πε-
δίου σε περίπτωση διαφορετικής παραµόρφωσης κατά την οποία συνεισφέρουν
όλοι οι όροι του δυναµικού πεδίου, και εξετάστηκε κατά πόσον αναπαράγεται
το πλήρες ενεργειακό προφίλ παραµόρφωσης της συγκεκριµένης δοµής όπως
έχει προκύψει από υπολογισµούς πρώτων αρχών.
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Abstract

After its experimental discovery in 2004, graphene has become a center
of scientific interest due to its special mechanical, thermal and electronic
properties. Graphene’s response to stresses has been proved to alter its e-
lectronic, magnetic and transport properties. Therefore understanding how
graphene responds to mechanical charge has become a subject of intensi-
ve research, both in the experimental as well as theoretical level through
appropriate modelling of its mechanical properties.

Usual force fields describing the deformation energy of molecules or many
atom systems include contributions from bond stretching, angle bending be-
tween bonds, torsions of atoms around bonds, and mixed terms that couple
contributions from the above terms. In this thesis we present appropria-
te empirical force fields for monolayer graphene, to describe out of plane
torsions of carbon atoms around bonds, in order to be incorporated in mo-
lecular dynamics or Monte-Carlo simulations. The torsion force field has
been analytically calculated for two different modelling schemes. Density
functional theory calculations were applied for appropriate deformations of
monolayer graphene and the relevant parameters of forcefields were fitted to
the ab initio results. Finally, a transferability test was performed for the case
of a different deformation in which all terms of the total forcefield contribute,
and we examined whether the full deformation energy profile with the fitted
parameters reproduces the ab initio results sufficiently well.
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1 Η χαµιλτονιανή στο στερεό

Η ακριβής ϑεώρηση ενός συστήµατος ιόντων και αλληλεπιδρώντων ηλεκτρονίων
είναι από τη ϕύση της κβαντοµηχανική και ϐασίζεται στην επίλυση µιας πολυ-
σωµατιδιακής εξίσωσης Schrödinger της µορφής

HΨ({RI; ri}) = EΨ({RI; ri}) (1)

΄Οπου Ψ({RI; ri}) είναι η πολυσωµατιδιακή κυµατοσυνάρτηση που περιγράφει
την κατάσταση του συστήµατος, {RI} είναι οι ϑέσεις των ιόντων και {ri} είναι
οι ϑέσεις των ηλεκτρονίων. Αναφορικά µε την ακριβή ϕύση της χαµιλτονιανής
µπορούµε να πούµε ότι αρχικά εµφανίζονται αρκετοί όροι, ωστόσο στα πλα-
ίσια προσεγγίσεων που ϑα αναφερθούν παρακάτω τα πράγµατα µπορούν να
απλοποιηθούν. Σε πρώτη ανάγνωση στηνH εµφανίζονται οι τελεστές κινητικής
ενέργειας,

−
∑
I

~2

2MI

∇2
RI
−
∑
i

~2

2me

∇2
ri

(2)

ένας όρος δυναµικής ενέργειας που ϑα περιγράφει τις απώσεις µεταξύ δύο η-
λεκτρονίων στις ϑέσεις ri, rj,

1

2

∑
ij(i 6=j)

e2

ri − rj
(3)

ένας όρος ο οποίος ϑα περιγράφει τις έλξεις ηλεκτρονίων στη ϑέση ri από ϑετι-
κά ϕορτισµένα ιόντα στη ϑέση RI

−
∑
iI

ZIe
2

RI − ri
(4)

και ένας τελευταίος όρος δυναµικής ενέργειας ο οποίος περιγράφει τις απώσεις
µεταξύ ιόντων στις ϑέσεις RI,RJ

1

2

∑
IJ(I 6=J)

ZIZJe
2

|RI −RJ|
(5)

Η πρώτη σηµαντική παραδοχή µας είναι ότι τα ηλεκτρόνια κινούνται πολύ
αργά σε σχέση µε τα ιόντα, και τα πρώτα αντιδρούν άµεσα σε οποιαδήποτε
κίνηση των δευτέρων, εποµένως η κυµατοσυνάρτηση Ψ έχει άµεση εξάρτηση
µόνο από τους ηλεκτρονικούς ϐαθµούς ελευθερίας. Αυτη είναι η προσέγγιση
Born-Oppenheimer η οποία µας επιτρέπει λόγω της µεγάλης διαφοράς µάζας
µεταξύ ηλεκτρονίων και ιόντων να ϑεωρήσουµε ότι τα ιόντα συµπεριφέρονται
ως κλασικά σωµατίδια µέσα στο στερεό. ΄Ετσι ο κινητικός όρος των ιόντων µπο-
ϱεί να αγνοηθεί σε κβαντοµηχανικό επίπεδο (ως πρακτικά αµελητέος για τους
παραπάνω λόγους) και να συµπεριληφθεί ως συνεισφορά σε κλασικό επίπεδο.
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Η χαµιλτονιανή, ϑεωρώντας πλέον ότι τα ιόντα είναι σε ηρεµία γράφεται [1]

H = −
∑
i

~2

2me

∇2
ri
−
∑
iI

ZIe
2

RI − ri
+

1

2

∑
ij(i 6=j)

e2

ri − rj
+

1

2

∑
IJ(I 6=J)

ZIZJe
2

|RI −RJ|
(6)

Ο τελευταίος όρος είναι ακόµη µια κλασσική συνεισφορά που µπορεί να α-
γνοηθεί σε αυτήν την εικόνα. Εδώ σηµασία εχουν οι ηλεκτρονικοί ϐαθµοί
ελευθερίας και σε σχέση µε αυτούς ο τελευταίος όρος είναι απλώς µια σταθερά
(ενέργεια Madelung). ΄Αρα τελικά η χαµιλτονιανή παίρνει την µορφή

H = −
∑
i

~2

2me

∇2
ri
−
∑
iI

ZIe
2

RI − ri
+

1

2

∑
ij(i 6=j)

e2

ri − rj
(7)

και εάν ορίσουµε το ολικό εξωτερικό δυναµικό που αισθάνεται ένα ηλεκτρόνιο
εξαιτίας των ιόντων ως

Vion(ri) = −
∑ ZIe

2

|RI − ri|
(8)

η άνω έκφραση γίνεται

H = −
∑
i

~2

2me

∇2
ri

+
∑
i

Vion(ri) +
1

2

∑
ij(i 6=j)

e2

ri − rj
(9)

΄Οµως ακόµη και µε την προσέγγιση Born-Oppenheimer η οποία έβγαλε από
την κβαντική εικόνα τους ιοντικούς ϐαθµούς ελευθερίας είναι δύσκολο να επι-
λυθεί η παραπάνω εξίσωση, και ο λόγος είναι η ϕύση των ηλεκτρονίων. Πρώτα
υπάρχει η ιδιότητα της ¨ανταλλαγής¨, το γεγονός δηλαδή ότι η κυµατοσυνάρ-
τηση είναι αντισυµµετρική ως προς την εναλλαγή των ϑέσεων δύο ηλεκτρονίων
και που προκύπτει σαν εκδήλωση της απαγορευτικής αρχής του Pauli αντα-
νακλώντας τη ϕερµιονική ϕύση των σωµατιδίων. Το άλλο είναι η ιδιότητα της
¨συσχέτισης¨, το γεγονός δηλαδή ότι κάθε ηλεκτρόνιο επηρρεάζεται από την
κίνηση όλων των υπολοίπων.

Στη συνέχεια µε κάποιες περαιτέρω προσεγγίσεις ϑα γίνει η απόπειρα να
κατασκευαστεί µια απλούστερη εικόνα όπου το σύστηµα περιγράφεται ως µια
συλλογή από κλασσικά ιόντα και µη αλληλεπιδρώντα κβαντοµηχανικά σωµα-
τίδια που περιγράφουν τη συµπεριφορά των ηλεκτρονίων. Επίσης ϑα δούµε τις
παραδοχές των συγκεκριµένων προσεγγίσεων, τις αδυναµίες τους και ϑα ανι-
χνεύσουµε τα κοινά στοιχεία και κατά συνέπεια την αφετηρία της περισσότερο
χρήσιµης πλέον ϑεωρίας συναρτησοειδούς πυκνότητας (Density Functional
Theory) που ήρθε να συµπληρώσει αυτές τις µεθόδους.
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2 Η προσέγγιση Hartree

Η απλούστερη προσέγγιση είναι να ϑεωρήσει κανείς ότι η κυµατοσυνάρτηση
πολλών σωµατιδίων είναι ένα γινόµενο µονοσωµατιδιακών κυµατοσυναρτήσε-
ων, κάτι που ϑα ήταν ιδανικό εάν τα ηλεκτρόνια δεν αλληλεπιδρούσαν µεταξύ
τους (προσέγγιση Hartree) [1]

ΨH({ri}) = φ1(r1)φ2(r2) · · · φN(rN) (10)

Με αυτήν την προσέγγιση η ολική ενέργεια του συστήµατος γίνεται

EH =< ΨH |H|ΨH >

=
∑
i

< φi|
−~2∇2

ri

2me

+ Vion(r)|φi > +
e2

2

∑
ij(j 6=i)

< φiφj|
1

|r− r′|
|φiφj > (11)

όπου µέσω επιχειρηµάτων ϑεωρίας λογισµού των µεταβολών κανείς καταλήγει
στις µονοσωµατιδιακές εξισώσεις Hartree(

−~2∇2
r

2me

+ Vion(r) + e2
∑
i 6=j

< φj|
1

|r− r′|
|φj >

)
φi(r) = εiφi(r) (12)

Η συγκεκριµένη εξίσωση είναι αυτοσυνεπής, δηλαδή η επίλυση για µια κα-
τάσταση φi εξαρτάται από όλες τις υπόλοιπες καταστάσεις φj 6= φi και τέτοιες
εξισώσεις επιλύονται επαναληπτικά. Πρακτικά κανείς ϑεωρεί ένα σύνολο κα-
ταστάσεων φi, τις χρησιµοποιεί για να κατασκευάσει την αρχική χαµιλτονιανή,
επιλύει τις εξισώσεις για κάθε νέα κατάσταση φi και έπειτα συγκρίνει τις νέες
καταστάσεις µε τις παλιές, και τροποποιεί τις παλιές ώστε να µοιάζουν περισ-
σότερο µε τις νέες. Αυτή η διαδικασία επαναλαµβάνεται µέχρις ότου αρχικές
και τελικές καταστάσεις να έχουν συγκλίνει ικανοποιητικά. Πρέπει να σηµειω-
ϑεί ωστόσο ότι η προσέγγιση Hartree αγνοεί την αντισυµµετρικότητα της ολι-
κής κυµατοσυνάρτησης Ψ. Τέτοιες αυτοσυνεπείς εξισώσεις εµφανίζονται και
στη ϑεωρία συναρτησοειδούς πυκνότητας µόνο που εκεί η ποσότητα που συγ-
κρίνεται και τροποποιείται στο τελος κάθε κύκλου αυτοσυνέπειας είναι η ολική
πυκνότητα των ηλεκτρονίων και όχι οι κυµατοσυναρτήσεις όπως εδώ.
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3 Προσέγγιση Hartree-Fock

Το επόµενο λογικό ϐήµα είναι η ενσωµάτωση στο µοντέλο µας της ϕερµιονι-
κής ϕύσης των ηλεκτρονίων που πρακτικά σηµαίνει να εκφράσουµε την ολική
κυµατοσυνάρτηση µε τρόπο που να ικανοποιείται η απαγορευτική αρχή του
Pauli, δηλαδή η ολική κυµατοσυνάρτηση να είναι αντισυµµετρική ως προς την
εναλλαγή συντεταγµένων δύο ηλεκτρονίων. ∆εν ϑα συµπεριλάβουµε προσω-
ϱινά το σπιν των ηλεκτρονίων στην κυµατοσυνάρτηση του συστήµατος, στην
εικόνα Hartree-Fock είναι απλό να συµπεριληφθούν οι ϐαθµοί ελευθερίας του
σπιν ϑεωρώντας ηλεκτρόνια µε σπιν up και down στη ϑέση r. Εδώ η κατάλλη-
λη επιλογή είναι να γράψουµε την κυµατοσυνάρτηση ως την ορίζουσα Slater
µονοσωµατιδιακών τροχιακών µιας και η εναλλαγή συντεταγµένων δύο µονο-
σωµαταδιακών κυµατοσυναρτήσεων ισοδυναµεί µε εναλλαγή δύο στηλών της
ορίζουσας η οποία επιφέρει ένα αρνητικό πρόσηµο στην συνολική έκφραση.

ΨHF (ri) =
1√
N !

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
φ1(r1) φ1(r2) · · · φ1(rN)
φ2(r1) φ2(r2) · · · φ2(rN)

...
... . . . ...

φ2(r1) φN(r2) · · · φN(rN)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (13)

Πάλι µε επιχειρήµατα λογισµού µεταβολών οι µονοσωµατιδιακές εξισώσεις
Hartree-Fock καταλήγουν να είναι−~

2∇2
r

2me

+ Vion(r) + e2
∑
j 6=i

< φj|
1

|r− r′|
|φj >︸ ︷︷ ︸

Hartree

φi(r)−e2
∑
j 6=i

< φj|
1

|r− r′|
|φi >︸ ︷︷ ︸

exchange

φj(r)

= εiφi(r) (14)

Το νέο αποτέλεσµα σε σχέση µε τα προηγούµενα είναι η εµφάνιση του τε-
λευταίου όρου του αριστερού µέλους της εξίσωσης (14) ο οποίος περιγράφει
ϕαινόµενα ανταλλαγής µεταξύ των ηλεκτρονίων που έχουν ληφθεί υπόψην εκ
κατασκευής στην προσέγγιση Hartree-Fock. Παρατηρούµε ότι η εξίσωση (14)
είναι µια ολοκληροδιαφορική εξίσωση. Επίσης ϐλέπουµε ότι µπορούµε να
συµπεριλάβουµε στο δυναµικό Hartree και στο δυναµικό ανταλλαγής της ε-
ξίσωσης (14) τους όρους ιδιοαλληλεπίδρασης (δηλαδή την περίπτωση i = j,
S.I. (self interaction)) χωρίς να υπάρχει πρόβληµα αφού οι συγκεκριµένοι όροι
αλληλοαναιρούνται. Το κέρδος από αυτήν την συµπερίληψη είναι ότι πλέον
όλοι οι τελεστές της χαµιλτονιανής έχουν ανεξαρτησία από τροχιακά. Μπορο-
ύµε να απλοποιήσουµε τα πράγµατα κανοντας χρήση της

ρi(r) = |φi(ri)|2 (15)

που είναι η πυκνότητα ενός σωµατιδίου που ϐρίσκεται στη ϑέση r και της

9



σχέσης

ρ(r) =
∑
i

ρi(r) (16)

που είναι η ολική πυκνότητα (η πυκνότητα όλων των ηλεκτρονίων) στη ϑέση r.
Αυτό µας επιτρέπει να γράψουµε τον δυναµικό Hartree ως έναν τοπικό πολλα-
πλασιαστικό τελεστή

V H(r) = e2
∑
j

< φj|
1

|r− r′|
|φj >

(15)
= e2

∑
j

∫
ρj(r

′)

|r− r′|
dr′

(16)
= e2

∫
ρ(r′)

|r− r′|
dr′

(17)

Εάν ορίσουµε κατά παρόµοιο τρόπο την πυκνότητα ανταλλαγής ως:

ρX(r, r′) =
∑
j

φ∗j(r
′)φj(r) (18)

Τότε το δυναµικό ανταλλαγής µπορεί να γραφεί ως ένας µη τοπικός τελεστής
ο οποίος ορίζεται µέσω της δράσης του:

−e2
∑
j

< φj|
1

|r− r′|
|φi > φj(r) =

∑
j

∫
φ∗j(r

′)φi(r
′)φj(r)

|r− r′|
dr′

= −
∑
j

∫
φ∗j(r

′)φj(r)

|r− r′|
φi(r

′)dr′ = −
∫
ρX(r, r′)

r− r′
φi(r

′)dr′ = V̂ Xφi(r) (19)

Οπότε τελικά η χαµιλτονιανή µπορεί να πάρει την (διαγωνοποιήσιµη πλέον)
µορφή: (

−~2∇2
r

2mε

+ Vion(r) + V H(r) + V̂ X(r, r′)

)
φi(r) = εiφi(r) (20)

όπου το V H εκφράζει το ολικό απωστικό δυναµικό Coulomb που αισθάνεται
κάθε ηλεκτρόνιο και είναι ίδιο για όλες τις καταστάσεις φi(r) και ο δεύτερος
όρος είναι η επίδραση της ϕερµιονικής ανταλλαγής στο δυναµικό που αισθάνε-
ται κάθε ηλεκτρόνιο. Αξίζει να σηµειωθεί ότι πλέον µε τη Hartree-Fock µέθοδο
έχουµε ενσωµατώσει ϕαινόµενα ¨ανταλλαγής¨ όχι όµως και ¨συσχέτισης¨ µετα-
ξύ των ηλεκτρονίων. Επίσης παρατηρούµε ότι εξαιτίας της ενσωµάτωσης αυτού
του ϕαινοµένου πλέον το δυναµικό στην προσέγγιση Hartree-Fock ϱίχνει την
ενέργεια του συστήµατος σε σχέση µε το δυναµικό Hartree (V X < 0).

10



4 Πέρα από την Hartree-Fock

΄Οπως αναφέραµεε και πριν, η προσέγγιση Hartree-Fock αγνοεί τα ϕαινόµενα
συσχέτισης µεταξύ ηλεκτρονίων. Στα πλαίσια της συγκεκριµένης ϑεώρησης,
αυτός ο περιορισµός προκύπτει από την αρχική απαίτηση ότι η πλήρης κυµα-
τοσυνάρτηση του κβαντοµηχανικού συστήµατος µπορεί να αντικατασταθεί από
µια ορίζουσα Slater µη αλληλεπιδρώντων σωµατιδίων. Για να αντιµετωπιστεί
αυτή η αδυναµία, έχουν αναπτυχθεί δύο µεγάλες κατηγορίες προσεγγίσεων :
εκείνες που ϐασίζονται στη ϑεωρία διαταραχών, κι εκείνες που ϐασίζονται στην
αρχή των µεταβολών.

Στα πλαίσια των δεύτερων ανήκουν και οι µέθοδοι CI (Configuration In-
teraction. Αν και πρόκειται για ϑεωρητικά κοµψές µεθόδους, σχετικά απλές
στην εφαρµογή τους, στην πραγµατικότητα µπορούν να εφαρµοστούν µόνο σε
πολύ µικρά συστήµατα. Η ϐάση αυτών των µεθόδων έγκειται στην παρατήρη-
ση ότι η ακριβής κυµατοσυνάρτηση πολλών σωµατιδίων µπορεί να γραφεί ως
γραµµικός συνδυασµός πολλών οριζουσών Slater Dk

Ψ =
∞∑
k=0

ckDk (21)

΄Οπου οι ορίζουσες Dk καλύπτουν πλήρως τον χώρο Hilbert της κυµατοσυ-
νάρτησης. Οι ορίζουσες µπορούν να είναι ένα οποιοδήποτε πλήρες σύνολο
από αντισυµµετρικές συναρτήσεις N το πλήθος ηλεκτρονίων, συνήθως όµως
κατασκευάζονται από τα τροχιακά Hartree-Fock έτσι ώστε η D0 να αποτελε-
ί την ορίζουσα Hartree-Fock της ϑεµελιώδους κατάστασης του συστήµατος.
Εξ΄ ορισµού η ¨ορίζουσα αναφοράς¨ D0 αποτελεί την καλύτερη προσέγγιση
(χρησιµοποιώντας µια ορίζουσα) της ακριβούς κυµατοσυνάρτησης Ψ. Στα πε-
ϱισσότερα συστήµατα η ενέργεια Hartree-Fock αρκεί για να περιγράψει το
µεγαλύτερο µέρος της ολικής ενέργειας και η υπολειπόµενη ενέργεια συσχέτι-
σης είναι χαµηλή. Ωστόσο για να µπορέσουµε να προσεγγίσουµε την ακριβή
κυµατοσυνάρτηση του συστήµατος πολλών σωµατιδίων απαιτούνται πάρα πολ-
λές ορίζουσες Slater. Στην πραγµατικότητα αν υποθέσουµε ότι η διάσταση του
χώρου Hilbert είναι N (δηλαδή έχουµε N το πλήθος καταστάσεις ϐάσης) και
M το πλήθος ηλεκτρόνια, στην πραγµατικότητα χρειαζόµαστε(

N
M

)
=

N !

M !(N −M)!
(22)

ορίζουσες Slater. Από σκοπιά υπολογιστικού κόστους, για να εφαρµόσουµε
αυτή τη µέθοδο αποτελεσµατικά πρέπει να µπορούµε να πάρουµε την ακριβή
κυµατοσυνάρτηση του συστήµατος χρησιµοποιώντας όσο το δυνατόν λιγότερες
ορίζουσες. ΄Οµως έτσι είναι προφανές ότι για µεγάλα συστήµατα ϑα αφήσουµε
εκτός του άνωθι αναπτύγµατος και µεγάλο αριθµό οριζουσών Slater ελαττώνον-
τας το υπολογιστικό κόστος αλλά χάνοντας και σηµαντική πληροφορία για την
ακριβή κυµατοσυνάρτηση του συστήµατος.
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5 Θεωρία Συναρτησοειδούς Πυκνότητας

Η ϐασική ιδέα πίσω από τη ϑεωρία συναρτησοειδούς πυκνότητας είναι ότι αντί
να ϑεωρήσουµε την εξίσωση Schrödinger πολλών σωµατιδίων της µορφής (1),
η οποία περιλαµβάνει την κυµατοσυνάρτηση πολλών σωµατιδίων, διατυπώνου-
µε το πρόβληµα κατά έναν τρόπο ώστε να περιλαµβάνει την ολική πυκνότητα
των ηλεκτρονίων. Πρόκειται για µια σηµαντική απλοποίηση διότι πλέον δεν
υπάρχει η ανάγκη προσδιορισµού της κυµατοσυνάρτησης πολλών σωµατιδίων,
όπως στις προσεγγίσεις Hartree και Hartree-Fock. ΄Ετσι, αντί να ξεκινήσου-
µε µε µια δραστική προσέγγιση για την συµπεριφορά του συστήµατος (που
είναι αυτό που αντιπροσωπεύουν οι κυµατοσυναρτήσεις Hartree και Hartree-
Fock), µπορούµε να αναπτύξουµε τις µονοσωµατιδιακές κυµατοσυναρτήσεις
κατά έναν ακριβή τρόπο, και µετά να εισάγουµε προσεγγίσεις όποτε χρειάζε-
ται. Η ϐασική ϑεωρία της DFT αναπτύχθηκε από τους Hohenberg, Kohn και
Sham, οι οποίοι στα άρθρα που δηµοσίευσαν το 1964 και 1965 [2],[3], έθεσαν
τα ϑεµέλια της DFT, γνωστά και ως ϑεώρηµα Hohenberg-Khon-Sham.

5.1 Θεωρήµατα Hohenberg-Kohn

Η πρώτη σηµαντική συνέπεια της νέας ϑεωρίας είναι ότι για ένα δεδοµένο εξω-
τερικό δυναµικό V (r) (µε προσθαφαίρεση µιας σταθεράς) που αισθάνονται τα
ηλεκτρόνια του συστήµατος, η πυκνότητα τους n(r) στη ϑεµελιώδη κατάσταση
είναι µονοσήµαντα ορισµένη. ∆ηλαδή υπάρχει 1-1 αντιστοιχία µεταξύ του εξω-
τερικού δυναµικού και της ολικής ηλεκτρονιακής πυκνότητας στη ϑεµελιώδη
κατάσταση.

Σύµφωνα µε την προσέγγιση Born-Oppenheimer είχαµε δείξει ότι χαµιλ-
τονιανή ενός συστήµατος N σωµατιδίων (στο στερεό) ήταν

H = −
∑
i

~2

2me

∇2
ri

+
∑
i

Vion(ri) +
1

2

∑
ij(i 6=j)

e2

ri − rj
(23)

Προτού προχωρήσουµε είναι χρήσιµο να γράψουµε την παραπάνω χαµιλτο-
νιανή µε έναν οικονοµικότερο τρόπο. Για αυτό το σκοπό συγκεντρώνουµε τον
κινητικό όρο της χαµιλτονιανής και τον όρο της αλληλεπίδρασης µεταξύ των
ηλεκτρονίων σε έναν F̂ = −

∑
i

~2
2me
∇2

ri
+ 1

2

∑
ij(i 6=j)

e2

ri−rj
και το ολικό εξω-

τερικό δυναµικό που αισθάνονται τα ηλεκτρόνια ϑα το απεικονίζουµε απλώς
V =

∑
iVion(ri) . ΄Ετσι πλέον µπορούµε να γράψουµε τον τελεστή της χαµιλ-

τονιανής ως :

Ĥ = F̂ + V (24)
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Είναι προφανές ότι ο τελεστής F̂ είναι καθολικός για όλα τα κβαντοµηχα-
νικά συστήµατα µε ίδιο αριθµό ηλεκτρονίων, και ανεξάρτητος του εξωτερικού
δυναµικού, αφού περιλαµβάνει τον κινητικό όρο και την αλληλεπίδραση µετα-
ξύ των ηλεκτρονίων, τα οποία για δεδοµένο αριθµό ηλεκτρονίων δεν αλλάζουν
από σύστηµα σε σύστηµα. Αυτό που ϐλέπουµε λοιπόν ότι καθορίζει τη χαµιλ-
τονιανή ανά περίπτωση είναι µόνο το εξωτερικό δυναµικό.

Απόδειξη: Η απόδειξη γίνεται µέσω της εις ατόπον απαγωγής. Ξεκινούµε
ϑεωρώντας ότι έχουµε ένα εξωτερικό δυναµικό V (r) το οποίο µας προσδιορίζει
την πυκνότητα ϕορτίου n(r) στη ϑεµελιώδη κατάσταση. Το V (r) είναι προ-
ϕανώς όρος της χαµιλτονιανής H µε ενέργεια ϑεµελιώδους κατάστασης E και
αντίστοιχη κυµατοσυνάρτηση |Ψ〉. ΄Εστω τώρα ότι υπάρχει ένα δεύτερο εξω-
τερικό δυναµικό V ′(r) το οποίο διαφέρει κατά µη τετριµµένο τρόπο από το
V (r) (δηλαδή όχι απλώς κατά µια σταθερή ποσότητα) µε χαµιλτονιανή H′ και
ενέργεια και κυµατοσυνάρτηση ϑεµελιώδους κατάστασης E ′, |Ψ′〉, το οποίο
µας οδηγεί στην ίδια πυκνότητα ϕορτίου ϑεµελιώδους κατάστασης n(r). Οι
ενέργειες για τις δύο περιπτώσεις είναι :

E =
〈

Ψ
∣∣∣Ĥ∣∣∣Ψ〉 , όπου Ĥ = F̂ + V̂ (25)

E ′ =
〈

Ψ′
∣∣∣Ĥ′∣∣∣Ψ′〉 , όπου Ĥ′ = F̂ + V̂ ′ (26)

Από τον λογισµό των µεταβολών γνωρίζουµε ότι για τη χαµιλτονιανή Ĥ
(
Ĥ′
)

καµιά κυµατοσυνάρτηση δεν µπορεί να δώσει ενέργεια χαµηλότερη από αυτήν
που ϑα πάρουµε αν δράσουµε πάνω στην κυµατοσυνάρτηση Ψ(r) (Ψ′(r)). ΄Ε-
χοντας αυτό κατά νου ϑεωρούµε την Ψ′(r) ως δοκιµαστική κυµατοσυνάρτηση
της χαµιλτονιανής Ĥ και εξαιτίας της αρχής των µεταβολών ϑα πάρουµε την
ανισότητα

E <
〈

Ψ′
∣∣∣Ĥ∣∣∣Ψ′〉 =

〈
Ψ′
∣∣∣Ĥ′∣∣∣Ψ′〉+

〈
Ψ′
∣∣∣Ĥ − Ĥ′∣∣∣Ψ′〉

= E ′ +

∫
dr n(r) [V (r)− V ′(r)] (27)

Οµοίως µπορούµε να ϑεωρήσουµε την Ψ(r) ως δοκιµαστική κυµατοσυνάρτηση
της χαµιλτονιανής Ĥ′ και για τον ίδιο λόγο ϑα πάρουµε

E ′ <
〈

Ψ
∣∣∣Ĥ′∣∣∣Ψ〉 =

〈
Ψ
∣∣∣Ĥ∣∣∣Ψ〉+

〈
Ψ
∣∣∣Ĥ′ − Ĥ∣∣∣Ψ〉

= E −
∫
dr n(r) [V (r)− V ′(r)] (28)

Προσθέτοντας τις άνωθι εξισώσεις οδηγούµαστε στο άτοπο

E + E ′ < E + E ′ (29)
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Αυτό σηµαίνει ότι η αρχική µας υπόθεση ότι οι δύο πυκνότητες είναι ίδιες
ήταν λανθασµένες. Βλέπουµε ότι πράγµατι υπάρχει µια 1-1 αντιστοιχία µεταξύ
του εξωτερικού δυναµικού και της πυκνότητας των ηλεκτρονίων. Που σηµαίνει
ότι το εξωτερικό δυναµικό είναι εν γένει ένα συναρτησοειδές της πυκνότητας,
(V [n] =

∫
drV (r)n(r)). Και κατ΄ επέκταση, εφόσον η κυµατοσυνάρτηση του

συστήµατος εξαρτάται από το δυναµικό, εν γένει και η κυµατοσυνάρτηση µπο-
ϱεί να προσδιοριστεί από την πυκνότητα των ηλεκτρονίων. Αυτό όµως µας
επιτρέπει να δούµε ότι πλέον νόηµα (εννοώντας ότι είναι καλώς ορισµένο) έχει
και το συναρτησοειδές F [n] =

〈
Ψ
∣∣∣F̂ ∣∣∣Ψ〉, αφού όπως είδαµε παραπάνω ο τε-

λεστής F̂ ενός κβαντοµηχανικού συστήµατος N σωµατιδίων είναι καθολικός.
΄Ολες αυτές οι παρατηρήσεις µας επιτρέπουν να ορίσουµε την ολική ενέργεια
του συστήµατος ως ένα συναρτησοειδές της πυκνότητας των ηλεκτρονίων.

E[n] = F [n] +

∫
V (r)n(r)dr (30)

Το άνωθι συναρτησοειδές ελαχιστοποιείται για µια συγκεκριµένη πυκνότη-
τα ηλεκτρονίων n(r) που αντιστοιχεί σε ένα συγκεκριµένο εξωτερικό δυναµικό
V (r) (και που προσδιορίζει µια συγκεκριµένη κυµατοσυνάρτηση). Από την
αρχή των µεταβολών γνωρίζουµε ότι για οποιαδήποτε άλλη πυκνότητα n′(r) ϑα
ισχύει

E[n′(r)] = F [n′(r)] +

∫
V (r)n′(r)dr = 〈Ψ′ |H|Ψ′〉 (31)

όµως

〈Ψ′ |H|Ψ′〉 > 〈Ψ |H|Ψ〉 = E[n(r)] (32)

άρα ϐλέπουµε ότι αν επιλέξουµε να υπολογίσουµε την ενέργεια για την πυ-
κνότητα της ϑεµελιώδους κατάστασης αυτή ϑα είναι µικρότερη από την ενέρ-
γεια που υπολογίζεται για οποιαδήποτε άλλη πυκνότητα. Το συµπέρασµα
λοιπόν είναι ότι ελαχιστοποιώντας το παραπάνω συναρτησοειδές της ενέργειας
ως προς την πυκνότητα, λαµβάνουµε την ενέργεια της ϑεµελιώδους κατάστα-
σης. Εποµένως η κατάλληλη πυκνότητα που ελαχιστοποιεί το συναρτησοειδές
της ενέργειας είναι η πυκνότητα της ϐασικής κατάστασης. Αυτό αποτελεί και
το δεύτερο ϑεώρηµα Kohn-Hohenberg.
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5.2 Οι εξισώσεις Kohn-Sham

Εάν το F [n] ήταν ένα γνωστό και σχετικά απλό συναρτησοειδές της πυκνότητας,
τότε το πρόβληµα του προσδιορισµού της ενέργειας ϑεµελιώδους κατάστασης
και της αντίστοιχης πυκνότητας ϑα ήταν απλή υπόθεση αφού ϑα ελαχιστο-
ποιούσε κανείς την ολική ενέργεια του κβαντοµηχανικού συστήµατος ως προς
µεταβολές στην πυκνότητα. ΄Οµως υπάρχουν προβλήµατα διότι το F [n] εµπερι-
έχει εκτός από τον κινητικό όρο της χαµιλτονιανής κι έναν όρο αλληλεπίδρασης
µεταξύ των ηλεκτρονίων ο οποίος πρέπει να ενσωµατώνει τα ϕαινόµενα ανταλ-
λαγής και συσχέτισης.

Οι Kohn και Sham επιχείρησαν να απλοποιήσουν περαιτέρω το πρόβληµα
κάνοντας τις εξής ϑεωρήσεις. Πρότειναν τη µετάβαση από ένα (πραγµατικό)
κβαντοµηχανικό σύστηµα πολλών αλληλεπιδρώντων σωµατιδίων που ϐρίσκε-
ται υπό την επίδραση εξωτερικού δυναµικού V , σε ένα άλλο τεχνητό σύστηµα
µη αλληλεπιδρώντων σωµατιδίων υπό την επίδραση ενός ¨ενεργού¨ δυναµικού
που όµως παράγει την ίδια πυκνότητα ϕορτίου στη ϐασική κατάσταση. Το προ-
τεινόµενο σύστηµα µη αλληλεπιδρώντων σωµατιδίων υπακούει προφανώς στην
απαγορευτική αρχή του Pauli εποµένως µπορούµε να ϑεωρήσουµε πάλι την
ολική κυµατοσυνάρτηση ως την ορίζουσα Slater που κατασκευάζεται από µια
ϐάση µονοσωµατιδιακών τροχιακών τα οποία πλέον ϑα υπακούουν την εξίσωση
Kohn-Sham [3] (

− ~
2m
∇2 + Veff (r)

)
φi(r) = εiφi(r) (33)

Είναι ϕανερό ότι πλέον το πρόβληµα έχει απλοποιηθεί σηµαντικά από άπο-
ψη µαθηµατικών υπολογισµών και ο λόγος είναι η ϑεώρηση συστήµατος µη
αλληλεπιδρώντων σωµατιδίων. Ωστόσο πρέπει να επισηµανουµε ότι αυτές οι
µονοσωµατιδιακές καταστάσεις φi(r) δεν αντιπροσωπεύουν πραγµατικά σω-
µατίδια (ηλεκτρόνια µέσα στο στερεό) αλλά αποκαλούνται ¨οιονεί¨ σωµατίδια.
Αντιπροσωπεύουν δηλαδή ϕερµιόνια τα οποία δίνουν την ίδια πυκνότητα ϕορ-
τίου µε αυτή των ηλεκτρονίων δίχως όµως να αλληλεπιδρούν µεταξύ τους.

Οι Kohn, Sham έκαναν τον εξής διαχωρισµό στο καθολικό συναρτησοειδές
F [n]

F [n(r)] = T S[n(r)] +
e2

2

∫ ∫
n(r)n(r′)

|r− r′|
drdr′︸ ︷︷ ︸

UH

+EXC [n(r)] (34)

Ο πρώτος όρος είναι απλώς η κινητική ενέργεια των καταστάσεων της ορίζουσας
Slater εκπεφρασµένος ως συναρτησοειδές της πυκνότητας. Εφόσον πρόκειται
για οιωνεί- µη αλληλεπιδρώντα σωµατίδια γράφεται απλώς ως

T S[n(r)] =
∑
i

< φi| −
~2

2me

∇2
r|φi > (35)
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Ο δείκτης S υποδεικνύει αυτό που αναφέρθηκε παραπάνω, ότι δεν πρόκει-
ται δηλαδή για την πραγµατική κινητική ενέργεια του συστήµατος αλλά εκε-
ίνη ενός συστήµατος µη αλληλεπιδρώντων σωµατιδίων, τα οποία όµως αναπα-
ϱάγουν την πραγµατική πυκνότητα της ϑεµελιώδους κατάστασης. ∆ηλαδή

n(r) =
N∑
i=1

|φi|2 (36)

Ο δεύτερος όρος είναι η κλασσική ηλεκτροστατική ενέργεια (η ενέργεια Har-
tree), περιγράφει την αλληλεπίδραση Coulomb µεταξύ των ηλεκτρονίων (εκπε-
ϕρασµένος ως συναρτησοειδές της πυκνότητας). Ο τελευταίος όρος είναι ένας
όρος διόρθωσης ο οποίος ενσωµατώνει όλα τα ϕαινόµενα ανταλλαγής (ϕερµιο-
νική ϕύση) και συσχέτισης (κάθε σωµατίδιο επηρρεάζεται από τις κινήσεις των
γειτόνων του) των ηλεκτρονίων. Συγκεκριµένα εµπεριέχει όλη τη µη κλασσική
ενέργεια αλληλεπίδρασης µεταξύ ηλεκτρονίων και τη διαφορά των κινητικών
ενεργειών µεταξύ των συστηµάτων αλληλεπιδρώντων ηλεκτρονίων και µη αλ-
ληλεπιδρώντων οιωνεί σωµατιδίων. Ο σκοπός αυτού του διαχωρισµού είναι
πρακτικός. Οι δύο πρώτοι όροι µπορούν να αντιµετωπιστούν κατά απλό τρόπο,
ενώ ο τελευταίος ο οποίος ϕέρει όλη την πολυπλοκότητα είναι απλά ένα µικρό
κλάσµα της ολικής ενέργειας και απαιτεί την εξεύρεση κατάλληλων προσεγ-
γίσεων.

Αν τώρα διατυπώσουµε το πρόβληµα λογισµού των µεταβολών για το συ-
ναρτησιακό της ενέργειας E[n], εισάγοντας έναν πολλαπλασιαστή Lagrange µ
για να επιβάλλουµε το σύνδεσµο

∫
drn(r) = N)

δ

[
F [n] +

∫
drV (r)n(r)− µ

∫
drn(r)−N

)
= 0 (37)

και λαµβάνοντας υπόψιν τον διαχωρισµό (εξ. 34) καταλήγουµε στην εξίσωση

δT S[n]

δn(r)
+ Veff = µ (38)

όπου το ενεργό δυναµικό δίνεται από τη σχέση

Veff (r, n(r)) =

∫
dr′

n(r′)

|r− r′|︸ ︷︷ ︸
V H

+V XC(r) + V (r) (39)

Ο τελευταίος όρος είναι απλά το εξωτερικό δυναµικό,ο πρώτος το δυναµικό
Hartree ενώ ο δεύτερος όρος είναι η συναρτησιακή παράγωγος του συναρτη-
σιακού ανταλλαγής-συσχετισµού

V XC [n(r)] =
δEXC [n(r)]

δn(r)
(40)

για την οποία ϑα επεκταθούµε περισσότερο στο επόµενο εδάφιο.
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Η εξίσωση (38), δεν µπορεί να επιλυθεί απευθείας διότι δεν γνωρίζουµε
την ακριβή µορφή του T S σαν συναρτησοειδές της πυκνότητας. Το σηµαντι-
κό εδώ είναι να παρατηρήσουµε ότι η εξίσωση (38) είναι η ίδια εξίσωση που
ϑα παίρναµε αν διατυπώναµε το πρόβληµα λογισµού των µεταβολών για ένα
σύστηµα µη-αλληλεπδρώντων σωµατιδίων υπό την επίδραση εξωτερικού δυνα-
µικού (για το εν λόγω σύστηµα) Veff . ΄Οµως για να ϐρούµε την πυκνότητα
ϐασικής κατάστασης για το συγκεκριµένο σύστηµα αρκεί να λύσουµε τις µο-
νοσωµατιδιακές εξισώσεις Schrodinger[

− ~
2me

∇2 + Veff (r)

]
ψi(r) = εiψi(r) (41)

η άνωθι εξίσωση αναφέρεται ως εξίσωση Kohn-Sham και τα µονοσωµατιδιακά
τροχιακά φi(r) που την επιλύουν τροχιακά Kohn-Sham. Παρατηρούµε ότι υ-
πάρχει η εξής σχέση εξάρτησης

Veff → φi(r)→ n(r)→ Veff → · · ·

Βλέπουµε ότι το ενεργό δυναµικό είναι συναρτησιακό της πυκνότητας, η οποία
µε τη σειρά της εξαρτάται από όλα τα τροχιακά Kohn-Sham. ∆ηλαδή για να
υπολογίσουµε το ενεργό δυναµικό πρέπει να επιλύσουµε πρώτα τις εξισώσεις
Kohn-Sham (που το εµπεριέχουν). Ο µόνος τρόπος για να ξεπεραστεί αυτό
το πρόβληµα είναι να επιλυθούν οι εξισώσεις αυτοσυνεπώς και επαναληπτι-
κά. Πρακτικά αυτό που κάνει κανείς είναι µια αρχική εκτίµηση του ενεργού
δυναµικού, το εισάγει στις εξισώσεις Kohn-Sham και τις επιλύει ϐρίσκοντας
τα τροχιακά Kohn-Sham (ιδιοσυναρτήσεις) και τις ιδιοτιµές του συστήµατος.
Από αυτά κατασκευάζει την πυκνότητα ϕορτίου µέσω της (36) και υπολογίζει
το νέο ενεργό δυναµικό. Η διαδικασία επαναλαµβάνεται µέχρι να επιτευχθεί
ικανοποιητική σύγκλιση.
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5.3 Το συναρτησοειδές ανταλλαγής-συσχέτισης EXC

Αναφορικά µε τα προηγούµενα πρέπει να επισηµάνουµε ότι η επαναληπτική
και αυτοσυνεπής επίλυση των εξισώσεων Kohn-Sham δεν αποτελεί πρόβληµα.
Μεγαλύτερη δυσκολία παρουσιάζει ο ακριβής προσδιορισµός του συναρτησοει-
δούς ανταλλαγής-συσχέτισης ώστε να ενσωµατώνει όλα τα χαρακτηριστικά που
αναφέρθηκαν προηγουµένως.

Στην απλούστερη περίπτωση η ενέργεια EXC εξαρτάται τοπικά από την πυ-
κνότητα n(r) δηλαδή η πυκνότητα υπολογίζεται σε ένα σηµείο στο χώρο κάθε
ϕορά. Αυτή η προσέγγιση αναφέρεται ως Local Density Approximimation
(LDA). Πολλά µοντέλα µπορούν να δώσουν τοπικές προσεγγίσεις της ενέργειας
ανταλλαγής και συσχέτισης. Ωστόσο οι πιο επιτυχηµένες από αυτές έχουν ε-
ξαχθεί στα πλαίσια του µοντέλου HEG (Homogeneous electron gas). Αυτό
το απλουστευµένο κβαντοµηχανικό µοντέλο αλληλεπιδρώντων ηλεκτρονίων, το
οποίο αποκαλείται και µοντέλο Jellium, ϑεωρεί το δυναµικό των ιόντων ως ένα
ηλεκτροστατικό δυναµικό οµοιόµορφης κατανοµής (ϑετικού) ϕορτίου και τα
ηλεκτρόνια ως ένα οµοιογενές νέφος αρνητικού ϕορτίου. Πρόκειται για µια
χρήσιµη προσέγγιση, αφού πλέον η ολική ενέργεια συνίσταται µόνο από συ-
νεισφορές της κινητικής ενέργειας και της ενέργειας ανταλλαγής-συσχέτισης.
Υπό αυτήν την έννοια, η LDA είναι γενικά συνώνυµη µε συναρτησοειδή που ϐα-
σίζονται στο µοντέλο Jellium, τα οποία εν συνεχεία εφαρµόζονται σε ϱεαλιστικά
συστήµατα (µόρια και στερεά).

Γενικά, για ένα spin-unpolarized σύστηµα η LDA προσέγγιση για το συ-
ναρτησοειδές ανταλλαγής-συσχέτισης γράφεται ως :

EXC
LDA =

∫
n(r)εXC(n)dr (42)

όπου n είναι η ηλεκτρονική πυκνότητα και εXC είναι η ενέργεια ανταλλαγής και
συσχέτισης ανά σωµατίδιο για ένα οµογενές ηλεκτρονιακό νέφος µε πυκνότητα
ϕορτίου n. Η ενέργεια ανταλλαγής-συσχέτισης διαχωρίζεται κατά γραµµικό
τρόπο σε ενέργεια ανταλλαγής και ενέργεια συσχέτισης

EXC = EX + EC (43)

ώστε να µπορούν να αναζητηθούν διαφορετικές εκφράσεις για τα EX , EC .
Στα πλαίσια της ϑεωρίας Hartree-Fock, που όπως είδαµε λαµβάνει ϱητά

υπόψιν της την ενέργεια ανταλλαγής, µπορούµε να εξάγουµε µια αναλυτική
έκφραση για το EXC στα πλαίσια του µοντέλου Jellium [1].

EX = −3

4

e2

π
kFN

N=
∫
ndr︷︸︸︷⇒ EX [n] = −3

4
e2

(
3

π

)1/3 ∫
[n]4/3dr (44)

Η LDA χρησιµοποιεί αυτήν την έκφραση υπό την προσέγγιση ότι η ενέργεια
ανταλλαγής σε ένα σύστηµα όπου η πυκνότητα δεν είναι οµογενής, λαµβάνεται
εφαρµόζοντας τα αποτελέσµατα του µοντέλου HEG σε κάθε ένα σηµείο r [4], [5].
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EX
LDA[n(r)] = −3

4
e2

(
3

π

)1/3 ∫
[n(r)]4/3dr (45)

∆υστυχώς δεν υπάρχουν αναλυτικές εκφράσεις για την ενέργεια συσχέτισης
του οµογενούς ηλεκτρονικού νέφους. Εξαίρεση αποτελούν τα όρια όπου η
πυκνότητα είναι πολύ µεγάλη (απείρως ασθενής συσχέτιση), και πολύ µικρή
(απείρως ισχυρή συσχέτιση). Για ένα οµογενές ηλεκτρονικό νέφος µε πυκνότη-
τα n η πυκνότητα ενέργειας συσχέτισης είναι [4] στο όριο υψηλών πυκνοτήτων
είναι

εC = A ln(rs) +B + rs(C ln(rs) +D) (46)

και στο όριο χαµηλών πυκνοτήτων

εC =
1

2

(
g0

rs
+
g1

r
3
2
s

+ · · ·

)
(47)

όπου η ακτίνα Wigner-Seitz σχετίζεται µε την πυκνότητα ως

4

3
πr3

s =
1

n
(48)

Ακριβείς προσοµοιώσεις Monte-Carlo έχουν γίνει για αρκετές ενδιάµεσες τιµές
της πυκνότητας, δίνοντας µε τη σειρά τους ακριβείς τιµές του συναρτησοειδούς
εC [6]. Οι πιο δηµοφιλείς LDA του συναρτησοειδούς εC κάνουν interpolation
αυτών των ακριβών τιµών που ϐρέθηκαν από τις προσοµοιώσεις αναπαράγοντας
παράλληλα την σωστή οριακή συµπεριφορά.

Η local spin-density approximation (LSDA) είναι µια γενίκευση της LDA
για να συµπεριλάβει το spin των ηλεκτρονίων

EXC
LSDA[n↑, n↓] =

∫
εXC(n↑, n↓)n(r)d3r (49)

Ωστόσο η LDA (LSDA) επιβάλλει σοβαρούς περιορισµούς, διότι ακόµη και
στο επίπεδο της ανταλλαγής το συναρτησοειδές της πυκνότητας πρέπει να είναι
µη τοπικό. Αν ανακαλέσουµε τον τύπο για την πυκνότητα ¨ανταλλαγής¨ όπως
ορίστηκε στα πλαίσια της ϑεωρίας Hartree-Fock, ρX(r, r′), παρατηρουµε ότι το
συναρτησοειδές V̂ X(r, r′) ϑα πρέπει να εξαρτάται ταυτόχρονα από τις ϑέσεις r,
r′, πράγµα που υποδεικνύει αλληλεπιδράσεις µεγάλου εύρους.
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Για αυτό το σκοπό η LDA (LSDA) δίνει ακριβή αποτελέσµατα για υπολογι-
σµούς σε στερεά µε σχεδόν οµογενή πυκνότητα. Για να αντιµετωπιστούν αυτά
τα προβλήµατα τα τελευταία χρόνια έχει δοθεί µεγάλη έµφαση στην ανάπτυξη
εκφράσεων για τα συναρτησοειδή ανταλλαγής-συσχέτισης τα οποία εξαρτώνται
όχι µόνο από την πυκνότητα αλλά και από τη ϐαθµίδα της πυκνότητας, επο-
µένως λαµβάνονται υπόψην και οι διακυµάνσεις της πυκνότητας από σηµείο σε
σηµείο, προσθέτοντας έτσι τις διορθώσεις για συστήµατα που έχουν ανοµοιο-
γενή πυκνότητα ϕορτίου. Αυτή η προσέγγιση αναφέρεται και ως Generalised
Gradient Approximation (GGA) [7], [8].

EXC
GGA[n↑, n↓] =

∫
εXC(n↑, n↓,∇n↑,∇n↓)n(r)d3r (50)

Για να αντιµετωπιστούν οι δυσκολίες στην έκφραση του όρου ανταλλαγής που
αντιστοιχεί στην ολική ενέργεια υπάρχουν και τα υβριδικά συναρτησοειδή
όπως το B3LYP [9], τα οποία συµπεριλαµβάνουν και ένα µέρος της ακριβο-
ύς ενέργειας ανταλλαγής όπως έχει υπολογιστεί στα πλαίσια της Hartree-Fock,
ενώ περισσότερο πρόσφατες προσεγγίσεις λαµβάνουν υπόψην και την πυκνότη-
τα της κινητικής ενέργειας (όπως αυτή ορίζεται στα πλαίσια της ϑεωρίας Kohn-
Sham) (Meta-GGA) (ουσιαστικά λαµβάνοντας υπόψην και τη λαπλασιανή της
πυκνότητας των ηλεκτρονίων).
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5.4 Εφαρµογή της DFT σε περιοδικά συστήµατα

΄Οπως γνωρίζουµε ο τελεστής της χαµιλτονιανής ο οποίος καθορίζει την ακριβή
µορφή της κυµατοσυνάρτησης είναι το δυναµικό. Στην γενική περίπτωση του
περιοδικού στερεού , όπου πρέπει να επιλύσουµε το κβαντοµηχανικό πρόβλη-
µα (εξ. Schrödinger) για ένα σύστηµα πολλών σωµατιδίων1 υπό την επίδραση
του ιοντικού δυναµικού, πρέπει να λάβουµε υπόψιν µας τη συµµετρία µετα-
τόπισης (translational invariance) του τελευταίου, που µε απλά λόγια έγκειται
στο γεγονός ότι τα ιόντα του κρυστάλλου είναι εγκατεστηµένα στο πλέγµα κα-
τά περιοδικό τρόπο. Συνεπώς οι (µονοσωµατιδιακές) κυµατοσυναρτήσεις των
ηλεκτρονίων πρέπει να διατηρούν αυτή συµµετρία µετατόπισης. Το ϑεώρηµα
Bloch [1] µε τις δύο ισοδύναµες διατυπώσεις του εκφράζει αυτό ακριβώς το
γεγονός.

1η διατύπωση: ΄Οταν το δυναµικό της µονοσωµατιδιακής χαµιλτονιανής
έχει τη συµµετρία µετατόπισης του πλέγµατος Bravais, τότε µονοσωµατιδιακές
κυµατοσυναρτήσεις έχουν την ίδια συµµετρία, πολλαπλασιασµένες κατά έναν
παράγοντα ϕάσης

V sp(r + R) = V sp(r)⇒ ψk(r + R) = eik·Rψk(r) (51)

2η διατύπωση: Οι µονοσωµατιδιακές κυµατοσυναρτήσεις πρέπει να έχουν τη
µορφή

ψk(r) = eik·ruk(r), όπου uk(r + R) = uk(r) (52)

Από τη δεύτερη διατύπωση µπορούµε να διακρίνουµε ότι οι µορφές των κυµα-
τοσυναρτήσεων είναι επί της ουσίας το γινόµενο ενός επίπεδου κύµατος eik·r

πολλαπλασιασµένο µε µια περιοδική διαµόρφωση uk(r). Βλέπουµε ότι τα ε-
πίπεδα κύµατα αποτελούν µια καλή ϐάση συναρτήσεων επειδή υπακούουν
στο ϑεώρηµα Bloch άρα αναπαράγουν την κρυσταλλική συµµετρία (δεν απο-
τελούν ωστόσο τη µοναδική επιλογή). Επιπλέον γνωρίζουµε ότι οποιαδήποτε
συνάρτηση έχει την περιοδικότητα του πλέγµατος Bravais µπορεί να γραφεί
ως άθροισµα Fourier.

f(r) =
∑
G

eiG·rf(G) (53)

1Ουσιαστικά όπως είδαµε και νωρίτερα, στο απλουστευµένο πλαίσιο της µονοσωµατιδιακής
προσέγγισης, όπου πρέπει να επιλύσουµε τη µονοσωµατιδιακή εξίσωση Schrödinger για όλα
τα ηλεκτρόνια
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΄Οπου f(G) οι συνιστώσες του µετασχηµατισµού Fourier. Μπορούµε λοι-
πόν να µεταφερόµαστε από τον ευθύ (πραγµατικό) χώρο των r στον χώρο του
αντίστροφου πλεγµατος (G). Αυτό είναι πολύ χρήσιµο διότι όταν υπολογίζου-
µε στοιχεία πίνακα χαµιλτονιανής οι ποσότητες που µας ενδιαφέρουν (όπως το
δυναµικό) εµφανίζονται εντός ολοκληρωµάτων σε όλο το χώρο. Μεταβαίνοντας
στον αντίστροφο χώρο τα συνεχή ολοκληρώµατα µετατρέπονται σε διακριτά α-
ϑροίσµατα Fourier ελαττώνοντας το υπολογιστικό κόστος. ΄Εχοντας αυτά κατά
νου µπορούµε να αναπτύξουµε τις κυµατοσυναρτήσεις των ηλεκτρονίων στη
ϐάση επίπεδων κυµάτων ως εξής

ψn,k(r) =
∑
m

cn,m
1√
Ω
ei(k+Gm)·r ≡

∑
q

cn,q
∣∣q〉 όπου q = k + Gm (54)

τα επίπεδα κύµατα είναι κανονικοποιηµένα στον όγκο Ω του υλικού, ενώ το
διάνυσµα q του αντιστρόφου χώρου που χαρακτηρίζει το µετασχηµατισµό Fou-
rier είναι το άθροισµα ενός διανύσµατος της 1ης Ϲώνης Brillouin του αντίστρο-
ϕου χώρου (το κυµατάνυσµα κ) µε ένα διάνυσµα του αντιστρόφου πλέγµατος
Gm ≡ m1b1 + m2b1 + m3b3. Βλέπουµε ότι το ψn,k χαρακτηρίζεται από έναν
δείκτη ιδιοενέργειας n, όπως περιµένουµε και από το κυµατάνυσµα k αλλά για
αυτή την δεδοµένη τιµή του κυµατανύσµατος αποτελεί µια υπέρθεση όλων των
επίπεδων κυµάτων που διαφέρουν κατά ένα διάνυσµα του αντιστρόφου πλέγ-
µατος. ΄Ετσι λάβαµε υπόψιν µας και την περιοδικότητα του αντιστρόφου πλέγ-
µατος. Το k αποτελεί την αναφερόµενη και ως κρυσταλλική ορµή. Ας δούµε τι
συµβαίνει στη (µονοσωµατιδιακή) εξισωση Kohn-Sham της DFT, που δεν είναι
κάτι περισσότερο από µια τροποποιηµένη (µονοσωµατιδιακή) εξ. Schrödinger.

Αν αντικαταστήσουµε αυτές τις καταστάσεις Bloch στις εξισώσεις Kohn-
Sham, πολλαπλασιάσουµε από αριστερά µε

〈
q′
∣∣ και ολοκληρώσουµε ως προς

r τότε παίρνουµε ένα σύνολο από εξισώσεις πινάκων για κάθε k

∫
dr
〈
q′
∣∣×

(
− ~2

2me

∇2 + Veff

)
︸ ︷︷ ︸

HKS

∑
q

cn,m
∣∣q〉 = εn

∑
q

cn,m
∣∣q〉
⇒ (55)

΄Οµως το δυναµικό όπως είπαµε έχει τη συµµετρία του πλέγµατος Bravais άρα

Veff (r) =
∑
m

Veff (Gm)eiGm·r (56)

και τα µη µηδενικά στοιχεία είναι〈
q′
∣∣Veff ∣∣q〉 =

∑
m

Veff (Gm)
〈
q′
∣∣eiGm·r

∣∣q〉 =
∑
m

Veff (Gm)δq′−q,Gm (57)
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και η εξίσωση καταλήγει να είναι∑
m′

[
~2

2me

|k + Gm|2δm,m′ + Veff
(
Gm −Gm′

)]
︸ ︷︷ ︸

Hmm′

cn,m′ = εncn,m (58)

Παρατηρούµε ότι πλέον έχει προκύψει µια εξίσωση πινάκων για κάθε κυµα-
τάνυσµα και η συγκεκριµένη χαµιλτονιανή είναι που πρέπει να διαγωνοποιη-
ϑεί. Συνοπτικά µπορούµε να την γράψουµε ως∑

m′

Hmm′cnm′(k) = εn(k)cnm(k) (59)

µε τα στοιχεία πίνακα της χαµιλτονιανής να είναι

Hmm′ =
〈
q
∣∣HKS

∣∣q′〉 =
〈
k + Gm

∣∣HKS
∣∣k + Gm′

〉
(60)

Η εξίσωση πινάκων (59) είναι που µας δίνει την ολική ενέργεια ενώ αν επι-
λυθεί για δεδοµένο κυµατάνυσµα k µπορούµε να πάρουµε το διάγραµµα ε-
νεργειακών Ϲωνών κατά µήκος των διευθύνσεων υψηλής συµµετρίας της µη
αναγωγίσιµης Ϲώνης Brillouin.

΄Ενας τρόπος για να αντιµετωπίσουµε τα προβλήµατα που επιφέρει η διατα-
ϱαχή της περιοδικότητας ενός κρυστάλλου (π.χ. µέσω της εισαγωγής ατελειών )
είναι η µέθοδος της υπερκυψελίδας. Σκεφτόµενοι αυστηρά, µια τέτοια ατέλεια
καθιστά το σύστηµα µη περιοδικό. Παρόλα αυτά µπορούµε να ϑεωρήσουµε
ότι είναι οιονεί περιοδικό αποµονώνοντας τη διαταραχή της περιοδικότητας σε
µια κυψελίδα πολλαπλάσια της αρχικής (υπερκυψελίδα). Με τον τρόπο αυτό
η ατέλεια επαναλαµβάνεται περιοδικά λόγω της περιοδικότητας της υπερκυ-
ψελίδας. Οπότε ϑα πρέπει να έχουµε εξασφαλίσει ότι η υπερκυψελίδα είναι
αρκετά µεγάλη ώστε µια τέτοια ατέλεια να µην επηρρεάζεται από τα είδωλα της
λόγω της οιωνεί περιοδικότητας.
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Σχήµα 1: Πως ορίζεται πρακτικά η υπερκυψελίδα και πως επιβάλλεται η πε-
ϱιοδικότητα της στο χώρο.

Αν δούµε το Ϲήτηµα από υπολογιστικής σκοπιάς, το ανάπτυγµα των ιδιο-
συναρτήσεων σε µια ϐάση επίπεδων κυµάτων απαιτεί άπειρα επίπεδα κύµατα,
και αυτό δεν είναι εφικτό. Στους υπολογισµούς µας κάπου πρέπει να σταµα-
τήσουµε. Ας δούµε πως προκύπτει αυτό το κατώφλι. Αν παρατηρήσουµε ότι
για µια δεδοµένη ιδιοτιµή της ενέργειας (µε δείκτη n), οι συντελεστές cm(k) των
χαµηλότερων τροχιακών ϕθίνουν εκθετικά µε την αύξηση της κινητικής ενέρ-
γειας των επίπεδων κυµάτων (k+G)2

2
, τότε µπορούµε να ορίσουµε µια ενέργεια

αποκοπής η οποία ϑα ικανοποιεί τη σχέση

~2

2me

(k + G)2 < Ecut (61)

δηλαδή αρκεί αυτή η ενέργεια αποκοπής να είναι µεγαλύτερη από την κινη-
τική ενέργεια των επίπεδων κυµάτων ώστε να ϐεβαιωθούµε ότι εξασφαλίζεται η
ϕθίνουσα συµπεριφορά των συντελεστών cn,m και ότι πράγµατι δεν απαιτούνται
περισσότερα κύµατα. Το πως καταλαβαίνουµε ότι αυτή η ενέργεια αποκοπής
συνδέεται µε τον αριθµό των επίπεδων κυµάτων δεν είναι δύσκολο. Παρατη-
ϱούµε ότι η ανισότητα (61) έχει στο δεξί της µέλος µια συνεχή µεταβλητή (την
ενέργεια αποκοπής), όµως το αριστερό µέλος, αν και έχει διαστάσεις ενέργειας,
είναι διακριτό και χαρακτηρίζεται κάθε ϕορά από την τιµή του κυµατανύσµα-
τος k και αυτό που µας λέει είναι ότι αυτή η ενέργεια αποκοπής ορίζεται για
όλα τα επίπεδα κύµατα που έχουν κινητική ενέργεια µικρότερη από την πρώτη.
Αυτό που κάνει, αν το δει κανείς σχηµατικά, είναι να ορίζει µια σφαίρα στον
αντίστροφο χώρο, εντός της οποίας ϐρίσκεται ένα πλέγµα από σηµεία k που
αντιπροσωπεύουν τα συµµετέχοντα επίπεδα κύµατα στη ϐάση µας.
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Σχήµα 2: η ακτίνα της σφαίρας (εδώ για διδιάστατο πλέγµα εποµένως κύκλος)
είναι ανάλογη της τετραγωνικής ϱίζας της ενέργειας αποκοπής Gcut =

√
2Ecut.

Μόνο επίπεδα κύµατα εντός της περιοχής που ορίζει η ακτίνα συµµετέχουν
στη ϐάση. Εποµένως η ενέργεια αποκοπής καθορίζει την πληρότητα της ϐάσης
κι απαιτούνται υπολογισµοί σύγκλισης µεγεθών που εκφράζουν τις ϕυσικές
ιδιότητες του εκάστωτε συστήµατος (όπως η ολική ενέργεια) ως προς το Ecut

Η πυκνότητα καταστάσεων (Bloch) για το σύστηµα µας είναι (εκπεφρασµένη
σε όρους ευθέως πλέγµατος)

nn,k(r) =
1

Ω

∑
m,m′

c ∗n,m (k)cn,m′(k)ei(G
′
m−Gm)·r (62)

ενώ εκτελώντας τον µετασχηµατισµό Fourier µπορούµε να πάρουµε την πυ-
κνότητα καταστάσεων στον αντίστροφο χώρο

nn,G =
1

Ω

∑
m

c∗n,m(k)cn,m′′(k) (63)

΄Οπου Gm′′ = Gm + G, εποµένως η σφαίρα που ορίζεται από την ακτίνα
αποκοπής του αντίστροφου χώρου G για να αναπτύξουµε κατά Fourier την
πυκνότητα καταστάσεων n(G) είναι διπλάσια από την ακτίνα αποκοπής που
χρειαζόµαστε για το ανάπτυγµα της ϐάσης των επίπεδων κυµάτων (σχ. (2).
Αυτό πρακτικά σηµαίνει ότι για να πάρουµε ακριβή εικόνα της πυκνότητας
καταστάσεων απαιτούνται πολλά σηµεία k.
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5.5 Ψευδοδυναµικά

Για να επιλύσουµε τις εξισώσεις Kohn-Sham απαραίτητο είναι να γνωρίζουµε τη
µορφή του ιοντικού δυναµικού, ωστόσο αξίζει να εξετάσουµε κάποια πράγµατα
πρώτα. Οι κυµατοσυναρτήσεις των ηλεκτρονίων µέσα στο στερεό είναι ιδιοσυ-
ναρτήσεις της χαµιλτονιανής εποµένως επιβάλλεται να είναι ορθογώνιες µεταξύ
τους. Αυτό περιπλέκει τα πράγµατα διότι τα ηλεκτρόνια του πυρήνα ϐρίσκον-
ται εντοπισµένα σε µια µικρή περιοχή γύρω από τους πυρήνες των ατόµων
του ιοντικού πλέγµατος και αυτό έχει ως αποτέλεσµα σε αυτές τις περιοχές
οι κυµατοσυναρτήσεις να ταλαντώνονται ϐίαια προσπαθώντας να διατηρήσουν
αυτήν την ορθογωνιότητα. Αυτή η κατάσταση είναι προβληµατική διότι απαιτο-
ύνται πολλοί συντελεστές Fourier για να περιγράψουν τις κυµατοσυναρτήσεις
των ηλεκτρονίων σε αυτήν την περιοχή. Ας µην ξεχνάµε ότι έχουµε επιλέξει ως
ϐάση ιδιοσυναρτήσεων των ηλεκτρονιακών τροχιακών τα επίπεδα κύµατα, που
υπακούουν στο ϑεώρηµα Bloch άρα αναπαράγουν την κρυσταλλική περιοδι-
κότητα ενώ ταυτόχρονα επιτρέπουν τη µετάβαση στον αντίστροφο χώρο (των k)
µέσω µετασχηµατισµού Fourier. Η αντιστρόφως ανάλογη σχέση µεταξύ πραγ-
µατικού και αντίστροφου χώρου, υποδεικνύει ότι για εντοπισµένα τροχιακά
όπως αυτά του πυρήνα (που εκτείνονται δηλαδή σε πολύ µικρές πραγµατικές
αποστάσεις από τον πυρήνα) χρειαζόµαστε ένα πυκνό πλέγµα σηµείων k (ή
ισοδύναµα µεγάλο αριθµό επίπεδων κυµάτων) , δηλαδή περισσότερους συντε-
λεστές Fourier στα αθροίσµατα, άρα µεγαλύτερο υπολογιστικό κόστος. ΄Ενα
επιπλέον πρόβληµα που επιφέρει ο εντοπισµός των ηλεκτρονίων του πυρήνα
είναι το γεγονός ότι για τη σωστή περιγραφή των κυµατοσυναρτήσεων των ηλε-
κτρονίων πρέπει να ληφθεί υπόψιν η σχετικιστική τους ϕύση στην περιοχή του
πυρήνα (όσο περισσότερο εντοπισµένα είναι τόσο µεγαλύτερη η ορµή τους).

Από την άλλη όµως γνωρίζουµε ότι οι χηµικοί δεσµοί που συγκρατούν το
στερεό σχηµατίζονται από τα ηλεκτρόνια σθένους τα οποία κυριαρχούν µακριά
από τον πυρήνα, εποµένως όλη η απαραίτητη πληροφορία για την περιγραφή
της ϕυσικής του στερεού ϐρίσκεται εκεί πέρα. Μπορούµε να εκµεταλλευ-
τούµε αυτό το γεγονός για να ϐγάλουµε από την εικόνα τα ηλεκτρόνια του
πυρήνα χρησιµοποιώντας τη µέθοδο των ψευδοδυναµικών. Στην καινούρια
εικόνα το συλλογικό σύστηµα ηλεκτρονίων πυρήνα και σθένους διαχωρίζεται
και αντικαθίσται από ένα άλλο στο οποίο συµµετέχουν κατάλληλα κατασκευα-
σµένες ψευδοκυµατοσυναρτήσεις σθένους, οι οποίες επιτρέπουν στο σύστηµα
να αισθάνεται ένα διαφορετικό ενεργό δυναµικό Veff . Αυτή η αντικατάσταση
έχει δύο σηµαντικές συνέπειες. Η πρώτη αφορά τις ψευδοκυµατοσυναρτήσεις
σθένους, οι οποίες δίνουν τις ίδιες ιδιοτιµές µε τις πραγµατικές και επιπλέον
παρουσιάζουν µηδενική επικάλυψη µε τις καταστάσεις του πυρήνα (απαλλαγή
από τα περιττά στην προκειµένη περίπτωση ηλεκτρόνια του πυρήνα). Και η δε-
ύτερη αφορά το ψευδοδυναµικό, το οποίο είναι µεν ασθενέστερο στην περιοχή
του πυρήνα, είναι όµως οµαλότερο και είναι κατασκευασµένο ώστε να δίνει το
σωστό δυναµικό σκέδασης πέρα από κάποια κρίσιµη ακτίνα rc γύρω από τον
πυρήνα. ΄Αρα στις κλίµακες αποστάσεων που µας ενδιαφέρουν το δυναµικό
αναπαράγει σωστά τη ϕυσική του στερεού.
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Τότε εισάγοντας ένα τέτοιο δυναµικό στις εξισώσεις Kohn-Sham αρκεί η
επίλυση τους για τις καταστάσεις σθένους.2 Τέτοιες µέθοδοι όπως η αναφερ-
ϑείσα µειώνουν σηµαντικά τον αριθµό των κυµατοσυναρτήσεων που πρέπει να
υπολογιστούν, µιας και το κάθε ψευδοδυναµικό αρκεί να υπολογιστεί και να
καταχωρηθεί άπαξ για κάθε είδος ατόµου, και το µόνο που χρειάζεται είναι
να γίνουν υπολογισµοί για τις καταστάσεις σθένους. Επιπλέον η µη συµ-
περίληψη σχετικιστικών ϕαινοµένων στις εξισώσεις Kohn-Sham είναι πλήρως
δικαιολογηµένη, αφού τα ηλεκτρόνια σθένους είναι µη σχετικιστικά (ωστόσο
τα ψευδοδυναµικά που περιγράφουν τις καταστάσεις του πυρήνα είναι κατα-
σκευασµένα έχοντας συµπεριλάβει τέτοια ϕαινόµενα). Από άποψη µαθηµατι-
κής περιγραφής το ψευδοδυναµικό έχει το επιπλέον όφελος ότι είναι απαλλαγ-
µένο από την ασυνέχεια του ιοντικού δυναµικού πάνω στα πλεγµατικά σηµεία
(r → 0⇒ 1

r
→∞). Το σχήµα που ακολουθεί περιγράφει τα όσα αναφέρθηκαν

παραπάνω.

Σχήµα 3: Σύγκριση µιας κυµατοσυνάρτησης υπό την επίδραση του δυναµικού
Coulomb του πυρήνα (µπλε χρώµα) µε µια ψευδοκυµατοσυνάρτηση υπό την
επίδραση ψευδοδυναµικού (κόκκινο χρώµα). Τα δύο δυναµικά και οι αντίστοι-
χες κυµατοσυναρτήσεις ταυτίζονται πάνω από κάποια ακτίνα αποκοπής γύρω
από τον πυρήνα. Πηγή: wikipedia

2Σε όλη την κουβέντα για τα ψευδοδυναµικά όταν κάνουµε λόγο για τα τροχιακά των ηλε-
κτρονίων εννοούµε τα τροχιακά Kohn-Sham, διότι αυτή είναι η εξίσωση στην οποία εισάγουµε
το ιοντικό δυναµικό και αυτήν ϑέλουµε να επιλύσουµε.
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5.6 Τα ιόντα

Στην κβαντοµηχανική, η χαµιλτονιανή Ĥλ εξαρτάται συχνά από µια παράµε-
τρο λ, και ϑέλουµε να ξέρουµε πως συµπεριφέρεται η ενέργεια Eλ συναρτήσει
αυτής της παραµέτρου. Για οποιαδήποτε κανονικοποιηµένη ιδιοσυνάρτηση
Ψλτης Ĥλ µπορούµε να ορίσουµε [10]

Eλ =
〈
Ψλ

∣∣Ĥλ

∣∣Ψλ

〉
(64)

τότε

dEλ
dλ

=
d

dλ′
〈
Ψλ′
∣∣Ĥλ

∣∣Ψλ′
〉∣∣∣
λ′→λ

+
〈
Ψλ

∣∣∂Ĥλ

∂λ

∣∣Ψλ

〉
Ο πρώτος όρος εξαφανίζεται από την αρχή των µεταβολών, και καταλήγουµε
στο ϑεώρηµα Hellman-Feynman

dEλ
dλ

=
〈
Ψλ

∣∣∂Ĥλ

∂λ

∣∣Ψλ

〉
(65)

Θα δούµε πως µπορούµε να εφαρµόσουµε το ϑεώρηµα στην περίπτωση των
ηλεκτροστατικών δυνάµεων που ασκούνται στα ιόντα του πλέγµατος. ΄Εστω ri
η ϑέση του i-στού ηλεκτρονίου και RI η ϑέση του (στατικού) πυρήνα I µε ατο-
µικό αριθµό ZI . Η χαµιλτονιανή

Ĥ =
N∑
i=1

− ~2

2me

∇2+
∑
i

∑
I

−Zi
|ri −RI|

+
1

2

∑
i

∑
j 6=i

1

|ri − rj|
+

1

2

∑
I

∑
J 6=I

ZIZJ
|RI −RJ |

(66)

εξαρτάται παραµετρικά από τη ϑέση RI, εποµένως η δύναµη που ασκείται στον
πυρήνα I είναι

FI = − ∂E

∂RI

=
〈
Ψ
∣∣ ∂H
∂RI

∣∣Ψ〉

=

∫
d3rn(r)

ZI(r−RI)

|r−RI|3
+
∑
J 6=I

ZIZJ(RI −RJ)

|RI −RJ|3
(67)

σε συµφωνία µε την κλασσική ηλεκτροστατική. Μπορούµε να χρησιµοποι-
ήσουµε την ανωτέρω εξίσωση για να ϐρούµε τα σηµεία ισορροπίας των ιόντων
του πλέγµατος παραγωγίζοντας όλα τα RI µέχρι να ελαχιστοποιηθεί η ενέργεια
και το − ∂E

∂RI
= 0.
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Η συγκεκριµένη εξίσωση αποτελεί και τη ϐάση για υπολογισµους µορια-
κής δυναµικής µέσω ϑεωρίας συναρτησιοειδούς πυκνότητας, όπου οι πυρήνες
κινούνται υπό αυτές τις δυνάµεις όπως υπαγορεύει ο δεύτερος νόµος του Νευ-
τωνα.

MI
d2RI

dt2
= FI = − ∂E

∂RI

(68)

Η χρησιµότητα εδώ είναι ότι ο υπολογισµός των δυνάµεων απαιτεί µόνο γνώση
της πυκνότητας των ηλεκτρονίων την οποία µπορούµε να πάρουµε από τους
υπολογισµούς DFT (εξ. K-S).
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6 Ο κώδικας Quantum Espresso

Ο κώδικας QUANTUM ESPRESS0 [11], [12] (Quantum opEn-Source Package
for Research in Electronic Structure, Simulation, and Optimization) είναι ένα
λογισµικό για ατοµιστικές προσοµοιώσεις υλικών ϐασισµένες στην ηλεκτρονική
δοµή, κάνοντας χρήση ϑεωρίας συναρτησοειδούς πυκνότητας (DFT), ϐάσης
επίπεδων κυµάτων (PW) και ψευδοδυναµικών (PP). Ο πηγαίος κώδικας του
λογισµικού διανέµεται δωρεάν (GNU General Public Licence). Πρόκειται για
έναν κώδικα ο οποίος είναι περισσότερο µια διανοµή από πακέτα παρά ένα
ενιαίο και αυστηρά ολοκληρωµένο πακέτο λογισµικού. Μπορεί να τρέξει είτε
σε έναν επεξεργαστή είτε µέσω MPI (Message Passage Interface). Το core
distribution περιλαµβάνει τα δυο κύρια πακέτα :

• PWscf: το οποίο αφορά αυτοσυνεπείς υπολογισµούς ηλεκτρονικής δο-
µής, υπολογισµούς ϐελτιστοποίησης της γεωµετρίας της δοµής, υπολο-
γισµούς µοριακής δυναµικής στην ϑεµελιώδη κατάσταση του συστήµατος
(µέθοδος Born-Oppenheimer)

• CP: το οποίο αφορά υπολογισµούς µοριακής δυναµικής µε τη µέθοδο
Car-Parrinelo για µεταβλητές κυψελίδες

Επίσης η διανοµή συµπεριλαµβάνει και το πακέτο :

• PostProc: το οποίο περιλαµβάνει εφαρµογές για την επεξεργασία δεδο-
µένων µετά τους υπολογισµούς και την γραφική τους απεικόνιση (πυ-
κνότητα καταστάσεων, ενεργειακές Ϲώνες)

Ο χρήστης µπορεί να κατεβάσει και να εγκαταστήσει, ένα σύνολο από περαι-
τέρω υπολογιστικά πακέτα, µέσω ϱουτίνων από το core distribution. Ενδεικτι-
κά αναφέρουµε κάποια από αυτά:

• PWGui: ένα Graphical User Interface για την παραγωγή αρχείων ει-
σόδου.

• PHonon: για υπολογισµούς γραµµικής απόκρισης (ϕωνόνια, διηλεκτρι-
κές ιδιότητες).

• TDDFPT: για υπολογισµούς µέσω χρονοεξαρτόµενης διαταρακτικής ϑε-
ωρίας συναρτησοειδούς πυκνότητας .

Στα πλαίσια της παρούσας εργασίας έγινε χρήση του πακέτου PWscf. Μια
περιγραφή των δυνατοτήτων του, αλλά και της µορφής των αρχείων εισόδου
µε τις σηµαντικότερες παραµέτρους που πρέπει να εισάγει ο χρήστης δίνε-
ται στο επόµενο εδάφιο. Περισσότερες πληροφορίες για τα υπόλοιπα πακέτα
λογισµικού µπορεί κανείς να ϐρει στην επίσηµη ιστοσελίδα [6].
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6.1 Το πακέτο PWscf

Το πακέτο PWscf µπορεί να εκτελέσει πλήθος διαφορετικών αυτοσυνεπών υ-
πολογισµών ιδιοτήτων ηλεκτρονικής δοµής στα πλαίσια της ϑεωρίας συναρτη-
σοειδούς πυκνότητας (DFT), µέσω της χρήσης ϐάσης επίπεδων κυµάτων (PW)
και ψευδοδυναµικών (PP). Συγκεκριµένα είναι δυνατοί υπολογισµοί :

• της ενέργειας ϑεµελιώδους κατάστασης καθώς και µονοσωµατιδιακών
τροχιακών (Kohn-Sham).

• ατοµικών δυνάµεων, τάσεων, ϐέλτιστοποίησης της γεωµετρίας της δοµής.

• µοριακής δυναµικής στην επιφάνεια Born-Oppenheimer της ϐασικής
κατάστασης, αλλά και µε µεταβλητή κυψελίδα.

• µακροσκοπικής πόλωσης και πεπερασµένων ηλεκτρικών πεδίων µέσω της
σύγχρονης ϑεωρίας της πόλωσης (Berry phases).

• σύγχρονης ϑεωρίας της τροχιακής µαγνήτισης.

• ελεύθερης ενέργειας επιφανειών για δεδοµένη κυψελίδα, µέσω µετα-
δυναµικής (meta-dynamics).

Τα παραπάνω µπορούν να εφαρµοστούν εξίσου για µονωτές και µέταλλα, για
οποιοδήποτε κρυσταλλικό σύστηµα, για πλήθος συναρτησιακών ανταλλαγής-
συσχέτισης (XC) (που συµπεριλαµβάνουν spin polarization, DFT+U, µη τοπι-
κά συναρτησιακά VdW, υβριδικά συναρτησιακά), για norm-conserving (Hamann-
Schluter-Chiang) (NCPP) ή ultrasoft (Vanderbilt) ψευδοδυναµικά (USPP), ή
ψευδοδυναµικά κατασκευασµένα µε την µέθοδο PAW (Projector Augmented
Waves).
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Σχήµα 4: τυπικό PW αρχείο εισόδου
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6.2 Το αρχείο εισόδου

Τα δεδοµένα εισόδου είναι οργανωµένα σε ϐασικά πεδία (namelists), τα οποία
ακολουθούνται από άλλα πεδία (¨καρτέλες¨) στα οποία καταχωρούνται πληρο-
ϕορίες σχετικές µε τους υπολογισµούς (keywords)

• &CONTROL: Εδώ ορίζονται οι ϐασικές λεπτοµέρειες αναφορικά µε τον
υπολογισµό. Η πιο σηµαντική παράµετρος που πρέπει πάντα να ορίζε-
ται είναι το calculation, που περιγράφει το είδος του υπολογισµού που
πρόκειται να εκτελεστεί. Μπορεί να παίρνει τις τιµές ΄scf΄ (συνήθεις υπο-
λογισµοί DFT - self consistent field), ΄nscf΄ (για εύρεση πυκνότητας κατα-
στάσεων µετά από έναν scf υπολογισµό), ΄bands΄ (για εύρεση ενεργειακών
Ϲωνών), ΄relax΄ (¨χαλάρωση¨ της δοµής κρατώντας σταθερές τις διαστάσεις
της κυψελίδας), ΄md΄ , ΄vc-relax΄ (¨χαλάρωση¨ της δοµής επιτρέποντας τη
µεταβολή των ατοµικών ϑέσεων και της πλεγµατικής σταθεράς για ϐελτι-
στοποίηση της γεωµετρίας), ΄vc-md΄.

• &SYSTEM: Εδώ περιγράφονται οι δοµικές λεπτοµέρειες του συστήµατος
για το οποίο εκτελούνται οι υπολογισµοί. Οι µεταβλητές που πρέπει να
είναι παντοτε προσδιορισµένες είναι οι εξής :

(1) ibrav (ακέραιος): είναι ένας δείκτης που υποδεικνύει το είδος του πλέγ-
µατος Bravais της υπό εξέτασιν δοµής (fcc, bcc, hex, sc κ.τ.λ). Θέτοντας
ibrav = 0 δίνεται η δυνατότητα στο χρήστη να κατασκευάσει µόνος του
τη δοµή που επιθυµεί, καθορίζοντας τα διανύσµατα πλέγµατος.

(2) celldm(i) (πραγµατικός) : είναι η κρυσταλλογραφική, ή οι κρυσταλλο-
γραφικές σταθερές (ανάλογως το πλέγµα Bravais).

3) nat : είναι ο αριθµός των ατόµων της µοναδιαίας κυψελίδας

(4) ntyp: είναι ο αριθµός του είδους των ατόµων της δοµής.

(5) ecutwfc είναι η κινητική ενέργεια αποκοπής της ϐάσης των κυµατοσυ-
ναρτήσεων. Οι ενέργειες δίνονται σε Rydberg (1 Ry = 13.6057 eV).

Για µεταλλικά συστήµατα, πρέπει να ορίσουµε τον τρόπο µε τον οποίο
ο κώδικας αντιλαµβάνεται την µεταλλικότητα της δοµής µέσω της µε-
ταβλητής occupations. Αν επιλέξουµε occupations=΄smearing΄, πρέπει
να ορίσουµε το είδος του smearing (smearing) και το ενεργειακό εύρος
του smearing degauss. Συστήµατα µε spin-polarization αντιµετωπίζον-
ται κατά κανόνα ως µεταλλικά συστήµατα, εκτός κι αν η ολική µαγνήτιση
(tot_magnetization) έχει τεθεί εκ των προτέρων σε µια σταθερή τιµή, ή
εάν η αριθµοί κατάληψης είναι ϕιξαρισµένοι.
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• &ELECTRONS: Εδώ περιγράφονται λεπτοµέρειες σχετικές µε τα ηλε-
κτρόνια του συστήµατος (smearing, αυτοσυνέπεια). Ενδεικτικά ανα-
ϕέρονται κάποιες µεταβλητές : electron_maxstep είναι ο µέγιστος αριθ-
µός επαναλήψεων σε ένα ϐήµα κύκλου αυτοσυνεπούς επίλυσης της εξ.
Kohn-Sham. Το conv_thr είναι το κατώφλι σύγκλισης για κάθε κύκλο
αυτοσυνέπειας ενώ diagonalization είναι η τεχνική της διαγωνιοποίησης
που χρησιµοποιείται για την εξίσωση Kohn-Sham υπό µορφή πίνακα.

• &IONS (προαιρετικό): µεταβλητές σχετικές µε τα ιόντα (για υπολογισµούς
¨χαλάρωσης¨ της γεωµετρίας, ή δυναµικής)

• &CELL (προαιρετικό): λεπτοµέρειες σχετικές µε υπολογισµούς ϐελτιστο-
ποίησης της γεωµετρίας για µεταβαλλόµενη κυψελίδα, ή δυναµικής.

Μετά τα namelists υπάρχουν αρκετές καρτέλες που χαρακτηρίζονται από
κάποια keywords.

• ATOMIC_SPECIES: Σε αυτήν την καρτέλα περιγράφεται το ατοµικό είδος
(ή τα ατοµικά είδη) των ατόµων της δοµής, η µάζα τους (amu) ακολου-
ϑούµενα από το είδος του ψευδοδυναµικού που χρησιµοποιείται για το
καθένα.

• ATOMIC_POSITIONS: Εδώ εµπεριέχονται οι ϑέσεις των ατόµων µε τη
δυνατότητα οι συντεταγµένες να δίνονται είτε µε καρτεσιανή µορφή (σε
Bohr, angstrom ή σε µονάδες πλεγµατικής σταθεράς alat) ή σε κρυσταλ-
λικές συντεταγµένες (crystal).

• K_POINTS: Εδώ δίνονται όλες οι λεπτοµέρειες που αφορούν τη δειγµάτι-
ση του αντίστροφου χώρου. Το πλέγµα των σηµείων του αντιστρόφου
χώρου µπορεί είτε να παραχθεί αυτοµάτως, ή µε το χέρι από τον χρήστη
υπό τη µορφή µιας λίστας σηµείων k συνοδευόµενα από ένα ϐάρος στη
µη αναγωγίσιµη Ϲώνη Brillouin µόνο για το πλέγµα Bravais του κρυστάλ-
λου. Ο κώδικας ϑα παράγει (εκτός κι αν ο χρήστης επιβάλλει το αντίθετο)
όλα τα απαιτούµενα σηµεία του αντιστρόφου χώρου και τα σχετικά ϐάρη
του εάν η συµµετρία του συστήµατος είναι χαµηλότερη από τη συµµετρία
του πλέγµατος Bravais. Η αυτόµατη παραγωγή των σηµείων k ακολουθεί
την σύµβαση των Monkhorst και Pack [7].

• CELL_PARAMETERS (προαιρετικό).

• OCCUPATIONS (προαιρετικό).
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7 Εισαγωγή στο γραφένιο

7.1 Το άτοµο του άνθρακα

Ο άνθρακας αποτελεί το δοµικό συστατικό του γραφίτη αλλά και του γραφε-
νίου. Αποτελείται από 6 πρωτόνια και 6 νετρόνια. Στην ϑεµελιώδη κατάσταση
του ατόµου τα 6 ηλεκτρόνια κατανέµονται σε στοιβάδες ως εξής : 1s22s22p2,
δηλαδή 2 ηλεκτρόνια συµπληρώνουν την εσωτερική στοιβάδα 1s η οποία είναι
κοντά στον πυρήνα και δεν έχει επίδραση στις χηµικές αντιδράσεις, ενώ τα 4
ηλεκτρόνια σθένους καταλαµβάνουν την εξωτερική στοιβάδα των 2s και 2p. Τα
2p (2px, 2py, 2pz) τροχιακά είναι περίπου 4 eV υψηλότερα από το 2s τροχιακό,
είναι ενεργητικά προτιµητέο 2 ηλεκτρόνια να καταλαµβάνουν το 2s τροχιακό
και µόνο 2 ηλεκτρόνια να καταλαµβάνουν τα 2p τροχιακά. Ωστόσο, παρουσία
άλλων ατόµων, όπως H, O ή άλλων ατόµων C, για το σχηµατισµό οµοιοπολικών
δεσµών είναι ενεργειακά προτιµότερο να διεγείρεται ένα ηλεκτρόνιο από το 2s
στο 2p τροχιακό.

Το ενεργειακό κέρδος από τον σχηµατισµό του οµοιοπολικού δεσµού ε-
ίναι πράγµατι µεγαλύτερο από τα 4 eV που πρέπει να δαπανηθούν για την
ηλεκτρονική διέγερση. Εποµένως στη διεγερµένη κατάσταση έχουµε τέσσερις
ισοδύναµες κβαντοµηχανικές καταστάσεις. |2s〉 |2px〉 |2py〉 |2pz〉. Η κβαντο-
µηχανική υπέρθεση της κατάστασης |2s〉 µε n καταστάσεις αποκαλείται spn

υβριδισµός, και διαδραµατίζει ουσιαστικό ϱόλο στους οµοιοπολικούς δεσµούς
άνθρακα.

Σχήµα 5: Ηλεκτρονική διάταξη του άνθρακα στη ϐασική (αριστερά) και τη
διεγερµένη κατάσταση (δεξιά)
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7.2 sp2 υβριδισµός - γραφιτικά αλλότροπα

Στην περίπωση της υπέρθεσης του 2s µε δύο 2p τροχιακά, τα οποία µπορο-
ύµε να επιλέξουµε να είναι οι καταστάσεις |2px〉, |2py〉, λαµβάνουµε τον sp2

υβριδισµό. Οι τρεις κβαντοµηχανικές καταστάσεις δίνονται από
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Αυτά τα τροχιακά είναι προσανατολισµένα στο επίπεδο xy σχηµατίζοντας µετα-
ξύ τους γωνίες 120◦. Το τροχιακό 2pz είναι προσανατολισµένο κάθετα σε αυτό
το επίπεδο.

Σχήµα 6: sp2 υβριδισµός

΄Ενα κλασσικό παράδειγµα αυτού του υβριδισµού είναι το µόριο του ϐενζόλιου,
η χηµική δοµή του οποίου έχει αναλυθεί από το 1865 [13]. Το µόριο απο-
τελείται από ένα εξάγωνο µε άτοµα άνθρακα στις κορυφές του τα οποία είναι
συνδεδεµένα µεταξύ τους µε σ-δεσµούς. Επιπλέον, κάθε άτοµο σχηµατίζει
έναν οµοιπολικό δεσµό µε κάθε ένα από τα άτοµα υδρογόνου που προεξέχουν
από το εξάγωνο. Εκτός από τους 6 σ-δεσµούς, τα εναποµείναντα 2pz τροχια-
κά σχηµατίζουν 3 π-δεσµούς, και το αποτέλεσµα είναι οι διπλοί δεσµοί να
εναλλάσονται µε απλούς σ-δεσµούς κατά µήκος της περιµέτρου του εξαγώνου.
Κανείς περιµένει ότι επειδή ένας διπλός δεσµός είναι ισχυρότερος από έναν
απλό σ-δεσµό, το εξάγωνο δεν ϑα είναι τέλειο. ΄Ενας διπλός δεσµός (C = C)
δίνει µια απόσταση µεταξύ ατόµων άνθρακα ίση µε 0.135 nm, ενώ για έναν
απλό σ-δεσµό (C−C) η αντίστοιχη απόσταση είναι ίση µε 0.147 nm. Ωστόσο η
παρατηρηθείσα τιµή της απόστασης µεταξύ των ατόµων άνθρακα στο ϐενζόλιο
είναι 0.142 nm για όλους τους δεσµούς, και είναι χονδρικά ο µέσος όρος των
µηκών απλού και διπλού δεσµού. Αυτή η ισοδυναµία όλων των δεσµών στο
ϐενζόλιο εξηγήθηκε σε κβαντοµηχανικά πλαίσια από τον L.Pauling το 1831
[14].
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Η ϐασική κατάσταση είναι πράγµατι κβαντοµηχανική υπέρθεση των δύο
δυνατών διατάξεων για τους διπλούς δεσµούς όπως ϕαίνεται από το σχήµα 8.

Σχήµα 7: το µόριο του ϐενζόλιου. 6 άτοµα C ϐρίσκονται στις κορυφές του
εξαγώνου και σχηµατίζουν οµοιπολικούς δεσµούς µε τα άτοµα H. Εκτός από
τους 6 σ-δεσµούς µεταξύ ατόµων C υπάρχουν και 3 π-δεσµοί (διπλή γραµµή)
µεταξύ ατόµων C

Σχήµα 8: Η ϑεµελιώδης κβαντοµηχανική κατάσταση για το δακτύλιο δακτύλιο
του ϐενζολίου (ring) είναι η υπέρθεση των δύο διατάξεων που διαφέρουν ως
προς τη ϑέση των π-δεσµών.

Αυτές οι χηµικές παρατηρήσεις δείχνουν το δρόµο προς µια ϕυσική συµπυ-
κνωµένης ύλης µε ϐάση τον άνθρακα. Οποιαδήποτε γραφιτική χηµική ένωση
έχει πράγµατι ένα ϕύλλο γραφενίου ως το ϐασικό της δοµικό συστατικό. ΄Ε-
να τέτοιο ϕύλλο γραφενίου µπορεί να ιδωθεί σαν µια διαδοχή από εξάγωνα
ϐενζολίου, όπου τα άτοµα υδρογόνου έχουν αντικατασταθεί µε άτοµα άνθρα-
κα για να σχηµατίσουν ένα γειτονικό εξάγωνο. Ωστόσο για µεγάλο διάστηµα,
το γραφένιο είχε παραµείνει το ϐασικό συστατικό των γραφιτικών συστηµάτων
µόνο σε ϑεωρητικό επίπεδο. Από πειραµατικής σκοπιάς, το γραφένιο είναι το
νεότερο αλλότροπο του άνθρακα και µπορέσαµε να αποκτήσουµε πρόσβαση σε
ϕυσικές µετρήσεις µόλις το 2004.
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Σχήµα 9: Το γραφένιο µπορεί να ιδωθεί σαν ένα στοίβαγµα εξαγώνων ϐενζολίου
όπου τα άτοµα H έχουν αντικατασταθεί από άτοµα C, γειτονικών εξαγώνων και
τα π-ηλεκτρόνια ϐρίσκονται απεντοπισµένα σε όλη τη δοµή.

Ιστορικά, το παλαιότερο και πιο γνωστό αλλότροπο του άνθρακα είναι ο 3D
γραφίτης (υπάρχουν ϕυσικά και άλλα 3-∆ αλλότροπα όπως ο άµορφος άνθρα-
κας και το διαµάντι (sp3 υβριδισµός) ). Ο γραφίτης µπορεί να ιδωθεί ως µια
εναπόθεση πολλών στρωµάτων γραφενίου τα οποία παραµένουν συνδεδεµένα
µεταξύ τους εξαιτίας της αλληλεπίδρασης Van der Waals, η οποία είναι κατά
πολύ ασθενέστερη από τους οµοιοπολικούς δεσµούς των ατόµων άνθρακα εντός
του επιπέδου του γραφενίου. Αυτή η ϕυσική ιδιότητα εξηγεί και τη χρησιµότη-
τα του γραφίτη ως γραφική ύλη. ΄Οταν κανείς γράφει µε ένα µολύβι πάνω σε
ένα χαρτί, λεπτά στρώµατα από ϕύλλα γραφενίου αποκολλούνται από τον όγκο
του γραφίτη και προσκολλούνται στην επιφάνεια. Αυτό είναι δυνατόν εξαιτίας
των προαναφερθέντων ασθενών αλληλεπιδράσεων van der Waals µεταξύ των
ϕύλλων γραφενίου.

Σχήµα 10: Φυσικός γραφίτης (αριστερά) και διαστρωµάτωση της δοµής του
από ϕύλλα γραφενίου (δεξιά) (πηγή:batteryblog.ca).
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Το γραφιτικό αλλότροπο µηδενικών διαστάσεων 0D (ϕουλερένια) ανακα-
λύφθηκαν το 1985 από τους R.Curl, H.Kroto, R.Smalley[15]. Ο πιο χαρακτη-
ϱιστικός εκπρόσωπος της οµάδας των ϕουλερενίων είναι το µόριο C60 το οποίο
έχει τη µορφή ποδοσφαιρικής µπάλας και αποκαλείται και ¨buckyball¨. Απο-
τελείται από ένα ϕύλλο γραφενίου, όπου κάποια εξάγωνα αντικαθίστανται από
πεντάγωνα, τα οποία προκαλούν ένα τσαλάκωµα του ϕύλλου και την τελική
διαµόρφωση µιας σφαίρας γραφενίου. Η ύπαρξη του είχε προβλεφθεί από το
1970, από τον Ιάπωνα ϑεωρητικό E.Ozawa [16].

Σχήµα 11: µόριο C60

Οι νανοσωλήνες άνθρακα, το µονοδιάστατο αλλότροπο 1D, µπορούν να ι-
δωθούν σαν τυλιγµένα ϕύλλα γραφενίου, διαµέτρου αρκετών νανόµετρων. ∆ια-
χωρίζονται σε single-wall και multi-wall ανάλογα µε τον αριθµό των τυλιγµένων
ϕύλλων γραφενίου.

Σχήµα 12: είδη single-wall νανοσωλήνων άνθρακα ανάλογα µε τη διεύθυνση
της περιέλιξης των ϕύλλων γραφενίου
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7.3 Το γραφένιο

Το γραφένιο, ένα δισδιάστατο (2D) ϕύλλο ατοµικού πάχους από άτοµα C µε sp2

υβριδισµό, που συνδέονται µεταξύ τους σε κυψελωτή διάταξη, έχει προσελκύσει
σηµαντικό ενδιαφέρον µετά την εργαστηριακή του ανακάλυψη (Geim, Novo-
selov et al) [17], [18]. Το γραφένιο είναι ο καλύτερος αγωγός ϑερµότητας που
ξέρουµε, είναι το πιο λεπτό υλικό, άγει τον ηλεκτρισµό πολύ καλύτερα από ότι
το πυρίτιο, είναι 100-300 ϕορές ισχυρότερο από το ατσάλι, έχει µοναδικές ο-
πτικές ιδιότητες και ως µονοστρωµατικό υλικό είναι αδιαπέραστο. Μεµονωµένα
ή συνδυαστικά, µπορούµε να εκµεταλλευτούµε αυτές τις ιδιότητες σε πολλές
περιοχές έρευνας. Συνεχώς αναγνωρίζονται περισσότερες δυνατότητες καθώς
προχωρά η επιστήµη του γραφενίου και σχετικών δισδιάστατων υλικών. ΄Ενας
δεύτερος λόγος που το ενδιαφέρον για το γραφένιο ήταν και παραµένει έντονο
είναι ότι η επιστήµη και η τεχνολογία του γραφενίου ϐασίζεται στον άνθρακα,
ένα από τα πιο άφθονα υλικά στον πλανήτη. Πρόκειται για µια εγγενώς ανα-
πληρώσιµη και οικονοµική τεχνολογία. Τέλος, το γραφένιο είναι ένα επίπεδο
υλικό και ως τέτοιο είναι συµβατό µε τις καθιερωµένες µεθόδους παραγωγής
που αφορούν τεχνολογίες πληροφοριών και επικοινωνιών.

7.3.1 Η κρυσταλλική και ηλεκτρονική δοµή του γραφενίου

Τα άτοµα άνθρακα στο γραφένιο συµπυκνώνονται σχηµατίζοντας ένα εξαγω-
νικό πλέγµα κερήθρας εξαιτίας του sp2 υβριδισµού. Το πλέγµα κερύθρας δεν
αποτελεί πλέγµα Bravais διότι δύο γειτονικά σηµεία του πλέγµατος δεν είναι
ισοδύναµα. Από το σχήµα µπορεί κανείς να παρατηρήσει ότι το εξαγωνικό
πλέγµα µπορεί να ιδωθεί ως µια αλληλουχία δύο τριγωνικών υποπλεγµάτων
ατόµων άνθρακα (σχ.13 αριστερά) αντιστοίχως, τα οποία είναι πλέγµατα Bra-
vais. Για αυτό το λόγο το εξαγωνικό πλέγµα καλείται και ως τριγωνικό πλέγµα
Bravais µε ϐάση δύο ατόµων.

Σχήµα 13: Το πλέγµα κερήθρας του γραφενίου ως δύο τριγωνικά πλέγµατα
Bravais που αλληλοεπικαλύπτονται, και η 1η Ϲώνη Brillouin µε τα σηµεία
υψηλής συµµετρίας (πηγή: www.andrew.cmu.edu).
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Χρησιµοποιώντας την προσέγγιση ισχυρής δέσµευσης (µοντέλο tight bin-
ding), που ϐασίζεται στις αλληλεπιδράσεις πρώτων γειτόνων, η ενέργεια δια-
σποράς των ηλεκτρονίων στο γραφένιο συναρτήσει του κυµατανύσµατος είναι :

E = ±

√√√√γ2
0

(
1 + 4 cos2

kyα

2
+ 4 cos

ky
2
· cos

kx
√

3α

2

)
(72)

όπου γ0 ≈ 2.8 eV η ενέργεια κβαντικής µετάβασης πλησιέστερων γειτόνων (hop-
ping energy), και α ≈ 2.46 Angstrom η πλεγµατική σταθερά (του τριγωνικού
πλέγµατος). Τα διαφορετικά πρόσηµα (+)(−) αντιπροσωπεύουν αντίστοιχα
τις ενεργειακές Ϲώνες αγωγιµότητας και σθένους, οι οποίες εφάπτονται σε έξι
σηµεία της Ϲώνης Brillouin, (κορυφές του εξαγώνου (σχ.13 δεξιά). ∆ύο από
αυτά είναι ανεξάρτητα (Κ, Κ΄) (που αντικατοπτρίζουν το γεγονός ότι το εξαγω-
νικό πλέγµα του γραφενίου είναι δύο τριγωνικά πλέγµατα Bravais όπου το
ένα διεσδύει στο άλλο) και τα υπόλοιπα 4 είναι ισοδύναµα µε τα Κ, Κ΄ λόγω
συµµετρίας.

΄Οπως είδαµε, ο sp2 υβριδισµός είναι υπεύθυνος για τη δηµιουργία ισχυρά
κατευθυντικών σ-δεσµών οι οποίοι καθορίζουν την επίπεδη δοµή κερήθρας
στο γραφένιο. Τα εναποµείναντα τροχιακά pz είναι αυτά που καθορίζουν τις
ιδιότητες αγωγιµότητας του γραφενίου.

Σχήµα 14: Τα pz τροχιακά (καφέ λοβοί) και το hopping µεταξύ ηλεκτρονίων
των δύο υποπλεγµάτων (κόκκινο-µπλε). Τα προηγούµενα σε συνδυασµό µε τη
συµµετρία των υποπλεγµάτων προσδίδουν στο γραφένιο τις ηλεκτρονικές του
ιδιότητες.

Συγκεκριµένα, τα κβαντικά άλµατα (hopping) των ηλεκτρονίων µεταξύ των δύο
υποπλεγµάτων (το οποίο πρακτικά σηµαίνει τον υβριδισµό των pz τροχιακών)
οδηγούν στο σχηµατισµό ενεργειακών Ϲωνών (γνωστές ως π (σθένους), και π∗

(αγωγιµότητας) ) και η τοµή τους στα άκρα της Ϲώνης Brillouin προάγει τη
δηµιουργία κωνικών δοµών στο ενεργειακό ϕάσµα (στα σηµεία Κ, Κ΄).
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Αυτό σηµαίνει δύο πράγµατα, πρώτον ότι το ενεργειακό χάσµα µεταξύ Ϲώνης
σθένους και αγωγιµότητας είναι µηδενικό, και το δεύτερο είναι ότι κοντά στα
σηµεία Κ,(και Κ΄) η ενέργεια των ϕορέων ϕορτίου έχει γραµµική εξάρτηση α-
πό το κυµατάνυσµα, και όχι τη συνήθη παραβολοειδή σχέση διασποράς που
ϐρίσκει κανείς στα µέταλλα ή τους ηµιαγωγούς. ∆ηλαδή τα ηλεκτρόνια που
διαδίδονται µέσα στο κυψελωτό πλέγµα του γραφενίου συµπεριφέρονται σαν να
ηταν σχετικιστικά [19], [20], και επί της ουσίας χάνουν τη µάζα τους παράγον-
τας οιωνεί σωµατίδια τα οποία περιγράφονται από ένα δισδιάστατο ανάλογο της
εξίσωσης Dirac για σωµατίδια µε spin= 1

2
και όχι από την εξίσωση Schrödinger.

Σχήµα 15: Η δοµή των ενεργειακών Ϲωνών του γραφενίου.

Η ϑεµελιώδης κυψελίδα του γραφενίου έχει ϐάση 2 ατόµων, αυτό πράγµατι
σηµαίνει ότι η κυµατοσυνάρτηση του ηλεκτρονίου µπορεί να έχει τη δοµή ενός
2-σπίνορα. Ο λόγος είναι ότι το ηλεκτρόνιο µπορεί να ανήκει σε άτοµο άνθρα-
κα είτε του ενός ή του άλλου τριγωνικού υποπλέγµατος Bravais. Η τελευταία
παρατήρηση σε συνδυασµό µε την γραµµική εξάρτηση της ενέργειας από το
κυµατάνυσµα κοντά στα σηµεία Κ (Κ΄), υποδηλώνει ότι στις χαµηλές ενέργειες,
αγνοώντας ακόµη και το πραγµατικό σπιν, τα ηλεκτρόνια µπορούν να περιγρα-
ϕούν από µια εξίσωση που έχει ϕορµαλισµό ισοδύναµο µε την εξίσωση Dirac
για άµαζα σωµατίδια, τα οποία όµως δεν κινούνται µε την ταχύτητα του ϕωτός
άλλα µε την ταχύτητα Fermi (uF = 106m/s). Εποµένως τα ηλεκτρόνια και οι
οπές αποκαλούνται ϕερµιόνια Dirac (και στα πλαίσια αυτού του ϕορµαλισµού
πρόκειται για οιωνεί σωµατίδια) και οι 6 κορυφές της 1ης Ϲώνης Brilloouin
αποκαλούνται σηµεία Dirac.
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Η εξίσωση που δίνει τη γραµµική σχέση διασποράς είναι :

E(k) = ~uF
√
k2
x + k2

y = ~uFk (73)

όπου το µηδέν του κυµατάνυσµατος k είναι στο σηµείο Dirac (ώστε σε αυτά
τα σηµεία η ενέργεια να είναι µηδέν). ΄Ολα τα παραπάνω είναι συνέπειες της
συµµετρίας µεταξύ των δύο υποπλεγµάτων στο γραφένιο [21] (στο BN για πα-
ϱάδειγµα, το οποίο έχει επίσης τη δοµή κερήθρας, όπου η συµµετρία µεταξύ
των δύο υποπλεγµάτων έχει σπάσει, [το ένα πλέγµα αποτελείται από άτοµα ϐο-
ϱίου και το άλλο από άτοµα αζώτου], έχουµε το άνοιγµα µεγάλου ενεργειακού
χάσµατος καθιστώντας το BN µονωτή [22]).

Σχήµα 16: Ο κώνος Dirac και η γραµµική διασπορά της ενέργειας συναρτήσει
του κυµατανύσµατος πλησίον των σηµείων Κ (Κ΄)

Η γραµµική διασπορά της ενέργειας ήδη καθιστά το γραφένιο ξεχωριστό, όµως
δεν είναι µόνο αυτό. Οι καταστάσεις στη Ϲώνη σθένους και αγωγιµότητας ου-
σιαστικά περιγράφονται από την ίδια σπινοριακή κυµατοσυνάρτηση, εποµένως
τα ηλεκτρόνια και οι οπές συνδέονται µέσω συζυγίας ϕορτίου. Αυτή η σύνδε-
ση υπονοεί ότι τα οιωνεί σωµατίδια του γραφενίου υπακούουν στη συµµετρία
χειραλικότητας (chiral), παρόµοια µε αυτή που υπάρχει µεταξύ σωµατιδίων
και αντισωµατιδίων στην κβαντική ηλεκτροδυναµική. Αυτή η αναλογία µεταξύ
οιωνεί σωµατιδίων του γραφενίου και σχετικιστικών σωµατιδίων είναι εξαιρετι-
κά χρήσιµη και συχνά οδηγεί σε ενδιαφέρουσες ερµηνείες πολλών ϕαινοµένων
που παρατηρούνται σε πειράµατα [23].
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7.3.2 Μηχανικές ιδιότητες του γραφενίου

Το γραφένιο έχει πολύ καλές µηχανικές, ϑερµικές, και ηλεκτρονικές ιδιότητες
που το καθιστούν ένα εν δυνάµει επαναστατικό υλικό στην κατασκευή, ηλε-
κτροδίων, τρανζίστορ, χηµικών αισθητήρων και γεννητριών συχνοτήτων (fre-
quency generators) [24]. Μεταξύ των ιδιοτήτων [25] του, το γραφένιο, ως υλι-
κό που δεν παρουσιάζει ατέλειες, προβλέπεται να έχει τη µεγαλύτερη αντοχή
σε εφελκυσµό (tensile strength) από οποιοδήποτε άλλο γνωστό υλικό [26] και
σκληρότητα σε εφελκυσµό (tensile stiffness) παρόµοια µε αυτή που έχει µετρη-
ϑεί για τον γραφίτη. Αρκετές µηχανικές και ϑερµικές ιδιότητες του γραφενίου
έχουν µετρηθεί µε πειραµατικές τεχνικές [27]-[30]. Σχετικά µε τις µηχανικές
του ιδιότητες, το γραφένιο ϑεωρείται ως ένα από τα πιο σκληρά και ισχυρά
υλικά στη ϕύση σε συνδυασµό µε την εγγενή του ολκιµότητα.

Το µήκος δεσµών µεταξύ ατόµων C στο γραφένιο είναι περίπου ίσο µε 0.142
nm [31]. Είναι εξαιρετικά αδιαπέραστο και ελαστικό [32]. Ο γραφίτης αποτε-
λείται από στοίβες ϕύλλων γραφενίου τα οποία απέχουν 0.335 nm το ένα από
το άλλο. Πρόκειται για ένα από τα ισχυρότερα υλικά µε αντοχή σε ϑραύση
πάνω από 100 ϕορές µεγαλύτερη από µια υποθετική ατσάλινη ταινία του ίδιου
(µικρού) πάχους [32], µε µέτρο ελαστικότητας του Young (σκληρότητα) ίσο µε 1
Tpa [33]. Η σταθερά ελατηρίου των ϕύλλων γραφενίου έχει µετρηθεί µε τη ϐο-
ήθεια µικροσκοπίου ατοµικής δύναµης (AFM). Τα ϕύλλα γραφενίου, τα οποία
συγκρατούνταν το ένα µαζί µε το άλλο εξαιτίας δυνάµεων van der Waals, αναρ-
τήθηκαν πάνω από κοιλότητες SiO2 και η άκρη ενός µικροσκοπίου ατοµικής
δύναµης τα διέτρεχε για να ελέγξει τις µηχανικές τους ιδιότητες. Η σταθε-
ϱά ελατηρίου του ϐρέθηκε να είναι στην περιοχή 1-5 N/m και η σκληρότητα
ήταν 0.5 TPa. Αυτές οι υψηλές τιµές καθιστούν το γραφένιο πολύ σκληρό και
ανθεκτικό. Αυτές οι ενδογενείς ιδιότητες µπορούν να οδηγήσουν σε εφαρµο-
γές νανοηλεκτροµηχανικών συστηµάτων NEMS όπως αισθητήρες πίεσης και
αντηχεία (resonators).

Σχήµα 17: foldable graphene electronics, (πηγή: grapheneus.com)
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Σχήµα 18: µέτρηση µηχανικών ιδιοτήτων γραφενίου µε AFM

Από την άλλη, έχει αποδειχτεί ότι οι παραµορφώσεις µεταβάλλουν τις η-
λεκτρονικές και µαγνητικές ιδιότητες του γραφενίου αλλά και τις ιδιότητες
µεταφοράς. Εποµένως είναι πολύ σηµαντικό να κατανοήσουµε πως η λεπτότε-
ϱη µεµβράνη που υπήρξε ποτέ στη ϕύση αποκρίνεται στο µηχανικό ϕορτίο.
Με την πάροδο των χρόνων, το γραφένιο έχει υπάρξει το ιδανικό υλικό για
µοντελοποίηση ως προς τις µηχανικές του ιδιότητες. Συγκεκριµένα, τα µέτρα
ελαστικότητας (elastic moduli) του µονοστρωµατικού γραφενίου και η ελαστι-
κή του απόκριση έχουν υπάρξει αντικείµενα εντατικής ϑεωρητικής έρευνας
µέσω πολλών διαφορετικών προσεγγίσεων [34]-[44]. Για παράδειγµα, αρκετές
ερευνητικές οµάδες έχουν κάνει υπολογισµούς από πρώτες αρχές [34], [39],
άλλες έχουν χρησιµοποιήσει εµπειρικά δυναµικά για ατοµιστικές προσωµοι-
όσεις [37], [38], [41]-[44] ή προσεγγίσεις µηχανικής του συνεχούς, [35]-[36]
αλλά και µεθόδους tight-binding [40],[44]. Ενώ η µοντελοποίηση µέσω DFT
περιορίζεται σε µερικές εκατοντάδες άτοµα ανά κυψελίδα µοντελοποίησης (si-
mulation box), εµπειρικά δυναµικά πεδία όπως τα MEAM [45], Tersoff [46],
AIREBO [47], REBO-II [48], LCBOPII [49] και ReaxFF [50], έχουν χρησιµοποι-
ηθεί για να µοντελοποιήσουν δοµές του γραφενίου που περιλαµβάνουν µέχρι
και δεκάδες χιλιάδες άτοµα.
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8 Μοντελοποίηση δυναµικών πεδίων στο γραφένιο
- προσαρµογή παραµέτρων στη DFT

Στα πλαίσια της παρούσας εργασίας παρουσιάζονται κατάλληλα εµπειρικά δυ-
ναµικά πεδία, όπως έχουν προκύψει από υπολογισµούς πρώτων αρχών, για να
περιγράψουν τις στρέψεις γύρω από δεσµούς ατόµων C εκτός επιπέδου του µο-
νοστρωµατικού γραφενίου, µε σκοπό την ενσωµάτωση τους σε προσωµοιόσεις
ατοµιστικής µοριακής δυναµικής, ή προσοµοιώσεις Monte-Carlo. Χρησιµο-
ποιώντας συνήθεις εκφράσεις που περιγράφουν τις ενέργειες παραµόρφωσης
στα πλαίσια της µοριακής δυναµικής και της υπολογιστικής χηµείας ϑεωρήσα-
µε κατάλληλες γεωµετρίες των δοµών του µονοστρωµατικού γραφενίου και υ-
πολογίσαµε µε αναλυτικό τρόπο τα πεδία δυνάµεων (όπως ϑα δούµε αφορούν
τρεις ενεργειακές συνεισφορές στην ολική ενέργεια παραµόρφωσης. Επιµη-
κύνσεις δεσµών ατόµων C, κάµψεις γωνιών µεταξύ δεσµών C, και στρέψεις
ατόµων C γύρω από δεσµούς ατόµων C). Οι δύο πρώτες έχουν παραµετρο-
ποιηθεί σε προηγούµενη εργασία [51], που αφορούσε παραµορφώσεις εντός
επιπέδου του µονοστρωµατικού γραφενίου, και τις ϑεωρήσαµε δεδοµένες µε
την παραµετροποίηση της συγκεκριµένης εργασίας. Για την τρίτη συνεισφο-
ϱά, αφού υπολογίσαµε τα πεδία δυνάµεων αναλυτικά για δύο διαφορετικές
µοντελοποιήσεις, εκτελέσαµε µια σειρά από υπολογισµούς πρώτων αρχών για
διάφορες παραµορφώσεις και προχωρήσαµε σε προσαρµογή των αντίστοιχων
παραµέτρων στα αποτελέσµατα των υπολογισµών µέσω ϑεωρίας συναρτησοει-
δούς πυκνότητας. Στη συνέχεια προχωρήσαµε σε έλεγχο των αποτελεσµάτων
σε διαφορετική δοµή µε διαφορετικές παραµορφώσεις για να εξετάσουµε την
ακρίβεια των αποτελεσµάτων για τις δύο διαφορετικές µοντελοποιήσεις. Στα
επόµενα εδάφια ακολουθεί µια περιγραφή των όρων που περιλαµβάνουν τα
συνήθη δυναµικά πεδία σε µελέτες µοριακής δυναµικής.
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8.1 Η ενέργεια δυναµικού πεδίου Force Field Energy

Η ενέργεια δυναµικού πεδίου γράφεται ως ένα άθροισµα από όρους, κάθε ένας
από τους οποίους περιγράφει την απαιτούµενη ενέργεια σχετική µε συγκεκρι-
µένο είδος παραµόρφωσης που επιβάλλεται σε ένα µόριο ή σε ένα σύστηµα
ατόµων, όπως στην περίπτωση του δισδιάστατου εξαγωνικού πλέγµατος ατόµων
άνθρακα του γραφενίου.

EFF = Estr + Ebend + Etors + Evdw + Eel + Ecross (74)

Το Estr είναι η απαιτούµενη ενέργεια για την επιµήκυνση ενός δεσµού µεταξύ
δύο ατόµων, το Ebend είναι η απαιτούµενη ενέργεια για την µεταβολή της γωνίας
µεταξύ δύο ατόµων, το Etors είναι η ενέργεια στρέψης για περιστροφή γύρω από
έναν δεσµό, ενώ οι Evdw (η ενέργεια Van der Waals) και Eel (ηλεκτροστατική)
περιγράφουν τις ενέργειες σχετικές µε αλληλεπιδράσεις µεταξύ ατόµων που
δεν συνδέονται µε δεσµούς. Ο όρος Ecross περιγράφει τις συζεύξεις µεταξύ των
πρώτων τριών όρων και αποτελεί διόρθωση [52].

Σχήµα 19: οι όροι του δυναµικού πεδίου

Στα πλαίσια της εργασίας εξήγαµε µια εµπειρική έκφραση για το Etors.
Στην περίπτωση µας επειδή είµαστε στο γραφένιο δεν έχουµε ηλεκτροστατικές
αλληλεπιδράσεις κι επειδή είναι µονοστρωµατικό δεν έχουµε Van der Waals, οι
υπερκυψελίδες που χρησιµοποιήθηκαν για τις παραµορφώσεις είχαν µεγάλες
αποστάσεις στη διεύθυνση κάθετα από το επίπεδο του εξαγωνικού πλέγµατος
για να εξασφαλιστεί ακριβώς αυτό. Στην προσέγγιση µας αγνοήσαµε διορ-
ϑώσεις µεικτών όρων. ∆υστυχώς το να επιβάλλει κανείς παραµορφώσεις που να
περιλαµβάνουν µόνο συνεισφορά από την ενέργεια στρέψης είναι πολύ δύσκο-
λο διότι σχεδόν πάντα προκύπτουν επιπλέον όροι στα δυναµικά πεδία. ΄Οπως
ϑα δούµε, µε τις παραµορφώσεις που κάναµε καταλήξαµε ελαττώσουµε τη συ-
νεισφορά σε

EFF = Eab + Etors (75)
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Η εµπειρική έκφραση που χρησιµοποιήθηκε για το Ebend (αλλά και για
το Estr, όπως ϑα γίνει ϕανερό και στο αντίστοιχο εδάφιο στο test-case που
επιλέξαµε) εξήχθη σε προηγούµενη εργασία [51] και αφορούσε δυναµικά πε-
δία εντός του επιπέδου του µονοστρωµατικού γραφενίου (angle bending και
bond stretching). Η παρούσα εργασία εποµένως έρχεται να συµπληρώσει την
προηγούµενη.

8.2 Η ενέργεια επιµήκυνσης Estr

Estr είναι η ενεργειακή συνάρτηση που περιγράφει την επιµήκυνση ενός δε-
σµού µεταξύ δύο ατόµων A και B. Στην απλούστερη µορφή της µπορεί να
γραφεί ως ανάπτυγµα Taylor γύρω από ένα σηµείο ισορροπίας, το οποίο ταυ-
τίζεται µε το µήκος του δεσµού R0. Τερµατίζοντας το ανάπτυγµα στον δεύτερο
όρο λαµβάνουµε

Estr
(
RAB −RAB

0

)
= E(0) +

dE

dR

(
RAB −RAB

0

)
+

1

2

d2E

d2R

(
RAB −RAB

0

)2 (76)

Οι παράγωγοι υπολογίζονται στο RAB = RAB
0 και ο E(0) όρος συνήθως τίθε-

ται ίσος µε µηδέν εφόσον αποτελεί απλώς το µηδενικό σηµείο για αυτήν την
ενεργειακή κλίµακα. Η 1η παράγωγος τίθεται ίση µε µηδέν διότι στο σηµείο
RAB = RAB

0 επιθυµούµε η ενέργεια να είναι ελάχιστη καθώς το ανάπτυγµα
είναι γύρω από τη ϑέση ισορροπίας. Η πιο απλή µορφή που µπορεί να πάρει
η ενέργεια επιµήκυνσης είναι

Estr
(
RAB −RAB

0

)
= kAB

(
RAB −RAB

0

)2
= kAB

(
∆RAB

)2 (77)

΄Οπου το kAB είναι η σταθερά ελατηρίου για τον δεσµό A-B. Αυτή είναι η µορ-
ϕή ένος αρµονικού ταλαντωτή, µε το δυναµικό να έχει τετραγωνική εξάρτηση
ως προς την µετατόπιση από το σηµείο ελαχίστου. Η αρµονική µορφή είναι η
απλούστερη δυνατή, και επαρκεί για να περιγράψει τις περισσότερες γεωµε-
τρίες σε κατάσταση ισορροπίας. Υπάρχουν ωστόσο υπερπληθή συστήµατα µε
µεγάλες παραµορφώσεις, όπου τα αποτελέσµατα από την αρµονική προσέγγι-
ση είναι σηµαντικά διαφοροποιηµένα από τις πειραµατικές τιµές, και για να
µπορέσει το δυναµικό πεδίο να αναπαράγει χαρακτηριστικά όπως οι δονητικές
συχνότητες, πρέπει να ϐελτιωθεί η συναρτησιακή µορφή του Estr. Η πιο απλή
προσέγγιση είναι να συµπεριληφθούν περισσότεροι όροι στο ανάπτυγµα Taylor.

Estr
(
∆RAB

)
= kAB2

(
∆RAB

)2
+ kAB3

(
∆RAB

)3
+ kAB4

(
∆RAB

)4
+ · · · (78)
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Αυτό όµως σηµαίνει ότι πρέπει να χρησιµοποιηθούν περισσότερες παράµε-
τροι. Οι πολυωνυµικές εκφράσεις της ενέργειας επιµήκυνσης δεν παρουσι-
άζουν τη σωστή οριακή συµπεριφορά. Ο µη αρµονικός κυβικός παράγοντας k3

είναι συνήθως αρνητικός, και αυτό σηµαίνει ότι αν τερµατίσουµε το ανάπτυγµα
Taylor στην τρίτη τάξη, η ενέργεια ϑα τείνει στο −∞ για µεγάλα µήκη δεσµού.
Η ελαχιστοποίηση της ενέργειας χρησιµοποιώντας µια τέτοια έκφραση µπορεί
να εξαναγκάσει το µόριο να ¨διαλυθεί¨ αν ξεκινήσουµε από µια κακή αρχική
γεωµετρία. Ο όρος τετάρτης δύναµης k4 είναι συνήθως ϑετικός και η ενέργεια
ϑα τείνει στο +∞ για µεγάλα µήκη δεσµού αν τερµατίσουµε το ανάπτυγµα
Taylor στην τέταρτη τάξη. Η σωστή οριακή συµπεριφορά για έναν δεσµό ο
οποίος επιµηκύνεται µέχρι το άπειρο είναι ότι η ενέργεια πρέπει να συγκλίνει
προς την ενέργεια διάσπασης του δεσµού. Μια απλή έκφραση που ικανοποιεί
αυτό το κριτήριο είναι το δυναµικό Morse [53].

EMorse (∆R) = D
(
1− e−α∆R

)2
, α =

√
k

2D
(79)

΄Οπου D είναι η ενέργεια διάσπασης και το α σχετίζεται µε τη δυναµική στα-
ϑερά. Αυτή η συνάρτηση αναπαράγει την ακριβή συµπεριφορά µε αρκετή α-
κρίβεια για µεγάλο εύρος αποστάσεων.

Σχήµα 20: το δυναµικό Morse, πηγή: Wikipedia
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Στην παρούσα εργασία ο όρος δυναµικού που περιγράφει το bond stretch-
ing ο οποίος χρησιµοποιήθηκε ήταν [51]

Vbs(d
′) = D

(
e−α(d

′−d) − 1
)2

(80)

µε τις παραµέτρους

D = 5.7 eV, α = 1.96 angstrom−1, d = 1.42 angstrom

Σχήµα 21: χρησιµοποιηθείς όρος δυναµικού για bond-stretching, [51]
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8.3 Η ενέργεια κάµψης Ebend

Ebend είναι η ενέργεια που απαιτείται για την µεταβολή µιας γωνίας που ορίζουν
τρία άτοµα A-B-C, µε δεσµούς µεταξύ των ατόµων A και B, και µεταξύ των α-
τόµων B και C. ΄Οπως και µε το Estr, έτσι και το Ebend µπορεί να αναπτυχθεί
κατά Taylor γύρω από µια ¨φυσική¨ γωνία µεταξύ δύο δεσµών, τερµατιζόµενη
σε δεύτερη τάξη, δίνοντας µας την αρµονική προσέγγιση.

Ebend
(
θABC − θABC0

)
= kABC

(
θABC − θABC0

)2 (81)

Ενώ η απλή αρµονική προσέγγιση είναι επαρκής για τις περισσότερες εφαρµο-
γές, ενδέχεται να υπάρχουν περιπτώσεις όπου απαιτείται µεγαλύτερη ακρίβεια.
Η επόµενη ϐελτίωση είναι να συµπεριληφθεί ένας όρος τρίτης τάξης, όπως και
µε το Estr. Αυτό µπορεί να δώσει ακριβή περιγραφή για µεγάλο εύρος γωνιών.
Η ακριβής µορφή λαµβάνεται από υπολογισµούς ηλεκτρονικής δοµής [52].

Στην παρούσα εργασία ο όρος δυναµικού για το angle-bending που χρησι-
µοποιήθηκε ήταν [51]

Eb(θ) =
k

2

(
θ −

2π

3

)2

−
k′

3

(
θ −

2π

3

)3

(82)

µε τις παραµέτρους

k = 7.0 eV/rad2, k′ = 4 eV/rad3

Σχήµα 22: χρησιµοποιηθείς όρος δυναµικού για angle-bending, [51]

51



8.4 Η ενέργεια στρέψης Etors

Το Etor περιγράφει το κοµµάτι της µεταβολής της ενέργειας που σχετίζεται µε
στρέψεις γύρω από έναν δεσµό B-C, σε µια αλληλουχία τεσσάρων ατόµων A-B-
C-D, όπου τα A-B , B-C, C-D σχηµατίζουν δεσµούς µεταξύ τους (διάνυσµατα
b1, b2, b3 αντίστοιχα). Κοιτώντας εποπτικά το δεσµό B-C, ϐλέπουµε ότι η γωνία
στρέψης ορίζεται ως η γωνία που σχηµατίζεται από τις προβολές των δεσµών
A-B (b1) και C-D (b3) στο επίπεδο κάθετο στο B-C (b2). Αυτή η γωνία µπορεί
να ϑεωρηθεί ότι παίρνει τιµές εντός της περιοχής [0◦, 360◦] ή [−180◦, 180◦]. Η
ενέργεια στρέψης διαφέρει από το Estr και το Ebend σε τρία σηµαντικά σηµεία.

Σχήµα 23: Αριστερά: Στρέψη. ∆εξιά : Εδώ b1, b3 είναι οι προβολές των δεσµών
στο επίπεδο που ορίζει το b2, και η µεταξύ τους γωνία ορίζει τη γωνία στρέψης.

1 Υπάρχει ένα ενεργειακό ϕράγµα περιστροφής γύρω από τους δεσµούς
(δηλαδή ένα ενεργειακό κόστος για να γίνει η περιστροφή ατόµων γύρω
από δεσµούς) το οποίο έχει συνεισφορές και από όρους που δεν έχουν
να κάνουν µε δεσµούς µεταξύ ατόµων (οι ηλεκτροστατικοί και οι Van der
Waals) αλλά και από την ενέργεια στρέψης, και συνεπώς οι παράµετροι
στρέψης (οφειλόµενοι σε δεσµούς) συζεύγονται µε τις παραµέτρους των
όρων µη οφειλόµενων σε δεσµούς.

2 Η ενεργειακή συνάρτηση στρέψης πρέπει να είναι περιοδική ως προς
τη γωνία ω. ∆ηλαδή πρέπει να λαµβάνεται υπόψιν το γεγονός ότι αν ο
δεσµός περιστραφεί κατά 360◦ η ενέργεια στρέψης πρέπει να δίνει την
ίδια τιµή.

3 Το ενεργειακό κόστος για να παραµορφωθεί ένα µόριο ένεκα περιστροφής
γύρω από ένα δεσµό, είναι συχνά µικρό. Με άλλα λόγια είναι δυνατόν
να υπάρχουν µεγάλες αποκλίσεις από την γεωµετρία και τη δοµή που
µας δίνει την ελάχιστη ενέργεια. Εποµένως δεν είναι σκόπιµο µια τέτοια
έκφραση να την αναπτύξουµε κατά Taylor ως προς τη γωνία ω διότι η
γωνία µπορεί να παίρνει σηµαντικά µεγάλες τιµές.
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Περισσότερο χρήσιµο είναι να αναπτύξουµε την έκφραση της ενέργειας
στρέψης ως άθροισµα Fourier, ώστε να ενσωµατώσουµε την περιοδικότητα που
αναφέραµε

Etors(ω) =
∑
n

Vn cos(nω) (83)

Ο όρος n είναι η πολλαπλότητα που αντικατοπτρίζει την περιοδικότητα. ∆ηλα-
δή ο όρος n = 1 περιγράφει µια περιστροφή η οποία είναι περιοδική ανά 360◦,
ο όρος n = 2 την περιοδικότητα ανά 180◦, ο όρος n = 3 την περιοδικότητα
ανά 120◦ κ.ο.κ. Οι παράγοντες Vn καθορίζουν το ύψους του ϕράγµατος για
περιστροφή γύρω από τον δεσµό B-C. Αναλόγως την κατάσταση κάποιοι από
αυτούς τους όρους µπορεί να είναι µηδενικοί. Στην περίπτωση του αιθυλένιου
για παράδειγµα

Σχήµα 24: το µόριο του αιθυλένιου

η περιστροφή γύρω από τον διπλό δεσµό C = C πρέπει να είναι περιοδική
ανά 180◦ εποµένως µόνο όροι µε n = 2, 4 κ.τ.λ. µπορούν να εισαχθούν στην
έκφραση. Το ενεργειακό κόστος για περιστροφή γύρω από έναν διπλό δεσµό
είναι ϕυσικά πολύ µεγαλύτερο από εκείνο για περιστροφή γύρω από απλό δε-
σµό το οποίο ϑα αντικατοπτρίζεται σε µια πολύ µεγαλύτερη τιµή της σταθεράς
V2 από την αντίστοιχη σταθερά που ϑα παίρναµε στην περίπτωση περιστροφής
γύρω από απλό δεσµό για ένα µόριο που παρουσιάζει την ίδια συµµετρία πε-
ϱιστροφής. Για περιστροφή γύρω από έναν διπλό δεσµό άνθρακα C = C στην
περίπτωση ενός µορίου όπως του 2-ϐουτένιου, πάλι ϑα είχαµε µεγάλη σταθερά
V2 κατά αντιστοιχία µε το αιθυλένιο, όµως επιπλέον πρέπει να λάβουµε υπόψιν
µας τους δύο διαφορετικούς προσανατολισµούς (cis-trans) των δύο ισοµερών
του 2-ϐουτένιου.
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Σχήµα 25: trans και cis ισοµερή του 2-ϐουτένιου

Το πλήρες προφίλ περιστροφής γύρω από το διπλό δεσµό στη συγκεκριµένη
περίπτωση πρέπει αφενός να είναι συµµετρικό ως προς τις 360◦, και ταυτόχρο-
να ϑα πρέπει να η ενέργεια να εµφανίζει ελάχιστα στις 0◦ και 180◦. ΄Ετσι και
τα δύο ισοµερή επιστρέφουν στην αρχική διάταξη για 360◦. ΄Οµως περιστροφές
κατά 180◦ µας πηγαίνουν από το ένα ισοµερές στο άλλο, σε διαφορετικό µόριο
δηλαδή. Η έκφραση για την ενέργεια ϱοπής εδώ ϑα είναι

Etor =
2∑
i=1

Vn cos(nω) (84)

∆ηλαδή το πλήρες προφίλ περιστροφής γύρω από το διπλό δεσµό στη συγκε-
κριµένη περίπτωση πρέπει αφενός να είναι συµµετρικό ως προς τις 360◦, και
ταυτόχρονα ϑα πρέπει να η ενέργεια να εµφανίζει ελάχιστα στις 0◦ και 180◦, µε
ελαφρώς διαφορετικές τιµές για αυτά τα δύο ελάχιστα. Αυτή η διαφορά µεταξύ
των ενεργειών ϑα εµφανιστεί στη σταθερά V1, δηλαδή η σταθερά V2 προσδιορίζει
το ενεργειακό κόστος περιστροφής γύρω από το δεσµό C = C, και τη ϑέση των
ελαχίστων, ενώ η V1 προσδιορίζει την ενεργειακή διαφορά µεταξύ των trans και
cis ισοµερών.

Μόρια τα οποία αποτελούνται από άτοµα των οποίων ο µέγιστος αριθµός
ηλεκτρονίων σθένους είναι 4, έχουν ενεργειακά προφίλ περιστροφής τα οποία
εµφανίζουν το πολύ 3 ελάχιστα. Εποµένως οι 3 πρώτοι όροι του αθροίσµατος
Fourier επαρκούν για να αναπαράγουν ποσοτικά αυτά τα προφίλ. Πολλά δυνα-
µικά πεδία τα οποία στοχεύουν στην περιγραφή µεγάλων συστηµάτων (πολλά
άτοµα), συχνά περιορίζουν αυτό το άθροισµα σε έναν µόνο όρο οποίος έχει να
κάνει µε το είδος του δεσµού. (δηλαδή συστήµατα ατόµων µε απλούς δεσµούς
έχουν µόνο τον όρο cos(3ω) ενώ συστήµατα ατόµων µε διπλούς δεσµούς πε-
ϱιλαµβάνουν µόνο τον όρο cos(2ω) [52]. Τα περισσότερα προφίλ περιστροφής
είναι παρόµοια µε αυτά του αιθανίου ή του αιθυλενίου. Μια συνήθης έκφραση
που χρησιµοποιείται για την περιγραφή της ενέργειας στρέψης είναι :
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Etors(ω
ABCD) =

1

2
V ABCD

1

[
1 + cos(ωABCD)

]

+
1

2
V ABCD

2

[
1− cos(2ωABCD)

]

+
1

2
V ABCD

3

[
1 + cos(3ωABCD)

]
(85)

Είναι σύνηθες να µετατοπίζεται το µηδέν του δυναµικού προσθέτοντας έναν
παράγοντα 1. Επίσης τα πρόσηµα έχουν επιλεγεί έτσι ώστε ο όρος µε n = 1
να έχει ελάχιστο σε γωνία 180◦, ο όρος n = 2 να έχει ελάχιστο για 0◦, 180◦ και
ο n = 3 για 60◦, 180◦, 300◦(−60◦). Ο παράγοντας 1

2
συµπεριλαµβάνεται για να

εξασφαλίσουµε ότι οι παράµετροι Vi δίνουν απευθείας το ύψος του ενεργειακού
ϕράγµατος περιστροφής αν κάθε ϕορά ήταν παρών ένας µόνο όρος από τους
τρεις της άνωθι έκφρασης [52].

Για να προσδιορίσουµε τις κινήσεις εκτός επιπέδου των ατόµων άνθρακα
από το εξαγωνικό πλέγµα γραφενίου χρησιµοποιήσαµε δύο µορφές της έκ-
ϕρασης (85). Και στις δύο περιπτώσεις αναφορικά µε την έκφραση των γωνιών
(ωABCD) που χρησιµοποιούνται στην (85) κάναµε έναν διαχωρισµό στις δίεδρες
γωνίες (ϐλ. σχ. 27) που ορίζονται από τετράδες ατόµων C του πλεγµατος σε
δύο περιπτώσεις. Τις cis-dihedrals όπου και τα 4 άτοµα ϐρίσκονται στο ίδιο
εξάγωνο µέσα στο πλέγµα, και στις trans-dihedrals, όπου 3 άτοµα ϐρίσκονται
στο ίδιο εξάγωνο, και το τελευταίο σε γειτονικό.

Σχήµα 26: trans (i-j-k-l) και cis (i-j-k-m) γωνίες µέσα στο εξαγωνικό πλέγµα
του γραφενίου
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Με αυτόν το διαχωρισµό δεδοµένο, στο πρώτο µοντέλο που εξετάσαµε χρη-
σιµοποιήσαµε αρχικά την έκφραση (85) κρατώντας τους δύο πρώτους όρους.

Etors =
1

2
V1(1 + cosω(ijkl)) +

1

2
V2(1− cos(2ω(ijkl))) (trans) (86)

Etors =
1

2
V1(1 + cosω(ijkm)) +

1

2
V2(1− cos(2ω(ijkm))) (cis) (87)

Ωστόσο εξετάσαµε και ένα δεύτερο µοντέλο όπου χρησιµοποιήσαµε µόνο τον
δεύτερο όρο της έκφρασης, κάνοντας όµως έναν ϱητό διαχωρισµό ως προς την
παράµετρο που ϑα αντιστοιχεί σε κάθε είδος γωνίας (cis ή trans). Η λογική της
επιλογής ήταν ότι αναµένουµε πως το ενεργειακό κόστος για µετάβαση από την
cis στην trans διάταξη ϑα είναι µικρό, εποµένως µπορούµε να παραλείψουµε
τον V1 όρο, αφού το εξαγωνικό πλέγµα του γραφενίου αποτελείται µόνο από
άτοµα άνθρακα (και όχι άλλα είδη ατόµων), εποµένως οι δύο καταστάσεις ϑα
είναι ισοδύναµες. Η εισαγωγή αυτού του ϱητού διαχωρισµού εποµένως δεν
συνίσταται σε τίποτα παραπάνω από µια ϐελτίωση της ακρίβειας του συγκε-
κριµένου δυναµικού πεδίου. Παρόµοιες ϑεωρήσεις για ϐελτίωση τις ακρίβειας
της ενέργειας στρέψης έχουν γίνει και σε άλλες εργασίες [54]. Εποµένως η
έκφραση της ενέργειας στρέψης σε αυτό το µοντέλο λαµβάνει την µορφή

Etors = ktrans(1− cos(2ω(ijkl))) (trans) (88)

Etors = kcis(1− cos(2ω(ijkm))) (cis) (89)

Σχήµα 27: Η γωνία στρέψης γύρω από το δεσµό j-k ως η δίεδρη γωνία µεταξύ
δύο επιπέδων που ορίζουν διαδοχικές τριάδες ατόµων
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8.5 Παραµορφώσεις του µονοστρωµατικού γραφενίου - Υ-
πολογισµοί πρώτων αρχών

Για την προσαρµογή των παραµέτρων κατασκευάστηκαν υπερκυψελίδες από
πεπερασµένες λωρίδες γραφενίου κατά µήκος της διεύθυνσης zig-zag µε πε-
ϱιοδικότητα στη διεύθυνση armchair κατά την οποία επιβλήθηκε µια ¨τσάκιση¨
κατά γωνία φ. Κατά παρόµοιο τρόπο κατασκευάστηκαν πεπερασµένες λωρίδες
κατά µήκος της διεύθυνσης armchair µε περιοδικότητα στη διεύθυνση zig-zag
κατά την οποία επιβλήθηκε η άλλη ¨τσάκιση¨. Στη συνέχεια εκτελέστηκαν υ-
πολογισµοί DFT για αυτές τις δοµές µεταβάλλοντας σε κάθε υπολογισµό τη
γωνία φ.

Αυτές οι παραµορφώσεις επιλέχθησαν διότι πέραν των δίεδρων γωνιών που
ορίζουν τετράδες ατόµων C (i−j−k− l) του εξαγωνικού πλέγµατος µεταξύ των
επιπέδων που ορίζονται από διαδοχικές τριάδες ατόµων (i− j − k), (j − k− l),
τα µόνα άλλα µεγέθη που µεταβάλλονται είναι γωνίες που σχηµατίζονται µετα-
ξύ δεσµών λόγω του angle-bending. Αυτό ϑα γίνει περισσότερο κατανοητό στα
επόµενα εδάφια που αφορούν την ακριβή µοντελοποίηση.

Σχήµα 28: τσακίσεις κατά µήκος των κύριων διευθύνσεων του εξαγωνικού
επίπεδου γραφενίου

Στα επόµενα σχήµατα παρουσιάζονται οι αρχικές κυψελίδες που χρησιµοποι-
ήσαµε στη µελέτη µας, για φ = 0◦ και ενδεικτικά για φ = 30◦
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Σχήµα 29: αρχική κυψελίδα 22 ατόµων C για armchair τσάκιση

Σχήµα 30: αρχική κυψελίδα 18 ατόµων για zigzag τσάκιση

Σχήµα 31: αρχική κυψελίδα για armchair τσάκιση κατά 30◦

Σχήµα 32: αρχική κυψελίδα για zigzag τσάκιση κατά 30◦

Στα επόµενα σχήµατα δίνουµε µια εικόνα της περιοδικότητας κατά τις διευ-
ϑύνσεις των τσακίσεων
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Σχήµα 33: περιοδικότητα της armchair τσάκισης (κατά 30◦) κατά την armchair
διεύθυνση

Σχήµα 34: περιοδικότητα της zigzag τσάκισης (κατά 30◦) κατά την zigzag διε-
ύθυνση

Τέλος επειδή µελετούµε δοµές οι οποίες έχουν πεπερασµένη τη µια διάστα-
ση, συγκεκριµένα οι δοµές που αφορούν παραµορφώσεις κατά armchair έχουν
πεπερασµένο µήκος κατά zigzag, ενώ οι δοµές που αφορούν παραµορφώσεις
κατά zigzag έχουν πεπερασµένο µήκος κατά armchair, απαιτείται προσοχή
ώστε να µην έχουµε finite size effects, δηλαδή αλληλεπίδραση µεταξύ των
δοµών λόγω περιοδικότητας κατά όλες τις διευθύνσεις όπου οι δοµές παρουσι-
άζουν κενά µεταξύ τους. Για αυτό το λόγο δόθηκε προσοχή ώστε να υπάρχει µε-
γάλη απόσταση µεταξύ των υπερκυψελίδων κατά τη διεύθυνση πεπερασµένου
µήκους αλλά και τον άξονα z. Τα επόµενα σχήµατα απεικονίζουν τα ανωτέρω.
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Σχήµα 35: περιοδικότητα της armchair τσάκισης (κατά 30◦) και αποστάσεις
µεταξύ δοµών κατά την zigzag διεύθυνση και κατά τον άξονα z

Σχήµα 36: περιοδικότητα της zigzag τσάκισης (κατά 30◦) και αποστάσεις µεταξύ
δοµών κατά την armchair διεύθυνση και κατά τον άξονα z
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Στη συνέχεια έγινε µια σειρά από υπολογισµούς πρώτων αρχών µέσω ϑεω-
ϱίας συναρτησοειδούς πυκνότητας (DFT) σε αυτές τις δοµές µε µεταβαλλόµενη
γωνία από 0◦ ως 46◦ (µε ϐήµα 2◦). Οι υπολογισµοί έγιναν χρησιµοποιώντας
συναρτησοειδές ανταλλαγής-συσχέτισης GGA παραµετροποιηµένο από τους
Perdew-Burke-Ernzerhof (GGA/PBE [55]). Οι υπολογισµοί έγιναν µέσω του
κώδικα Quantum-Espresso [56] χρησιµοποιώντας ultra-soft ψευδοδυναµικό
[57] κατασκευασµένο µε την τροποποιηµένη RRKJ προσέγγιση [58] το οποίο
έχει αποδειχθεί ότι αναπαράγει µε ακρίβεια δοµικές, δονητικές, και ϑερµο-
δυναµικές ιδιότητες αλλοτρόπων του άνθρακα [59]. Οι υπολογισµοί ολικής
ενέργειας έγιναν χρησιµοποιώντας ενέργειες αποκοπής 40 Ry και 400 Ry για
τις κυµατοσυναρτήσεις και την πυκνότητα ϕορτίου αντίστοιχα. Η δειγµάτιση
του αντιστρόφου χώρου έγινε χρησιµοποιώντας 1× 24× 1 σηµεία για την κάθε
δοµή, και τα 24 kpoints αντιστοιχούν στη διεύθυνση κατά την οποία επιβλήθη-
κε η τσάκιση σε κάθε περίπτωση.

Σχήµα 37: ο άξονας y συµπίπτει µε τη διεύθυνση της τσάκισης κατά armchair,
ο άξονας x συµπίπτει µε τη διεύθυνση zigzag, και z άξονας κάθετα στο επίπεδο
που σχηµατίζουν

Σχήµα 38: ο άξονας y συµπίπτει µε τη διεύθυνση της τσάκισης κατά zigzag,
ο άξονας x συµπίπτει µε τη διεύθυνση armchair, και z άξονας κάθετα στο
επίπεδο που σχηµατίζουν
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Στο επόµενο σχήµα παρουσιάζουµε την ολική ενέργεια παραµόρφωσης ανά
κυψελίδα τσάκισης. Πρόκειται για την ενέργεια που αποµένει εάν από κάθε
τιµή της ολικής ενέργειας E(φ) αφαιρέσουµε την ενέργεια ηρεµίας E(φ = 0◦).
Πλέον είµαστε ϐέβαιοι ότι η ενέργεια που αποµένει είναι ενέργεια οφειλόµε-
νη µόνο σε παραµορφώσεις του γραφενίου. ΄Οπως ϑα δούµε στη συνέχεια,
πρόκειται για άθροισµα ενέργειας παραµόρφωσης λόγω angle-bending (που
ϑα πρέπει και αυτή να αφαιρεθεί) και ενέργειας στρέψης (που ϑέλουµε να
παραµετροποιήσουµε)

Σχήµα 39: ενέργεια παραµόρφωσης ανά κυψελίδα τσάκισης συναρτήσει της
γωνίας

Σχήµα 40: οι µοναδιαίες κυψελίδες τσάκισης για τις δύο περιπτώσεις
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9 Μοντελοποίηση

9.1 Η εξίσωση του επιπέδου και η δίεδρη µεταξύ επιπέδων

Για να υπολογίσουµε τα επίπεδα τα οποία ορίζονται από τις ϑέσεις των τριών α-
τόµων χρειαζόµαστε την εξίσωση επιπέδου για τρία σηµεία, η οποία προκύπτει
από την ορίζουσα ∣∣∣∣∣∣

x− x1 y − y1 z − z1

x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1

x3 − x1 y3 − y1 z3 − z1

∣∣∣∣∣∣ = 0 (90)

΄Εχοντας τις εξισώσεις δύο επιπέδων

a1x+ b1y + c1z + d1 = 0 (91)
a2x+ b2y + c2z + d2 = 0 (92)

µε κάθετα διανύσµατα

n1 = (a1, b1, c1), n2 = (a2, b2, c2) (93)

µπορούµε να ορίσουµε τη δίεδρη γωνία µεταξύ τους (το συνηµίτονο της) ως το
εσωτερικό γινόµενο των µοναδιαίων κάθετων διανυσµάτων τους

cos(θ) = n̂1 · n̂2 =
a1a2 + b1b2 + c1c2√

a2
1 + b2

1 + c2
1

√
a2

2 + b2
2 + c2

2

(94)

Για να κάνουµε χρήση του τύπου (94) και να προσδιορίσουµε τις δίεδρες γω-
νίες απαιτείται πρώτα ο προσδιορισµός των επιπέδων µέσω του τύπου (90).
Εποµένως πρέπει πρώτα να προσδιορίσουµε τις (παραµετροποιηµένες ως προς
τη γωνία τσάκισης φ) συντεταγµένες των σηµείων του πλέγµατος που συνει-
σφέρουν στην ενέργεια στρέψης ανά κυψελίδα τσάκισης. Στα επόµενα δύο
εδάφια παρουσιάζεται ακριβώς αυτό, αλλά και οι υπόλοιπες λεπτοµέρειες της
µοντελοποίησης αναφορικά µε τις παραµορφώσεις που επιβάλλαµε στις δύο
κύριες διευθύνσεις που ορίζει το εξαγωνικό πλέγµα του γραφενίου.

Τέλος να πούµε ότι η σύµβαση που ακολουθήσαµε για τον ορισµό της cis δίε-
δρης (ĳkm) ήταν η γωνία µεταξύ επιπέδων i-j-k και j-k-m και της trans (ĳkl) η
γωνία µεταξύ επιπέδων i-j-k, j-k-l
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9.2 Λεπτοµέρειες τσάκισης κατά την armchair-διεύθυνση

Σχήµα 41: Σχηµατική αναπαράσταση των µεταβαλλόµενων δίεδρων γωνιών
(ορίζονται από cis και trans τετράδες ατόµων C) ανά κυψελίδα (τσάκισης) (µπλε
συνεχές) για τσάκιση κατά µήκος της armchair διεύθυνσης (κόκκινη γραµµή)
µιας πεπερασµένης λωρίδας γραφενίου κατά την zig-zag διεύθυνση και µε
περιοδικότητα κατά την armchair διεύθυνση

Πίνακας 1: Συντεταγµένες ατόµων C του γραφενίου παραµετροποιηµένες ως
προς τη γωνία τσάκισης φ κατά την armchair διεύθυνση και εκπεφρασµένες
ως προς το µήκος δεσµού που σχηµατίζουν 2 άτοµα άνθρακα στο γραφένιο
(d = 1.42 Angstrom). Η αρχή των αξόνων συµπίπτει στο άτοµο 1, και ο άξονας
z ϐλέπει έξω από τη σελίδα.

σηµεία συντεταγµένες σηµεία συντεταγµένες
r1 (0, 0, 0) r8 (−1,

√
3 cosφ,

√
3 sinφ)

r2 (−1, 0, 0) r9 (0,
√

3 cosφ,
√

3 sinφ))

r3 (−3
2
,
√

3
2

cosφ,
√

3
2

sinφ) r10 (3
2
,
√

3
2

cosφ,
√

3
2

sinφ)

r4 (−3
2
,−
√

3
2
, 0) r11 (−5

2
,−
√

3
2
, 0)

r5 (1
2
,−
√

3
2
, 0) r12 (−1,−

√
3, 0)

r6 (1
2
,
√

3
2

cosφ,
√

3
2

sinφ) r13 (0,−
√

3, 0)

r7 (−5
2
,
√

3
2

cosφ,
√

3
2

sinφ) r14 (3
2
,−
√

3
2
, 0)
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Οι γωνίες που αλλάζουν ανά κυψελίδα τσάκισης εξαιτίας angle-bending
είναι δύο ((32̂4), (61̂5)), οι οποίες λόγω συµµετρίας της παραµόρφωσης µετα-
ϐάλλονται το ίδιο. Αν εφαρµόσουµε νόµο συνηµιτόνων στο τρίγωνο (324)

|r3 − r4|2 = |r3 − r2|2 + |r1 − r2|2 + |r3 − r4||r3 − r2| cos θarmab

και εκµεταλλευόµενοι την τριγωνοµετρική ταυτότητα

cos θ = 1− 2 sin2 θ

2
(95)

τότε ϐλέπουµε ότι συναρτησιακή εξάρτηση της θarmab από τη γωνία φ µπορεί να
γραφεί ως :

θarmab = 2 arcsin

√
3

8

√
cos(φ) + 1 (96)

Τώρα ϑα εξετάσουµε τις δίεδρες γωνίες. Ας εξετάσουµε πρώτα την trans δίεδρη
γωνία (4216).
Η εξίσωση του επιπέδου (421) δίνει∣∣∣∣∣∣

x− x4 y − y4 z − z4

x2 − x4 y2 − y4 z2 − z4

x1 − x4 y1 − y4 z1 − z4

∣∣∣∣∣∣ = 0⇒

∣∣∣∣∣∣∣
x+ 3

2
y +

√
3

2
z

1
2

√
3

2
0

3
2

√
3

2
0

∣∣∣∣∣∣∣ = 0⇒

−
√

3

2
z = 0⇒ a421 = b421 = 0 c421 = −

√
3

2
(97)

Ενώ η εξίσωση του επιπέδου (216) δίνει∣∣∣∣∣∣
x− x2 y − y2 z − z2

x1 − x2 y1 − y2 z1 − z2

x6 − x2 y6 − y2 z6 − z2

∣∣∣∣∣∣ = 0⇒

∣∣∣∣∣∣
x+ 1 y z

1 0 0
3
2

√
3

2
cosφ

√
3

2
sinφ

∣∣∣∣∣∣ = 0⇒

(
−
√

3

2
sinφ

)
y +

√
3

2
z = 0⇒ a216 = 0 b216 = −

√
3

2
sinφ c216 =

√
3

2
cosφ

Ενώ το συνηµίτονο της δίεδρης γωνίας (4216) µεταξύ των δύο επιπέδων είναι

cos θarm1
dih =

a421a216 + b421b216 + c421c216√
a2

421 + b2
421 + c2

421

√
a2

216 + b2
216 + c2

216

= − cosφ (98)

Λόγω συµµετρίας (ή εκτελώντας τις πράξεις) παρατηρούµε ότι την ίδια τιµή
λαµβάνει και η trans δίεδρη (5123)
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Ας περάσουµε στην cis (11,423). Η εξίσωση του επιπέδου (11,42) δίνει∣∣∣∣∣∣
x− x11 y − y11 z − z11

x4 − x11 y4 − y11 z4 − z11

x2 − x11 y2 − y11 z2 − z11

∣∣∣∣∣∣ = 0⇒

∣∣∣∣∣∣
x+ 5

2
y +

√
3

2
z

1 0 0
3
2

√
3

2
0

∣∣∣∣∣∣ = 0⇒

√
3

2
z = 0⇒ a11,42 = b11,42 = 0 c11,42 =

√
3

2
(99)

Ενώ η εξίσωση του επιπέδου (423) δίνει∣∣∣∣∣∣
x− x4 y − y4 z − z4

x2 − x4 y2 − y4 z2 − z4

x3 − x4 y3 − y4 z3 − z4

∣∣∣∣∣∣ = 0⇒

∣∣∣∣∣∣∣
x+ 3

2
y +

√
3

2
z

1
2

√
3

2
0

0
√

3
2

0

∣∣∣∣∣∣∣ = 0⇒

(
3

4
sinφ

)
x+

(
−
√

3

4
sinφ

)
y +

√
3

4
(cosφ+ 1) z − 3

4
sinφ = 0⇒

a423 =
3

4
sinφ b423 = −

√
3

4
sinφ c423 =

√
3

4
(cosφ+ 1) (100)

Το συνηµίτονο της δίεδρης γωνίας (11,423) ϑα είναι

cos θarm2
dih =

a11,42a423 + b11,42b423 + c11,42c423√
a2

11,42 + b2
11,42 + c2

11,42

√
a2

423 + b2
423 + c2

423

=
√

3
cosφ+ 1√

9 sin2 φ+ 6(cosφ+ 1)

(101)

Λόγω συµµετρίας (ή εκτελώντας τις πράξεις) ίδια τιµή ϑα έχουν και οι cis δίε-
δρες (14,516), (4237) (516,10).
Τέλος ϑα εξετάσουµε την trans (12,423). Η εξίσωση του επιπέδου (12,42) δίνει∣∣∣∣∣∣

x− x12 y − y12 z − z12

x4 − x12 y4 − y12 z4 − z12

x2 − x12 y2 − y12 z2 − z12

∣∣∣∣∣∣ = 0⇒

∣∣∣∣∣∣
x+ 1 y +

√
3 z

−1
2

√
3

2
0

0
√

3 0

∣∣∣∣∣∣ = 0

√
3

4
z = 0⇒ a12,42 = b12,42 = 0 c12,42 = −

√
3

2
(102)

Η εξίσωση του επιπέδου (423) υπολογίστηκε προηγουµένως άρα το συνηµίτονο
της δίεδρης γωνίας (12,423) ϑα είναι

cos θarm3
dih =

a12,42a423 + b12,42b423 + c12,42c423√
a2

12,42 + b2
12,42 + c2

12,42

√
a2

423 + b2
423 + c2

423

= −
√

3
cosφ+ 1√

9 sin2 φ+ 6(cosφ+ 1)

(103)
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Την ίδια εξάρτηση ϑα παρουσιάζουν και οι δίεδρες (13,516), (4238), (5169)
Συνοψίζοντας, οι δίεδρες γωνίες που ορίζονται ανά κυψελίδα τσάκισης κατά
την armchair διεύθυνση συναρτήσει της γωνίας φ είναι :

• Οι 2 trans (5123), (4216)

cos(θarm1
dih ) = − cos(φ) (104)

• Οι 4 cis (11,423), (14,516), (7324), (10,615)

cos(θarm2
dih ) =

√
3

1 + cos(φ)√
9 sin2(φ) + 6(1 + cosφ))

(105)

• Οι 4 trans (12,423), (13,516), (8324), (9615)

cos(θarm3
dih ) = −

√
3

1 + cos(φ)√
9 sin2(φ) + 6(1 + cosφ))

(106)

Ενώ οι γωνίες που µεταβάλλονται λόγω bending εξαιτίας αυτής της παραµόρφω-
σης είναι 2 ((32̂4), (61̂5)) µε συναρτησιακή εξάρτηση από την γωνία τσάκισης :

θarmab = 2 arcsin

√
3

8

√
cos(φ) + 1 (107)
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9.3 Λεπτοµέρειες τσάκισης κατά την zigzag-διεύθυνση

Σχήµα 42: Σχηµατική αναπαράσταση των µεταβαλλόµενων δίεδρων γωνιών ανά
κυψελίδα (τσάκισης) για τσάκιση κατά µήκος της zig-zag διεύθυνσης (κόκκινη
γραµµή) µιας πεπερασµένης λωρίδας γραφενίου κατά την armchair διεύθυνση
(µπλε συνεχές) και µε περιοδικότητα κατά την zig-zag διεύθυνση

Πίνακας 2: Συντεταγµένες ατόµων C του γραφενίου παραµετροποιηµένες ως
προς τη γωνία τσάκισης φ κατά την zigzag διεύθυνση και εκπεφρασµένες ως
προς το µήκος δεσµού που σχηµατίζουν 2 άτοµα άνθρακα στο γραφένιο (d =
1.42 Angstrom). Η αρχή των αξόνων συµπίπτει στο άτοµο 1, και ο άξονας z
ϐλέπει έξω από τη σελίδα.

σηµεία συντεταγµένες σηµεία συντεταγµένες
r1 (0, 0, 0) r8 (−1,

√
3, 0)

r2 (−1, 0, 0) r9 (0,
√

3, 0)

r3 (−3
2
,
√

3
2
, 0) r10 (3

2
cosφ,

√
3

2
, 3

2
sinφ)

r4 (−3
2
,−
√

3
2
, 0) r11 (−5

2
,−
√

3
2
, 0)

r5 (1
2

cosφ,−
√

3
2
, 1

2
sinφ) r12 (−1,−

√
3, 0)

r6 (1
2

cosφ,
√

3
2
, 1

2
sinφ) r13 (0,−

√
3, 0)

r7 (−5
2
,
√

3
2
, 0) r14 (3

2
cosφ,−

√
3

2
, 3

2
sinφ)
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Ακολουθώντας παρόµοια ϐήµατα µε εκείνα του προηγούµενου εδαφίου
ϐρίσκουµε ότι οι γωνίες που αλλάζουν ανά κυψελίδα τσάκισης εξαιτίας angle-
bending είναι 2 (21̂6), (21̂5). Η συναρτησιακή τους εξάρτηση από τη γωνία φ
είναι :

θzigab = 2 arcsin

(
1

2

√
2 + cos(φ)

)
(108)

Οι δίεδρες γωνίες που ορίζονται ανά κυψελίδα τσάκισης συναρτήσει της γωνίας
φ είναι :

• Οι 2 cis (3216), (4215)

cos(θzig1dih ) =

√
3

sin2(φ) + 3
(109)

• Οι 2 trans (4216), (3215)

cos(θzig2dih ) = −

√
3

sin2(φ) + 3
(110)

• Οι 2 cis (215,13), (2169)

cos(θzig3dih ) =

√
3

sin2(φ) + 3
cos(φ) (111)

• Οι 2 trans (215,14), (216,10)

cos(θzig4dih ) = −

√
3

sin2(φ) + 3
cos(φ) (112)
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10 Προσαρµογή των παραµέτρων του δυναµικού
στρέψης

Πολλά προβλήµατα στον κλάδο της υπολογιστικής ϕυσικής (και της υπολο-
γιστικής χηµείας µπορούν να διατυπωθούν ως προβλήµατα ϐελτιστοποίησης
µιας συνάρτησης πολλών µεταβλητών (και άρα πολλών διαστάσεων). Με τον
γενικευµένο όρο ϐελτιστοποίηση αναφερόµαστε στην εύρεση των στάσιµων ση-
µείων µιας συνάρτησης, δηλαδή σηµεία όπου η πρώτη παράγωγος της συνάρ-
τησης είναι µηδενική. Στην πλειονότητα των περιπτώσεων το επιθυµητό στάσι-
µο σηµείο αποτελεί ελάχιστο σηµείο της συνάρτησης, δηλαδή όλες οι δεύτεροι
παράγωγοι είναι ϑετικές. Σε κάποιες περιπτώσεις το επιθυµητό σηµείο είναι
ένα σαγµατικό σηµείο πρώτης τάξης, δηλαδή η δεύτερη παράγωγος σε αυτό
το σηµείο είναι αρνητική σε µια κατεύθυνση και ϑετική σε όλες τις υπόλοι-
πες κατευθύνσεις. Οι περισσότερες µέθοδοι ϐελτιστοποίησης προσδιορίζουν το
πλησιέστερο στάσιµο σηµείο, όµως µια συνάρτηση πολλών διαστάσεων µπορεί
να εµπεριέχει πολλά διαφορετικά στάσιµα σηµεία ίδιου είδους. Το ελάχιστο
µε την µικρότερη τιµή αποκαλείται καθολικό ελάχιστο, ενώ όλα τα υπόλοιπα
είναι τοπικά ελάχιστα.

Το πρόβληµα προσαρµογής των παραµέτρων του δυναµικού στρέψης στα α-
ποτελέσµατα των υπολογισµών πρώτων αρχών ανάγεται εποµένως σε ένα πρόβλη-
µα ϐελτιστοποίησης µιας συνάρτησης (ως προς τις µεταβλητές V1, V2 για το
πρώτο µοντέλο και kcis, ktrans, για το δεύτερο) . Η συνάρτηση που ϐελτιστο-
ποιούµε είναι το άθροισµα των τετραγώνων των διαφορών της ενέργειας πρώτων
αρχών από την προσαρµοζόµενη ενέργεια, και η µέθοδος µε την οποία επι-
λύθηκε το πρόβληµα ϐελτιστοποίησης είναι η conjugate gradient [52].

10.1 Προσαρµογή παραµέτρων V1, V2

Για την µοντελοποίηση µε αυτόν τον τρόπο κατασκευάσαµε έναν κώδικα For-
tran ο οποίος κάνει χρήση µιας conjugate gradient ϱουτίνας η οποία ελαχι-
στοποιεί την εξής objective function ως προς τις παραµέτρους V1, V2 µέχρι τη
µέγιστη γωνία τσάκισης φmax στην οποία εκτείνεται η παραµετροποίηση. Είναι
προφανές ότι έχει γίνει διακριτοποίηση της µεταβλητής φ για να µπορέσει να
χρησιµοποιηθεί κατά την κωδικοποίηση.

O(V1, V2, φ) = Oarm(V1, V2, φ) +Ozig(V1, V2, φ) (113)

΄Εχουµε λάβει υπόψην µας στην παραµετροποίηση και τις δύο περιπτώσεις
παραµορφώσεων (τσακίσεις κατά armchair και zigzag διεύθυνση).
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O(V1, V2, φ) =

φmax∑
φ

(
E
tors/arm
fit (V1, V2, φ)− Etors/arm

abinitio (φ)
)2

+

φmax∑
φ

(
E
tors/zig
fit (V1, V2, φ)− Etors/zig

abinitio (φ)
)2

΄Οπου

E
tors/arm
abinitio (φ) = E

total/arm
abinitio (φ)− Etotal/arm

abinitio (0)− 2 · Eab(θarmb (φ)) (114)

και

E
tors/zig
abinitio (φ) = E

total/zig
abinitio (φ)− Etotal/zig

abinitio (0)− 2 · Eab(θzigb (φ)) (115)

∆ηλαδή E
tors/arm
abinitio (φ),Etors/zig

abinitio (φ)είναι οι ενέργειες παραµόρφωσης που παρα-
µένουν σε κάθε περίπτωση εάν αφαιρέσουµε από την ολική ενέργεια υπολογι-
σµένη από πρώτες αρχές την ενέργεια ηρεµίας και τη συνεισφορά από όρους
angle-bending. Αυτες είναι και οι ποσότητες για τις οποίες γίνεται το fit. Τέλος
να επαναλάβουµε ότι µε τον όρο άθροισµα στα ϕ εννοούµε ότι έχει γίνει µια
διακριτοποίηση της γωνίας και η προσαρµογή αφορά όλες τις διακριτές γωνίες
µέχρι φmax.

Να επαναλάβουµε ότι για τον όρο angle-bending έχει χρησιµοποιηθεί από
προηγούµενη εργασία η έκφραση

Eab(θ) =
k

2

(
θ − 2π

3

)2

− k′

3

(
θ − 2π

3

)3

(116)

µε τις παραµέτρους k = 7.0 eV/rad2, k′ = 4 eV/rad3 [51]. Στη ϑέση του
θ έχουν αντικατασταθεί τα θzigab (φ), θarmab (φ), για τις περιπτώσεις της τσάκι-
σης κατά την zigzag και armchair διεύθυνση αντιστοίχως (εδάφια 9.2-9.3).
E
tors/arm
fit (V1, V2, φ),Etors/zig

fit (V1, V2, φ) είναι η συνολική συνεισφορά στην ενέρ-
γεια στρέψης από όλες τις δίεδρες γωνίες τις οποίες υπολογίσαµε στα εδάφια
9.2 και 9.3 για τις παραµορφώσεις που επιβάλλαµε. Συγκεκριµένα, για την
τσάκιση κατά την armchair διεύθυνση
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E
tors/arm
fit (V1, V2, φ) = Earm

trans1(V1, V2, φ) + Earm
trans2(V1, V2, φ) + Earm

cis1 (V1, V2, φ)
(117)

Αναλυτικά

Earm
trans1(V1, V2, φ) = 2 ·

(
1

2
V1

(
1 + cos(θarm1

dih (φ)
)

+
1

2
V2

(
1− cos(2θarm1

dih (φ))
))

(118)

Earm
trans2(V1, V2, φ) = 4·

(
1

2
V1

(
1 + cos

(
θarm2
dih (φ)

))
+

1

2
V2

(
1− cos

(
2θarm2

dih (φ)
)))

(119)

Earm
cis1 (V1, V2, φ) = 4 ·

(
1

2
V1

(
1 + cos

(
θarm3
dih (φ)

))
+

1

2
V2

(
1− cos

(
2θarm3

dih (φ)
)))
(120)

΄Οπου θarm1
dih , θarm2

dih , θarm3
dih , οι γωνίες που υπολογίστηκαν στο σχετικό εδάφιο 9.2.

Ενώ για την τσάκιση κατά µήκος της zigzag διεύθυνσης

E
tors/zig
fit (V1, V2, φ) = Ezig

cis1(V1, V2, φ)+Ezig
trans1(V1, V2, φ)+Ezig

cis2(V1, V2, φ)+Ezig
trans2(V1, V2, φ)
(121)

Αναλυτικά,

Ezig
cis1(V1, V2, φ) = 2 ·

(
1

2
V1

(
1 + cos

(
θzig1dih (φ)

))
+

1

2
V2

(
1− cos

(
2θzig1dih (φ)

)))
(122)

Ezig
trans1(V1, V2, φ) = 2 ·

(
1

2
V1

(
1 + cos

(
θzig2dih (φ)

))
+

1

2
V2

(
1− cos

(
2θzig2dih (φ)

)))
(123)

Ezig
cis2(V1, V2, φ) = 2 ·

(
1

2
V1

(
1 + cos

(
θzig3dih (φ)

))
+

1

2
V2

(
1− cos

(
2θzig3dih (φ)

)))
(124)

Ezig
trans2(V1, V2, φ) = 2 ·

(
1

2
V1

(
1 + cos

(
θzig4dih (φ)

))
+

1

2
V2

(
1− cos

(
2θzig4dih (φ)

)))
(125)

΄Οπου θzig1dih , θzig2dih , θzig3dih , θzig4dih οι γωνίες που υπολογίστηκαν στο εδάφιο 9.3.
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10.1.1 Αποτελέσµατα

Παρουσιάζουµε ενδεικτικά αποτελέσµατα της συγκεκριµένης παραµετροποίη-
σης µέχρι µέγιστες γωνίες τσάκισης φmax 10◦, 20◦ και 30◦.

Σχήµα 43: Fit µέχρι φmax 10◦.

Παρατηρούµε ότι αν κάνουµε fit τις ενέργειες για τσακίσεις κατά τις δύο διευ-
ϑύνσεις µέχρι τις 10◦, παίρνουµε καλά αποτελέσµατα για την armchair διε-
ύθυνση µέχρι τα 0.35 rad (20◦), ενώ για την zigzag διεύθυνση τα αποτελέσµατα
είναι ικανοποιητικά µέχρι τα 0.25 rad (14◦).

73



Σχήµα 44: Fit µέχρι φmax 20◦.

Παρατηρούµε ότι αν κάνουµε fit τις ενέργειες για τσακίσεις κατά τις δύο
διευθύνσεις µέχρι τις 20◦, τα αποτελέσµατα παραµένουν ικανοποιητικά για
την armchair διεύθυνση µέχρι τα 0.43 rad (24◦), και για την zigzag διεύθυνση
µέχρι τα 0.28 rad (16◦). Παρατηρείται µια δυσκολία προσέγγισης της ενέργειας
που αφορά την zigzag τσάκιση.

74



Σχήµα 45: Fit µέχρι φmax 30◦.

Παρατηρούµε ότι αν κάνουµε fit τις ενέργειες για τσακίσεις κατά τις δύο
διευθύνσεις µέχρι τις 30◦, τα αποτελέσµατα είναι σηµαντικά ϐελτιωµένα ως
προς την zigzag διεύθυνση (έως 0.35 rad (20◦), όµως πλέον έχει χαθεί η ορθή
συµπεριφορά στις µικρές γωνίες για την armchair τσάκιση.

Παρατηρούµε ότι ο κώδικας µας στην προσπάθεια του να παραµετροποιήσει
την ab-initio συµπεριφορά της ενέργειας παραµόρφωσης για σχετικά µεγάλες
γωνίες (εννοώντας γωνίες τσάκισης οι οποίες καταστρέφουν το planarity του
γραφενίου), έχει αρχίσει να καταστρέφει το fit που αφορά τις χαµηλές γωνίες.
Εποµένως, για να είναι δυνατή η ορθή περιγραφή της ενέργειας παραµόρφω-
σης που οφείλεται σε κινήσεις των ατόµωνC εκτός επιπέδου του γραφενίου τόσο
σε µικρές όσο και σε µεγαλύτερες γωνίες, διαπιστώσαµε ότι η παραµετροποίη-
ση πρέπει να εκτείνεται το πολύ µέχρι τις 25◦. Ωστόσο, δεδοµένης της σχεδόν
µηδενικής τιµής της παραµέτρου V1, αποφασίσαµε να ξανατρέξουµε τον κώδι-
κα δίνοντας αυτή τη ϕορά εµείς τιµές στις παραµέτρους V1, V2. Συγκεκριµένα
µηδενίσαµε την V1 και εκτελέσαµε µια σειρά από δοκιµές για την τιµή της V2

κινούµενοι στις περιοχές τιµών που ορίζει η τιµή του V2 για παραµετροποίηση
µέχρι τις 25◦.
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Σχήµα 46: Fit για V1 = 0 eV, V2 = 0.23 eV.

Παρατηρούµε ότι πράγµατι αρκεί µόνο µια παράµετρος V2 για να παραµε-
τροποιήσουµε αρκετά καλά την ab-initio ενέργεια στρέψης για γωνίες τσάκισης
κατά την armchair και zigzag διεύθυνση εως και 22◦ (0.4 rad). Εδώ λοιπόν η
έκφραση της ενέργειας στρέψης στην οποία καταλήξαµε είναι απλώς:

Etors(ω
ABCD) =

1

2
V2

[
1− cos(2ωABCD)

]
(126)

µε V2 = 0.23 eV.
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10.2 Προσαρµογή παραµέτρων kcis, ktrans

Για την µοντελοποίηση µε αυτόν τον τρόπο κατασκευάσαµε έναν κώδικα For-
tran ο οποίος κάνει χρήση µιας conjugate gradient ϱουτίνας η οποία ελαχι-
στοποιεί την εξής objective function ως προς τις παραµέτρους kcis, ktrans µέχρι
τη µέγιστη γωνία φmax για την οποία γίνεται το fit.

O(V1, V2, φ) = Oarm(kcis, ktrans, φ) +Ozig(kcis, ktrans, φ) (127)

O(kcis, ktrans, φ) =

φmax∑
φ

(
E
tors/arm
fit (kcis, ktrans, φ)− Etors/arm

abinitio (φ)
)2

+

φmax∑
φ

(
E
tors/zig
fit (kcis, ktrans, φ)− Etors/zig

abinitio (φ)
)2

΄Οπου

E
tors/arm
fit (kcis, ktrans, φ) = Earm

trans1(ktrans, φ) + Earm
trans2(ktrans, φ) + Earm

cis1 (kcis, φ)
(128)

E
tors/zig
fit (kcis, ktrans, φ) = Ezig

trans1(ktrans, φ)+Ezig
trans2(ktrans, φ)+Ezig

cis1(kcis, φ)+Ezig
cis2(kcis, φ)

(129)

µε

Earm
trans1(ktrans, φ) = 2 · ktrans(1− cos(2θarm1

dih )) (130)

Earm
cis1 (kcis, φ) = 4 · kcis(1− cos(2θarm2

dih )) (131)

Earm
trans2(ktrans, φ) = 4 · ktrans(1− cos(2θarm3

dih )) (132)

Ezig
cis1(kcis, φ) = 2 · kcis(1− cos(2θzig1dih )) (133)

Ezig
trans1(ktrans, φ) = 2 · ktrans(1− cos(2θzig2dih )) (134)

Ezig
cis2(kcis, φ) = 2 · kcis(1− cos(2θzig3dih )) (135)
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Ezig
trans2(ktrans, φ) = 2 · ktrans(1− cos(2θzig4dih )) (136)

όπου ΄Οπου θarm1
dih , θarm2

dih , θarm3
dih , οι γωνίες που υπολογίστηκαν στο σχετικό ε-

δάφιο 9.2 και θzig1dih , θzig2dih , θzig3dih , θzig4dih οι γωνίες που υπολογίστηκαν στο σχετικό
εδάφιο 9.3. Οι υπόλοιπες λεπτοµέρειες της µοντελοποίησης µε kcis, ktrans πα-
ϱαµέτρους παρέµειναν ίδιες µε εκείνες της µοντελοποίησης µέσω V1, V2.

10.2.1 Αποτελέσµατα

΄Οπως και πριν παρουσιάζουµε ενδεικτικά αποτελέσµατα µέχρι µέγιστες γωνίες
τσάκισης φmax 10◦, 20◦, 30◦.

Σχήµα 47: Fit µέχρι φmax 10◦.
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Σχήµα 48: Fit µέχρι φmax 20◦.

Βλέπουµε ότι για fit των ενεργειών µέχρι τις 10◦, παίρνουµε καλά αποτε-
λέσµατα ως και 0.32 rad (18◦) αναφορικά µε την τσάκιση κατά armchair και
ως 0.25 rad (14◦) αναφορικά µε την τσάκιση κατά zigzag. Fit µέχρι τις 20◦,
δίνει καλά αποτελέσµατα ως και 0.38 rad (22◦) αναφορικά µε την τσάκιση κατά
armchair και ως 0.35 rad (20◦) αναφορικά µε την τσάκιση κατά zigzag.
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Σχήµα 49: Fit µέχρι φmax 30◦.

΄Οπως και στην προηγούµενη περίπτωση το fit µέχρι τσακίσεις 30◦ κατά
τις δύο διευθύνσεις αφορά περιπτώσεις πολύ µακριά από το planarity του
γραφενίου και ο κώδικας στην προσπάθεια του να παραµετροποιήσει σωστά
τη συµπεριφορά κοντά σε αυτή τη γωνία καταστρέφει το fit σε χαµηλότερες
περιοχές.
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΄Οπως και στην προηγούµενη µοντελοποίηση, έτσι κι εδώ µέσω δοκιµών
καταλήξαµε στις ϐέλτιστες των παραµέτρων kcis, ktrans

Σχήµα 50: Fit για kcis = 0.14 eV, ktrans = 0.1 eV.

Παρατηρούµε ότι για τις άνωθι τιµές παραµέτρων µπορούµε να αναπαράγουµε
την ab-initio ενέργεια στρέψης για γωνίες τσάκισης κατά τις δύο διευθύνσεις
µέχρι 0.45 rad (25◦). Συνοψίζοντας, η έκφραση στην οποία καταλήξαµε ήταν

Etors(ω
cis) = kcis(1− cos

(
2ωcis

)
) (137)

Etors(ω
trans) = ktrans(1− cos

(
2ωtrans

)
) (138)

µε kcis = 0.14 eV, ktrans = 0.1 eV.
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10.3 Σύγκριση των δύο µοντέλων

Σχήµα 51: Fit για την ϐέλτιστη τιµή του V2 της πρώτης µοντελοποίησης και
για τις ϐέλτιστες τιµές των kcis, ktrans της δεύτερης µοντελοποίησης.

Παρατηρούµε από τη σύγκριση των δύο µοντέλων ότι αναφορικά µε την ab-
initio ενέργεια στρέψης κατά την armchair διεύθυνση οι δύο µέθοδοι πρακτικά
δίνουν τα ίδια αποτελέσµατα, ενδεχοµένως η µία παράµετρος (V1) ελάχιστα
καλύτερα αποτελέσµατα. Ωστόσο υπάρχει µια αισθητή διαφορά αναφορικά µε
την ab-initio ενέργεια στρέψης κατά την zigzag διεύθυνση, όπου ϕαίνεται πως
η χρησιµοποίηση δύο παραµέτρων (kcis, ktrans) επιτρέπει fit µέχρι µεγαλύτερες
γωνίες, από την αντίστοιχη παραµετροποίηση µε µία (V2).
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11 ∆οκιµή εφαρµοσιµότητας δυναµικού πεδίου

Για να δοκιµάσουµε την ακρίβεια του του δυναµικού να περιγράψει τη συ-
νεισφορά των δίεδρων γωνιών εξετάσαµε µια περισσότερο σύνθετη περίπτωση,
κατά την οποία όπως ϑα ϕανεί στη συνέχεια συνεισφέρουν όλοι οι ϐασικο-
ί όροι του δυναµικού πεδίου στην ενέργεια παραµόρφωσης (δηλαδή έχουµε,
επιµηκύνσεις δεσµών, κάµψεις γωνιών, και στρέψεις γύρω από δεσµούς). Συγ-
κεκριµένα ϑεωρήσαµε κυψελίδα µονοστρωµατικού γραφενίου 32 ατόµων C και
υψώναµε ένα άτοµο άνθρακα κατά την διεύθυνση κάθετα στο 2διάστατο εξα-
γωνικό επίπεδο µέχρι τα 0.6 Angstrom µε ϐήµα 0.02 Angstrom. Για κάθε µια
από αυτές τις δοµές εκτελέστηκαν υπολογισµοί ολικής ενέργειας µε τεχνικές
λεπτοµέρειες παρόµοιες µε αυτές των υπολογισµών του εδαφίου 8.5 .

Σχήµα 52: Κάτοψη της κυψελίδας του test case

Σχήµα 53: Πρόσοψη της κυψελίδας του test case

Σχήµα 54: Ολική ενέργεια παραµόρφωσης Eabinitio(z)− Eabinitio(0)
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11.1 Μοντελοποίηση

Ο σκοπός αρχικά είναι να γράψουµε τις ποσότητες που µας ενδιαφέρουν
(µήκος δεσµού εξαιτίας του bond-stretching και οι γωνίες των οποίων οι τι-
µές αλλάζουν εξαιτίας του angle-bending συναρτήσει της µετατόπισης z

Σχήµα 55: µεταβολή γωνίας θ (angle-bending) και µήκους δεσµού d (bond-
stretching)

Αν εκτελεστούν οι πράξεις λαµβάνουµε για το νέο µήκος δεσµού

d′(z) =
√
d2 + z2 (139)

όπου d = 1.42A◦, και z(A◦) η κατακόρυφη µετατόπιση του ατόµου, ενώ για τη
γωνία θ παίρνουµε

θ′(z) = arccos

(
2z2 − d2

2(d2 + z2)

)
(140)

Ωστόσο εκτός από τη γωνία θ στην συγκεκριµένη περίπτωση έχουµε µεταβολή
και της γωνίας φ η οποία εξαρτάται από την µετατόπιση κατά z ως

φ = arccos

(
− d

2
√
d2 + z2

)
(141)
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Σχήµα 56: µεταβολή γωνίας φ (angle-bending)

Ας δούµε τώρα και τον συνολικό αριθµό γωνιών και δεσµών που αλλάζουν
εξαιτίας αυτής της παραµόρφωσης. Μπορεί κανείς να δει ότι η µετατόπιση
ενός ατόµου C κατά µήκος του ϑετικού ηµιάξονα z, συνεπάγεται την αλλαγή 3
δεσµών, 6 γωνιών φ, και 3 γωνιών θ.

Σχήµα 57: δεσµοί τύπου I (κόκκινο χρώµα) και δεσµοί τύπου II (µπλε χρώµα)
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Πλέον έχουµε ολοκληρώσει την προεργασία σχετικά µε τους όρους δυναµι-
κού που πρέπει να αφαιρέσουµε από την ολική ενέργεια και το υπόλοιπο είναι
το οφειλόµενο σε ϱοπές που ϑα πρέπει να κάνουµε fit. Πλέον στρέφουµε την
προσοχή µας στις κινήσεις εκτός επιπέδου του γραφενίου και εξάγουµε αν-
τίστοιχες αναλυτικές εκφράσεις τις δίεδρης γωνίας συναρτήσει της µετατόπισης
ενός ατόµου C.

΄Οπως ϐλέπουµε από το παραπάνω σχήµα, πρέπει να λάβουµε υπόψιν
στρέψεις γύρω από δεσµούς δύο ειδών. Αφενός υπάρχουν οι στρέψεις ατόµων
γύρω από δεσµούς που είναι δεύτεροι γείτονες του ατόµου που µετατοπίζεται
στα ϑετικά του z των οποίων και τα δύο άτοµα κείτονται στο επίπεδο xy (τύπου
II-µπλε). Το µοντέλο µας έχει 6 τέτοιες συνεισφορές. Αφετέρου υπάρχουν οι
στρέψεις ατόµων γύρω από δεσµούς που είναι πρώτοι γείτονες των οποίων το
ένα άτοµο κείται στο επίπεδο xy και το άλλο είναι αυτό που µετατοπίζεται κατά
z (τύπου I-κόκκινο). Το µοντέλο µας έχει 3 τέτοιες συνεισφορές. Εφόσον λοι-
πόν έχουµε στρέψεις γύρω από δύο τύπου δεσµούς, ϑα έχουµε και δύο τύπου
δίεδρες γωνίες µεταξύ των εµπλεκόµενων επιπέδων (κατά αντιστοιχία) I-II.

Κάθε µια από αυτές τις δίεδρες γωνίες έχει έναν διπλό εκφυλισµό, ώστε
να ληφθεί υπόψιν η trans και η cis περίπτωση. Επιπλέον οι δίεδρες τύπου I
έχουν έναν επιπλέον διπλό εκφυλισµό, ώστε να ληφθούν υπόψιν και τα δύο
άτοµα που ενδέχεται να περιστραφούν γύρω από τους δεσµούς τύπου I. Είναι
απαραίτητο να ληφθούν υπόψην όλες αυτές οι συνεισφορές διότι δεν πρέπει
να µας διαφεύγει ότι ενα πρόγραµµα µοριακής δυναµικής το οποίο αφορά
δοµές πολύ µεγάλου πλήθους ατόµων ϑα αντιλαµβάνεται διαδοχικές τετράδες
ατόµων C και ϑα υπολογίζει τις δίεδρες γωνίες που ορίζονται από τα επίπεδα
διαδοχικών τριάδων ατόµων C και δεν ϑα λαµβάνει απλώς υπόψην ποια άτο-
µα έχουν µετατοπιστεί από το επίπεδο του εξαγωνικού πλέγµατος. Κοινώς, ϑα
εξετάζει µεταβολές δίεδρων γωνιών συγκρίνοντας επίπεδα µε έναν συστηµατι-
κό τρόπο, και µετά ϑα υπολογίζει την ενέργεια στρέψης για κάποια δοθείσα
παράµετρο (όπως το V2 = 0.23 eV) στο οποίο καταλήξαµε προηγουµένως) .
Αυτή η συστηµατικότητα αντικατοπτρίζεται στην συµπερίληψη όλων αυτών των
δίεδρων γωνιών που αναφέρθηκαν παραπάνω. Συνοψίζοντας τα προηγούµενα,
το µοντέλο µας πρέπει να συµπεριλάβει στο δυναµικό 12 συνεισφορές δίεδρων
γωνιών τύπου (I) και 12 τύπου (II).

Στα σχήµατα που ακολουθούν, οι συντεταγµένες είναι εκπεφρασµένες συ-
ναρτήσει του d (το µήκος δεσµού δύο ατόµων άνθρακα (C-C). Η αρχή των
αξόνων έχει επιλεγεί να είναι στην αρχική ϑέση του ατόµου C το οποίο µετα-
τοπίζεται πάνω στον ϑετικό ηµιάξονα z. Η ϑέση αυτού του ατόµου µετά την
µετατόπιση (σε επόµενα σχήµατα είναι το άτοµο υπαριθµόν (1) αντιστοιχεί σε
(0, 0, zd/d).
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11.2 Συνεισφορές τύπου I

Σχήµα 58: δεσµοί τύπου I

σηµεία συντεταγµένες σηµεία συντεταγµένες σηµεία συντεταγµένες

r1 (0, 0, zd
d

) r2 (−1, 0, 0) r3 (−3
2
,
√

3
2
, 0)

r4 (−3
2
,−
√

3
2
, 0) r5 (1

2
,
√

3
2
, 0) r6 (1

2
,−
√

3
2
, 0)

Θα ϑεωρήσουµε στρέψεις του ατόµου (5) γύρω από τον δεσµό (1)-(2). Λόγω
συµµετρίας οι αντίστοιχες στρέψεις του ατόµου (6) είναι ίδιες. Τα εµπλεκόµενα
επίπεδα είναι τα (4-2-1), (3-2-1), (2-1-5). Χρησιµοποιώντας τους τύπους των
προηγούµενων εδαφίων για τις εξισώσεις των επιπέδων και τις δίεδρες γωνίες
παίρνουµε αντιστοίχως τα εξής αποτελέσµατα για την cis (3215) και την trans
περίπτωση (4215)

cosφ
(I)
cis =

3
4√(

zd
d

)2
+ 3

4

√
3
(
zd
d

)2
+ 3

4

(142)

cosφ
(I)
trans =

−3
2

(
zd
d

)2 − 3
4√(

zd
d

)2
+ 3

4

√
3
(
zd
d

)2
+ 3

4

(143)

Οι στρέψεις οποιουδήποτε εκ των δύο πιθανών ατόµων γύρω από τους υ-
πόλοιπους 2 δεσµούς δίνουν τα ίδια αποτελέσµατα λόγω συµµετρίας. Κατα-
λήγοντας ϑα έχουµε συνολικά 6 cis και 6 trans συνεισφορές τύπου I των οποίων
η συναρτησιακή µορφή των δίεδρων γωνιών είναι της µορφής που εξάγαµε.
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11.3 Συνεισφορές τύπου II

Σχήµα 59: δεσµοί τύπου II

σηµεία συντεταγµένες σηµεία συντεταγµένες σηµεία συντεταγµένες

r1 (0, 0, zd
d

) r2 (−1, 0, 0) r4 (−3
2
,
√

3
2
, 0)

r7 (−5
2
,−
√

3
2
, 0) r8 (−1,−

√
3, 0)

Θα ϑεωρήσουµε στρέψεις γύρω από το δεσµό (2)-(4). Τα εµπλεκόµενα ε-
πίπεδα είναι τα (8-4-2), (7-4-2), και (4-2-1). Για την cis περίπτωση (8421)
έχουµε

cos θ
(II)
cis =

1√
4
3

(
zd
d

)2
+ 1

(144)

ενώ για την trans (7421)

cos θ
(II)
trans =

−1√
4
3

(
zd
d

)2
+ 1

(145)

λόγω συµµετρίας στρέψεις γύρω από τους άλλους 5 δεσµούς τύπου II δίνουν
τα ίδια αποτελέσµατα. Εποµένως κι εδώ υπάρχουν 6 cis και 6 trans συνεισφο-
ϱές τύπου I των οποίων η συναρτησιακή µορφή των δίεδρων γωνιών είναι της
µορφής που εξάγαµε.
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11.4 Αποτελέσµατα

΄Εχοντας εξάγει όλες τις αναλυτικές εκφράσεις για τις δίεδρες γωνίες χρησιµο-
ποιήσαµε τον τύπο

Etors(ω) =
1

2
V2(1− cos 2ω) (146)

µε τιµή παραµέτρου V2 = 0.23 eV στην οποία καταλήξαµε λαµβάνοντας την
τελική έκφραση για την ολική ενέργεια στρέψης συναρτήσει της κατακόρυφης
µετατόπισης του ατόµου C

Etors(zd) = 6 · 1

2
V2

[ (
1− cos(2θ

(I)
cis)
)

+
(

1− cos(2θ
(I)
trans)

)

+
(

1− cos(2θ
(II)
cis )

)
+
(

1− cos(2θ
(II)
trans)

) ]

Etors(zd) = 6V2

(
4− cos2(θ

(I)
cis)− cos2(θ

(I)
trans)− cos2(θ

(II)
cis )− cos2(θ

(II)
trans)

)
⇒

Etors(zd) = 6V2

(
4− 2

4
3
( zd
d

)2 + 1
−

9
8

+ 9
4
( zd
d

)2 + 9
4
( zd
d

)4

[( zd
d

)2 + 3
4
][3( zd

d
)2 + 3

4
]

)
(147)

Επιπλέον ο όρος δυναµικού που περιγράφει το bond stretching ο οποίος χρη-
σιµοποιήθηκε ήταν [51]

Vbs(d
′) = D

(
e−α(d′−d) − 1

)2

(148)

µε τις παραµέτρους

D = 5.7 eV, α = 1.96 angstrom−1, d = 1.42 angstrom (149)

εποµένως στην περίπτωση µας ο όρος δυναµικής ενέργειας που οφείλεται στο
bond stretching είναι

Ebs(zd) = 3 ·D
(
e−α(
√
d2−z2d−d) − 1

)2

(150)
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Τέλος χρησιµοποιούµε την εµπειρική έκφραση που χρησιµοποιήθηκε και
πριν για τον όρο δυναµικής ενέργειας λόγω angle bending

Eθ
abend(zd) = 3 ·

[k
2

(
arccos

(
2z2

d − d2

2(d2 + z2
d)

)
− 2π

3

)2

−k
′

3

(
arccos

(
2z2

d − d2

2(d2 + z2
d)

)
− 2π

3

)3 ]
(151)

Eφ
abend(zd) = 6 ·

[k
2

(
arccos

(
− d

2(d2 + z2
d)

)
− 2π

3

)2

−k
′

3

(
arccos

(
− d

2(d2 + z2
d)

)
− 2π

3

)3 ]
(152)

µε τις παραµέτρους k = 7.0 eV/rad2, k′ = 4 eV/rad3 [51]. Τώρα πλέον
έχουµε την έκφραση για την ολική ενέργεια παραµόρφωσης συναρτήσει της
κατακόρυφης µετατόπισης ενός ατόµου C (zd) από το επίπεδο που ορίζουν τα
υπόλοιπα άτοµα του γραφενίου

Efitted
distorsion(zd) = Ebstretch(zd) + Eθ

abend(zd) + Eφ
abend(zd) + Etors(zd) (153)

την οποία µπορούµε να συγκρίνουµε µε την ολική ενέργεια παραµόρφωσης
που λαµβάνουµε από τους abinitio υπολογισµούς

Eabinitio
distorsion(zd) = Eabinitio(zd)− Eabinitio(0) (154)

Το σχήµα της επόµενης σελίδας δείχνει τα παραπάνω.
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Σχήµα 60: Ενέργεια παραµόρφωσης όπως έχει προκύψει από υπολογισµούς
πρώτων αρχών και από τη πρώτη µοντελοποίηση

Αν επαναλάβουµε την ανωτέρω διαδικασία άλλα επιλέξουµε να χρησιµοποι-
ήσουµε ως έκφραση της ενέργειας στρέψης το δεύτερο µοντέλο που εξετάσαµε,
στο οποίο έχουµε εισάγει διαφορετικές παραµέτρους για να περιγράψουµε
κάθε µια εκ των cis και trans περιπτώσεων

Ecis
tors = kcis (1− cos(2ωcis)) (155)

Etrans
tors = ktrans (1− cos(2ωtrans)) (156)

Θα έχουµε

Etors(zd) = 6 · kcis
[(

1− cos(2θ
(I)
cis)
)

+
(

1− cos(2θ
(II)
cis )

)]

+6 · ktrans
[(

1− cos(2θ
(I)
trans)

)
+
(

1− cos(2θ
(II)
trans)

)]
⇒

Etors(zd) = 12 · kcis
(

2− cos2(θ
(I)
cis)− cos2(θ

(II)
cis )

)
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+12 · ktrans
(

2− cos2(θ
(I)
trans)− cos2(θ

(II)
trans)

)
⇒

Etors(zd) = 12 · kcis

(
2−

9
16(

( zd
d

)2 + 3
4

) (
3( zd

d
)2 + 3

4

) − 1
4
3
( zd
d

)2

)

+12 · ktrans

(
2−

(
3
2
( zd
d

)2 + 3
4

)2(
( zd
d

)2 + 3
4

) (
3( zd

d
)2 + 3

4

) − 1
4
3
( zd
d

)2

)
(157)

Με τιµές παραµέτρων kcis = 0.14 eV, ktrans = 0.1 eV, στις οποίες καταλήξαµε

Σχήµα 61: Ενέργεια παραµόρφωσης όπως έχει προκύψει από υπολογισµούς
πρώτων αρχών και από την δεύτερη µοντελοποίηση
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11.5 Συµπεράσµατα

Σχήµα 62: Ενέργεια παραµόρφωσης όπως έχει προκύψει από υπολογισµούς
πρώτων αρχών και από τις δύο µοντελοποιήσεις

Παρατηρούµε ότι και οι δύο µοντελοποιήσεις προσεγγίζουν ικανοποιητι-
κά την ενέργεια παραµόρφωσης που λαµβάνουµε από υπολογισµούς πρώτων
αρχών, µέχρι την περιοχή των 0.5 Angstrom. Η υπολειπόµενη ενέργεια που
απαιτείται για να µοντελοποιηθεί πλήρως η ενέργεια παραµόρφωσης της συγ-
κεκριµένης δοµής οφείλεται στην µικρή συνεισφορά ενεργειακών όρων µει-
κτής ϕύσης, δηλαδή που συζεύγουν το angle bending, bond stretching, και
torsion, και που δεν λάβαµε υπόψην κατά την προσαρµογή των παραµέτρων.
Παρατηρούµε ωστόσο ότι η δεύτερη µοντελοποίηση αποδίδει σηµαντική ϐελ-
τίωση στα αποτελέσµατα και αυτό οφείλεται στην συµπερίληψη µιας επιπλέον
παραµέτρου στο fitting. Επίσης αξίζει να σηµειωθεί ότι ένας λόγος που η πα-
ϱαµετροποίηση µε kcis, ktrans δίνει καλύτερα αποτελέσµατα στην προκειµένη
περίπτωση οφείλεται στη ϕύση της παραµόρφωσης, και κατά συνέπεια την συ-
ναρτησιακή µορφή όλων των εµπλεκόµενων δίεδρων γωνιών, ή πιο σωστά στη
διαφορά της συναρτησιακής µορφής µεταξύ cis και trans γωνιών.
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΄Οπως είδαµε στο εδάφιο 11.3, αν εκτελεστούν αναλυτικά οι πράξεις για τις
cis, trans δίεδρες που αφορούν στρέψεις γύρω από δεσµούς τύπου II παρατη-
ϱούµε ότι τα συνηµίτονα τους διαφέρουν µόνο κατά ένα πρόσηµο.

cos θ
(II)
cis =

1√
4
3

(
zd
d

)2
+ 1

(158)

cos θ
(II)
trans =

−1√
4
3

(
zd
d

)2
+ 1

(159)

Αυτό ϕανερώνει, πέρα από την παραπληρωµατικότητα των cis, trans δίεδρων,
το γεγονός ότι πρακτικά ο διαχωρισµός της µιας περίπτωσης από την άλλη δεν
συνίσταται σε κάτι περισσότερο από το γεγονός ότι η µία ϑα είναι οξεία και η
άλλη αµβλεία. Από άποψη υπολογισµών όµως δεν υπάρχει κάποια διαφορά,
όπως µαρτυρούν οι τύποι που χρησιµοποιήσαµε παραπάνω (τελικά όλες οι
εξαρτήσεις µπορούν να γραφούν ως cos2(ω

(I/II)
cis/trans(zd))).

Ωστόσο όπως είδαµε στο εδάφιο 11.2, οι cis και trans δίεδρες γωνίες που
αφορούν στρέψεις γύρω από δεσµούς τύπου I έχουν διαφορετική συναρτησια-
κή εξάρτηση η µία από την άλλη, η οποία δεν οφείλεται απλώς σε ένα πρόσηµο.

cosφ
(I)
cis =

3
4√(

zd
d

)2
+ 3

4

√
3
(
zd
d

)2
+ 3

4

cosφ
(I)
trans =

−3
2

(
zd
d

)2 − 3
4√(

zd
d

)2
+ 3

4

√
3
(
zd
d

)2
+ 3

4

Αυτό σηµαίνει, ότι από υπολογιστικής σκοπιάς οι δυο συγκεκριµένες γωνίες
για την συγκεκριµένη παραµόρφωση που έχουµε επιβάλλει, συµπεριφέρονται
πολύ διαφορετικά η µία από την άλλη. Στην προκειµένη λοιπόν περίπτωση
είναι λογικό ότι η εισαγωγή µιας παραµέτρου (kcis, ktrans) για το κάθε είδος
γωνίας στην έκφραση του δυναµικού πεδίου ϑα περιγράφει την παραµόρφωση
πολύ καλύτερα, και όπως παρατηρούµε από τα τρία τελευταία σχήµατα, είναι
πλήρως αιτιολογηµένη.
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12 Γενικά συµπεράσµατα - Μελλοντικές κατευ-
ϑύνσεις

Στα πλαίσια της παρούσας εργασίας παρουσιάσαµε ένα δυναµικό πεδίο για να
περιγράψει τις στρέψεις εκτός επιπέδου για το µονοστρωµατικό γραφένιο το
οποίο προέκυψε από προσαρµογή παραµέτρων του δυναµικού πεδίου σε απο-
τελέσµατα υπολογισµών ολικής ενέργειας από πρώτες αρχές. Προσεγγίσαµε
το πρόβληµα µε δύο διαφορετικούς τρόπους, χρησιµοποιώντας µια παράµετρο
V1, ή δύο kcis, ktrans. ∆ιαπιστώσαµε ότι και οι δύο παραµετροποιήσεις ανα-
παράγουν ικανοποιητικά τα ab initio αποτελέσµατα. Συγκεκριµένα δείξαµε
ότι πρακτικά δύο προσεγγίσεις δεν διαφέρουν σηµαντικά και το fit µπορεί να
επεκταθεί µέχρι γωνίες 25◦.

∆οκιµάσαµε την εφαρµοσιµότητα του δυναµικού πεδίου (transferability
test) στην περίπτωση όπου ένα άτοµο αποµακρύνεται από το επίπεδο του µο-
νοστρωµατικού γραφενίου. Η ϕύση της συγκεκριµένης παραµόρφωσης µπορεί
να ιδωθεί σαν µια οριακή παραµόρφωση στην περίπτωση που επιχειρήσει κανε-
ίς να µελετήσει τη µηχανική συµπεριφορά του γραφενίου σε περιπτώσεις όπως
συµπίεση κατά µήκος του επιπέδου xy όπου έχουµε την εµφάνιση buckles
και ripples στην επιφάνεια του γραφενίου, ή για µελέτη των δονητικών του
ιδιοτήτων. Το συνολικό δυναµικό πεδίο (περιλαµβάνοντας τα δυναµικά πεδία
επιµήκυνσης δεσµών και κάµψης γωνιών της εργασίας [51] και το δυναµικό
πεδίο στρέψης που υπολογίσαµε) περιγράφει την εξάρτηση της ενέργειας συ-
ναρτήσει τη µετατόπισης σε πολύ καλή συµφωνία µε τα αποτελέσµατα πρώτων
αρχών.

Μια σηµαντική εφαρµογή του συνολικού δυναµικού πεδίου που έχουµε δη-
µιουργήσει ϑα ήταν η µελέτη της εξάρτησης της ενέργειας περιέλιξης νανοσω-
λήνων από την ακτίνα τους. Σε αυτήν την εφαρµογή ιδιαίτερο ϱόλο προφανώς
αναµένεται να διαδραµατίσει το δυναµικό πεδίο στρέψης. Για αυτό περιµένου-
µε ότι η επιτυχία της εφαρµογής αυτής ϑα αποτελέσει µια σηµαντική απόδειξη
της χρησιµότητας του.

Επίσης σκοπεύουµε να εξετάσουµε την ισχύ του συνολικού δυναµικού πε-
δίου στην µελέτη των σχέσεων διασποράς των ϕωνονίων στο γραφένιο. Το ε-
ϱώτηµα που τίθεται είναι κατά πόσον οι κλασσικές σχέσεις διασποράς των ϕω-
νονίων χρησιµοποιώντας το δυναµικό πεδίο είναι σε συµφωνία µε αυτές που
υπολογίζονται από πρώτες αρχές.

Επιπλέον ϐελτιώσεις του συνολικού δυναµικού πεδίου µπορούν να επιτευ-
χθούν : (α) µε την προσθήκη µεικτών όρων σύζευξης διαφορετικών παραµορ-
ϕώσεων (π.χ. bending-stretching, stretching-torsion κ.τ.λ), (ϐ) µε την προ-
σθήκη όρων που ϑα τροποποιούν το δυναµικό πεδίο σε περίπτωση έλλειψης
(vacancy) ατόµου άνθρακα.

Τέλος, σκοπεύουµε να εισαγάγουµε το δυναµικό πεδίο που δηµιουργήσαµε
σε δηµοφιλείς υπολογιστικούς κώδικες κλασικής µοριακής δυναµικής (ανοι-
χτού κώδικα), όπως παραδείγµατος χάριν το LAMMPS [60]. Η ενσωµάτωση του
δυναµικού πεδίου σε τέτοιους κώδικες ϑα µας επιτρέψει να µελετήσουµε και
να αποτιµήσουµε τη χρησιµότητα του σε µια ευρύτερη κατηγορία ιδιοτήτων.
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