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΢ρήκα 23.1. Μεραληθό ζύζηεκα ηξηώλ ζσκάησλ κε ηελ ίδηα κάδα Μ, ζπδεπγκέλσλ κεηαμύ ηνπο θαη κε ηα 

αθιόλεηα ηνηρώκαηα κε ειαηήξηα πνπ έρνπλ ηελ ίδηα ζηαζεξά k θαη ακειεηέα κάδα.  (α) Καηάζηαζε ηζνξξνπίαο 

ηνπ ζπζηήκαηνο, (β) Απνκάθξπλζε ησλ ηξηώλ καδώλ από ηηο ζέζεηο ηζνξξνπίαο ηνπο θαηά yα, yβ θαη yγ, 

αληηζηνίρσο 

Από ηελ αλαιπηηθή κειέηε (βι. Παξάξηεκα Π23) πξνθύπηεη όηη νη γσληαθέο ζπρλόηεηεο 

ησλ 3 ΚΣΣ ηνπ ζπζηήκαηνο απηνύ είλαη 

  σ1 = 2 2
k

M
,    σ2 = 2

k

M
,    σ3 = 2 2

k

M
                  (23.2) 

ελώ νη ζρέζεηο κεηαμύ ησλ πιαηώλ, Α1 , Α2, Α3,  ησλ ηξηώλ ζσκάησλ, γηα θάζε έλαλ από ηνπο 

ΚΣΣ, είλαη: 

                1
oο

  ΚΣΣ  (σ1) :  Αα = Αγ,     Αβ = + 2Αα                                                (23.3α) 

  2
νο

  ΚΣΣ (σ2) :  Αα = Αγ,  Αβ = 0       (23.3β) 

                3
oο

  ΚΣΣ (σ3) :   Αα = Αγ,    Αβ =  2 Αα                                 (23.3γ) 

 

  t = 0                                       

  t = T/2                                         

                                       1
oο

 ΚΣΣ            2
νο

 ΚΣΣ              3
νο

 ΚΣΣ 

 

΢ρήκα 23.2. ΢ρεκαηηθή παξάζηαζε ησλ 3 θαλνληθώλ ηξόπσλ ηαιάλησζεο (ΚΣΣ) ηνπ ζπζηήκαηνο πνπ 

απεηθνλίδεηαη ζην ΢ρ. 23.1, γηα ρξόλνπο t = 0 θαη t = T/2, όπνπ  T  ε πεξίνδνο ηαιάλησζεο ηνπ ζπζηήκαηνο ζηνλ 

αληίζηνηρν ηξόπν. Σα βέιε απεηθνλίδνπλ ηηο απνκαθξύλζεηο ησλ ηξηώλ καδώλ από ηε ζέζε ηζνξξνπίαο ηνπο, 

αληηζηνίρσο. Παξαηεξνύκε όηη, ζηνλ 2
ν
 θαλνληθό ηξόπν ηαιάλησζεο, ε θεληξηθή κάδα δελ ηαιαληώλεηαη. 

Οη Δμ. (23.3) ππνδεηθλύνπλ όηη, γηα λα δηεγεξζεί έλαο θαλνληθόο ηξόπνο ηαιάλησζεο (i = 

1, 2, ή 3), αξθεί νη αξρηθέο απνκαθξύλζεηο, Αα, Αβ θαη Αγ, λα ηθαλνπνηνύλ ηηο αληίζηνηρεο 

ζρέζεηο (Δμ. 23.3). Οη ηξεηο ΚΣΣ απεηθνλίδνληαη ζρεκαηηθά ζην ΢ρ. 23.2, γηα ρξόλνπο t = 0 

θαη t = T/2 αληηζηνίρσο, όπνπ ηα βέιε ππνδεηθλύνπλ ηε θνξά θίλεζεο ηνπ θάζε ζώκαηνο. To 

T = 2π/σ είλαη ε πεξίνδνο ηεο ηαιάλησζεο, ν ρξόλνο δειαδή πνπ απαηηείηαη γηα ηελ 

εθηέιεζε κηαο πιήξνπο ηαιάλησζεο 
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ε ελέξγεηα είλαη αλάινγε πξνο ην ηεηξάγσλν ηνπ πιάηνπο ηαιάλησζεο ηνπ θάζε ηαιαλησηή, 

αληηιακβαλόκαζηε όηη αληαιιάζζεηαη ελέξγεηα κεηαμύ ησλ δύν ηαιαλησηώλ θαηά ηνλ 

αθόινπζν ηξόπν: θαηά ηε δηάξθεηα ηνπ ελόο ηεηάξηνπ ηεο πεξηόδνπ δηακόξθσζεο ην πιάηνο 

δηακόξθσζεο ηνπ ελόο ηαιαλησηή ειαηηώλεηαη ελώ ηνπ άιινπ απμάλεηαη, νπόηε ε ελέξγεηα 

κεηαθέξεηαη από ηνλ πξώην ηαιαλησηή ζηνλ δεύηεξν θαηά ηε δηάξθεηα ηνπ επνκέλνπ 

ηεηάξηνπ ηεο πεξηόδνπ δηακόξθσζεο ε ξνή ηεο ελέξγεηαο έρεη αληίζεηε θνξά, θ.ν.θ. Απηή ε 

αληαιιαγή ελέξγεηαο είλαη πιήξεο, κόλνλ όηαλ νη δύν κάδεο είλαη ίζεο, ηα πιάηε ηαιάλησζεο 

ησλ δύν ηαιαλησηώλ είλαη ίζα κεηαμύ ηνπο θαη ν ιόγνο (σ1 + σ2)/(σ1 − σ2) είλαη αθέξαηνο 

αξηζκόο. Γηαθνξεηηθά θακία από ηηο δύν κάδεο δελ αθηλεηνπνηείηαη πνηέ ηειείσο.  

23.3   Μέζνδνο 

΢ην πξώην πείξακα κεηξηέηαη ε πεξίνδνο ησλ θαλνληθώλ ηξόπσλ ηαιάλησζεο ελόο 

ζπζηήκαηνο ηξηώλ ίδησλ ζπδεπγκέλσλ βαγνληώλ, πνπ κπνξνύλ λα νιηζζαίλνπλ κε πνιύ κηθξή 

ηξηβή πάλσ ζε νξηδόληηα αεξνηξνρηά. Σα ηξία βαγόληα ζπλδένληαη, κεηαμύ ηνπο θαη κε ηα 

ζηαζεξά άθξα ηεο αεξνηξνρηάο, κε ειαηήξηα πνπ έρνπλ ηελ ίδηα ζηαζεξά k (΢ρ. 23.1 θαη 

23.5). Κάζε θαλνληθόο ηξόπνο ηαιάλησζεο δηεγείξεηαη μερσξηζηά, κε ηελ επηινγή 

θαηάιιεισλ αξρηθώλ απνκαθξύλζεσλ ησλ ηξηώλ βαγνληώλ πνπ κεηξνύληαη πάλσ ζηελ 

αεξνηξνρηά. 

 

΢ρήκα 23.5   Γηάηαμε κε ηξία ζπδεπγκέλα βαγόληα πάλσ ζε κηα αεξνηξνρηά (όρη ππό θιίκαθα). Σα ηξία 

βαγόληα έρνπλ ηελ ίδηα κάδα Μ, θαη είλαη ζπλδεδεκέλα, κεηαμύ ηνπο θαη κε ηα ζηαζεξά άθξα, κε 4 ίδηα ειαηήξηα, 

ζηαζεξάο k. 

 ΢ε έλα βνεζεηηθό πείξακα (βιέπε ηξίην πείξακα παξαθάησ) κεηξηέηαη ε ζηαζεξά k, ησλ 

ειαηεξίσλ. Οη γσληαθέο ζπρλόηεηεο ησλ ΚΣΣ, πνπ βξίζθνληαη από ηηο πεξηόδνπο ησλ ΚΣΣ, 

ζπγθξίλνληαη κε ηηο ζεσξεηηθά αλακελόκελεο ηηκέο (Eμ. 23.2). 

΢ην δεύηεξν πείξακα κεηξηέηαη ε πεξίνδνο ησλ ΚΣΣ δύν ζπδεπγκέλσλ βαγνληώλ πνπ 

δηεγείξνληαη θαηάιιεια (Eμ. 23.4). Γίλεηαη ρξήζε ηκήκαηνο ηεο αεξνηξνρηάο κε ζηαζεξά 

άθξα (κε ηε βνήζεηα θαη ελόο θηλεηνύ αθξνδέθηε ζθηγθηήξα), ελώ ην ειαηήξην πνπ ζπλδέεη 

ηα δύν βαγόληα είλαη πνιύ "καιαθόηεξν" (κηθξόηεξν k) από ηα άιια δύν, πνπ ζπλδένπλ ηα 

βαγόληα κε ηα άθξα (΢ρ. 23.3). ΢ηε ζπλέρεηα πξνθαινύληαη δηαθξνηήκαηα ζην ζύζηεκα, κε 

θαηάιιειεο αξρηθέο απνκαθξύλζεηο θαη κεηξηέηαη ε ζπρλόηεηα αληαιιαγήο ελέξγεηαο κεηαμύ 

ησλ δύν ζπδεπγκέλσλ βαγνληώλ. 

Σέινο, ζε έλα ηξίην πείξακα, κεηξώληαη νη ζηαζεξέο k θαη k΄ ησλ ζθιεξώλ θαη ησλ 

καιαθώλ ειαηεξίσλ. Υξεζηκνπνηείηαη έλα ηκήκα ηεο αεξνηξνρηάο κε ζηαζεξά άθξα θαη έλα 

κόλν από ηα βαγόληα, ην νπνίν ζπλδέεηαη, κε όκνηα ειαηήξηα, κε ηα ζηαζεξά άθξα ηεο 

αεξνηξνρηάο. Από ηελ πεξίνδν ηαιάλησζεο ηνπ αξκνληθνύ ηαιαλησηή ππνινγίδεηαη θάζε 

θνξά ε ζηαζεξά ηνπ αληίζηνηρνπ ειαηεξίνπ. Οη γσληαθέο ζπρλόηεηεο ησλ ΚΣΣ, πνπ 

πξνζδηνξίδνληαη πεηξακαηηθά από ηηο πεξηόδνπο ησλ ΚΣΣ θαη ησλ δηαθξνηεκάησλ, 

ζπγθξίλνληαη κε ηηο ζεσξεηηθά αλακελόκελεο ηηκέο (Eμ. 23.2, 23.4 θαη 23.9). 

 

 

ελατήριο 
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23.4.   Πεηξακαηηθή δηάηαμε 

Η πεηξακαηηθή δηάηαμε (΢ρ. 23.5) απνηειείηαη από κηα αεξνηξνρηά κε ηα δηάθνξα 

εμαξηήκαηά ηεο, ηξία εηδηθά βαγόληα θαη έλα ρξνλόκεηξν. ΢ηελ Άζθεζε ππάξρεη επίζεο κηα 

ζπιινγή ειαηεξίσλ, 4 "ζθιεξώλ" θαη 2 "καιαθώλ" , θαζώο θαη κεξηθά βύζκαηα θαη βηδσηνί 

ζπλδεηήξεο, γηα ηε ζύλδεζή ηνπο κε ηα βαγόληα θαη κε ηα ζηαζεξά άθξα ηεο αεξνηξνρηάο. Η 

κάδα ησλ βαγνληώλ, καδί κε ηα εμαξηήκαηα ηνπο (βύζκα–βηδσηόο ζπλδεηήξαο) πνπ 

αλαγξάθεηαη πάλσ ζε απηά, είλαη κεηξεκέλε κε αθξίβεηα  0,1gr. 

ΠΡΟ΢ΟΥΗ: Πξνζέμηε λα κε ρηππήζεηε ή ραξάμεηε ηελ αεξνηξνρηά, γηαηί θάζε παξακόξθσζε 

κπνξεί λα πξνθαιέζεη κόληκν εκπόδην ζηελ θίλεζε ελόο βαγνληνύ. Επίζεο κελ αληαιιάζζεηε ηα 

ειαηήξηα δύν δηαθνξεηηθώλ Αζθήζεσλ, γηαηί είλαη έηζη νκαδνπνηεκέλα θαηόπηλ κεηξήζεσλ, 

ώζηε λα ειαρηζηνπνηεζεί ε δηαθνξά κεηαμύ ησλ ζηαζεξώλ ηνπο. 
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23.5   Δθηέιεζε 

23.5.1 Σξεηο ζπδεπγκέλνη αξκνληθνί ηαιαλησηέο 

1. ΢πλδέζηε ην ηξνθνδνηηθό ηνπ θπζεηήξα ζηα 220 V AC. Πηέζηε ηνλ δηαθόπηε ιεηηνπξγίαο 

ζηε ζέζε ΟΝ.  Δπηιέμηε κηα ηθαλνπνηεηηθή παξνρή αέξα κε ηνλ επηινγέα ηνπ ηξνθνδνηηθνύ 

(έλδεημε πεξίπνπ 2 γηα ηξνθνδνζία δύν δηαηάμεσλ). 

2. Οξηδνληηώζηε πξνζεθηηθά ηελ αεξνηξνρηά κε ηνπο θνριίεο ηνπ δηπινύ ππνζηεξίγκαηνο 

(κε ηε βνήζεηα ηνπ επηβιέπνληα). Έλα βαγόλη πάλσ ζηελ αεξνηξνρηά κπνξεί λα θάλεη κηθξέο 

κεηαθηλήζεηο, πόηε πξνο ηε κία θαη πόηε πξνο ηελ άιιε θαηεύζπλζε ιόγσ αζπκκεηξίαο ή 

δηαθύκαλζεο ηεο ξνήο θάησ από ην βαγόλη, δελ πξέπεη όκσο λα επηηαρύλεηαη ζηαζεξά πξνο 

κία θαηεύζπλζε. Δπίζεο έλα βαγόλη δελ πξέπεη λα θάζεηαη αζύκκεηξα σο πξνο ηηο δύν 

πιεπξέο ηεο αεξνηξνρηάο (ρξεζηκνπνηήζηε ηελ αεξνζηάζκε). 

3. Σνπνζεηήζηε ηα βύζκαηα ζηηο επάλσ ηξύπεο ζηα άθξα ησλ βαγνληώλ θαη βηδώζηε ηνπο 

ζπλδεηήξεο (ε δνπιεηά απηή λα γίλεη πάλσ ζηνλ πάγθν, θαη όρη πάλσ ζηελ αεξνηξνρηά). 

4. ΢πλδέζηε ηα άθξα ησλ ηεζζάξσλ "ζθιεξώλ" ειαηεξίσλ κε ηνπο ζπλδεηήξεο ησλ 

βαγνληώλ. Υεηξηζηείηε ηα ειαηήξηα κε πξνζνρή, ρσξίο λα ηα πηέδεηε ή λα ηα εθηείλεηε 

ππεξβνιηθά. 

5. Με ζπληνληζκέλε ζπλεξγαζία ηξηώλ ρεξηώλ, ζεθώζηε ηε δηάηαμε θαη ηνπνζεηήζηε ηελ 

πάλσ ζηελ αεξνηξνρηά κε πξνζνρή, ώζηε λα κε ηε ρηππήζεηε. Σνπνζεηήζηε βύζκαηα-

βηδσηνύο ζπλδεηήξεο ζηα αθιόλεηα άθξα ηεο αεξνηξνρηάο θαη ζπλδέζηε κε απηά ηα άθξα ησλ 

ειαηεξίσλ πνπ είλαη ειεύζεξα. Ο θάζε ηαιαλησηήο θηλείηαη ηώξα πνιύπινθα πέξα-δώζε, κε 

πνιύ κηθξή ηξηβή. 
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6. ΢πγθξαηήζηε κε πξνζνρή ηα βαγόληα (ζπλεξγαζία ηξηώλ πάληνηε ρεξηώλ) θαη θέξηε ηα 

ζηε ζέζε ηζνξξνπίαο ηνπο (όπνπ ην κήθνο ησλ ηεζζάξσλ ειαηεξίσλ είλαη ην ίδην).  Με ηε 

κεηξηθή θιίκαθα ηεο αεξνηξνρηάο, ζεκεηώζηε ηε ζέζε ηζνξξνπίαο ησλ ηξηώλ βαγνληώλ y01, 

y02, y03 (ηνπ αληίζηνηρνπ άθξνπ ηνπο). 

7. Απνκαθξύλεηε, θαηά ην ίδην κήθνο (πεξί ηα 5 cm) θαη πξνο ηελ ίδηα θαηεύζπλζε, ηα δύν 

αθξαία βαγόληα, θαη θαηά έλα κήθνο ίζν κε 52  cm, αιιά πξνο ηελ αληίζεηε θαηεύζπλζε, 

ην κεζαίν βαγόλη (Δμ. 23.3α). Αθήζηε ηα ηαπηόρξνλα λα ηαιαλησζνύλ. Θα πξέπεη λα βιέπεηε 

ηώξα ηνλ 1
ν
 ΚΣΣ ηνπ ζπζηήκαηνο (΢ρ. 23.2). 

8. Μεηξήζηε ην ρξνληθό δηάζηεκα n = 10 πιήξσλ ηαιαληώζεσλ θαη θαηαρσξήζηε ηελ ηηκή 

ζηνλ Πίλαθα Ι ζηε ζηήιε nT1. 

9. Δπαλαιάβεηε ην βήκα 8 άιιεο 4 θνξέο, θαζώο ην ζύζηεκα ηαιαληώλεηαη ζπλερώο, θαη 

ζπκπιεξώζηε ηε ζηήιε nT1 ηνπ Πίλαθα Ι. Δθηηκήζηε ην ζθάικα ηνπ ρξνλνκέηξνπ δTρξ. 

Πίλαθαο Ι 

n = 10 

Α/Α 

κέηξεζεο 

nΣ1 

 (s)                      

nΣ2 

(s) 

nΣ3 

(s)                        

1...    

 
1nT = 2nT = 2nT = 

 
1T = 2T = 

3T = 

 
1 = 2 = 

3 = 

10. ΢ηε ζπλέρεηα, δηεγείξεηε ηνλ 2
ν
 ΚΣΣ: ΢πγθξαηήζηε κε πξνζνρή ηα βαγόληα θαη θέξηε ηα 

πάιη ζηε ζέζε ηζνξξνπίαο ηνπο. Πηέζηε ειαθξά ην κεζαίν ζηα πιάγηα ώζηε λα παξακείλεη 

αθίλεην θαη απνκαθξύλεηε ηα άιια δύν ζε αληίζεηεο θαηεπζύλζεηο, θαηά κήθνο ηεο 

αεξνηξνρηάο θαη  θαηά ην ίδην κήθνο (Δμ. 23.3β), ίζν πεξίπνπ κε 5 cm. ΢πγθξαηήζηε ηα 

αθίλεηα γηα ιίγν θαη κεηά αθήζηε ηα ειεύζεξα ηαπηόρξνλα. Θα πξέπεη λα βιέπεηε ηώξα ηνλ 

2
ν
 ΚΣΣ ηνπ ζπζηήκαηνο (΢ρ. 23.2). 

11. Καζώο ην ζύζηεκα ηαιαληώλεηαη ζπλερώο, κεηξήζηε ην ρξνληθό δηάζηεκα n = 10 

πιήξσλ ηαιαληώζεσλ θαη θαηαρσξήζηε ηελ ηηκή ζηνλ Πίλαθα Ι ζηε ζηήιε nT2. 

12. Δπαλαιάβεηε ηα βήκαηα 10 θαη 11 άιιεο 4 θνξέο, θαζώο ην ζύζηεκα ηαιαληώλεηαη 

ζπλερώο θαη ζπκπιεξώζηε ηε ζηήιε nT2 ηνπ Πίλαθα Ι.  

13. Σέινο δηεγείξεηε ηνλ 3
ν
 ΚΣΣ.  ΢πγθξαηήζηε κε πξνζνρή ηα βαγόληα θαη θέξηε ηα ζηε 

ζέζε ηζνξξνπίαο ηνπο.  Κξαηήζηε ην κεζαίν αθίλεην πηέδνληάο ην ειαθξά θαη απνκαθξύλεηε 

ηα δύν αθξαία θαηά ην ίδην κήθνο, ίζν πεξίπνπ κε 5 cm, θαη πξνο ηελ ίδηα θαηεύζπλζε. 

Κξαηήζηε ηα δύν αθξαία αθίλεηα ζηελ λέα ηνπο ζέζε. Απνκαθξύλεηε ηώξα ην κεζαίν (κε ην 

ηξίην ρέξη) πξνο ηελ αληίζεηε θαηεύζπλζε θαηά κία απόζηαζε ίζε κε 52   cm (Δμ. 23.3γ). 

Πεξηκέλεηε ιίγν θαη αθήζηε ηαπηόρξνλα ηα ηξία βαγόληα. Θα πξέπεη λα βιέπεηε ηώξα ηνλ 3
ν
 

ΚΣΣ ηνπ ζπζηήκαηνο (΢ρ. 23.2). 

14. Μεηξήζηε ην ρξνληθό δηάζηεκα n = 10 πιήξσλ ηαιαληώζεσλ θαη θαηαρσξήζηε ηελ ηηκή 

ζηνλ Πίλαθα Ι, ζηε ζηήιε nT3. 
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15. Δθηειέζηε ηα βήκαηα 13 θαη 14 άιιεο 4 θνξέο θαη ζπκπιεξώζηε ηε ζηήιε nT3 ηνπ 

Πίλαθα Ι. 

16. ΢πγθξαηήζηε κε πξνζνρή ηα βαγόληα θαη θέξηε ηα πεξίπνπ ζηε ζέζε ηζνξξνπίαο ηνπο. 

Απνζπλδέζηε ηα αθξαία ειαηήξηα από ηα άθξα ηεο αεξνηξνρηάο. Με ζπγρξνληζκέλεο θηλήζεηο 

θαηεβάζηε ην ζύζηεκα πξνζεθηηθά πάλσ ζηνλ πάγθν θαη απνζπλδέζηε ην κεζαίν βαγόλη από 

ηα άιια δύν, ηα νπνία ζα ρξεζηκνπνηήζεηε ζην επόκελν πείξακα. (Αθήζηε έλα ειαηήξην 

ζπλδεδεκέλν κε θαζέλα από απηά ηα δύν βαγόληα).  ΢εκεηώζηε ηηο ηηκέο ηεο κάδαο θάζε 

βαγνληνύ πνπ αλαγξάθνληαη πάλσ ηνπο (πεξηιακβάλνληαη θαη ηα εμαξηήκαηα), θαζώο θαη ηα 

αληίζηνηρα ζθάικαηα:  

Μα  =  .…. ….. ,  Μβ =  .…. …..  ,  Μγ = .…. …..,  

23.5.2   Γύν ζπδεπγκέλνη αξκνληθνί ηαιαλησηέο: Γηαθξνηήκαηα. 

1. ΢πλδέζηε κεηαμύ ηνπο ηα δύν βαγόληα (πνπ έρνπλ από έλα "ζθιεξό" ειαηήξην 

ζπλδεδεκέλν) κε έλα καιαθό ειαηήξην (έρεη κηθξόηεξε δηάκεηξν από ην "ζθιεξό"), πάλσ 

ζηνλ πάγθν. Μεηαθέξεηε καδί ηα δύν βαγόληα θαη ηνπνζεηήζηε ηα πάλσ ζηελ αεξνηξνρηά, 

πξνο ην άθξν ηεο πνπ δελ ζπλδέεηαη κε ην θπζεηήξα (απηό ζεξκαίλεηαη ιηγόηεξν).  ΢πλδέζηε 

ην έλα ζθιεξό ειαηήξην κε ην άθξν απηό. 

2. ΢πλδέζηε έλα βύζκα-βηδσηό αθξνδέθηε κε ηνλ εηδηθό ζθηγθηήξα-αθξνδέθηε θαη 

ηνπνζεηήζηε ηνλ επάλσ ζηελ αεξνηξνρηά θαη ζε απόζηαζε πεξίπνπ 110 cm από ην 

πξνεγνύκελν άθξν ηεο. ΢θίμηε ειαθξά ηνλ θνριία πνπ βξίζθεηαη πάλσ ζηνλ ζθηγθηήξα, ώζηε 

ην εμάξηεκα απηό λα ζηαζεξνπνηεζεί. ΢πλδέζηε ην άιιν ζθιεξό ειαηήξην ηεο δηάηαμεο κε 

ηνλ αθξνδέθηε ηνπ ζθηγθηήξα. Σν ζύζηεκα ησλ δύν ζπδεπγκέλσλ ηαιαλησηώλ ζα 

ηαιαληώλεηαη ηώξα αθαλόληζηα. 

3. ΢πγθξαηήζηε κε πξνζνρή ηα βαγόληα θαη θέξηε ηα ζηε ζέζε ηζνξξνπίαο ηνπο. ΢εκεηώζηε 

ηηο ζέζεηο ηζνξξνπίαο, y01 θαη y02 (αληίζηνηρα άθξα ησλ βαγνληώλ). 

4. Απνκαθξύλεηε ηα δύν βαγόληα παξάιιεια ζηελ αεξνηξνρηά, θαηά ηελ ίδηα απόζηαζε 

(πεξί ηo 1 cm) θαη πξνο ηελ ίδηα θαηεύζπλζε.  ΢πγθξαηήζηε ηα γηα ιίγν, πηέδνληάο ηα 

πιεπξηθά πνιύ ειαθξά θαη κεηά αθήζηε ηα ειεύζεξα ηαπηόρξνλα. Θα πξέπεη λα βιέπεηε ηνλ 

1
ν
 ΚΣΣ ηνπ ζπζηήκαηνο (΢ρ. 23.3, β). Μεηξήζηε ην ρξνληθό δηάζηεκα n = 10 πιήξσλ 

ηαιαληώζεσλ.  Καηαρσξήζηε ηελ ηηκή ζηε ζηήιε nΣ1 ηνπ Πίλαθα ΙΙ. 

5. Δπαλαιάβεηε ην βήκα 5 άιιεο 4 θνξέο, θαζώο ην ζύζηεκα ηαιαληώλεηαη ζπλερώο, θαη 

ζπκπιεξώζηε ηε ζηήιε nΣ1. 

Πίλαθαο ΙΙ 

n = 10,    nδ = 8,    Μα  =  .…. ….. ,  Μβ =  .…. …..   

Α/Α  nΣ1 (s)                      nΣ2(s) nδΣδ(s)                        

1 

2 

…. 

 

 

 

  

 
1nT = 2nT = 

δnT = 

 
1T = 2T = 

δT = 

 
1 = 2 = 

δ = 
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7. ΢ηε ζπλέρεηα, δηεγείξεηε ηνλ 2
ν
 ΚΣΣ: ΢πγθξαηήζηε κε πξνζνρή ηα βαγόληα θαη θέξηε ηα 

ζηε ζέζε ηζνξξνπίαο ηνπο. Απνκαθξύλεηέ ηα θαηά ηελ ίδηα απόζηαζε αιιά ζε αληίζεηεο 

θαηεπζύλζεηο.  ΢πγθξαηήζηε ηα γηα ιίγν αθίλεηα θαη κεηά αθήζηε ηα ειεύζεξα.  Βεβαησζείηε 

όηη ηα αθξαία ειαηήξηα δελ ζπζπεηξώλνληαη εληειώο ζην αξρηθό ηνπο κήθνο.  Θα πξέπεη λα 

βιέπεηε ηνλ 2
ν
 ΚΣΣ (΢ρ. 23.3, γ). 

8. Μεηξήζηε ην ρξνληθό δηάζηεκα n = 10 πιήξσλ ηαιαληώζεσλ. Καηαρσξήζηε ηελ ηηκή ζηε 

ζηήιε nΣ2 ηνπ Πίλαθα ΙΙ. 

9. Δθηειέζηε ζπλνιηθά πέληε θνξέο ην βήκα 7 θαζώο ην ζύζηεκα ηαιαληώλεηαη ζπλερώο 

θαη ζπκπιεξώζηε ηε ζηήιε nΣ2. 

10. Φέξηε ηα βαγόληα ζηε ζέζε ηζνξξνπίαο ηνπο. ΢ηε ζπλέρεηα ζα κεηξήζεηε ηελ πεξίνδν 

δηαθξνηεκάησλ. ΢πγθξαηήζηε ην έλα βαγόλη ζηε ζέζε ηζνξξνπίαο ηνπ θαη απνκαθξύλεηε ην 

άιιν πεξί ηα 3 cm. Αθήζηε ην ειεύζεξν θαη παξαθνινπζήζηε ηελ θίλεζή ηνπ επί αξθεηέο 

ηαιαληώζεηο, γηα λα δηαπηζηώζεηε ηα δηαθξνηήκαηα θαη λα εμνηθεησζείηε κε ηε ζπκπεξηθνξά 

ηνπο, ηδηαίηεξα όηαλ ην πιάηνο ηεο ηαιάλησζήο ηνπο κεδελίδεηαη. 

11. Μεηξήζηε ην ρξνληθό δηάζηεκα nδ = 8 πεξηόδσλ δηαθξνηεκάησλ (δειαδή κεηαμύ 

κεδεληζκώλ ηεο κεηαηόπηζεο ηεο κίαο κάδαο). Καηαρσξήζηε ηελ ηηκή ζηελ ηειεπηαία ζηήιε 

ηνπ Πίλαθα ΙΙ. 

12. Δπαλαιάβεηε ην βήκα 10 άιιεο 4 θνξέο, θαζώο ην ζύζηεκα εθηειεί δηαθξνηήκαηα, θαη 

ζπκπιεξώζηε ηελ ηειεπηαία ζηήιε. 

23.5.3  Μέηξεζε ησλ ζηαζεξώλ k θαη k' ησλ ειαηεξίσλ 

1. Φέξηε ηα δύν βαγόληα ζηε ζέζε ηζνξξνπίαο ηνπο. Απνζπλδέζηε ην βαγόλη πνπ είλαη 

ζπλδεδεκέλν κε ηνλ ζθηγθηήξα θαη αθήζηε πάλσ ζηελ αεξνηξνρηά κόλν ην άιιν βαγόλη, 

ζπλδεδεκέλν κε ην ζηαζεξό άθξν ηεο αεξνηξνρηάο. Απνζπλδέζηε ην ζθιεξό ειαηήξην από ην 

βαγόλη πνπ απνκαθξύλαηε θαη αθήζηε ην καιαθό ζπλδεδεκέλν. 

2. Υαιαξώζηε ηνλ ζθηγθηήξα-αθξνδέθηε θαη κεηαθηλήζηε ηνλ πξνο ην βαγόλη, ώζηε ε 

απόζηαζή ηνπ από ην ζηαζεξό άθξν λα είλαη πεξί ηα 60 cm. ΢ηαζεξνπνηήζηε ηνλ, ζθίγγνληαο 

ειαθξά ηνλ θνριία. ΢πλδέζηε ην ζθιεξό ειαηήξην (πνπ απνζπλδέζαηε πξνεγνπκέλσο) 

κεηαμύ ηνπ ζθηγθηήξα-αθξνδέθηε θαη ηνπ βαγνληνύ. Ο αξκνληθόο ηαιαλησηήο πνπ 

εηνηκάζαηε ηαιαληώλεηαη ηώξα ειεύζεξα πάλσ ζηελ αεξνηξνρηά, κε δύν ζθιεξά ειαηήξηα. 

3. Φέξηε ηνλ ηαιαλησηή ζηε ζέζε ηζνξξνπίαο ηνπ θαη απνκαθξύλεηέ ηνλ από απηήλ γύξσ 

ζηα 5 cm. Αθήζηε ηνλ ειεύζεξν λα ηαιαλησζεί γηα ιίγν θαη κεηξήζηε ην ρξνληθό δηάζηεκα n 

= 10 ηαιαληώζεώλ ηνπ.  Καηαρσξήζηε ην απνηέιεζκα ζηνλ Πίλαθα ΙΙΙ ζηε ζηήιε nT. 

4. Δθηειέζηε ην βήκα 3 άιιεο ηέζζεξηο θνξέο θαη ζπκπιεξώζηε ηε ζηήιε nT.  

5. Φέξηε ηνλ ηαιαλησηή ζηε ζέζε ηζνξξνπίαο ηνπ, απνζπλδέζηε ηνλ από ηα ζηαζεξά άθξα 

ηεο δηάηαμεο θαη ηνπνζεηήζηε ηνλ ζηνλ πάγθν.  

6. ΢πλδέζηε ηώξα ην άιιν καιαθό ειαηήξην κε ην άιιν βαγόλη, ηνπνζεηήζηε ην βαγόλη απηό 

κε ηα δύν καιαθά ειαηήξηα πάλσ ζηελ αεξνηξνρηά θαη επαλαιάβεηε ηα βήκαηα 3 θαη 4 γηα ηα 

καιαθά ειαηήξηα. ΢πκπιεξώζηε ηε ζηήιε nΣ΄. 

7. ΢εκεηώζηε ηηο κάδεο Μα  =  .…. ….. ,  Μβ =  .…. …..  ησλ βαγνληώλ πνπ 

ρξεζηκνπνηήζαηε. 
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Πίλαθαο ΙΙΙ 

n = 10,   Μα  =  .…. ….. ,  Μβ =  .…. …..    

Α/Α Μέηξεζεο nΣ (s)                      nΣ΄(s) 

1 

2 

…. 

 

 

 

 

 nT = Tn = 

 T  = T = 

   =   = 

 

6. Φέξηε ηνλ ηαιαλησηή ζηε ζέζε ηζνξξνπίαο ηνπ, απνζπλδέζηε ηα ειαηήξηα από ηα 

ζηαζεξά άθξα ηεο δηάηαμεο θαη ηνπνζεηήζηε ην βαγόλη πάλσ ζηνλ πάγθν. 

7. Απνζπλδέζηε κε πξνζνρή ηα ειαηήξηα θαη ηνπνζεηήζηε ηα ζηηο αξρηθέο ηνπο ζέζεηο, κέζα 

ζην θνπηί πνπ ππάξρεη γηα ην ζθνπό απηό. 

23.6   Δπεμεξγαζία ησλ κεηξήζεσλ   

23.6.1  Τπνινγηζκόο ησλ ζηαζεξώλ ησλ ειαηεξίσλ 

1. Από ηηο κεηξήζεηο ηνπ Πίλαθα ΙΙΙ ππνινγίζηε ηηο κέζεο ηηκέο ησλ  Tn   θαη Tn   θαη, από 

απηέο, ηηο κέζεο πεξηόδνπο T  θαη T   ησλ δύν ηαιαλησηώλ πνπ ρξεζηκνπνηήζαηε, θαη ην 

ζηαηηζηηθό ζθάικα ηνπο δΣ θαη δΣ΄, αληίζηνηρα. ΢πγθξίλεηε ηα ζθάικαηα απηά κε ην ζθάικα 

ηνπ ρξνλνκέηξνπ, δΣρξ, πνπ εθηηκήζαηε ζην βήκα 9 ηεο Παξαγξ. 23.5.1, θαη ρξεζηκνπνηήζηε 

σο δΣ (θαη δΣ΄), ην κεγαιύηεξν από ηα δύν. Καηαγξάςηε ηα απνηειέζκαηα κε ηε κνξθή 

Σ =  …… ± ….        θαη       Σ΄ = …… ± ….. 

2. Από ηηο ηηκέο ησλ Σ θαη Σ΄ ππνινγίζηε ηηο αληίζηνηρεο κέζεο γσληαθέο ζπρλόηεηεο   θαη 

 θαη ηα ζθάικαηά ηνπο δσ θαη δσ΄, αληίζηνηρα. 

3. Από ηε ζρέζε 

                          σ = 
M

k2
                                                           (23.11) 

 πνπ δίλεη ηελ γσληαθή ζπρλόηεηα γηα αξκνληθό ηαιαλησηή ζπλδεδεκέλν κε δύν ειαηήξηα 

ζηαζεξάο k, θαη ηελ ηηκή ηεο κάδαο (Μα  ή  Μβ) ηνπ βαγνληνύ πνπ ρξεζηκνπνηήζαηε θάζε 

θνξά, βξείηε ηηο ζηαζεξέο k θαη k' ησλ ζθιεξώλ θαη ησλ καιαθώλ ειαηεξίσλ, αληίζηνηρα. 

Τπνινγίζηε ην ζηαηηζηηθό ζθάικα δk θαη δk'  (ιύζηε σο πξνο k ηελ έθθξαζε πνπ δίλεη ηελ 

πεξίνδν θαη εθαξκόζηε ηνλ θαλόλα ηεο δηάδνζεο ηνπ ζθάικαηνο) θαη γξάςηε ηα 

απνηειέζκαηα κε ηε κνξθή: 

 k =  …… ± ….        θαη       k΄ = …… ± ….. 

23.6.2  Τπνινγηζκόο ησλ ζπρλνηήησλ ησλ ΚΣΣ θαη ηεο σδ 

1. Υξεζηκνπνηήζηε ηελ ηηκή πνπ κεηξήζαηε γηα ηελ k (ζθιεξό ειαηήξην) θαη ηε γλσζηή 

ηηκή ηεο κάδαο, Μ (πνπ εδώ είλαη ε κέζε ηηκή ησλ καδώλ Μα, Μβ, Μγ) γηα λα  ππνινγίζεηε ηηο 
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ζεσξεηηθά αλακελόκελεο ηηκέο ησλ γσληαθώλ ζπρλνηήησλ ησλ ηξηώλ ΚΣΣ, σ1, σ2, σ3 (Δμ. 

23.2) θαη ηα ζθάικαηά ηνπο, γηα ην ζύζηεκα κε ηξεηο ηαιαλησηέο.  

2. Από ηηο κεηξήζεηο ηνπ Πίλαθα I, βξείηε ηηο κέζεο ηηκέο θαη ηα ζθάικαηα ησλ πεξηόδσλ (

T  ± δΣ) ησλ ηξηώλ ΚΣΣ. Από ηηο ηηκέο απηέο βξείηε ηηο αληίζηνηρεο κέζεο γσληαθέο 

ζπρλόηεηεο, 1 , 2 , 3   θαη ηα ζθάικαηά ηνπο θαη ζπγθξίλεηέ ηηο κε ηηο ζεσξεηηθά 

αλακελόκελεο ηηκέο ηνπ βήκαηνο 1. 

3. Δπαλαιάβεηε ηα βήκαηα 1 θαη 2 γηα ην ζύζηεκα ησλ δύν ηαιαλησηώλ, ρξεζηκνπνηώληαο 

ηηο ηηκέο ηνπ Πίλαθα ΙΙ θαη ηελ Δμ. (23.4) (κε M ίζν κε ηε κέζε ηηκή ησλ Μα  θαη Μβ).  

4. Από ηελ  ηειεπηαία ζηήιε ηνπ Πίλαθα ΙΙ πξνζδηνξίζηε ηε κέζε πεξίνδν, δT , ησλ 

κεραληθώλ δηαθξνηεκάησλ, ηελ αληίζηνηρε γσληαθή ζπρλόηεηά ηνπο, δ , θαη ην ζθάικα ηεο, 

δσδ, θαη ζπγθξίλεηέ ηελ κε ηε ζεσξεηηθά αλακελόκελε ηηκή (Δμ. 23.9). 

5. Πνηα είλαη ε ζπρλόηεηα αληαιιαγήο ελέξγεηαο κεηαμύ ησλ δύν ηαιαλησηώλ; (βι. θαη ΢ρ. 

23.4). 
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ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ Α΢ΚΗ΢Η΢ 23 (Π23) 

Μειέηε ησλ θαλνληθώλ ηξόπσλ ηαιάλησζεο κε αεξνηξνρηά 

Π23.1  Οη θαλνληθνί ηξόπνη ηαιάλησζεο 

Από ηε ζεσξεηηθή κειέηε ηεο θίλεζεο ρσξίο ηξηβέο Ν ζπδεπγκέλσλ ηαιαλησηώλ, πξνθύπηεη 

όηη, αλ νη εμηζώζεηο θίλεζεο είλαη γξακκηθέο, ηόηε ε πην γεληθή θίλεζε  πνπ κπνξεί λα 

εθηειέζεη ν νπνηνζδήπνηε, i, από ηνπο Ν ηαιαλησηέο, ζε έλαλ ηπρόληα γεληθό (αθαλόληζην) 

ηξόπν θίλεζεο ηνπ ζπζηήκαηνο, κπνξεί λα εθθξαζηεί καζεκαηηθά σο 

   yi(t) =  
j

N




1

Aij cos(σjt + θj),  i = 1, 2, ..., N  (Π23.1) 

Η ζρέζε απηή κάο ιέεη όηη ε απνκάθξπλζε yi(t) από ηε ζέζε ηζνξξνπίαο ηνύ ηαιαλησηή i, ηε 

ρξνληθή ζηηγκή t, κπνξεί λα γξαθεί σο γξακκηθή επαιιειία (ππέξζεζε) Ν αλεμάξηεησλ 

αξκνληθώλ θηλήζεσλ, πνπ εθηεινύληαη κε ηηο ζπρλόηεηεο σj ησλ ΚΣΣ θαη κε πιάηε Αij θαη 

θάζεηο θj. Tα Αij θαη θj εμαξηώληαη από ηηο αξρηθέο ζπλζήθεο ηνπ πξνβιήκαηνο, δειαδή από 

ηελ απνκάθξπλζε θαη ηελ ηαρύηεηα ησλ δηαθόξσλ ζπδεπγκέλσλ ηαιαλησηώλ ηε ρξνληθή 

ζηηγκή t = 0. 

Η Δμ. (Π23.1) δίλεη ηε δπλαηόηεηα κειέηεο ηεο θίλεζεο ηνπ θαζελόο μερσξηζηνύ κέξνπο ηνπ 

ζπζηήκαηνο, όηαλ απηό εθηειεί κηα γεληθή θίλεζε. 

Π23.1.1  ΢ύζηεκα κε ηξεηο ζπδεπγκέλνπο ηαιαλησηέο  

 

΢ρήκα Π23.1. Μεραληθό ζύζηεκα ηξηώλ ζσκάησλ κε ηελ ίδηα κάδα Μ, ζπδεπγκέλσλ κεηαμύ ηνπο κε 

ειαηήξηα πνπ έρνπλ ηελ ίδηα ζηαζεξά, k, θαη ακειεηέα κάδα. (α) Καηάζηαζε ηζνξξνπίαο ηνπ ζπζηήκαηνο, (β) 

Απνκάθξπλζε ησλ ηξηώλ καδώλ από ηηο ζέζεηο ηζνξξνπίαο ηνπο θαηά yα, yβ θαη yγ, αληηζηνίρσο 

Σν ΢ρ. Π23.1 δείρλεη ζρεκαηηθά έλα κεραληθό ζύζηεκα ηξηώλ ζσκάησλ κε ηελ ίδηα κάδα Μ, 

ζπδεπγκέλσλ κεηαμύ ηνπο κε ειαηήξηα πνπ έρνπλ ηελ ίδηα ζηαζεξά k θαη ακειεηέα κάδα. Σα 

ζώκαηα κπνξνύλ λα θηλνύληαη θαηά κήθνο ηεο δηάηαμεο ρσξίο ηξηβέο.  Αλ yα, yβ θαη yγ είλαη 

νη αληίζηνηρεο απνκαθξύλζεηο ησλ καδώλ α, β, θαη γ  από ηε ζέζε ηζνξξνπίαο ηνπο ηε ζηηγκή 

t, εθαξκόδνληαο ηνλ 2
ν
 λόκν ηνπ Νεύησλα ζην θάζε ζώκα, βξίζθνπκε 

                   Mα 2

2

t

y



   = − kyα + k(yβ − yα) 

                  Mβ 2

β

2

t

y




 = − k(yβ − yα) + k(yγ − yβ)                                       (Π23.2) 

                      Mγ 2

γ

2

t

y




 = − k(yγ − yβ) − kyγ 

Δθόζνλ Mα = Mβ = Mγ = Μ, δηαηξώληαο θαη ηηο ηξεηο εμηζώζεηο κε ην Μ θαη απινπνηώληαο 

έρνπκε 



 59 

 

 

       2

α

2

t

 y
 =  

2k

M
 yα +  

k

M
 yβ 

                 2

β

2

t

y




 =    

k

M
 yα   

2k

M
 yβ  +  

k

M
 yγ                               (Π23.3) 

                                     2

γ

2

t

y




 =   

k

M
 yβ    

2k

M
 yγ 

 

Αλ ην ζύζηεκα ηαιαληώλεηαη ζε θάπνηνλ ΚΣΣ κε γσληαθή ζπρλόηεηα σ, ηόηε ε 

απνκάθξπλζε θάζε ζώκαηνο ηνπ ζπζηήκαηνο από ηε ζέζε ηζνξξνπίαο θαηά ηε ρξνληθή 

ζηηγκή t κπνξεί λα γξαθεί σο 

  yi(t) = Ai cosσt,              i = α, β, γ        (Π23.4) 

 

    ΢ηελ Δμ. (Π23.4) νη δηαθνξέο θάζεο 0
o
 ή 180

o
 κεηαμύ ησλ ηαιαλησηώλ έρνπλ απνξξνθεζεί 

ζηα πξόζεκα ησλ ζπληειεζηώλ Αi. Αληηθαζηζηώληαο ηηο Δμ. (Π23.4) ζηηο (Π23.3), παίξλνπκε 

έλα ζύζηεκα νκνγελώλ εμηζώζεσλ, πνπ έρεη ιύζε κόλν γηα ηηκέο ηνπ σ πνπ κεδελίδνπλ ηελ 

νξίδνπζα ησλ ζπληειεζηώλ ησλ αγλώζησλ, 

 

  

2
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2

0
2

0

2

2

2

k

M

k

M
k

M

k

M

k

M
k

M

k

M

 

  

 









    (Π23.5) 

 

 

Λύλνληαο ηελ Δμ. (Π23.5) σο πξνο σ, βξίζθνπκε γηα ηηο γσληαθέο ζπρλόηεηεο ησλ ηξηώλ 

ΚΣΣ: 

  σ1 = 2 2
k

M
,    σ2 = 2

k

M
,    σ3 = 2 2

k

M
                  (Π23.6) 

Αληηθαζηζηώληαο ηηο Δμ. (Π23.4) θαη (Π23.6) ζηηο (Π23.3) παίξλνπκε ηηο εμήο ζρέζεηο κεηαμύ 

ησλ πιαηώλ, ραξαθηεξηζηηθέο γηα θάζε έλαλ από ηνπο ΚΣΣ: 

                1
oο

  ΚΣΣ (σ1) :  Α1 = Α3,     Α2 = + 2Α1   

      2
νο

  ΚΣΣ (σ2) :  Α1 = Α3,   Α2 = 0                                               (Π23.7) 

                3
oο

  ΚΣΣ (σ3) :   Α1 = Α3,    Α2 =  2Α1   

Οη Δμ. (Π23.7) ππνδεηθλύνπλ όηη, γηα λα δηεγεξζεί έλαο θαλνληθόο ηξόπνο ηαιάλησζεο (i), 

αξθεί νη αξρηθέο απνκαθξύλζεηο, Αi, λα ηθαλνπνηνύλ ηελ αληίζηνηρε Δμ. (Π23.7). Οη ηξεηο 

ΚΣΣ απεηθνλίδνληαη ζρεκαηηθά ζην ΢ρ. 23.2 ηεο Άζθεζεο 23.   


